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Resumen

En la presente investigación se generaliza el Método Semi-Analı́tico de Elementos Finitos (SAFEM, por sus
siglas en inglés) reportado en las Refs. [1] y [2], para su aplicación en el cálculo de las propiedades efectivas de
materiales compuestos periódicos termoelásticos reforzados por fibras de sección transversal elı́ptica. Los refuerzos
fibrosos se consideran distribuidos periódicamente en celdas cuadradas o hexagonales. En particular, se estudian
materiales compuestos cuyos constituyentes son materiales isotrópicos o transversalmente isotrópicos. El SAFEM
consiste en modelar un problema fı́sico definido en un medio heterogéneo mediante una combinación entre el Méto-
do de Homogeneización Asintótica (AHM, por sus siglas en inglés) y el Método de Elementos Finitos (FEM, por
sus siglas en inglés). El AHM transforma el problema original definido en un medio heterogéneo obteniendo nue-
vas propiedades en un medio homogéneo equivalente, llamadas coeficientes efectivos. Para calcular el valor de los
coeficientes efectivos es necesario solucionar ciertos problemas diferenciales que se definen sobre la celda periódi-
ca del compuesto, llamados también problemas locales. Para solucionar los problemas diferenciales se emplea el
FEM. Se implementan dos versiones del FEM: la primera, una aproximación lineal que utiliza cuadriláteros de 4
nodos y la segunda, una aproximación cuadrática que emplea cuadriláteros de 8-nodos. En particular, las propieda-
des efectivas de materiales compuestos reforzados por fibras de sección transversal circular o elı́ptica distribuidas
en celdas cuadradas y hexagonales son calculadas. También se estudian las distribuciones de la sección transver-
sal de la fibra elı́ptica con diferentes orientaciones. En el caso de compuestos reforzados por fibras circulares, se
comprueba la validez del modelo desarrollado a través de comparaciones con los resultados obtenidos mediante las
fórmulas semi-analı́ticas reportadas en las referencias [3] y [4], para las distribuciones de celda cuadrada y hexa-
gonal, respectivamente. Además, se demuestra que los coeficientes efectivos de un material compuesto con varias
orientaciones en las fibras de sección transversal elı́ptica, muestran un comportamiento no-isotrópico. Adicional-
mente, se ilustra que a medida que aumenta el ángulo de orientación, el comportamiento del material compuesto se
aproxima suavemente a un comportamiento transversal isotrópico. Se implementó una herramienta computacional
usando MATLAB que aprovecha la simetrı́a de la celda periódica para realizar los cálculos usando solamente 1⁄4 de
la celda. La solución concebida requiere de la entrada por parte del usuario de las constantes elásticas y térmicas
de los materiales constituyentes del compuesto. Como salida del programa se obtienen los coeficientes efectivos
termoelásticos, gráficas de los coeficientes efectivos en función de la fracción volumétrica y las mallas generadas
por el programa para discretizar la región. La implementación realizada constituye una herramienta de gran utilidad
para el diseño de materiales compuestos. El diseño presentado contempla la entrega al usuario de los coeficientes
efectivos termoelásticos para un conjunto de fracciones volumétricas en una sola ejecución. Con los parámetros de
entrada definidos por el usuario se itera por los distintos valores de fracción volumétrica γ y se realizan los cálculos
de las propiedades efectivas.
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Capı́tulo 1

Introducción

1.1. Motivación

La ciencia de los materiales ha jugado un papel vital en la evolución humana. Los materiales compuestos (MC)
forman parte importante de esta ciencia. Un material compuesto consta de dos o más materiales homogéneos con
diferentes propiedades fı́sicas y/o quı́micas que se encuentran estrechamente vinculadas [5]. Los MC pueden poseer
nuevas propiedades que ninguno de sus componentes presentan de forma individual [6]. La Figura 1.1 ilustra un
material compuesto formado por un conjunto de fibras incrustadas en una matriz.

Figura 1.1: Constituyentes de un material compuesto.

Los MC pueden ser diseñados de manera tal que mejoren las propiedades de sus componentes preservando,
o incluso superando, los niveles de funcionalidad de los materiales constituyentes. Esta razón permite intuir que
los MC presentan considerables ventajas sobre los materiales tradicionales. La creciente popularidad de los MC se
evidencia a través de su incorporación en casi todas las esferas de la vida en los últimos años [7].

Los MC se utilizan en diferentes campos de la ingenierı́a para la fabricación de componentes que serán sometidos
a grandes esfuerzos [8]. También han sido ampliamente empleados en la industria marı́tima en la construcción de
embarcaciones comerciales y militares [9], en la industria mecánica, civil, aeroespacial y automotriz [10], en el
almacenamiento de energı́a [11–13], en impresiones 3D y 4D [14], ası́ como, en productos biomédicos y deportivos
[15–17]. La popularidad en su aplicación práctica está dada, en gran medida, a que preseentan propiedades como:
peso reducido, alta resistencia en relación a su peso, alta rigidez, baja densidad, flexibilidad, entre otras.

Los MC se pueden clasificar según su estructura en compuestos reforzados por partı́culas, compuestos reforzados
por fibras y compuestos laminados [18]. Los compuestos reforzados por partı́culas se obtienen a partir de inclusiones
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2 Capı́tulo 1. Introducción

de tamaño milimétrico o nanométrico, por ejemplo, esféricas, distribuidos en una matriz. Los compuestos reforzados
por fibras consisten en un sistema periódico de fibras, por ejemplo unidireccionales, incrustadas en la matriz. Los
compuestos laminados están formados por láminas delgadas homogéneas alternas [19]. En la Figura 1.2 se ilustra la
clasificación de los MC.

Figura 1.2: Tipos de materiales compuestos.

Los materiales compuestos termoelásticos (MCT) constituyen una clase importante de materiales con amplia
variedad de aplicaciones. Estas van desde estructuras aeroespaciales y placas de circuitos electrónicos hasta equipos
recreativos y comerciales. Algunas de las propiedades más importantes y útiles de los MCT son sus excelentes
propiedades de fricción, la buena resistencia a la fatiga y la retención de estas caracterı́sticas a altas temperaturas.
Las propiedades de los MCT los colocan en el primer lugar entre los materiales utilizados para escudos térmicos,
bordes de ataque, boquillas de cohetes y frenos para aviones militares y civiles avanzados [20].

La realización de experimentos a gran escala para obtener nuevos MC no es siempre una alternativa viable
debido a sus altos costos y, en ocasiones, a su complejidad. Es por ello, que el éxito en la aplicación práctica de
MC depende en gran medida de la posibilidad de predecir sus propiedades efectivas y su comportamiento mediante
el desarrollo de modelos adecuados. Sin embargo, el modelado micromecánico de estructuras compuestas puede
resultar bastante complicado como resultado de la distribución, orientación y forma de las múltiples inclusiones o
refuerzos dentro de la matriz.

La motivación fundamental de esta propuesta de investigación consiste en la determinación de las propiedades
efectivas de MCT empleando métodos matemáticos como una guı́a necesaria para orientar a los investigadores
experimentales en la búsqueda de nuevos materiales con las propiedades óptimas deseadas. Para ello se propone la
construcción de una herramienta computacional que facilite el diseño de nuevos MCT a partir del estudio de sus
propiedades efectivas. La herramienta permitirá, además, analizar cómo influyen en las propiedades efectivas del
compuesto tres factores importantes: la variación del valor de la fracción volumétrica de las fibras, la distribución
de las fibras en la matriz y la selección de los materiales constituyentes.
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1.2. Antecedentes

La presente tesis abarca el estudio de los MCT reforzados por fibras y es consecuencia de un amplio trabajo
de investigación previo. En la Ref. [1] se estudian los materiales compuestos elásticos con contacto imperfecto en
la interfaz entre las fibras de sección transversal circular y la matriz. En dicho trabajo se calculan las propiedades
efectivas mediante el Método Semi-Analı́tico de Elementos Finitos (SAFEM, por sus siglas en inglés) que conduce
a la solución de ecuaciones diferenciales parciales de los problemas locales obtenidos por el Método de Homogenei-
zación Asintótica (AHM, por sus siglas en inglés). Estas ecuaciones diferenciales se resuelven utilizando el Método
de Elementos Finitos (FEM, por sus siglas en inglés) con cuadriláteros de 8-nodos. Posteriormente, en la Ref. [2]
se estudian los compuestos elásticos para tres geometrı́as diferentes de la sección transversal de la fibra: circular,
cuadrada y rómbica. Las propiedades efectivas se calculan empleando nuevamente el SAFEM y las ecuaciones dife-
renciales de los problemas locales obtenidos al aplicar el AHM se resuelven a través del FEM pero en esta ocasión
se emplean cuadriláteros de 4, 8 y 12-nodos. En ambos trabajos se compararon los resultados numéricos obtenidos
con soluciones semi-analı́ticas demostrándose que el SAFEM brinda una buena aproximación de la solución de
los problemas locales. En la presente investigación, se realiza una generalización del SAFEM con el objetivo de
obtener las propiedades efectivas de MCT reforzados por fibras de sección transversal elı́ptica. La fibra de sección
transversal elı́ptica constituye, a su vez, una generalización de la fibra circular. Se consideran celdas periódicas con
geometrı́as cuadrada y hexagonal.

1.3. Pregunta de Investigación

¿Cómo determinar las propiedades efectivas de los materiales compuestos termoelásticos reforzados por fibras
utilizando modelos fı́sico-matemáticos-computacionales?

1.4. Hipótesis

Es posible generalizar el Método Semi-Analı́tico de Elementos Finitos para obtener las propiedades efectivas de
materiales compuestos termoelásticos reforzados por fibras con sección transversal elı́ptica distribuidas en celdas
cuadradas o hexagonales y con contacto perfecto entre las fibras y la matriz.

1.5. Objetivo General

Realizar una generalización del Método Semi-Analı́tico de Elementos Finitos basada en el Método de Ho-
mogeneización Asintótica y el Método de Elementos Finitos para obtener las propiedades efectivas de materiales
compuestos termoelásticos reforzados por fibras con sección transversal elı́ptica y distribución de celdas cuadradas
o hexagonales con contacto perfecto.

1.5.1. Objetivos especı́ficos

Modelar el problema a través del uso del Método Semi-Analı́tico de Elementos Finitos, el cual consiste en
resolver el problema fı́sico combinando el Método de Homogeneización Asintótica y el Método de Elementos
Finitos.
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Desarrollar las formulaciones lineal y cuadrática del Método de Elementos Finitos.

Desarrollar una herramienta computacional propia que permita calcular de forma eficiente los coeficientes
efectivos termoelásticos de un material compuesto reforzado por fibras elı́pticas distribuidas en celdas cua-
dradas o hexagonales.

Validar los resultados obtenidos a partir de las implementaciones de las formulaciones lineal y cuadrática
del Método de Elementos Finitos con los reportados en las Ref. [3] y [4] para el caso de fibras con sección
transversal circular distribuidas en celdas cuadradas y hexagonales, respectivamente.

Calcular las propiedades efectivas para compuestos termoelásticos reforzados por fibras con sección transver-
sal elı́ptica con diferentes orientaciones.

1.6. Principales aportes

En esta tesis se propone desarrollar una nueva herramienta computacional basada el Método de Homogeneiza-
ción Asintótica y el Método de Elementos Finitos que ayude en el diseño de experimentos en la búsqueda de nuevos
MCT a través de la simulación de sus propiedades efectivas. Entre los principales aportes de esta investigación se
encuentran:

El estudio de los materiales compuestos reforzados por fibras de sección transversal elı́pticas incluido el caso
especı́fico cuando la sección transversal de la fibra corresponde a un cı́rculo.

La generalización del Método Semi-Analı́tico de Elementos Finitos reportado en la Ref. [2] para el caso de
MCT.

La creación de una herramienta computacional propia que calcule las propiedades efectivas termoelásticas de
materiales compuestos a partir de las propiedades de sus constituyentes.

1.7. Organización de la disertación

La Figura 1.3 muestra la organización por capı́tulos del contenido de la tesis y la relación de cada capı́tulo con
los objetivos propuestos. El capı́tulo 2 comprende una revisión bibliográfica de los temas que conforman el marco
teórico para el desarrollo de la presente tesis. En especial, se abordan los MC, sus aplicaciones y la importancia del
estudio de las propiedades efectivas. Además, se realiza un recorrido por diferentes modelos matemáticos y métodos
numéricos empleados para la estimación de las propiedades efectivas de los MC. En el capı́tulo 3, se formaliza el
problema estudiado, se enuncian las ecuaciones básicas que lo definen y se usa el Método de Homogeneización
Asintótica para obtener los problemas locales y las expresiones para calcular las propiedades efectivas. En el capı́tu-
lo 4, se desarrollan las formulaciones del FEM lineales y cuadráticos para dos casos representativos de los problemas
locales obtenidos a partir del AHM. También, se explica el método empleado para la construcción automática de las
mallas que discretizan la región correspondiente al cuarto de la celda periódica. El capı́tulo 5 muestra la concepción
y diseño de la solución computacional realizada. Se exponen los principales aspectos tomados en cuenta a la hora
de la implementación para lograr un menor tiempo de ejecución. Asimismo, se presentan las funciones empleadas
en la construcción de las mallas, se comenta acerca de la estructura de datos utilizada para el almacenamiento de
las matrices obtenidas a partir de la formulación del FEM y se presenta el esquema general del diseño de la solu-
ción. En el capı́tulo 6, se dan a conocer los resultados obtenidos al aplicar el SAFEM en tres MCT: dos isotrópicos
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Figura 1.3: Organización por capı́tulos del texto y su relación con los objetivos especı́ficos

y uno transversalmente isotrópico. Se analizan por cada material las distribuciones de celda periódica cuadrada y
hexagonal. Los cálculos se realizan para diferentes valores de fracción volumétrica de la fibra. Para las fibras con
sección transversal circular, se validan los resultados numéricos con las expresiones semi-analı́ticas obtenidas en
la Ref. [3] cuando las fibras se distribuyen en celdas cuadradas y las reportadas en la Ref. [4] cuando las fibras se
distribuyen en celdas hexagonales. También se comparan los resultados con los presentados en la Ref. [21]. En este
capı́tulo, se determinan las propiedades efectivas empleando ambas aproximaciones del FEM para MCT reforzados
por fibras con sección transversal elı́ptica. Adicionalmente, se estudian las distribuciones de la sección transversal de
la fibra elı́ptica con diferentes orientaciones. Posteriormente, se plantean las conclusiones de la tesis y se brindan re-
comendaciones enfocadas en mejorar el desempeño computacional del trabajo y las lı́neas de investigación futuras.
Finalmente, en los anexos se presentan los pseudocódigos de las funciones empleadas para la construcción de las
mallas que discretizan la región donde se resuelven los problemas locales y se explica cómo obtener la formulación
débil de un problema local plano y uno antiplano.



Capı́tulo 2

Estado del Arte

A continuación se realiza una revisión bibliográfica de los temas que conforman el marco teórico para el desarro-
llo de la presente tesis. En especial, se abordan los conceptos básicos sobre MC, sus aplicaciones y la importancia
del estudio de las propiedades efectivas termoelásticas. Además, se realiza un recorrido por diferentes modelos
matemáticos y métodos numéricos empleados para la estimación de las propiedades efectivas.

2.1. Materiales compuestos

Es muy frecuente encontrar MC en la naturaleza. Uno de los más comunes y con un amplio espectro de utili-
zación desde la antigüedad es la madera. Los seres humanos han creado y utilizado conscientemente MC durante
miles de años en diferentes áreas. Los primeros usos de MC fabricados por el hombre se remontan al año 1500 a. C.
cuando los egipcios y los colonos mesopotámicos usaban una mezcla de barro y paja para crear edificios fuertes y
duraderos [22]. La paja se empleó también para reforzar otros productos, como la cerámica y los barcos. En el año
1200 d. C. los mongoles inventaron el primer arco hecho de MC usando una combinación de pegamento animal,
hueso y madera. Los arcos estaban prensados y envueltos con corteza de abedul. Como resultado se obtuvieron
arcos ligeros, poderosos y precisos. Los arcos compuestos de Mongolia ayudaron a asegurar el dominio militar de
Genghis Khan [22].

Los MC poseen generalmente alta resistencia y/o rigidez en relación con su peso. Estas caracterı́sticas permiten
su utilización en aplicaciones estructurales de alto rendimiento. Muchos de los avances en MC fueron el resultado de
las necesidades en los tiempos de guerra. Durante la Segunda Guerra Mundial se desarrollaron muchos materiales
alternativos para aplicaciones ligeras en aviones militares. Los ingenieros pronto se dieron cuenta de otros benefi-
cios de los MC más allá de ser livianos y fuertes. Se descubrió, por ejemplo, que los MC reforzados por fibras de
vidrio eran transparentes a las radiofrecuencias y el material pronto se adaptó para el uso en equipos de protección
de radares electrónicos (radomes).

Los MC continuaron su desarrollo después de la guerra y crecieron rápidamente durante la década de 1950
alcanzando un interés especial en mercados como el aeroespacial, la construcción y el transporte. Las industrias
naval y automovilı́stica fueron dos de las ramas que se vieron beneficiadas con el uso de MC. El primer casco de
barco comercial compuesto se introdujo en 1946. En 1947 se fabricó y probó una carrocerı́a completa de automóvil
hecha de MC. En la década de 1960, el mercado marino se convirtió en el mayor consumidor de MC. En 1961, se

6
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patentó la primera fibra de carbono y varios años después estuvo disponible comercialmente. En la década de 1970, la
industria de los MC comenzó a madurar. Durante este perı́odo se desarrollaron resinas y fibras de refuerzo mejoradas
para diversas aplicaciones. En la misma década, el mercado automotriz superó al marino y se ha mantenido como el
mercado número uno hasta la actualidad. Los MC se utilizaron por primera vez en aplicaciones de infraestructura en
Asia y Europa a finales de la década de 1970 y principios de la década de 1980. El primer puente peatonal fabricado
totalmente con MC se instaló en Aberfeldy, Escocia, en la década de 1990 [22]. Para el año 2000, los MC eran
ampliamente utilizados en diferentes sectores, como lo muestra el estudio realizado en Francia que se presenta en la
Figura 2.1 [23].

Figura 2.1: Áreas de aplicación de los materiales compuestos y porcentaje de utilización en Francia. Tomado de la
Ref. [23]

La nanotecnologı́a comenzó a utilizarse en el sector comercial a principios de la década de 2000. Los nanotubos
de carbono se pueden emplear como refuerzos en polı́meros para mejorar las propiedades mecánicas, térmicas y
eléctricas de un producto. La industria de los MC continúa en proceso de evolución y, gran parte de su crecimiento
se centra ahora en las energı́as renovables. Por ejemplo, las aspas de las turbinas eólicas están constantemente su-
perando los lı́mites de tamaño y requieren de compuestos avanzados para lograr una mayor resistencia y ligereza.

Los MC presentan propiedades superiores a otros tipos de materiales como los metales, aleaciones, cerámicas y
polı́meros. En la Figura 2.2, se comparan algunas propiedades de MC con respecto a otros materiales homogéneos.
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Figura 2.2: Comparación entre propiedades de materiales compuestos y otros materiales homogéneos. Tomado y
modificado de la Ref. [17].

La mayorı́a de los MC están formados solo por dos constituyentes de materiales distintos que se denominan
matriz y refuerzo. La forma en que se combinan los constituyentes determina las caracterı́sticas que conforman al
nuevo material. La matriz y el refuerzo no reaccionan quı́micamente sino que permanecen fı́sicamente adheridos
como una unidad en el compuesto [24]. Las caracterı́sticas globales de un material compuesto dependen de las
propiedades individuales de sus componentes, de la fracción volumétrica del refuerzo (es decir, el cociente entre el
volumen del refuerzo y el volumen de la matriz) y de la geometrı́a y distribución de los refuerzos en el sistema. Los
MC pueden ser diseñados para satisfacer requisitos especı́ficos geométricos, estructurales, mecánicos o quı́micos
según la aplicación donde se vayan a emplear.

Desde el punto de vista ingenieril, los MC reforzados por fibras (en lo adelante, MCRF) han sido de los más
utilizados. En estos, la alta resistencia de las fibras con pequeñas secciones transversales de formas diversas se
aprovecha al ser incrustadas en una matriz relativamente blanda. De este modo, es posible fabricar materiales cuya
resistencia y rigidez es comparable con la de los metales más fuertes y cuyo peso especı́fico es tan bajo como un
tercio del peso del acero [25]. La combinación de alta rigidez y resistencia con poco peso hace que los MCRF sean
candidatos idóneos para aplicaciones aeroespaciales. Este tipo de aplicaciones han sido la principal motivación de
la intensa actividad de investigación y desarrollo sobre los MCRF en las últimas décadas. En el material compuesto
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reforzado por fibras que se muestra en la Figura 1.2, las fibras tienen forma cilı́ndrica con sección transversal
circular. En el presente trabajo se estudian los MCRF formados por fibras cilı́ndricas con sección transversal elı́ptica,
incluyendo el caso especı́fico cuando la sección transversal es circular.

La evolución de los MC ha brindado a los ingenieros la oportunidad de diseñar y utilizar nuevos y mejores
materiales, lo que se traduce en una reducción de costos, un aumento de la eficiencia y una mejor utilización de los
recursos disponibles. Resulta imprescindible tener un conocimiento detallado y confiable de las propiedades fı́sicas
de los MC diseñados. Mientras que para los materiales convencionales, como los metales y los plásticos, las pro-
piedades fı́sicas se determinan casi exclusivamente de forma experimental, para los MC este enfoque no es práctico
debido principalmente a su gran variedad estructural. Las propiedades de los MCRF dependen estrechamente de la
elección de sus componentes, la cantidad de fibra y de matriz, las direcciones de los refuerzos, las formas de las
secciones transversales y las posiciones relativas de las fibras. La variación de alguno de estos parámetros conduce
a una gran cantidad de resultados posibles. Se requiere la determinación en cada caso de un conjunto completo de
constantes fı́sicas para obtener las propiedades en diferentes direcciones. Por todo lo anterior, es posible afirmar la
determinación de forma puramente experimental implica un número elevado de pruebas de laboratorio para poder
llegar al material compuesto óptimo deseado.

2.2. Propiedades efectivas

Cuando se habla de propiedades efectivas de un material compuesto se hace referencia a las propiedades fı́sicas
del compuesto como un todo. Conocer de antemano las propiedades efectivas de los MC es uno de los problemas
a los que se enfrenta la ciencia en la actualidad. El interés en el estudio de alguna propiedad efectiva especı́fica
depende del tipo de material que se esté analizando (por ejemplo: MC elásticos, elastoplásticos, piezoelásticos, ter-
moelásticos, viscoelásticos, magneto-electro-elásticos, etc) y de su aplicación. Entre las propiedades más estudiadas
de los MC se pueden encontrar: propiedades elásticas, viscoelásticas, conductividad térmica, expansión térmica, las
propiedades dieléctricas y magnéticas, el comportamiento mecánico, la fluencia y resistencia, la fatiga, caracterı́sti-
cas dinámicas, entre otras.

La determinación analı́tica de las propiedades de los MC se origina con algunos de los nombres más ilustres de
la ciencia, como J.C. Maxwell en 1873 y Lord Rayleigh en 1892 que calcularon la conductividad efectiva de MC
formados por una matriz y ciertas distribuciones de partı́culas esféricas [26]. El análisis de las propiedades mecánicas
se originó, aparentemente, con un artı́culo de Albert Einstein en 1906 donde se calculó la viscosidad efectiva de
un fluido que contenı́a una pequeña cantidad de partı́culas esféricas rı́gidas [27]. Hasta aproximadamente 1960,
el trabajo se centró principalmente en MC macroscópicamente isotrópicos, en particular, formados por partı́culas
y también agregados policristalinos. Durante este perı́odo, la motivación principal fue cientı́fica. Si bien los MC
investigados eran de importancia tecnológica, todavı́a no existı́a una tecnologı́a de MC como tal. Fue hasta 1960
que esta tecnologı́a comenzó a surgir con el advenimiento de los MCRF que consistı́an en fibras muy rı́gidas y
fuertes (vidrio, boro, carbono, grafito) alineadas en una matriz polimérica y, más tarde también, en una matriz
metálica liviana.

La capacidad de predecir las propiedades mecánicas y el comportamiento de los MC mediante el desarrollo de
modelos mecánicos apropiados incide, en gran medida, en el éxito de su aplicación práctica. Como resultado de la
distribución y orientación de las múltiples refuerzos dentro de la matriz y sus interacciones mecánicas a nivel local,
el modelado micromecánico de estructuras compuestas puede resultar bastante complicado. Por tanto, es importante
establecer modelos lo suficientemente adecuados para reflejar las propiedades mecánicas reales y el comportamiento
de los MC; pero sin que sean demasiado enrevesados de desarrollar y aplicar.
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2.3. Métodos de solución

Existen diversas investigaciones enfocadas en obtener las propiedades efectivas de los MC [1, 2, 25, 28–30].
Estos estudios se basan en mediciones directas, relaciones empı́ricas y métodos teóricos y aproximados [31–34].
La realización de mediciones directas para cada muestra de material y para todos los posibles valores de fracciones
volumétricas es prohibitivo desde el punto de vista del tiempo y el costo. Las relaciones empı́ricas son más útiles
para correlacionar datos que para predecirlos. Los métodos teóricos y aproximados ofrecen un enfoque más amplio
porque calculan las propiedades a partir de la microestructura del material y luego relacionan los cambios en la
microestructura con los cambios en los parámetros macroscópicos.

En las últimas décadas se han desarrollado numerosos modelos de micromecánica. Los modelos más simples
son las reglas de mezclas basadas en las hipótesis de Voigt [35] y Reuss [36], que proporcionan cotas superior e infe-
rior, respectivamente [37]. Las cotas inferior y superior de Hashin-Shtrikman [38] se desarrollaron para determinar
un rango de existencia de los módulos elásticos, en lugar de un valor único. Los modelos anteriores predicen la in-
fluencia de las propiedades de los materiales constituyentes y de la fracción volumétrica de las inclusiones sobre el
comportamiento macroscópico final del compuesto. Sin embargo, no integran el efecto de otras variables relevantes
como la forma de las inclusiones.

Modelos y teorı́as más sofisticados como el modelo de Eshelby [39], el modelo Mori-Tanaka [40], el esquema
autoconsistente [41,42] y sus generalizaciones [43,44], el modelo de Lielens [42,45], el Método de las Celdas [46]
y sus variantes [47–50], el Método de las Celdas Recursivas [51] y los Métodos de Homogeneización [52, 53] son
capaces de tener en cuenta la influencia de la forma de los refuerzos en el comportamiento macroscópico del com-
puesto. Aunque estos enfoques se introdujeron originalmente para predecir propiedades elásticas, la mayorı́a de
ellos también se extienden para predecir propiedades termoelásticas [54–57]. En la Ref. [58] se presentan breve-
mente algunos de los modelos mencionados anteriormente.

También se desarrollaron modelos analı́ticos para la predicción de coeficientes de expansión térmica de MC,
cada uno con un grado diferente de complejidad como el modelo de Schapery [54], Chamberlain [59], Chamis
[60], Rosen y Hashin [55]. Sin embargo, todos estos modelos analı́ticos se caracterizan por una fuerte limitación
común: no se tiene en cuenta el efecto de las tensiones, deformaciones y temperaturas sobre el comportamiento
macroscópico. A finales de la década de 1960 se realizaron simulaciones numéricas directas usando el FEM para
MC con microestructuras periódicas [61–64] que abrieron el camino a numerosos estudios [65].

En la década de 1970, la teorı́a matemática de la homogeneización logró un progreso significativo en la com-
prensión de cómo un medio homogeneizado puede describir el comportamiento de un material no homogéneo
[52,66–68]. Estos trabajos dieron lugar a una gran cantidad de estudios numéricos basados en los métodos de homo-
geneización [69–75]. La teorı́a de la homogeneización consiste en suponer que el material compuesto heterogéneo
se forma localmente mediante la repetición espacial de microestructuras muy pequeñas (celdas periódicas) en com-
paración con las dimensiones macroscópicas generales de la estructura de interés. En otras palabras, se asume que
las propiedades del material son funciones periódicas de la variable microscópica, donde el perı́odo es muy pequeño
en comparación con la variable macroscópica. Esta suposición permite el cálculo de las propiedades equivalentes del
material cuando el tamaño de celda microscópica tiende a cero. Los métodos de homogeneización han demostrado
ser técnicas poderosas para el estudio de medios heterogéneos. La predicción de las propiedades homogeneizadas
globales a partir del conocimiento de las propiedades de los constituyentes es una herramienta útil en el diseño de
MC.



Capı́tulo 2. Estado del Arte 11

2.3.1. Método de Homogeneización Asintótica

Entre los métodos de homogeneización existentes, uno de los más utilizados es el Método de Homogeneización
Asintótica. El AHM proporciona constantes que describen el comportamiento global de la estructura compuesta.
Primero, se identifica la celda periódica. Luego, por medio del AHM [3, 76–80] se transforma el problema original,
definido en un medio heterogéneo, en dos conjuntos de problemas matemáticos. El primer conjunto propone nuevas
relaciones fı́sicas a través de coeficientes constantes que representan las propiedades de un medio homogéneo equi-
valente y se denominan coeficientes efectivos del compuesto. El segundo grupo permite el cálculo de las funciones
que son soluciones de los llamados problemas locales. Los problemas locales se resuelven en la celda periódica. En
la Ref. [15] se realiza una revisión bibliográfica de la técnica de AHM para MC. Además, se presentan algunos de
los métodos de homogeneización existentes y se señalan sus ventajas y deficiencias.

El AHM constituye una técnica efectiva para la investigación, tanto de las propiedades macroscópicas como
microscópicas, de las estructuras periódicas. El AHM tiene un carácter universal por ser aplicable a todo tipo de
proceso que pueda desarrollarse en medios periódicos, tales como: elásticos, termoelásticos, piezoeléctricos y otros.
La convergencia de la solución del problema original a la solución del problema homogeneizado cuando el parámetro
geométrico tiende a cero se encuentra rigurosamente demostrada en los trabajos de diferentes autores. Los teoremas
que se utilizan para verificar la existencia de soluciones para los problemas en los pasos del algoritmo hacia la
construcción de una solución asintótica pueden revisarse en las Refs. [67, 68, 81, 82].

El FEM basado en homogeneización ha sido empleado para calcular las propiedades efectivas de los MC [72,83,
84]. Los modelos basados en el FEM son muy generales y flexibles lo que facilita el estudio en estructuras complejas.
Esta caracterı́stica ha sido aprovechada en algunos trabajos donde la geometrı́a de la fibra es más complicada [85–
89].

En la Ref. [90] se obtienen las propiedades efectivas elásticas de compuestos de nanotubos de carbono/polı́me-
ro. Se empleó una combinación del FEM y el método de energı́a de deformación para realizar los cálculos. En el
trabajo se asume que los nanotubos siguen una trayectoria helicoidal a lo largo de la matriz. Para realizar el análisis
se utilizó el software de elementos finitos ANSYS 7.1. En la Ref. [91] se realiza una revisión bibliográfica sobre la
aplicación del FEM en el estudio de MC. En la Ref [92] se presenta un enfoque de homogeneización numérica para
calcular las propiedades efectivas de materiales reforzados por fibras y partı́culas. Se incluyen materiales inteligentes
y multifuncionales. El estudio presenta un enfoque en compuestos de fibras piezoeléctricas aplicados para controlar
la vibración y la radiación de ruido en estructuras. Los autores emplean el FEM basado en la homogeneización para
optimizar la distribución de material a microescala aplicando un enfoque evolutivo para obtener el comportamiento
global deseado de una estructura a nivel de la macroescala. En la Ref. [93] se aplicó el FEM basado en la homoge-
neización de un material compuesto reforzado por fibra. Se utilizararon cálculos simbólicos de MAPLE. Además,
en la Ref. [94] se formularon e implementaron versiones mejoradas del método de elemento de frontera estocástico
basado en perturbaciones (SBEM, por sus siglas en inglés). El nuevo enfoque se compara con una versión anterior
del SBEM en paneles voladizos isotrópicos y compuestos.

Existen investigaciones donde se estudia el caso cuando la adhesión fibra-matriz no es perfecta. Algunos trabajos
modelan la unión entre el refuerzo y la matriz mediante una interfaz con un espesor especificado [77, 95]. Otros,
suponen que el contraste o salto de los desplazamientos en la interfaz es proporcional al componente correspondiente
de la tracción en la interfaz en términos de un parámetro dado por la constante de un resorte (parámetros imperfectos)
[28, 96]. Además, se han desarrollado diferentes técnicas para estudiar el comportamiento elástico de compuestos
reforzados con fibras multifase [97, 98].

En la Ref. [1] se determinaron los coeficientes efectivos de un material compuesto elástico periódico reforzado
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por fibras circulares paralelas siguiendo una distribución de celdas cuadrada. El compuesto estudiado es transversal-
mente isotrópico con contacto imperfecto entre la matriz y la interfaz. Para el cálculo de las propiedades efectivas se
empleó el SAFEM que se basa en el AHM y el FEM. En la formulación del FEM se utilizaron como funciones de
forma las funciones cuadráticas de Lagrange (cuadriláteros de 8-nodos). En la Ref. [2], se obtuvieron las propieda-
des efectivas para compuestos con fibras de diferentes geometrı́as (circular, cuadrada y rómbica) distribuidos en una
matriz cuadrada usando SAFEM. En esta investigación se implementaron tres enfoques diferentes del FEM basados
en cuadriláteros de 4, 8 y 12-nodos. En la Ref. [99] se reportó una extensión del SAFEM para la caracterización
micromecánica de MC multifásicos con efectos acoplados. Además, se implementó un SAFEM tridimensional en
la Ref. [100] para calcular las propiedades efectivas de los nanocompuestos periódicos elásticos reforzados. Se con-
sideraron diferentes inclusiones, como discos, elipsoides, esferas, nanotubos de carbono y nanocables de carbono.

Se han encontrado expresiones semi-analı́ticas para algunas propiedades efectivas. Además de su importancia
teórica, las expresiones semi-analı́ticas son muy útiles para la validación de resultados numéricos. En las Refs. [3]
y [4] se presentan expresiones semi-analı́ticas cerradas para los coeficientes efectivos elásticos en compuestos refor-
zados por fibras cilı́ndricas con sección transversal circular distribuidas en celdas cuadradas y hexagonales, respecti-
vamente. La matriz y las fibras son transversalmente isotrópicas y se encuentran en contacto perfecto. Las fórmulas
obtenidas también son válidas para constituyentes isotrópicos.

En la Ref. [101] se realizaron pruebas de tracción y flexión con el objetivo de analizar el efecto piezoeléctrico.
Se estudiaron dos estructuras: una piezoeléctrica homogénea y un material compuesto piezoeléctrico. Se realizó una
comparación entre los resultados obtenidos para la estructura homogénea y los calculados para la estructura hete-
rogénea. El error relativo de los desplazamientos reportados en ambas pruebas es significativamente pequeño. Los
cálculos numéricos demostraron que el uso de constantes de material homogeneizado calculadas por AHM+FEM
para el modelado de estructuras compuestas es una técnica adecuada. En la Ref. [97] se desarrolla un modelo mi-
cromecánico basado en el AHM para el análisis del problema dinámico en tres dimensiones de una placa compuesta
delgada piezo-magneto-termo-elástica, con espesores que varı́an rápidamente.

También se han realizado numerosas investigaciones en el campo de los materiales termoelásticos [102–107].
En la Ref. [77] se obtuvieron expresiones cerradas para las propiedades efectivas termoelásticas. Se estudió un
compuesto transversalmente isotrópico trifásico y se consideraron distribuciones hexagonales y cuadradas de fibras
cilı́ndricas. Las propiedades elásticas efectivas y los coeficientes de expansión térmica de los compuestos reforza-
dos por fibras cilı́ndricas unidireccionales con condiciones de interfaz imperfectas fueron obtenidas en la Ref. [28].
Para la realización de este estudio se empleó el modelo autoconsistente generalizado. En la Ref. [21] se estudia la
respuesta termoelástica de un material compuesto reforzado por fibras cilı́ndricas revestidas y orientadas en varias
direcciones. Se obtuvieron las cotas inferiores de los módulos efectivos, lo que proporciona una estimación más
precisa de las propiedades generales del compuesto. En la Ref. [108], se realizó el análisis térmico de materia-
les compuestos por matriz cerámica (CMC). Se desarrolló un modelo de elemento de volumen representativo con
condiciones de contorno periódicas empleando el tamaño y espesor real del material, para investigar el campo de
temperatura, el campo de flujo de calor y la conductividad térmica efectiva de los CMC. En la Ref. [20] se empleó un
modelo de celda unitaria para predecir las propiedades termoelásticas efectivas de fibras cilı́ndricas unidireccionales
revestidas con tres fases. Se empleó la técnica de homogeneización para diferentes fracciones volumétricas de la
fibra. También han sido objeto de estudio la conductividad térmica efectiva, la difusividad y la respuesta térmica en
diferentes clases de MC de cambio de fase (PCM) [109].

En la presente investigación, se obtienen las propiedades efectivas termoelásticas de MC reforzados por fibras
isotrópicas o transversalmente isotrópicas. El compuesto está formado por fibras distribuidas periódicamente dentro
de una matriz y exhibe un contacto perfecto en la interfaz entre la fibra y la matriz, lo que significa que las tracciones
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y los desplazamientos son continuos a través de la interfaz [110]. Los resultados se calculan usando el SAFEM, es
decir, los problemas locales obtenidos al aplicar el AHM se resuelven a través del FEM. Los coeficientes efectivos
se calculan para dos configuraciones geométricas diferentes de celdas: cuadrada y hexagonal. La implementación
del FEM se propone para cuadriláteros de 4-nodos y cuadriláteros de 8-nodos. También se estudia una geometrı́a de
fibra de sección transversal elı́ptica para diferentes orientaciones de la sección transversal.



Capı́tulo 3

Planteamiento del problema

Se considera un material compuesto bifásico (fibra/matriz) reforzado por fibras unidireccionales, donde las fibras
y la matriz tienen propiedades termoelásticas isotrópicas o transversalmente isotrópicas. El material compuesto
ocupa una región Ω con frontera ∂Ω. La interfaz entre la fibra y la matriz se representa por Γ. Sea (x1, x2, x3) las
coordenadas de un sistema cartesiano de ejes que representan a un punto cualquiera del cuerpo. El eje x3 corresponde
al eje de simetrı́a axial y coincide con la dirección de la fibra. Las fibras se distribuyen periódicamente a lo largo de
las direcciones de los ejes x1 y x2. Esto permite simplificar el estudio de un problema tridimensional a un problema
bidimensional. La Figura 3.1 (a) ilustra la distribución de fibras con sección transversal circular en celdas cuadradas
(arriba) y hexagonales (abajo). Se supone que el tamaño caracterı́stico ` de las inhomogeneidades es mucho menor
que el tamaño global L de toda la estructura (` � L). La Figura 3.1 (b) representa la celda periódica Y para las
distribuciones de celda cuadrada (arriba) y hexagonal (abajo).

El problema de deformación elástica de este compuesto se define por las ecuaciones de equilibrio, como se
muestra en la Ref. [77]

σij,j +Xi = 0 en Ω, (3.1)

ui(x) = g(x) en ∂Ω,

donde x = (x1, x2, x3); i, j = 1, 2, 3; la coma expresa diferenciación parcial y se aplica la convención de suma.
Las fuerzas del cuerpo están representadas por Xi, σ denota los esfuerzos y ui son las componentes del vector de
desplazamientos.

Se define un parámetro pequeño adimensional ε = `/L, ε � 1 que caracteriza la tasa de heterogeneidad de la
estructura compuesta. Además, para separar los componentes de micro y macroescala de la solución se introducen
las llamadas coordenadas lentas (xi) y rápidas (yi). La variable yi expresa el cambio rápido de las propiedades del
compuesto o el alto nivel de heterogeneidad:

yi =
xi
ε
, i = 1, 2, 3. (3.2)

Los tensores de esfuerzo (σ) y deformación (ε) están relacionados con el cambio de temperatura (θ) por las
relaciones constitutivas

σij(x) = Cijkl(y) εkl(x)− βij(y) θ(x), (3.3)

βij(y) = Cijkl(y)αkl(y), (3.4)

14
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Figura 3.1: Distribución de las fibras en celdas cuadradas (arriba) y hexagonales (abajo). (a) Sección transversal de
un compuesto fibroso reforzado en la dirección x3. (b) Celda periódica representativa Y .

donde y = (y1, y2, y3) y i, j, k, l = 1, 2, 3. La ecuación (3.3) es conocida como la ley de Duhamel-Neumann. Las
leyes constitutivas contienen los componentes del tensor de elasticidad de cuarto orden Cijkl(y), los componentes
del tensor de esfuerzo térmico de segundo orden βij(y) y los coeficientes expansión térmica de segundo orden
αkl(y). El tensor de deformación está definido por las relaciones de Cauchy

εkl(x) =
uk,l(x) + ul,k(x)

2
.

El vector de flujo de calor se expresa en términos de la temperatura mediante la ley de Fourier

qi = −κij(y) θ,j(x), (3.5)

donde κij(y) denota los componentes de la conductividad térmica. La ecuación de balance de calor se escribe de la
forma

qi,i(x, t) = − (κij(y) θ,j(x)),i = f(x) en Ω, (3.6)

donde f es la densidad de las fuentes internas de calor del material compuesto.
Se asume que el contacto entre las fibras y la matriz es perfecto, por lo tanto se satisfacen las condiciones de

continuidad en las superficies de las fibras para el vector de desplazamientos, el vector normal del tensor de tracción,
la temperatura y la densidad del flujo calorı́fico. Las condiciones de contacto perfecto del problema son

||ui||Γ = 0, ||σij nj ||Γ = 0, (3.7)

||θ||Γ = 0,
∣∣∣∣κij ∂θ∂n ∣∣∣∣Γ = 0, (3.8)
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donde nj son las componentes del vector normal a la superficie Γ de la fibra, ∂/∂n es una derivada en la dirección
normal a la interfaz y ||•|| indica el salto de la función en transición a través de la interfaz.

Los problemas (3.2) y (3.6) se encuentran desacoplados por lo que es posible solucionarlos independientemente.
Las ecuaciones (3.2) y (3.6) forman un sistema lineal de ecuaciones de termoelasticidad con coeficientes que os-
cilan rápidamente para un sólido anisotrópico no homogéneo. Los coeficientes Cijkl, βij , αij y κij se consideran
funciones periódicas de las coordenadas rápidas yi.

Las propiedades termoelásticas de la fibra y de la matriz son conocidas; pero se ignoran las propiedades ter-
moelásticas del material compuesto fibroso. La problemática de estudio en este trabajo es la estimación de las
propiedades termoelásticas del compuesto.

3.1. Aplicación del AHM al problema

El AHM permite determinar las propiedades efectivas de los MC a partir de un desarrollo asintótico a doble
escala. El estudio del problema inicial en un medio heterogéneo se convierte en un problema equivalente en un
medio homogéneo. El problema en el medio homogéneo requiere de la solución de los llamados problemas locales
en una celda representativa del material: la celda periódica Y (Figura 3.2).

Figura 3.2: Estructura heterogénea. Las macro y microescalas se modelan con un cuerpo homogeneizado y una celda
representativa Y respectivamente.

La idea del AHM es obtener un sistema cerrado de ecuaciones con coeficientes constantes, equivalente al sis-
tema dado por las ecuaciones (3.2) y (3.6). Se considera que estos nuevos coeficientes representan las propiedades
homogeneizadas del compuesto. Por medio del AHM [77] se obtienen los coeficientes efectivos C, β y κ sobre
Ω y los problemas locales elásticos (pqL) y térmicos (ppT , qI) se deben resolver en la celda periódica Y . Como
los problemas (3.2) y (3.6) están desacoplados, es posible aplicar la técnica de AHM a cada uno de ellos de forma
independiente.

La regla de diferenciación [15] plantea

d

dx
F (x, y) =

(
∂F (x, y)

∂x
+ ε−1 ∂F (x, y)

∂y

) ∣∣∣∣∣
y= x

ε

. (3.9)
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Se comienza con el problema (3.2). La introducción de las variables rápidas yi en las ecuaciones (3.2) y (3.3) y
la regla de diferenciación (3.9) conduce a

∂σij(x, y)

∂xj
+

1

ε

∂σij(x, y)

∂yj
+Xi = 0 en Ω, (3.10)

σij(x, y) = Cijkl(y)
∂uk(x, y)

∂xl
− βij(y) θ(x, y). (3.11)

De acuerdo con el AHM, el siguiente paso es expresar en expansiones asintóticas en potencias del parámetro pe-
queño ε los desplazamientos, las temperaturas y, como resultado, los esfuerzos

ui(x, y) = u
(0)
i (x) + ε u

(1)
i (x, y) + ε2 u

(2)
i (x, y) + · · · , (3.12)

θ(x, y) = θ(0)(x) + ε θ(1)(x, y) + ε2 θ(2)(x, y) + · · · , (3.13)

σij(x, y) = σ
(0)
ij (x, y) + εσ

(1)
ij (x, y) + ε2 σ

(2)
ij (x, y) + · · · , (3.14)

donde todas las funciones son u(m)
i (x, y) y θ(m)(x, y) (m = 1, 2, 3, · · · ) son funciones Y−periódicas. Los términos

u
(0)
i (x) y θ(0)(x) de las expansiones (3.12) y (3.13) cambian lentamente dentro de todo el dominio del material y

no dependen de las coordenadas rápidas. Los demás términos u(m)
i (x, y) y θ(m)(x, y), m = 1, 2, 3, · · · , describen la

variación local de los desplazamientos y del campo de temperaturas en la escala de las heterogeneidades, respecti-
vamente. En el caso perfectamente regular, la periodicidad del medio induce la misma periodicidad para u(m)

i (x, y)

y θ(m)(x, y) con respecto a las variables rápidas

u
(m)
i (x, y) = u

(m)
i (x, y + Lp),

θ(m)(x, y) = θ(m)(x, y + Lp), (3.15)

donde Lp =
lp
ε , lp = p1 l1 + p2 l2, pi = 0,±1,±2, · · · y l1 y l2 son los vectores fundamentales de traslación del

arreglo cuadrado o hexagonal. La independencia de u(0)
i (x) y θ(0)(x) con respecto a la variable rápida y se demuestra

al sustituir las ecuaciones (3.12), (3.13) y (3.14) en las ecuaciones (3.10) y (3.11) y considerar la periodicidad de
u

(m)
i (x, y) y θ(m)(x, y) en y [111].

Sustituyendo (3.12) y (3.14) en (3.10) y reagrupando términos según el exponente de ε se obtiene el siguiente
conjunto de ecuaciones

∂σ
(0)
ij (x, y)

∂yj
= 0, (3.16)

∂σ
(1)
ij (x, y)

∂yj
+
∂σ

(0)
ij (x, y)

∂xj
+Xi = 0, (3.17)

donde

σ
(0)
ij (x, y) = Cijkl(y)

(
∂u

(0)
k (x)

∂xl
+
∂u

(1)
k (x, y)

∂yl

)
− βij(y) θ(0)(x), (3.18)

σ
(1)
ij (x, y) = Cijkl(y)

(
∂u

(1)
k (x, y)

∂xl
+
∂u

(2)
k (x, y)

∂yl

)
− βij(y) θ(1)(x, y). (3.19)

Sustituyendo (3.18) en (3.16) resulta

∂

∂yj

(
Cijkl

∂u
(1)
k (x, y)

∂yl

)
= −∂Cijkl(y)

∂yj

∂u
(0)
k (x)

∂xl
+
∂βij(y)

∂yj
θ(0)(x). (3.20)
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Debido a la separación de variables en el miembro derecho de la ecuación (3.20), la solución se puede escribir de la
siguiente manera

u
(1)
k (x, y) =

∂u
(0)
p (x)

∂xq
pqUk(y)− θ(0)(x) ppRk(y), (3.21)

donde pqUk(y) y ppRk(y) son funciones periódicas en la celda unitaria Y relacionadas con los desplazamientos
mecánicos y el tensor de estrés térmico, respectivamente. La función pqUk(y) satisface la ecuación

(Cijpq(y) + Cijkl(y) pqUk,l(y)),j = 0, (3.22)

mientras que la función ppRk(y) es solución de la ecuación

(βij(y)− Cijkl(y) ppRk,l(y)),j = 0. (3.23)

Como se puede observar, las ecuaciones (3.22) y (3.23) solo dependen de la variable rápida y y están completa-
mente formuladas dentro de la celda periódica Y . Los problemas resultantes de las ecuaciones (3.22) y (3.23) son
conocidos como problemas locales elásticos pqL y problemas locales térmicos ppT , respectivamente. Nótese que,
estos problemas están sujetos a condiciones frontera de continuidad periódica de las funciones pqUk(y), ppRk(y), y
de los pseudo-esfuerzos pqUk,l(y) y ppRk,l(y).

En la presente investigación se asume que el contacto en la interfaz Γ entre la fibra y la matriz es perfecto.
Sustituyendo los desarrollos asintóticos en las condiciones de continuidad (3.7) y (3.8) y haciendo un proceso
análogo al descrito anteriormente, se obtienen las siguientes condiciones de contacto

||pqUi(y)||Γ = 0, ||(Cijpq(y) + Cijkl(y) pqUk,l(y)) nj ||Γ = 0,

||ppRi(y)||Γ = 0,
∣∣∣∣(βij(y)− Cijkl(y) ppRk,l(y)

)
nj
∣∣∣∣

Γ
= 0, (3.24)

donde nj son las componentes del vector normal a la interfaz Γ. Los coeficientes del material Cijkl(y) y βij(y) son
funciones conocidas de las fases constituyentes en la celda periódica Y .

Para obtener el problema global homogeneizado, se sustituye la ecuación (3.21) en las ecuaciones (3.18)- (3.19).
Posteriormente, se sustituye la expresión resultante en la ecuación (3.17). El resultado se integra sobre el dominio
de la celda periódica Y , tratando a la variable x como constante en lo que respecta a la integración con relación a y.
Después de simplificar los términos que se desvanecen por la periodicidad, se obtiene el siguiente problema global
homogeneizado

Cijkl u
(0)
k,lj(x) − βij θ

(0)
,j (x) +Xi(x) = 0 en Ω, (3.25)

u(0)(x) = g(x) en ∂Ω,

donde los coeficientes Cijkl y βij representan, respectivamente, el tensor elástico y el tensor de esfuerzo térmico
efectivos del medio homogéneo equivalente. Estas propiedades efectivas se pueden calcular empleando las siguientes
expresiones [112, 113]

Cijpq = 〈Cijpq(y) + Cijkl(y) pqUk,l(y)〉 , (3.26)

βij =
〈
βij(y)− Cijkl(y) ppRk,l(y)

〉
, (3.27)

donde 〈•〉 representa el operador promedio tal que 〈f〉 =
∫
Y
f dY

|Y | , |Y | es el volumen de la celda periódica y los
subı́ndices i, j, k, l, p, q = 1, 2, 3.



Capı́tulo 3. Planteamiento del problema 19

Para efectuar la homogeneización asintótica del problema (3.6) se procede de forma análoga a como se realizó
con el problema (3.2). Primero, se expresan las ecuaciones (3.5) y (3.6) en función de las variables rápidas yi
empleando para ello la regla de diferenciación dada por la ecuación (3.9). Posteriormente se sustituye la expansión
asintótica de la temperatura (3.13) en las ecuaciones obtenidas. Después de un trabajo algebraico se obtiene el
siguiente problema local para la conductividad térmica

(κij(y) + κik(y) qM,k(y)),i = 0, (3.28)

donde qM(y) son funciones Y−periódicas relacionadas con la conductividad térmica. Los coeficientes κij(y) son
funciones conocidas de las fases constituyentes en la celda periódica Y . La ecuación (3.28) da lugar a otro conjunto
de problemas locales térmicos conocidos como qI . Las condiciones frontera para este problema también son de
continuidad periódica de las funciones qM(y) y del pseudo-flujo qM,k(y).

Además, se tienen las siguientes condiciones de contacto perfecto en la interfaz Γ

||qM(y)||Γ = 0, ||(κij(y) + κik(y) qM,k) ni||Γ = 0. (3.29)

El problema equivalente homogeneizado para la conductividad térmica toma la forma

−κij θ(0)
,ij (x) = f(x), (3.30)

donde κij representa la conductividad térmica efectiva del medio homogéneo equivalente. La conductividad térmica
efectiva se puede calcular utilizando la siguiente expresión [112, 113]

κij = 〈κij(y) + κik(y) qM,k(y)〉 . (3.31)

3.2. Problemas locales

En la solución con el AHM, la región de interés está dada por la celda periódica. En este trabajo se estudian
distribuciones de celdas periódicas cuadradas y hexagonales. La Figura 3.3 (a) y (b) muestra una distribución de
celdas cuadrada y una hexagonal, respectivamente. Se señalan con lı́neas discontinuas azules las celdas cuadradas y
hexagonales, respectivamente. En cada figura se ilustra en rojo la celda periódica para cada distribución. En el caso
de la distribución cuadrada, la celda periódica es un cuadrado y para la distribución hexagonal la celda periódica es
un rectángulo.

Figura 3.3: Distribución de celdas y celda periódica: (a) cuadrada, (b) hexagonal.
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Los tipos de celda periódica estudiados en este trabajo presentan simetrı́a con respecto a los ejes de coordenadas
del plano que la contiene. La naturaleza simétrica en la geometrı́a de los tipos de celdas periódicas estudiados
facilita efectuar los cálculos utilizando solo 1/4 de la celda. En la sección anterior se obtuvieron los problemas
locales termoelásticos (3.22), (3.23) y (3.28) en la celda periódica y se especificaron las condiciones de contacto
para cada uno de ellos (3.24) y (3.29). Las condiciones de simetrı́a de la celda periódica son tales que

Cijkl(y1, y2) = Cijkl(−y1, y2) = Cijkl(−y1,−y2) = Cijkl(y1,−y2),

βij(y1, y2) = βij(−y1, y2) = βij(−y1,−y2) = βij(y1,−y2),

κij(y1, y2) = κij(−y1, y2) = κij(−y1,−y2) = κij(y1,−y2).

Al emplear solamente 1/4 de la celda en la realización de los cálculos, se hace necesario transformar las condiciones
de frontera periódicas para pqUk(y), ppRk(y), qM(y), pqUk,l(y), ppRk,l(y) y qM,k(y) por condiciones de frontera
mixtas. Los coeficientes Cijkl(y), βij(y) y κij(y) son funciones pares en y1 y y2 en la celda periódica y se cumple
que

Cijkl(y1, y2)→ P(y1),P(y2) ⇒ Cijkl,1(y1, y2)→ I(y1),P(y2), ⇒ Cijkl,2(y1, y2)→ P(y1), I(y2), (3.32)

βij(y1, y2)→ P(y1),P(y2) ⇒ βij,1(y1, y2)→ I(y1),P(y2), ⇒ βij,2(y1, y2)→ P(y1), I(y2), (3.33)

κij(y1, y2)→ P(y1),P(y2) ⇒ κij,1(y1, y2)→ I(y1),P(y2), ⇒ κij,2(y1, y2)→ P(y1), I(y2), (3.34)

donde P(yi) y I(yi) indica que la función es par e impar con respecto a yi, respectivamente.
La Figura 3.4 ilustra el cuarto de una celda en un compuesto con fibra circular y distribución cuadrada. Sean

∂ΩI , ∂ΩD, ∂ΩS y ∂ΩIn las fronteras izquierda, derecha, superior e inferior del cuarto de la celda periódica, res-
pectivamente, de forma tal que la frontera del cuarto de la celda ∂Ω = ∂ΩI ∪ ∂ΩD ∪ ∂ΩS ∪ ∂ΩIn. En la Figura 3.4
se señalan las fronteras del cuarto de la celda periódica y la interfaz Γ que separa a la fibra de la matriz.

Figura 3.4: Cuarto de la celda y sus fronteras

Como consecuencia de la simetrı́a de los tensores, al desarrollar las expresiones de los problemas locales, se
llega a once problemas. Los problemas elásticos 11L, 22L, 33L, 12L, 13L y 23L se obtienen a partir de la ecuación
(3.22), mientras que los problemas de térmicos 11T , 33T , 1I , 2I y 3I resultan de las ecuaciones (3.23) y (3.28). Dado
que los problemas locales se definen completamente en la celda periódica, en lo que resta del capı́tulo se omitirá la
dependencia de la variable y de las funciones. El modelo planteado en esta investigación corresponde a un material
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ortotrópico, ya que se consideran nueve constantes del material independientes: C1111, C1122, C1133, C2222, C2233,
C3333, C2323, C1313 y C1212.

Problemas locales elásticos pqL

Sustituyendo los valores de i, j, k, l = 1, 2, 3 y pq = 11, 22, 33, 12, 13, 23 en la ecuación (3.22) y en las condi-
ciones de contacto perfecto (3.24), se obtienen los problemas de valor de frontera para cada uno de los problemas
locales elásticos.

Las ecuaciones diferenciales que definen el problema local 11L son

(C1111 + C1111 11U1,1 + C1122 11U2,2),1 + (C1212 11U1,2 + C1212 11U2,1),2 = 0, (3.35)

(C1212 11U1,2 + C1212 11U2,1),1 + (C1122 + C1122 11U1,1 + C2222 11U2,2),2 = 0, (3.36)

con condiciones de contacto perfecto

||11U1||Γ = 0, ||11U2||Γ = 0,

||(C1111 + C1111 11U1,1 + C1122 11U2,2) n1 + (C1212 11U1,2 + C1212 11U2,1) n2||Γ = 0,

||(C1212 11U1,2 + C1212 11U2,1) n1 + (C1122 + C1122 11U1,1 + C2222 11U2,2) n2||Γ = 0. (3.37)

De las ecuaciones (3.35) y (3.36) se obtiene que

C1111,1 = − (C1111 11U1,1 + C1122 11U2,2),1 − (C1212 11U1,2 + C1212 11U2,1),2 ,

C1122,2 = − (C1212 11U1,2 + C1212 11U2,1),1 − (C1122 11U1,1 + C2222 11U2,2),2 ,

las cuales se pueden reescribir como

C1111,1 = − (11σ11),1 − (11σ12),2

C1122,2 = − (11σ12),1 − (11σ22),2 .

Usando la paridad de los coeficientes elásticos (3.32) se llega a

(11U1,1),1 → I(y1),P(y2) ⇒ 11U1,1 → P(y1),P(y2) ⇒ 11U1 → I(y1),P(y2),

(11U2,2),1 → I(y1),P(y2) ⇒ 11U2,2 → P(y1),P(y2) ⇒ 11U2 → P(y1), I(y2),

(11σ11),1 → I(y1),P(y2) ⇒ 11σ11 → P(y1),P(y2),

(11σ12),2 → I(y1),P(y2) ⇒ 11σ12 → I(y1), I(y2),

(11σ22),2 → P(y1), I(y2) ⇒ 11σ22 → P(y1),P(y2).

Al emplear la simetrı́a y las condiciones de periodicidad anteriores se obtienen a las siguientes condiciones de
frontera

11σ12 = 0, 11U1 = 0, en ∂ΩI ,

11σ12 = 0, 11U1 = 0, en ∂ΩD,

11σ12 = 0, 11U2 = 0, en ∂ΩS ,

11σ12 = 0, 11U2 = 0, en ∂ΩIn. (3.38)
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El problema 11L se define totalmente por las ecuaciones (3.35)-(3.36), las condiciones de contacto perfecto (3.37)
y las condiciones de frontera periódicas (3.38).

El problema local 22L se describe por las siguientes ecuaciones diferenciales

(C1122 + C1111 22U1,1 + C1122 22U2,2),1 + (C1212 22U1,2 + C1212 22U2,1),2 = 0, (3.39)

(C1212 22U1,2 + C1212 22U2,1),1 + (C2222 + C1122 22U1,1 + C2222 22U2,2),2 = 0, (3.40)

sujeto a las condiciones de contacto perfecto

||22U1||Γ = 0, ||22U2||Γ = 0,

||(C1122 + C1111 22U1,1 + C1122 22U2,2) n1 + (C1212 22U1,2 + C1212 22U2,1) n2||Γ = 0,

||(C1212 22U1,2 + C1212 22U2,1) n1 + (C2222 + C1122 22U1,1 + C2222 22U2,2) n2||Γ = 0. (3.41)

De las ecuaciones (3.39) y (3.40) se obtiene

C1122,1 = − (C1111 22U1,1 + C1122 22U2,2),1 − (C1212 22U1,2 + C1212 22U2,1),2 ,

C2222,2 = − (C1212 22U1,2 + C1212 22U2,1),1 − (C1122 22U1,1 + C2222 22U2,2),2 .

Las ecuaciones anteriores pueden ser reescritas como

C1122,1 = − (22σ11),1 − (22σ12),2 ,

C2222,2 = − (22σ12),1 − (22σ22),2 .

Cada término del miembro derecho de la ecuación anterior posee la misma paridad que C1122,1, por lo tanto

(22U1,1),1 → I(y1),P(y2) ⇒ 22U1,1 → P(y1),P(y2) ⇒ 22U1 → I(y1),P(y2),

(22U2,2),1 → I(y1),P(y2) ⇒ 22U2,2 → P(y1),P(y2) ⇒ 22U2 → P(y1), I(y2),

(22σ11),1 → I(y1),P(y2) ⇒ 22σ11 → P(y1),P(y2),

(22σ12),2 → I(y1),P(y2) ⇒ 22σ12 → I(y1), I(y2),

(22σ22),2 → P(y1), I(y2) ⇒ 22σ22 → P(y1),P(y2).

Utilizando la simetrı́a y las condiciones de periodicidad anteriores se obtienen a las siguientes condiciones de fron-
tera

22σ12 = 0, 22U1 = 0, en ∂ΩI ,

22σ12 = 0, 22U1 = 0, en ∂ΩD,

22σ12 = 0, 22U2 = 0, en ∂ΩS ,

22σ12 = 0, 22U2 = 0, en ∂ΩIn. (3.42)

Las ecuaciones que definen el problema 22L están dadas por (3.39)-(3.40), sujetas a las condiciones de contacto
perfecto (3.41) y las condiciones de frontera periódicas (3.42).

Las ecuaciones diferenciales que definen el problema local 33L resultan

(C1133 + C1111 33U1,1 + C1122 33U2,2),1 + (C1212 33U1,2 + C1212 33U2,1),2 = 0, (3.43)

(C1212 33U1,2 + C1212 33U2,1),1 + (C2233 + C1122 33U1,1 + C2222 33U2,2),2 = 0, (3.44)
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con condiciones de contacto perfecto

||33U1||Γ = 0, ||33U2||Γ = 0,

||(C1133 + C1111 33U1,1 + C1122 33U2,2) n1 + (C1212 33U1,2 + C1212 33U2,1) n2||Γ = 0,

||(C1212 33U1,2 + C1212 33U2,1) n1 + (C2233 + C1122 33U1,1 + C2222 33U2,2) n2||Γ = 0. (3.45)

De las ecuaciones (3.43) y (3.44) se obtiene

C1133,1 = − (C1111 33U1,1 + C1122 33U2,2),1 − (C1212 33U1,2 + C1212 33U2,1),2 ,

C2233,2 = − (C1212 33U1,2 + C1212 33U2,1),1 − (C1122 33U1,1 + C2222 33U2,2),2 .

Las ecuaciones anteriores se pueden reescribir como

C1133,1 = − (33σ11),1 − (33σ12),2 ,

C2233,2 = − (33σ12),1 − (33σ22),2 .

Analizando la paridad de las funciones resulta

(33U1,1),1 → I(y1),P(y2) ⇒ 33U1,1 → P(y1),P(y2) ⇒ 33U1 → I(y1),P(y2),

(33U2,2),1 → I(y1),P(y2) ⇒ 33U2,2 → P(y1),P(y2) ⇒ 33U2 → P(y1), I(y2),

(33σ11),1 → I(y1),P(y2) ⇒ 33σ11 → P(y1),P(y2),

(33σ12),2 → I(y1),P(y2) ⇒ 33σ12 → I(y1), I(y2),

(33σ22),2 → P(y1), I(y2) ⇒ 33σ22 → P(y1),P(y2).

Las condiciones de frontera del problema 33L se obtienen al aplicar la simetrı́a y las condiciones periódicas anterio-
res

33σ12 = 0, 33U1 = 0, en ∂ΩI ,

33σ12 = 0, 33U1 = 0, en ∂ΩD,

33σ12 = 0, 33U2 = 0, en ∂ΩS ,

33σ12 = 0, 33U2 = 0, en ∂ΩIn. (3.46)

De esta forma, el problema 33L se determina a través de las ecuaciones diferenciales (3.43)-(3.44), las condiciones
de contacto perfecto (3.45) y las condiciones de frontera de periodicidad dadas por las ecuaciones (3.46).

Las ecuaciones diferenciales que determinan el problema 12L son

(C1212 + C1212 12U1,2 + C1212 12U2,1),1 + (C1122 12U1,1 + C2222 12U2,2),2 = 0, (3.47)

(C1111 12U1,1 + C1122 12U2,2),1 + (C1212 + C1212 12U1,2 + C1212 12U2,1),2 = 0, (3.48)

sujeto a las condiciones de contacto perfecto

||12U1||Γ = 0, ||12U2||Γ = 0,

||(C1212 + C1212 12U1,2 + C1212 12U2,1) n1 + (C1122 12U1,1 + C2222 12U2,2) n2||Γ = 0,

||(C1111 12U1,1 + C1122 12U2,2) n1 + (C1212 + C1212 12U1,2 + C1212 12U2,1) n2||Γ = 0. (3.49)
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Despejando el coeficiente independiente de las ecuaciones (3.47) y (3.48) se obtiene

C1212,1 = − (C1212 12U1,2 + C1212 12U2,1),1 − (C1122 12U1,1 + C2222 12U2,2),2 ,

C1212,2 = − (C1111 12U1,1 + C1122 12U2,2),1 − (C1212 12U1,2 + C1212 12U2,1),2 .

Las ecuaciones anteriores pueden ser reescritas como

C1212,1 = − (12σ12),1 − (12σ22),2 ,

C1212,2 = − (12σ11),1 − (12σ12),2 .

Las relaciones de paridad resultan

(12U1,1),2 → I(y1),P(y2) ⇒ 12U1,1 → I(y1), I(y2) ⇒ 12U1 → P(y1), I(y2),

(12U2,2),2 → I(y1),P(y2) ⇒ 12U2,2 → I(y1), I(y2) ⇒ 12U2 → I(y1),P(y2),

(12σ11),1 → P(y1), I(y2) ⇒ 12σ11 → I(y1), I(y2),

(12σ12),1 → I(y1),P(y2) ⇒ 12σ12 → P(y1),P(y2),

(12σ22),2 → I(y1),P(y2) ⇒ 12σ22 → I(y1), I(y2).

Las condiciones de frontera se obtienen utilizando la simetrı́a y las condiciones de periodicidad definidas anterior-
mente

12σ11 = 0, 12U2 = 0, en ∂ΩI ,

12σ11 = 0, 12U2 = 0, en ∂ΩD,

12σ22 = 0, 12U1 = 0, en ∂ΩS ,

12σ22 = 0, 12U1 = 0, en ∂ΩIn. (3.50)

Al realizar el análisis de paridad se puede realizar empleando la ecuación (3.48) se obtienen los mismos resultados.
El problema 12L se determina a través de las ecuaciones diferenciales dadas por las ecuaciones (3.47)-(3.48), las
condiciones de contacto perfecto expresadas en las ecuaciones (3.49) y las condiciones de frontera periódicas des-
critas en las ecuaciones (3.50). Los problemas 11L, 22L, 33L y 12L son los llamados problemas planos.

El problema 13L se define por la siguiente ecuación diferencial

(C1313 + C1313 13U3,1),1 + (C2323 13U3,2),2 = 0, (3.51)

con condiciones de contacto perfecto dadas por

||13U3||Γ = 0,

||(C1313 + C1313 13U3,1) n1 + (C2323 13U3,2) n2||Γ = 0. (3.52)

Despejando el coeficiente independiente de la ecuación (3.51) se obtiene

C1313,1 = − (C1313 13U3,1),1 − (C2323 13U3,2),2 .

La ecuación anterior puede reescribirse como

C1313,1 = − (13σ13),1 − (13σ23),2 .
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Las relaciones de paridad resultan

(13U3,1),1 → I(y1),P(y2) ⇒ 13U3,1 → P(y1),P(y2) ⇒ 13U3 → I(y1),P(y2),

(13σ13),1 → I(y1),P(y2) ⇒ 13σ13 → P(y1),P(y2),

(13σ23),2 → I(y1),P(y2) ⇒ 13σ23 → I(y1), I(y2).

Por lo tanto, empleando la simetrı́a y la periodicidad, las condiciones de frontera del problema 13L están dadas por

13U3 = 0, en ∂ΩI ,

13U3 = 0, en ∂ΩD,

13σ23 = 0, en∂ΩS ,

13σ23 = 0, en∂ΩIn. (3.53)

El problema 13L se define por la ecuación diferencial (3.51), las condiciones de contacto perfecto (3.52) y las con-
diciones de frontera periódicas (3.53).

Finalmente, el problema 23L está dado por la siguiente ecuación

(C1313 23U3,1),1 + (C2323 + C2323 23U3,2),2 = 0, (3.54)

sujeto a las condiciones de contacto perfecto

||23U3||Γ = 0,

||(C1313 23U3,1) n1 + (C2323 + C2323 23U3,2) n2||Γ = 0. (3.55)

Despejando el coeficiente independiente de la ecuación (3.54) se obtiene

C2323,2 = − (C1313 23U3,1),1 − (C2323 23U3,2),2 .

La ecuación anterior puede reescribirse como

C2323,2 = − (23σ13),1 − (23σ23),2 .

Analizando la paridad de las funciones se llega a

(23U3,2),2 → P(y1), I(y2) ⇒ 23U3,2 → P(y1),P(y2) ⇒ 23U3 → P(y1), I(y2),

(23σ13),1 → P(y1), I(y2) ⇒ 23σ13 → I(y1), I(y2),

(23σ23),2 → P(y1), I(y2) ⇒ 23σ23 → P(y1),P(y2).

Utilizando la simetrı́a y las condiciones de periodicidad se obtienen las condiciones de frontera

23σ13 = 0, en ∂ΩI ,

23σ13 = 0, en ∂ΩD,

23U3 = 0, en ∂ΩS ,

23U3 = 0, en ∂ΩIn. (3.56)

Por lo tanto, la ecuación diferencial (3.54) junto con las ecuaciones de contacto perfecto (3.55) y las condiciones de
frontera periódicas (3.56) son las encargadas de definir completamente el problema 23L. Los problemas 13L y 23L

son conocidos como problemas antiplanos.
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Problemas térmicos ppT

Sustituyendo en la ecuación (3.23) los valores de i, j, k, l = 1, 2, 3, pp = 11, 33 y empleando la simetrı́a de los
tensores se obtienen los problemas locales térmicos correspondientes a los coeficientes βij . El problema T11 resulta

(β11 − C1111 11R1,1 − C1122 11R2,2),1 + (−C1212 11R1,2 − C1212 11R2,1),2 = 0, (3.57)

(−C1212 11R1,2 − C1212 11R2,1),1 + (β22 − C1122 11R1,1 − C2222 11R2,2),2 = 0, (3.58)

con condiciones de contacto perfecto

||11R1||Γ = 0, ||11R2||Γ = 0,

||(β11 − C1111 11R1,1 − C1122 11R2,2) n1 + (−C1212 11R1,2 − C1212 11R2,1) n2||Γ = 0,

||(−C1212 11R1,2 − C1212 11R2,1) n1 + (β22 − C1122 11R1,1 − C2222 11R2,2) n2||Γ = 0. (3.59)

Despejando β11,1 y β22,2 de las ecuaciones (3.57) y (3.58), respectivamente, se obtiene

β11,1 = (C1111 11R1,1 + C1122 11R2,2),1 + (C1212 11R1,2 + C1212 11R2,1),2 ,

β22,2 = (C1212 11R1,2 + C1212 11R2,1),1 + (C1122 11R1,1 + C2222 11R2,2),2 . (3.60)

Las expresiones anteriores pueden ser reescritas como

β11,1 = (11Υ11),1 + (11Υ12),2 ,

β22,2 = (11Υ12),1 + (11Υ22),2 . (3.61)

Cada término de los miembros derechos de las ecuaciones (3.60) y (3.61) poseen la misma paridad que β11,1 y β22,2,
entonces

(11R1,1),1 → I(y1),P(y2) ⇒ 11R1,1 → P(y1),P(y2) ⇒ 11R1 → I(y1),P(y2),

(11R2,2) ,1→ I(y1),P(y2) ⇒ 11R2,2 → P(y1),P(y2)⇒ 11R2 → P(y1), I(y2),

(11Υ11),1 → I(y1),P(y2) ⇒ 11Υ11 → P(y1),P(y2),

(11Υ12),2 → I(y1),P(y2) ⇒ 11Υ12 → I(y1), I(y2),

(11Υ22),2 → P(y1), I(y2) ⇒ 11Υ22 → P(y1),P(y2).

Al emplear la simetrı́a y las condiciones de periodicidad se obtienen las condiciones de frontera

11Υ12 = 0, 11R1 = 0, en ∂ΩI ,

11Υ12 = 0, 11R1 = 0, en ∂ΩD,

11Υ12 = 0, 11R2 = 0, en ∂ΩS ,

11Υ12 = 0, 11R2 = 0, en ∂ΩIn. (3.62)

Las ecuaciones (3.57)-(3.58), junto con las condiciones de contacto perfecto (3.59) y las condiciones de frontera
periódicas (3.62) definen completamente el problema 11T . El problema 11T se clasifica como problema plano. No
es necesario resolver el problema 33T porque los coeficientes efectivos β11, β22, β33 se calculan a partir de los
valores R1 y R2 obtenidos como solución del problema 11T . En la siguiente sección se deducen las expresiones de
los coeficientes efectivos.
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Problemas térmicos qI

Al sustituir i, j, k, q = 1, 2, 3 en la ecuación (3.28) se obtienen las ecuaciones diferenciales que definen los
problemas locales de conductividad térmica. La ecuación diferencial del problema 1I resulta

(κ11 + κ11 1M,1),1 + (κ22 1M,2),2 = 0, (3.63)

con condiciones de contacto perfecto

||1M ||Γ = 0,

||(κ11 + κ11 1M,1) n1 + (κ22 1M,2) n2||Γ = 0. (3.64)

Al despejar el coeficiente independiente de la ecuación (3.63) se obtiene

κ11,1 = − (κ11 1M,1),1 − (κ22 1M,2),2 .

La expresión anterior se puede reescribir como

κ11,1 = (1τ1),1 + (1τ2),2 .

Analizando la paridad de las funciones resulta

(1M,1),1 → I(y1),P(y2) ⇒ 1M,1 → P(y1),P(y2) ⇒ 1M → I(y1),P(y2),

(1τ1),1 → I(y1),P(y2) ⇒ 1τ1 → P(y1),P(y2),

(1τ2),2 → I(y1),P(y2) ⇒ 1τ2 → I(y1), I(y2).

Aplicando la simetrı́a y las condiciones de periodicidad se obtienen las siguientes condiciones de frontera para el
problema 1I

1M = 0, en ∂ΩI ,

1M = 0, en ∂ΩD,

1τ2 = 0, en ∂ΩS ,

1τ2 = 0, en ∂ΩIn. (3.65)

El conjunto de ecuaciones que definen el problema 1I está compuesto por la ecuación diferencial (3.63), las condi-
ciones de contacto perfecto (3.64) y las condiciones de frontera periódicas (3.65).

El problema 2I está dado por la ecuación diferencial

(κ11 2M,1),1 + (κ22 + κ22 2M,2),2 = 0, (3.66)

con condiciones de contacto perfecto

||2M ||Γ = 0,

||(κ11 2M,1) n1 + (κ22 + κ22 2M,2) n2||Γ = 0. (3.67)

Al despejar el coeficiente independiente de la ecuación (3.66) se obtiene

κ22,2 = − (κ22 2M,2),2 − (κ11 2M,1),1 .
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La expresión anterior se puede reescribir como

κ22,2 = − (2τ2),2 − (2τ1),1 .

Teniendo en cuenta la paridad de las funciones se obtiene

(2M,2),2 → P(y1), I(y2)⇒ 2M,2 → P(y1),P(y2)⇒ 2M → P(y1), I(y2),

(2τ1),1 → P(y1), I(y2)⇒ 2τ1 → I(y1), I(y2),

(2τ2),2 → P(y1), I(y2)⇒ 2τ2 → P(y1),P(y2).

Las condiciones de frontera del problema 2I resultan de aplicar la simetrı́a y las condiciones de periodicidad

2τ1 = 0, en ∂ΩI ,

2τ1 = 0, en ∂ΩD,

2M = 0, en ∂ΩS ,

2M = 0, en ∂ΩIn. (3.68)

Por lo tanto, el problema 2I se define mediante la ecuación diferencial (3.66), las condiciones de contacto perfecto
(3.67) y las condiciones de frontera periódicas (3.68). Finalmente, no es necesario resolver el problema diferencial
resultante de 3I ya que, de la ecuación (3.31), se infiere que κ33 coincide con el promedio de Voigt [77]. Los pro-
blemas 1I , 2I y 3I se clasifican como problemas antiplanos.

3.3. Coeficientes efectivos

La Tabla 3.1 muestra la relación que existe entre los problemas locales y las propiedades efectivas que se obtienen
al resolverlos.

Tabla 3.1: Relación entre los problemas locales y las propiedades efectivas.

11L 22L 33L 23L 13L 12L 11T 1I 2I 3I

C1111 C1122 C1133 C2323 C1313 C1212 β11 κ11 κ22 κ33

C2211 C2222 C2233 β22

C3311 C3322 C3333 β33

Las expresiones para calcular los coeficientes efectivos elásticos Cijpq se obtienen a partir de la ecuación (3.26)
haciendo i, j, k, l = 1, 2, 3 y pq = 11, 22, 33, 12, 13, 23. El cuarto de la celda periódica se representa por Y y A
corresponde al área de la celda periódica.
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C1111 =
4

A

∫ ∫
Y

(C1111 + C1111 11U1,1 + C1122 11U2,2) dY ,

C1122 = C2211 =
4

A

∫ ∫
Y

(C1122 + C1111 22U1,1 + C1122 22U2,2) dY ,

C2222 =
4

A

∫ ∫
Y

(C2222 + C1122 22U1,1 + C2222 22U2,2) dY ,

C1133 = C3311 =
4

A

∫ ∫
Y

(C1133 + C1111 33U1,1 + C1122 33U2,2) dY,

C2233 = C3322 =
4

A

∫ ∫
Y

(C2233 + C2211 33U1,1 + C2222 33U2,2) dY, (3.69)

C3333 =
4

A

∫ ∫
Y

(C3333 + C3311 33U1,1 + C3322 33U2,2) dY ,

C2323 =
4

A

∫ ∫
Y

(C2323 + C2323 23U3,2) dY ,

C1313 =
4

A

∫ ∫
Y

(C1313 + C1313 13U3,1) dY ,

C1212 =
4

A

∫ ∫
Y

C1212 (1 + 12U1,2 + 12U2,1) dY.

Los problemas ppT son matemáticamente análogos a los problemas planos elásticos. Las soluciones obtenidas
del problema 11T son suficientes para determinar los coeficientes efectivos β11, β22 y β33. Por tanto, solo es nece-
sario resolver las ecuaciones diferenciales que resultan del problema local 11T . Los valores efectivos del tensor de
esfuerzo térmico βij se obtienen a partir de la ecuación (3.27) al hacer i, j, k, l = 1, 2, 3 y pp = 11. Los coeficientes
efectivos se calculan como

β11 =
4

A

∫ ∫
Y

(β11 − (C1111 11R1,1 + C1122 11R2,2)) dY ,

β22 =
4

A

∫ ∫
Y

(β22 − (C2211 11R1,1 + C2222 11R2,2)) dY, (3.70)

β33 =
4

A

∫ ∫
Y

(β33 − (C3311 11R1,1 + C3322 11R2,2)) dY .

Para determinar la expansión térmica efectiva α, basta con sustituir en la ecuación (3.4) los valores previamente
calculados de β y C.

En el caso de los problemas de conductividad térmica qI , es posible deducir que los problemas 1I y 2I son
matemáticamente análogos a los problemas antiplanos elásticos. Los coeficientes efectivos de conductividad térmica
se obtienen a partir de la ecuación (3.31) sustituyendo i, j, k = 1, 2, 3 y q = 1, 2

κ11 =
4

A

∫ ∫
Y

(κ11 + κ11 1M,1) dY,

κ22 =
4

A

∫ ∫
Y

(κ22 + κ22 2M,2) dY, (3.71)

κ33 =
4

A

∫ ∫
Y

κ33 dY.

En resumen, para calcular los coeficientes termoelásticos efectivos (Cijpq , βij , κij) es necesario solucionar
los problemas locales definidos en el cuarto de celda periódica sujetos a las condiciones de contacto perfecto y
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las condiciones de frontera periódicas definidas para cada uno de ellos. Los problemas locales se clasifican en
problemas planos (11L, 22L, 33L, 12L, 11T ) y problemas antiplanos (13L, 23L, 33T , 1I , 2I , 3I). No es necesario
resolver el problema diferencial resultante de 3I ya que es posible obtener el coeficiente κ33 utilizando el promedio
de Voigt, como se puede apreciar en la ecuación (3.71). Para calcular el coeficiente β33 se utilizan las soluciones
obtenidas en el problema 11T (como se aprecia en la ecuación (3.70)), por lo tanto, tampoco es necesario solucionar
el problema 33T . En el siguiente capı́tulo se presenta el FEM como vı́a de solución para la determinación de las
funciones locales pqUk, ppRk y qM , necesarias para calcular los coeficientes efectivos. Se pueden encontrar más
detalles acerca del procedimiento aplicado en el AHM y de su riguroso trasfondo matemático teórico en trabajos
clásicos como [15, 52, 67, 81].



Capı́tulo 4

SAFEM para el cálculo de las propiedades
efectivas

Para la solución numérica del problema que se aborda en la presente tesis se emplea el SAFEM. En el capı́tulo
anterior se realizó la homogeneización del problema usando el AHM, se obtuvieron las expresiones para calcular
los coeficientes efectivos y los problemas de valor de frontera para cada uno de los problemas locales resultantes
del AHM. El SAFEM consiste en resolver los problemas locales utilizando el FEM. Las propiedades termoelásticas
efectivas están descritas por las ecuaciones (3.69), (3.70) y (3.71). El cálculo de las propiedades termoelásticas
efectivas depende de la solución de los problemas locales descritos en la sección 3.2. Por lo tanto, es necesario
resolver primero los problemas locales para obtener los valores pqUk,l(y), ppRk,l(y) y qM,k(y) y luego sustituirlos
en las expresiones de las propiedades efectivas Cijpq , βij y κij , respectivamente.

El FEM es uno de los métodos numéricos más empleados para resolver ecuaciones diferenciales bajo ciertas
condiciones de frontera [114]. El punto de partida para aplicar el FEM consiste en discretizar la región de interés en
subregiones no intersectantes entre sı́ conocidas como elementos [115]. Luego, la formulación fuerte o diferencial se
transforma en una formulación débil o integral. Posteriormente, se obtienen las expresiones de las matrices locales
en cada elemento, las cuales se ensamblan en un sistema global de ecuaciones que modela todo el problema.

El cálculo de los coeficientes efectivos temoelásticos se puede implementar mediante un programa de compu-
tadora. Al reducir la región de interés al cuarto de la celda periódica se reduce el número de operaciones a realizar
y, en consecuencia, el tiempo de ejecución del programa. En este capı́tulo se desarrolla la formulación usando el
FEM para resolver dos de los problemas locales obtenidos al aplicar el AHM: el problema 1I y el problema 11T .
Los restantes problemas se implementan de manera análoga a esos dos.

4.1. Discretización de la región

En la aplicación del FEM para el problema abordado, la región que se discretiza para solucionar las ecuaciones
diferenciales es el cuarto de la celda periódica. En este trabajo, el programa implementado construye de forma au-
tomática las mallas que representan las diferentes fracciones volumétricas del cuarto de la celda. Para la generación
de las mallas se empleó el método descrito en la Ref. [115]. Se realiza la descripción de la geometrı́a que interesa
discretizar. La descripción consiste en delimitar la geometrı́a en partes principales o bloques. Cada bloque está com-
puesto únicamente por un material. Por cada bloque se precisan las coordenadas locales, el material que lo compone

31
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y la cantidad de elementos en que se desea subdividir. Una vez definida la geometrı́a inicial se pasa a generar el ma-
llado correspondiente. Para subdividir los bloques en elementos se establece una correspondencia entre cada bloque
y el elemento padre. Luego se refina el elemento padre según la cantidad de subdivisiones especificadas. Finalmente,
usando las mismas funciones de forma que se emplean en la implementación de FEM (ver sección 4.2), se obtienen
las coordenadas del bloque subdividido en la malla deseada. En resumen, para generar la malla que representa al
cuarto de la celda (ya sea cuadrada o hexagonal) se siguen tres pasos fundamentales:

1. Definir la geometrı́a inicial en bloques.

2. Subdividir cada bloque en el espacio del elemento padre.

3. Trasladar el elemento padre subdivido a coordenadas locales.

Los pasos 2 y 3 son los mismos para cualquier geometrı́a definida en el paso 1. Las mallas generadas corres-
ponden a cuadriláteros de 8-nodos. Para obtener mallas de cuadriláteros de 4-nodos es necesario realizar un paso
adicional que transforma la malla de 8-nodos en una malla de 4-nodos. A continuación se explica con detalle el
proceso para el caso especı́fico de las celdas con distribuciones cuadrada y hexagonal.

4.1.1. Geometrı́a inicial

El algoritmo encargado de generar la geometrı́a inicial de la celda requiere de los siguientes parámetros de
entrada: la fracción volumétrica γ que ocupa la fibra, la cantidad de elementos que se desea que tenga la malla final
yElems en la dirección del eje y2, y la razón de aspecto a/b de la fibra. La cantidad de elementos en el eje y1 se
determina adecuadamente por el algoritmo. La razón de aspecto es la relación entre los semiejes (de longitud a y
b, respectivamente) de la fibra. Si la fibra tiene sección transversal circular, entonces a/b = 1, en otro caso la fibra
tendrá sección transversal elı́ptica. En el capı́tulo 5 se aborda con mayor detalle el caso cuando la fibra tiene sección
transversal elı́ptica.

Con los parámetros de entrada definidos se crean los bloques. Los bloques son cuadriláteros de 8-nodos que
describen inicialmente la región en su forma más simple. Para cada uno de los bloques se determina la cantidad de
subdivisiones que se deben realizar tanto en la dirección y1 como en la dirección y2. Los valores de los semiejes a
y b de la fibra se obtienen a partir de la fracción volumétrica γ y la razón de aspecto a/b definidos a la entrada. La
cantidad de subdivisiones a realizar se calcula teniendo en cuenta el radio de la fibraR = max(a, b) y la cantidad de
elementos yElems precisados previamente. Para las celdas cuadradas, la malla final tiene yElems elementos en las
direcciones y1 y y2. En el caso de las celdas hexagonales la malla final tiene yElems elementos en la dirección y2;
pero el número de elementos en la dirección y1 varı́a de acuerdo al valor deR. Para que no exista una discontinuidad
de elementos en la unión de dos bloques adyacentes es importante especificar la misma subdivisión en el lado que
comparten. También es necesario determinar la conectividad de los bloques, que es la forma en que se relacionan los
nodos que componen un bloque especı́fico. En el caso de que existan elementos con lados curvos, se deben calcular
las coordenadas de un punto, aproximadamente intermedio, que esté sobre el correspondiente lado curvo.

Cuarto de celda cuadrada

Como se mencionó anteriormente, los cálculos se realizan empleando 1/4 de la celda periódica. Se asume que la
celda periódica tiene longitud igual a 1 unidad y que el centro de la fibra se encuentra ubicado en las coordenadas
(0, 0). Entonces, las longitudes correspondientes al ancho y la altura del cuarto de celda cuadrada son iguales a 0.5

unidades. La Figura 4.1 (a) muestra un cuarto de la celda cuadrada. La celda está compuesta por dos materiales:
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la fibra (rosa) y la matriz (blanco). Para la celda cuadrada con fibra de sección transversal circular se propone la
geometrı́a inicial mostrada en la Figura 4.1 (b). La geometrı́a inicial está compuesta por cinco bloques, donde tres
se ocupan para la fibra y dos para la matriz.

Figura 4.1: Celda cuadrada con fibra de sección transversal circular: (a) cuarto de la celda, (b) geometrı́a inicial.

Los bloques B1, B2 y B3 representan a la fibra, mientras que los bloques B4 y B5 representan a la matriz. Se
señalan con colores diferentes los bloques de distinto material. Se marcan con cı́rculos los nodos extremos de cada
bloque y con cruces los nodos intermedios. Las coordenadas de los nodos intermedios que componen el arco de la
fibra se calculan de forma analı́tica. Cuando la fibra tiene sección transversal circular, a = b y es posible obtener su
radio R a partir de la fracción volumétrica γ empleando la siguiente relación

R =

√
γ

π
.

Por cada bloque se debe determinar la cantidad de subdivisiones que se van a realizar en las direcciones y1 y
y2. Sean B1, B2 y B3 los bloques correspondientes a la fibra y B4 y B5 los bloques correspondientes a la matriz
como se muestra en la Figura 4.1 (b). Sean Bi1 y Bi2 la cantidad de subdivisiones del bloque i (i = 1, 2, ..., 5) en
las direcciones y1 y y2, respectivamente. Para que la malla sea correcta se debe cumplir que

B11 = B12 = B22 = B31 = B42 = B51,

B21 = B32,

B41 = B52.

Se desea que los elementos de la malla sean lo más parecidos posible entre sı́ teniendo en cuenta las longitudes
de sus lados. Con tal objetivo, la cantidad de elementos en que se subdivide la fibra se calcula considerando el radio
R de la misma y la longitud de la celda (0.5 unidades) según la siguiente relación

B11 +B21 =

⌊
R× yElems

0.5

⌋
,

mientras que
B41 = yElems−

(
B11 +B21

)
.
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Cuarto de la celda hexagonal

El cuarto de la celda periódica hexagonal está formado por un rectángulo que contiene dos cuartos de fibra
aglutinados en la matriz. La Figura 4.2 (a) muestra el cuarto de la celda periódica hexagonal. Las fibras se representan
en rosa y la matriz en blanco. Se supone que el lado del hexágono tiene longitud igual a 1 unidad y que el (0, 0)

se encuentra en el extremo inferior izquierdo de la celda ilustrada en la Figura 4.2 (a). Entonces, la celda periódica
tiene un ancho de longitud igual a 3/4 unidades y una altura de longitud igual a

√
3/4 unidades.

La Figura 4.2 (b) ilustra la geometrı́a inicial propuesta cuando las celdas tienen una distribución hexagonal
y la sección transversal de la fibra es circular. En esta geometrı́a se tienen diez bloques, donde seis bloques se
ocupan para las fibras y cuatro para la matriz. Los bloques señalados con las etiquetas B1, B2, B3, B8, B9 y B10

representan los dos cuartos de fibras presentes en la celda periódica. Los bloques etiquetados como B4, B5, B6 y
B7 representan la matriz. En la figura se dibujan con colores diferentes los bloques de distinto material y se marcan
con cı́rculos los nodos extremos de cada bloque y con cruces los nodos intermedios.

Figura 4.2: Celda hexagonal con fibra de sección transversal circular: (a) cuarto de la celda, (b) geometrı́a inicial.

Para la distribución hexagonal de las celdas se debe cumplir que

B11 = B12 = B22 = B31 = B42 = B51 = B61 = B72 = B81 = B92 = B101 = B102,

B21 = B32 = B82 = B91,

B41 = B52 = B62 = B71.

Como la celda hexagonal tiene dos cuartos de fibra, para la fibra de sección transversal circular el radio R se
puede calcular a partir de la fracción volumétrica γ utilizando la siguiente relación

R =
3
√

3γ

4π
.

La cantidad de subdivisiones a realizar en cada dirección se calcula teniendo en cuenta el radio de la fibra R y
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la menor longitud de la celda, es decir
√

3/4, de forma tal que

B11 +B21 =

⌊
R× yElems√

3/4

⌋
,

B41 = yElems−
(
B11 +B21

)
.

En el capı́tulo 5 se brindan más detalles acerca de la función que construye la geometrı́a inicial.

4.1.2. Subdivisión de los bloques iniciales

El siguiente paso a la definición de la geometrı́a inicial es la generación de la malla que discretiza la región de
interés. Para ello, es necesario establecer la correspondencia entre cada bloque y el elemento padre. La Figura 4.3
muestra la concepción general del proceso de subdivisión de un bloque en sus tres pasos. Para lograr la correspon-
dencia entre el bloque y el elemento padre se utiliza la misma representación isoparamétrica que se emplea en la
formulación del FEM. Más adelante se aborda al respecto.

El elemento padre se encuentra definido en el plano de coordenadas (ξ, η) ∈ [−1, 1] × [−1, 1]. Las mallas
obtenidas al aplicar el procedimiento propuesto en la Ref. [115] están formadas por cuadriláteros de 8-nodos. La
Figura 4.3 (a) muestra un bloque que pertenece a la malla de 8-nodos. La correspondencia del bloque con el elemento
padre es un cuadrado de 8-nodos, como se muestra en la Figura 4.3 (b). El mapeo del bloque al elemento padre
implica una transformación de coordenadas de (y1, y2) a (ξ, η).

La subdivisión del elemento padre se efectúa empleando las cantidades Bi1 y Bi2 definidas para cada bloque en
la creación de la geometrı́a inicial. La subdivisión se realiza de forma tal que se obtengan elementos de igual longitud
en cada una de las direcciones ξ y η. La Figura 4.3 (c) ilustra la subdivisión del elemento padre donde Bi1 = 4 y
Bi2 = 3. Como último paso en la generación de la malla se debe llevar a cabo el mapeo inverso del elemento padre
subdividido al espacio de coordenadas locales (y1, y2). El resultado obtenido es el mallado del bloque mostrado en
la Figura 4.3 (d).

Las Figuras 4.4 (a) y (b) corresponden a las mallas de cuadriláteros de 8-nodos obtenidas a partir de las geo-
metrı́as iniciales representadas en la Figura 4.1 (b) y la Figura 4.2 (b), respectivamente. Para la construcción de
ambas mallas se utilizó R = 0.25 unidades como valor del radio de la fibra y se emplearon yElems = 10 elemen-
tos para la discretización de la malla en la dirección y2.

En este trabajo se comparan las formulaciones de FEM lineal y la cuadrática para obtener ası́ el SAFEM lineal
y el SAFEM cuadrático, respectivamente. La formulación lineal utiliza mallas de cuadriláteros de 4-nodos mientras
que la cuadrática emplea mallas de cuadriláteros de 8-nodos. Como se mencionó anteriormente, las mallas obtenidas
mediante el algoritmo descrito con están formadas por cuadriláteros de 8-nodos. Entonces, cuando se resuelve el
problema empleando la aproximación lineal se debe ejecutar un paso adicional que consiste en transformar la malla
de 8-nodos construida en una malla de 4-nodos.

Para realizar la transformación, cada elemento de 8-nodos se subdivide convenientemente en cuatro elementos
de 4-nodos. La nueva malla tendrá tantos nodos adicionales como elementos tenga la malla de 8-nodos. El número
de elementos resultante es cuatro veces el número de elementos de la malla de 8-nodos. La Figura 4.5 (a) y (b)
muestra las mallas obtenidas al transformar las mallas de cuadriláteros de 8-nodos relativas a la Figura 4.4 (a) y (b)
respectivamente.
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Figura 4.3: Proceso de subdivisión de un bloque.

Figura 4.4: Mallas formadas por cuadriláteros de 8-nodos: (a) celda cuadrada, (b) celda hexagonal.

Sea Ω la región que corresponde al cuarto de la celda periódica donde se debe resolver el problema diferencial.
Entonces, Ω está representada por la malla construida que se describe en esta sección.
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Figura 4.5: Mallas formadas por cuadriláteros de 4-nodos: (a) celda cuadrada, (b) celda hexagonal.

4.2. Funciones de forma

En la sección 4.1 se describió cómo la región Ω se subdivide en un número finito de elementos. En este trabajo se
utilizan dos tipos de elementos: cuadriláteros de 4-nodos para el caso lineal y cuadriláteros de 8-nodos para el caso
cuadrático. La idea fundamental del FEM consiste en aproximar la solución exacta desconocida en cada elemento e
usando ciertas funciones de aproximación, también conocidas como funciones de forma.

Una vez elegidas las funciones de forma adecuadas, estas se incorporan a la formulación del problema. Existen
muchas maneras de elegir un conjunto de funciones que formen una base vectorial sobre la cual aproximar la
solución exacta del problema. Las funciones de Lagrange son el tipo más común de funciones de forma en la
implementación del FEM. Estas funciones son polinomios a trozos definidos en cada elemento e. En este trabajo se
utilizan funciones de forma de Lagrange lineales y cuadráticas. La Figura 4.6 (a) muestra el caso lineal del elemento
cuadrilateral con sus respectivos cuatro nodos, mientras que la Figura 4.6 (b) muestra el caso cuadrático con sus
respectivos ocho nodos.

Figura 4.6: Elemento cuadrilateral: (a) aproximación lineal, (b) aproximación cuadrática.
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Sea N = {N1 N2 · · · Nn} con n = 4 u 8 la base de las funciones de Lagrange en el espacio donde se busca
aproximar la solución. Las funciones de forma de Lagrange se escriben en el sistema de coordenadas padre (ξ, η)

como:
cuadriláteros de 4-nodos (n = 4)

N1(ξ, η) =
1

4
(1− ξ)(1− η),

N2(ξ, η) =
1

4
(1 + ξ)(1− η),

N3(ξ, η) =
1

4
(1 + ξ)(1 + η),

N4(ξ, η) =
1

4
(1− ξ)(1 + η),

cuadriláteros de 8-nodos (n = 8)

N1(ξ, η) =
1

4
(1− ξ)(1− η)(−1− ξ − η),

N2(ξ, η) =
1

2
(1− ξ2)(1− η),

N3(ξ, η) =
1

4
(1 + ξ)(1 + η)(−1 + ξ − η),

N4(ξ, η) =
1

2
(1 + ξ)(1− η2),

N5(ξ, η) =
1

4
(1 + ξ)(1 + η)(−1 + ξ + η),

N6(ξ, η) =
1

2
(1− ξ2)(1 + η),

N7(ξ, η) =
1

4
(1− ξ)(1 + η)(−1− ξ + η),

N8(ξ, η) =
1

2
(1− ξ)(1− η2).

Los elementos de la malla que discretiza la región Ω están definidos por las coordenadas locales (y1, y2) que
los identifican geométricamente. Sin embargo, las funciones de forma presentadas anteriormente están definidas en
las coordenadas (ξ, η). Por lo tanto, es necesario transformar de coordenadas locales (y1, y2) a coordenadas padre
(ξ, η) y viceversa. Para ello se usa el siguiente mapeo

y1(ξ, η) = N(ξ, η)ye1,

y2(ξ, η) = N(ξ, η)ye2, (4.1)

donde ye1 = [y11, y12, ... , y1n]t y ye2 = [y21, y22, ... , y2n]t son las coordenadas conocidas de los nodos del
elemento y n = 4 (n = 8) para el caso lineal (cuadrático). El mapeo mencionado anteriormente se ilustra en la
Figura 4.7 para el caso lineal (arriba) y cuadrático (abajo).

Usando las expresiones (4.1) y la regla de la cadena es posible expresar las derivadas de la i−ésima función de
forma con respecto a ξ y η en términos de las derivadas con respecto a y1 y y2 de la siguiente manera

∂Ni
∂ξ

=
∂Ni
∂y1

∂y1

∂ξ
+
∂Ni
∂y2

∂y2

∂ξ
,

∂Ni
∂η

=
∂Ni
∂y1

∂y1

∂η
+
∂Ni
∂y2

∂y2

∂η
. (4.2)
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Figura 4.7: Mapeo de coordenadas locales a coordenadas padre para elementos de 4-nodos y 8-nodos.

En una forma más compacta, las ecuaciones (4.2) se pueden escribir como ∂Ni
∂ξ

∂Ni
∂η

 = J

 ∂Ni
∂y1

∂Ni
∂y2

 ,
donde

J =

[
J11 J12

J21 J22

]
=

∂y1∂ξ ∂y2
∂ξ

∂y1
∂η

∂y2
∂η

 ,
es la matriz Jacobiana y sus componentes se pueden calcular usando las ecuaciones (4.1). A continuación se muestra
la matriz Jacobiana para un elemento de n-nodos (n = 4 o n = 8)

J =

∂N1

∂ξ
∂N2

∂ξ ... ∂Nn
∂ξ

∂N1

∂η
∂N2

∂η ... ∂Nn
∂η



y11 y12

y21 y22

...
...

yn1 yn2

 .
En general, cada elemento de la discretización tiene una matriz Jacobiana diferente y las entradas de las matrices
Jacobianas no son constantes sino funciones de (ξ, η). Si el determinante de la matriz Jacobiana |J| es positivo en



40 Capı́tulo 4. SAFEM para el cálculo de las propiedades efectivas

cualquier punto de la región, entonces es posible invertir la transformación para determinar ξ(y1, y2) y η(y1, y2).
Esto significa que para un punto dado (y1, y2) en el elemento cuadrilateral hay un solo punto (ξ, η) en el elemento
padre. Si la transformación es invertible, se puede escribir ∂Ni

∂y1

∂Ni
∂y2

 =

 ∂ξ
∂y1

∂η
∂y1

∂ξ
∂y2

∂η
∂y2

 ∂Ni
∂ξ

∂Ni
∂η

 ,
 ∂Ni

∂y1

∂Ni
∂y2

 = J−1

 ∂Ni
∂ξ

∂Ni
∂η

 , (4.3)

donde J−1 es la matriz inversa del Jacobiano y se puede calcular de la siguiente manera

J−1 =
1

|J|

[
J22 −J12

−J21 J11

]
.

Además, los diferenciales de área en cada sistema de coordenadas están relacionados en la forma

dΩe = dy1 dy2 = |J| dξ dη. (4.4)

4.3. Formulación débil

Como se mencionó al inicio de este capı́tulo, para calcular los coeficientes efectivos termoelásticos dados por
las ecuaciones diferenciales (3.26), (3.27) y (3.31) es necesario resolver los problemas locales obtenidos a partir
de las ecuaciones (3.22), (3.23) y (3.28). A continuación se realiza la formulación usando el FEM de un problema
representativo de cada clasificación: el problema 11T y el problema 1I . No es necesario desarrollar explı́citamente
todos los problemas locales porque los que no se muestran en este capı́tulo presentan una formulación similar a los
casos que se exponen seguidamente. Se detalla primero el caso antiplano por tener menor complejidad que el caso
plano.

4.3.1. Problema 1I

La ecuación diferencial para calcular la conductividad térmica para el problema 1I se obtuvo en la sección 3.2 y
está dada por

(κ11 + κ11 1M,1),1 + (κ22 1M,2),2 = 0. (4.5)

Se supone que la solución aproximada M̃ ≈ M del problema (4.5) se busca dentro de cierto espacio de funciones
H de dimensión n. Aplicando el Método de Residuos Pesados [114, 115] y el Método de Galerkin [116] se llega a
la formulación débil del problema 1I , como se muestra en el Apéndice D:

∫ ∫
Ω

[
∂v
∂y1

∂v
∂y2

]
C

 ∂M̃
∂y1

∂M̃
∂y2

 dΩ = −
∫ ∫

Ω

∂κ11

∂y1
v dΩ +

∮
∂Ω

(τ̃11n1 + τ̃22n2) v d∂Ω, (4.6)

donde v(y1, y2) ∈ H son las funciones de peso, Ω representa la región donde se debe resolver la ecuación diferencial,
∂Ω es la frontera de Ω, τ̃11 = −κ11∂M̃/∂y1 y τ̃22 = −κ22∂M̃/∂y2 representan el salto en el material, n1 y n2 son las
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componentes del vector normal unitario en la frontera y

C =

[
−κ11 0

0 −κ22

]
.

Se supone que la región Ω se subdivide en n elementos. Los elementos coinciden con los cuadriláteros de la malla
construida en la sección 4.1. Entonces, las integrales sobre Ω se pueden expresar como la suma de integrales sobre
cada elemento y la ecuación (4.6) se convierte en

n∑
e=1

∫ ∫
Ωe

[
∂v
∂y1

∂v
∂y2

]
C

 ∂M̃
∂y1

∂M̃
∂y2

 dΩe = −
n∑
e=1

∫ ∫
Ωe

∂κ11

∂y1
v dΩe +

n∑
e=1

∮
∂Ωe

(τ̃11n1 + τ̃22n2) v d∂Ωe.

(4.7)
La solución aproximada M̃ se puede escribir como una combinación lineal de las funciones básicas de H. Sea

N = [N1 N2 · · · Nn] una base deH, M̃ se puede escribir en forma matricial como

M̃ = Nq, (4.8)

donde q = [q1 q2 · · · qn]
t son los valores incógnita en los nodos.

El Método de Galerkin [116] establece que las funciones de peso sean iguales a las funciones de la base (N).
Sustituyendo (4.8) en (4.7) y haciendo v = Nt se obtiene

n∑
e=1

∫ ∫
Ωe

Dt C D dΩe q = −
n∑
e=1

∫ ∫
Ωe

∂κ11

∂y1
Nt dΩe +

n∑
e=1

∮
∂Ωe

(τ̃11n1 + τ̃22n2)Nt d∂Ωe, (4.9)

donde

D =

 ∂N
∂y1

∂N
∂y2

 .
Expresando la ecuación (4.9) de forma matricial se obtiene

Keq = Fe + Be,

Ke =

∫ ∫
Ωe

Dt C D dΩe, (4.10)

Fe = −
∫ ∫

Ωe

∂κ11

∂y1
NtdΩe, (4.11)

Be =

∮
∂Ωe

(τ̃11n1 + τ̃22n2)Nt d∂Ωe, (4.12)

donde Ke, Fe y Be son, para cada elemento, la matriz de rigidez, el vector de fuerzas y el vector integral en
la frontera. El vector Be debe ser evaluado solamente en las aristas que pertenecen a la frontera exterior de Ω y
en aquellas aristas pertenecientes a la interfaz Γ . Una vez calculadas las matrices locales de cada elemento, se
ensamblan para formar las matrices globales, resultando el sistema

Kq = F + B. (4.13)

Las condiciones de frontera de periodicidad para el problema 1I obtenidas en la sección 3.2 y dadas por las
ecuaciones (3.65) deben ser impuestas al sistema global (4.13).
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4.3.2. Matrices locales: problema 1I

Las expresiones (4.10), (4.11) y (4.12) están definidas en coordenadas locales (y1, y2), por lo tanto, deben ser
transformadas a coordenadas padre (ξ, η). Comencemos con la matriz de rigidez. La matriz C es constante, entonces,
solo se debe modificar la matriz D. Usando las ecuaciones (4.3) se obtiene

D̂ =
1

|J|

[
J22 −J12

−J21 J11

] ∂N
∂ξ

∂N
∂η

 , (4.14)

donde D̂ es la matriz D expresada en coordenadas padre.
Como consecuencia de (4.14) y (4.4) se obtiene la matriz de rigidez en coordenadas padres (ξ, η)

Ke =

∫ 1

−1

∫ 1

−1

1

|J|
D̂t C D̂ dξ dη.

El vector de fuerzas Fe para el problema 1I está dado por la ecuación (4.11). Dado que cada elemento e está
compuesto por un material solamente, entonces ∂κ11

∂y1
= 0 y

Fe = 0 ∀ e ∈ Ω.

Finalmente, el vector de la frontera Be está dado por la ecuación (4.12). Las condiciones de frontera determinan
el problema. Para el problema 1I , las condiciones de frontera están dadas por las condiciones de contacto perfecto
(3.64) y las condiciones de frontera periódicas (3.65). El vector Be representa el salto de la solución entre los
materiales. Se define una arista de salto como una arista común a dos elementos formados por diferentes materiales.
Por tanto, los componentes Bei = 0 excepto en aquellos ı́ndices correspondientes a los nodos que pertenecen a las
aristas de salto. Sea a una arista de salto y sea k el número total de aristas de saltos de la discretización. Entonces

Be =
k∑
a=1

∫
a

(τ̃11n1 + τ̃22n2)Nt da.

Mientras que, para cada arista de salto a se debe calcular

Ba =

∫
a

(τ̃11n1 + τ̃22n2)Nt da. (4.15)

Las condiciones de contacto perfecto en la interfaz (3.64) para el problema 1I resultan∣∣∣∣∣∣(κ11 + κ11M̃,1

)
n1 + κ22M̃,2n2

∣∣∣∣∣∣
Γ

= 0,

||κ11n1 − τ̃11n1 − τ̃22n2||Γ = 0,

||τ̃11n1 + τ̃22n2||Γ = ||κ11n1||Γ , (4.16)

donde ||κ11|| = (κm11 − κ
f
11). El coeficiente de conductividad térmica κ11 de la matriz y la fibra se representa por

κm11 y κf11, respectivamente. Aplicando (4.16) a (4.15) se obtiene

Ba = (κm11 − κ
f
11)n1

∫
a

Nt da. (4.17)

Transformando (4.17) en coordenadas padres se obtiene

Ba =
(κm11 − κ

f
11)n1 la

2

∫ 1

−1

Nt dξ,

donde la es la longitud de la arista de salto a. Para la aproximación del FEM lineal hay solo dos funciones de forma
que no son cero en cada arista a, por lo tanto N = [N1 N2]. Para el caso de la aproximación cuadrática del FEM,
existen tres funciones de forma distintas de cero en la arista a, por lo tanto N = [N1 N2 N3].
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4.3.3. Problema 11T

El sistema de ecuaciones diferenciales que definen el problema 11T se obtuvo en la sección 3.2 y está dado por

(β11 − C1111 11R1,1 − C1122 11R2,2),1 − (C1212 11R1,2 + C1212 11R2,1),2 = 0,

− (C1212 11R1,2 + C1212 11R2,1),1 + (β22 − C1122 11R1,1 − C2222 11R2,2),2 = 0. (4.18)

Supongamos que la solución aproximada R̃ =
[
R̃1 R̃2

]t
≈ R del problema (4.18) se busca dentro de cierto

espacio de funcionesH de dimensión n. Escribiendo las ecuaciones (4.18) juntas y aplicando el Método de Residuos
Pesados [114, 115] como se muestra en el Apéndice E se obtiene la formulación débil del problema 11T

∫ ∫
Ω

∂v1∂y1
0 ∂v1

∂y2

0 ∂v2
∂y2

∂v2
∂y1

C


∂R̃1

∂y1

∂R̃2

∂y2

∂R̃1

∂y2
+ ∂R̃2

∂y1

 dΩ =

∫ ∫
Ω

 v1
∂β11

∂y1

v2
∂β22

∂y2

 dΩ−
∮
∂Ω

 v1

(
Υ̃11n1 + Υ̃12n2

)
v2

(
Υ̃12n1 + Υ̃22n2

)
 d∂Ω,

(4.19)
para toda función de peso v ∈ H tal que v = [v1 v2]

t, donde

C =

C1111 C1122 0

C1122 C2222 0

0 0 C1212

 ,
Ω representa la región donde se debe solucionar el problema, ∂Ω corresponde a la frontera de Ω, n1 y n2 son las
componentes del vector unitario normal a la frontera y Υ̃11, Υ̃22 y Υ̃12 representan el salto en la frontera de los
materiales, tal que

Υ̃11 = C1111
∂R̃1

∂y1
+ C1122

∂R̃2

∂y2
, (4.20)

Υ̃22 = C1122
∂R̃1

∂y1
+ C2222

∂R̃2

∂y2
, (4.21)

Υ̃12 = C1212

(
∂R̃1

∂y2
+
∂R̃2

∂y1

)
. (4.22)

Se discretiza el dominio Ω usando n elementos. Los elementos coinciden con los cuadriláteros de la malla
construida en la sección 4.1. Entonces, las integrales sobre Ω se pueden expresar como la suma de las integrales
sobre cada elemento. La ecuación (4.19) resulta

n∑
e=1

∫ ∫
Ωe

∂v1∂y1
0 ∂v1

∂y2

0 ∂v2
∂y2

∂v2
∂y1

C


∂R̃1

∂y1

∂R̃2

∂y2

∂R̃1

∂y2
+ ∂R̃2

∂y1

 dΩe =
n∑
e=1

∫ ∫
Ωe

v1 0

0 v2

 ∂β11

∂y1

∂β22

∂y2

 dΩe

−
n∑
e=1

∮
∂Ωe

 v1

(
Υ̃11n1 + Υ̃12n2

)
v2

(
Υ̃12n1 + Υ̃22n2

)
 d∂Ωe.

(4.23)

La solución aproximada R̃ se puede escribir de forma matricial como

R̃ =

[
R̃1

R̃2

]
=

n∑
i=1

[
Ni 0

0 Ni

][
q1i

q2i

]
= Nq,
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donde {N1 N2 · · · Nn} es una base del espacioH y

N =

[
N1 0 N2 0 · · · Nn 0

0 N1 0 N2 · · · 0 Nn

]
.

El vector q = [q11 q21 q12 q22 · · · q1n q2n]
t representa los valores de las incógnitas en cada nodo. Las

posiciones 2i − 1 y 2i (i = 1, ..., n) en el vector q coinciden con las direcciones y1 y y2 del i−ésimo nodo de la
discretización respectivamente.
Por lo tanto 

∂R̃1

∂y1

∂R̃2

∂y2

∂R̃1

∂y2
+ ∂R̃2

∂y1

 = Dq, (4.24)

donde

D =


∂N1

∂y1
0 ∂N2

∂y1
0 ... ∂Nn

∂y1
0

0 ∂N1

∂y2
0 ∂N2

∂y2
... 0 ∂Nn

∂y2

∂N1

∂y2
∂N1

∂y1
∂N2

∂y2
∂N2

∂y1
... ∂Nn

∂y2
∂Nn
∂y1

 .
El Método de Galerkin [116] establece que las funciones de peso sean iguales a las funciones de la base: v1 = Ni y
v2 = Ni, i = 1, 2, ..., n. Aplicando estas funciones de peso y sustituyendo (4.24) en (4.23) se obtiene

n∑
e=1

∫ ∫
Ωe

Dt C D dΩe q =

n∑
e=1

∫ ∫
Ωe

Nt

 ∂β11

∂y1

∂β22

∂y2

 dΩe −
n∑
e=1

∮
∂Ωe

Nt

 Υ̃11n1 + Υ̃12n2

Υ̃12n1 + Υ̃22n2

 d∂Ωe.

Como resultado, la matriz de rigidez, el vector de fuerzas y el vector integral en la frontera para cada elemento
se expresan como

Ke =

∫ ∫
Ωe

Dt C D dΩe, (4.25)

Fe =

∫ ∫
Ωe

Nt

 ∂β11

∂y1

∂β22

∂y2

 dΩe, (4.26)

Be = −
∮
∂Ωe

Nt

 Υ̃11n1 + Υ̃12n2

Υ̃22n22 + Υ̃12n1

 d∂Ωe. (4.27)

Una vez calculadas las matrices locales (4.25)-(4.27) se ensamblan en un sistema global de ecuaciones

Kq = F + B. (4.28)

4.3.4. Matrices locales: problema 11T

Empleando las ecuaciones (4.3) es posible escribir la matriz de rigidez Ke en las coordenadas padre (ξ, η).
Como la matriz C es constante solo se debe transformar la matriz D. Al escribir D en coordenadas padre se obtiene
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D̂ =
1

|J|


J22 −J12 0 0

0 0 −J21 J11

−J21 J11 J22 J12





∂N1

∂ξ 0 ∂N2

∂ξ 0 ... ∂Nn
∂ξ 0

∂N1

∂η 0 ∂N2

∂η 0 ... ∂Nn
∂η 0

0 ∂N1

∂ξ 0 ∂N2

∂ξ ... 0 ∂Nn
∂ξ

0 ∂N1

∂η 0 ∂N2

∂η ... 0 ∂Nn
∂η


. (4.29)

Como consecuencia de (4.29) y (4.4) se obtiene la expresión de la matriz de rigidez en las coordenadas (ξ, η)

Ke =

∫ 1

−1

∫ 1

−1

1

|J|
D̂t C D̂ dξ dη.

El vector de fuerzas (4.26) es una integral sobre el elemento. Como cada elemento e está compuesto solamente
por un material, entonces ∂β11

∂y1
= 0 y ∂β22

∂y2
= 0. Por lo tanto,

Fe = 0 ∀ e ∈ Ω.

Por otro lado, siguiendo el análisis realizado para el problema 1I , se llega a que el vector integral de la frontera
(4.27) solo se evalúa en las aristas pertenecientes a la interfaz Γ (las aristas de salto). Sea a una arista de salto y k el
número total de aristas de salto. Para cada arista de salto a se debe calcular

Ba =

∮
a

Nt

[
Υ̃11n1 + Υ̃12n2

Υ̃12n1 + Υ̃22n2

]
da. (4.30)

Las condiciones de contacto perfecto para el problema 11T están dadas por la ecuación (3.59)∣∣∣∣∣∣(β11 − Υ̃11

)
n1 − Υ̃12n2

∣∣∣∣∣∣ = 0,∣∣∣∣∣∣−Υ̃12n1 +
(
β22 − Υ̃22

)
n2

∣∣∣∣∣∣ = 0. (4.31)

De las ecuaciones (4.31) se obtiene ∣∣∣∣∣∣Υ̃11n1 + Υ̃12n2

∣∣∣∣∣∣ = ||β11n1|| ,∣∣∣∣∣∣Υ̃22n2 + Υ̃12n1

∣∣∣∣∣∣ = ||β22n2|| . (4.32)

donde ||β11|| = (βm11 − β
f
11) y ||β22|| = (βm22 − β

f
22) denota el salto en la interfaz. Aplicando (4.32) a (4.30) resulta

Ba =

∮
a

Nt da

[
(βm11 − β

f
11)n1

(βm22 − β
f
22)n2

]
.

Transformando (4.30) a coordenadas padre se obtiene

Ba =
la
2

∫ 1

−1

Nt dξ

[
(βm11 − β

f
11)n1

(βm22 − β
f
22)n2

]
,

donde la es la longitud de la arista a. Cuando la formulación del FEM es lineal, existen solo dos funciones que no
se anulan en la arista a, por lo tanto,

N =

[
N1 0 N2 0

0 N1 0 N2

]
.
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Para el caso cuadrático, existen tres funciones que no se anulan sobre a, entonces,

N =

[
N1 0 N2 0 N3 0

0 N1 0 N2 0 N3

]
.

Las condiciones de frontera de periodicidad del problema 11T se obtuvieron en la sección 3.2 y están dadas por las
ecuaciones (3.62).

Una vez resueltos los problemas locales, es posible hallar las propiedades efectivas termoelásticas del material
compuesto. Los valores de pqUk, ppRk y qM se obtienen como solución de los sistemas de ecuaciones globales
que resultan de la formulación del FEM. Los coeficientes efectivos Cijpq , βij y κij se calculan al sustituir en
las expresiones (3.69), (3.70) y (3.71) los valores computados de pqUk, ppRk y qM . La expansión térmica αij se
obtiene al sustituir los valores de βij y Cijpq en la ecuación (3.4).



Capı́tulo 5

Implementación Computacional

Uno de los principales aportes del presente trabajo es el desarrollo de una herramienta computacional utilizando
MATLAB [117] para realizar el cálculo de los coeficientes efectivos termoelásticos en MC con distribuciones de
celdas periódicas cuadradas y hexagonales. En la concepción de la solución se tuvo en cuenta la simetrı́a de la celda
representativa que se expuso en el capı́tulo anterior. Se implementaron algoritmos de cálculo utilizando solo 1/4 de
la celda y se generalizaron los valores obtenidos para presentar al usuario los valores correspondientes a la celda
completa. El procesamiento necesario para implementar el SAFEM requiere de cálculos complejos que involucran
trabajo con matrices. La solución fue diseñada con el objetivo de minimizar el número de operaciones a efectuar,
potenciando la eficiencia y la disminución del tiempo de procesamiento.

5.1. Concepción y diseño de la solución computacional

La solución concebida requiere de la entrada por parte del usuario de las constantes elásticas y térmicas de los
materiales que conforman las fibras y la matriz del material compuesto. Las constantes elásticas pueden ser una
combinación del módulo de Young E o el módulo de cizalladura G, y el coeficiente de Poisson ν. Las constantes
térmicas son la expansión térmica α y la conductividad térmica κ. Aunque la herramienta está desarrollada para
determinar propiedades efectivas termoelásticas, es capaz de responder a casos más simples. El caso termoelástico
es una generalización del caso elástico. Esto significa que el usuario puede introducir solo propiedades elásticas y
tener una respuesta válida para los coeficientes efectivos relativos a las propiedades que especificó a la entrada. Este
comportamiento incrementa la versatilidad de la solución y amplı́a su espectro de utilización.

Los coeficientes efectivos de un material compuesto por fibras no solo dependen de las propiedades termoelásti-
cas de los constituyentes. La distribución de las fibras en la matriz y la geometrı́a de la sección transversal de las
fibras afectan el resultado final. Por tal motivo, el usuario puede seleccionar entre dos distribuciones de celdas pe-
riódicas: el caso cuadrado y el caso hexagonal. Además, el usuario puede especificar la razón de aspecto de la fibra
con el objetivo de modificar la geometrı́a de su sección transversal de un cı́rculo a distintas elipses. Los parámetros
de entrada que definen la geometrı́a del material compuesto son el punto de partida para la generación de las mallas
correspondientes a las diferentes fracciones volumétricas.

En la Figura 5.1 se esquematiza el diseño de la solución. Los datos de entrada enunciados se procesan y los
resultados posteriormente se entregan al usuario. En el diseño se resaltan los aspectos más importantes de cada uno
de los tres bloques que lo componen. La implementación realizada se basa en el diseño propuesto.
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Figura 5.1: Diseño de la solución.
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El proceso de toma de decisiones se enriquece cuando el usuario tiene la posibilidad analizar la variación del ob-
jetivo que persigue en función del parámetro que pretende ajustar. El diseño de los MC no es la excepción. Aunque
una herramienta computacional permite simular innumerables veces una situación, el hecho de tener solo los resul-
tados para un caso especı́fico y aislado no es del todo funcional. Por estas razones, el diseño presentado contempla
la entrega al usuario de los coeficientes efectivos termoelásticos para un conjunto de fracciones volumétricas en una
sola ejecución. Con los parámetros de entrada definidos por el usuario se itera por los distintos valores de fracción
volumétrica γ y se realizan los cálculos de las propiedades efectivas.

La obtención del valor de cada una de las propiedades efectivas termoelásticas de un material compuesto se
sustentó en el SAFEM que se expuso en el capı́tulo 4. La incorporación del SAFEM a la solución implica realizar
la homogeneización del problema planteado para medios termoelásticos usando el AHM para determinar las pro-
piedades efectivas a partir de un desarrollo asintótico a doble escala. Los problemas locales resultantes de aplicar el
AHM se resolvieron empleando el FEM. Se consideraron dos aproximaciones del FEM con el objetivo de comparar
los resultados obtenidos al emplear cada una de ellas: una lineal y una cuadrática.

La solución genera la malla que discretiza la región de interés para cada valor de fracción volumétrica γ. Se
deben construir mallas de 4-nodos y 8-nodos para ser utilizadas de acuerdo a la aproximación lineal o cuadrática
asumida. Para la obtención de mallas de cuadriláteros de 4-nodos se tiene en cuenta un paso adicional que transforma
las mallas de cuadriláteros de 8-nodos obtenidas en mallas de cuadriláteros de 4-nodos. Una vez discretizada la
región, se resuelven los problemas locales obtenidos al aplicar el AHM. Para cada problema, se hallan las matrices
locales a los elementos, se ensambla el sistema global de ecuaciones y se aplican las condiciones de frontera. La
aplicación de las condiciones de frontera requiere de la identificación previa de las aristas de la frontera. El algoritmo
incluye un paso de detección automática de aristas de frontera en cada una de las mallas generadas. Como resultado
del sistema global se obtienen las funciones necesarias para calcular los coeficientes termoelásticos efectivos.

Como salida del programa se obtienen las propiedades efectivas de los coeficientes elásticos (C), la expansión
térmica (α) y la conductividad térmica (κ) para cada valor de γ seleccionado. Se entrega al usuario un conjunto de
gráficas que representan el comportamiento de cada coeficiente en función de la fracción volumétrica. La presenta-
ción de los resultados en gráficas facilita el análisis del comportamiento de los coeficientes efectivos ante el cambio
de γ. El usuario tiene la posibilidad de elegir si desea normalizar los coeficientes efectivos termoelásticos. En caso
de que desee normalizar los valores, puede hacerlo teniendo en cuenta tanto los coeficientes de la fibra como de la
matriz. La herramienta permite además entregar como salida las diferentes mallas que se generan para cada una de
las fracciones volumétricas analizadas.

5.2. Implementación

Se empleó MATLAB como plataforma computacional para realizar la implementación del diseño presentado en
la sección anterior. MATLAB permite el trabajo con matrices de una forma intuitiva y eficiente. Además, presenta
una amplia biblioteca de funciones para el trabajo con matrices y para la solución de sistemas lineales de ecuacio-
nes. La construcción de la herramienta para la solución del SAFEM hace que sea necesario generar una malla que
describa el cuarto de la celda que se está estudiando para cada valor de la fracción volumétrica. Además, en este
trabajo se comparó el desempeño de las versiones lineal y cuadrática del SAFEM, por lo que se realizó la implemen-
tación de ambas variantes del método. Los valores de salida de la aplicación permiten estudiar las caracterı́sticas
termoelásticas de MC sin necesidad de recurrir a experimentos de laboratorio. La presente implementación es el
punto de partida de una solución que puede extenderse para que los especialistas interesados en el estudio de las
propiedades efectivas en MC reduzcan el universo de experimentos posibles a un rango mucho más acotado. En



50 Capı́tulo 5. Implementación Computacional

la siguente sección se comentan los principales aspectos que se tuvieron en cuenta en la implementación con el
objetivo de lograr resultados más precisos y menor tiempo de ejecución.

La implementación del diseño propuesto se realizó teniendo en cuenta buenas prácticas de programación como
los principios DRY (Don’t Repeat Yourself, en inglés) y SRP (Single-Responsibility Principle, en inglés). El prin-
cipio DRY propone encapsular todo el código que sea reutilizable de forma tal que no exista duplicidad en la lógica
escrita en diferentes funciones. El principio SRP establece que cada función en un programa computacional debe
tener una única responsabilidad. La programación de varias funcionalidades en el código solo debe hacerse a través
de varias funciones de responsabilidad única. El empleo de los principios DRY y SRP en la implementación no solo
aporta limpieza al código sino facilita el escalamiento, reutilización de funcionalidades y depuración de errores.

5.2.1. Generación de la malla

El primer paso en la implementación del FEM consiste en discretizar la región de interés Ω en elementos. Para
ello se realiza un mallado de la región. En este trabajo se estudian dos casos: cuando Ω corresponde a 1/4 de celda
cuadrada como la ilustrada en la Figura 4.1 (a) y cuando Ω es 1/4 de celda hexagonal como la graficada en la Figura
4.2 (a). En la sección 4.1 se explican los pasos a seguir para obtener las mallas que discretizan a Ω (Figura 4.4 (a) y
(b)). La generación de las mallas se implementó a través de tres funciones que se describen en lo adelante.

La primera función, nombrada BuildGeometry, es la encargada de generar la geometrı́a inicial. Recibe como
parámetros de entrada el tipo de celda que se está estudiando (cuadrada o hexagonal), la fracción volumétrica (γ)
que ocupa la fibra, la cantidad de elementos que se desean en la dirección y2 en la malla final (yElems) y la razón
de aspecto de la fibra (a/b). La razón de aspecto de la fibra determina la relación entre las longitudes de los semiejes
que conforman la fibra y, en consecuencia, indica la forma geométrica de la fibra, como se muestra en la Figura 5.2.

Figura 5.2: Fibra con sección transversal elı́ptica.

La variación de la razón de aspecto dota al usuario de la posibilidad de estudiar una gran cantidad de fibras
con geometrı́a elı́ptica con solo ajustar un valor. Un cambio en este parámetro implica un nuevo diseño de matrial
compuesto a analizar. La razón de aspecto a/b = 1 corresponde a la fibra tiene sección transversal circular mientras
que a/b 6= 1 implica que la sección transversal de la fibra es elı́ptica. La Figura 5.3 muestra el cuarto de una celda
con distribución cuadrada para diferentes razones de aspecto de la fibra.

La función BuildGeometry es la responsable de construir los bloques que definen la geometrı́a inicial según el
tipo de celda que se esté procesando. Para cada valor de fracción volumétrica de la fibra γ es necesario construir una
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Figura 5.3: Cuarto de la celda para diferentes razones de aspecto de la fibra.

nueva geometrı́a inicial. La función tiene como valores de salida la matriz de nodos bNodes, la matriz de bloques
bElems, el vector de matrial bMat y los vectores de división xSub y ySub. La matriz bNodes tiene tantas filas como
nodos posea la geometrı́a inicial y dos columnas donde se almacenan las coordenadas x y y de cada nodo. La
matriz bElems representa las conexiones de los bloques. La matriz bElems tiene tantas filas como bloques posea
la geometrı́a inicial y ocho columnas, ya que los bloques se componen por ocho nodos. El vector bMat indica el
material que conforma cada bloque. Por ejemplo, en la geometrı́a inicial ilustrada en la Figura 4.1 (b) se tienen
cinco bloques y en total hay dos materiales. Los bloques B1, B2 y B3 correspondientes a la fibra están compuestos
por un material mientras que los bloques B4 y B5 correspondientes a la matriz están compuestos por un segundo
material. Para ese caso, el vector bMat resulta [1, 1, 1, 2, 2]. De forma análoga, el vector bMat correspondiente a
la geometrı́a inicial mostrada en la Figura 4.2 (b) resulta [1, 1, 1, 2, 2, 2, 2, 1, 1, 1], ya que las dos fibras cuyos
bloques son B1, B2, B3, B8, B9 y B10 están compuestas por el mismo material. Los vectores xSub y ySub indican
la cantidad de divisiones que se desean realizar en las direcciones x y y por cada bloque definido. Los vectores xSub
y ySub tienen tantas componentes como bloques se hayan definido e indican la cantidad de elementos que tendrá el
bloque en las direcciones x y y una vez subdividido. En el Anexo A se muestran las diferentes geometrı́as iniciales
propuestas.

La segunda función se nombra G8MESH y es la encargada de construir el mallado a partir de la geometrı́a ini-
cial especificada. Esta función recibe como parámetros de entrada las matrices y vectores resultantes de llamar a
la función BuildGeometry. Para cada bloque inicial se obtienen la cantidad de subdivisiones BiX en la dirección
x y BiY en la dirección y. La función Sblock subdivide el elemento padre empleando las cantidades BiX y BiY
especificadas. Posteriormente, para cada elemento de la malla generada en el elemento padre se llama a la función
Shape8 para realizar el mapeo de las coordenadas padre a las coordenadas locales usando las funciones de interpola-
ción de Lagrange. Después, se adicionan los nodos y elementos de la malla creada para el bloque al vector de nodos
y elementos de la malla general. Como resultado del procedimiento descrito anteriormente se obtiene el mallado de
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los bloques iniciales de forma individual, por lo que los nodos pertenecientes al lado común de dos bloques adya-
centes van a estar repetidos. Una vez construidas las mallas de los bloques iniciales es necesario eliminar los nodos
repetidos y actualizar el valor de las etiquetas en el vector de los elementos. En el Anexo B se puede encontrar el
pseudocódigo de esta función.

La tercera función From8to4 permite transformar la malla de cuadriláteros de 8-nodos obtenida en una malla de
cuadriláteros de 4-nodos. Esto se logra subdividiendo cada elemento en la malla de 8-nodos en cuatro elementos de
4-nodos. Por cada elemento se adiciona un nuevo nodo que coincide con el punto de intersección de las rectas que
se forman al unir los nodos intermedios opuestos del cuadrilátero de 8-nodos. La Figura 5.4 ilustra la división de un
elemento de 8-nodos. Se muestran con cı́rculos los nodos extremos del elemento y con cruces los nodos intermedios.
Los cuatro elementos creados aparecen representados con lı́neas discontinuas y se señala en rojo el nuevo nodo.

Figura 5.4: División de un elemento de 8-nodos en cuatro elementos de 4-nodos.

Sean n8 y e8 la cantidad de nodos y elementos de la malla de 8-nodos respectivamente. La nueva malla com-
puesta por cuadriláteros de 4-nodos tendrá un total de 4×e8 elementos y n8+e8 vértices, ya que por cada elemento
de la malla de 8-nodos se adiciona un nuevo vértice. El Anexo C muestra el pseudocódigo de esta función.

5.2.2. Uso de matrices sparse

Para llevar a cabo el estudio de las propiedades efectivas de un material compuesto es necesario realizar muchas
operaciones con matrices de gran tamaño. Por cada material compuesto, se particionan los valores de fracción
volumétrica γ de forma tal que se pueda estudiar el comportamiento de las propiedades efectivas para distintos
tamaños de fibra. Como resultado de la aplicación del AHM y para obtener los coeficientes termoelásticos efectivos,
se deben resolver todos problemas locales por cada valor γ. De forma predeterminada, los valores de γ oscilan entre
0 y 1 con un paso de 0.05.

El FEM se emplea en la solución de los problemas locales. Para cada uno de los problemas locales se analizan
todos los elementos de la malla. Se calculan las matrices locales de cada elemento y se ensamblan las matrices
globales. El tamaño de las matrices que se generan al aplicar el FEM está estrechamente relacionado con la cantidad
de nodos que posee la malla que discretiza la región. Para los problemas elásticos planos y el problema 11T , las
matrices resultantes del FEM tienen tamaño igual a dos veces el número de nodos de la malla. En el caso de los
problemas elásticos antiplanos y los problemas 1I y 2I , las matrices tienen tamaño igual al número de nodos de la
malla.

Las matrices resultantes del FEM son sparse, es decir, muchos de sus elementos son iguales a cero. Debido al
gran volumen de cálculos que se debe realizar con matrices de gran tamaño y con la caracterı́stica de tener muchos
ceros en su interior, se decidió emplear la estructura de datos sparse de MATLAB. La estructura de datos sparse
almacena solamente las posiciones y el valor de los elementos que no son cero ocupando menor espacio en memoria
que si se guarda la matriz completa. Además, MATLAB redefine las operaciones con matrices sparse de modo que
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solo se recorren los elementos que no son cero. De esta manera se ahorra aproximadamente un 30 % del tiempo de
ejecución.

Luego de la etapa de desarrollo, las aplicaciones para computadoras requieren de un proceso de QA (Quality
Assurance, en inglés) para grantizar su correcto funcionamiento. En el caso del cálculo de los coeficientes efecti-
vos termoelásticos es posible realizar la validación de la solución implementada mediante la comparación de los
resultados calculados con otros resultados disponibles en la literatura. En el siguiente capı́tulo se presentan los re-
sultados obtenidos con la herramienta computacional desarrollada y que ha sido tema de este capı́tulo. Se comparan
los resultados propios con resultados externos para diferentes MC. En cada caso se detallan las propiedades de los
materiales que lo constituyen.



Capı́tulo 6

Resultados y discusión

En este capı́tulo se obtienen los coeficientes efectivos Cijpq , αij y κij (dados por las ecuaciones (3.26), (3.27)
y (3.31)) a través del modelo descrito en los capı́tulos 3 y 4, utilizando la implementación que se aborda en el
capı́tulo 5. Se realizaron experimentos numéricos con tres MC: dos isotrópicos y uno transversalmente isotrópico.
Los resultados obtenidos se muestran a través de tablas de coeficientes efectivos, tablas de módulo de Young y
coeficiente de Poisson efectivos y algunas gráficas. En todos los casos se incluyen valores reportados en la literatura.

Las tablas de resultados de coeficientes efectivos presentan seis columnas que se describen a continuación. Para
mayor generalidad, se llama L al coeficiente efectivo calculado, de modo que L pueda referirse a los coeficientes
elásticos C o a los coeficientes térmicos α o κ. Los resultados que se muestran en cada una de las tablas de L
proporcionan la siguiente información:

la primera columna (γ) especifica el valor de la fracción volumétrica utilizada para realizar los cálculos,

la segunda columna (LA) corresponde al resultado obtenido al aplicar las expresiones semi-analı́ticas pro-
puestas en la Ref. [3], para el caso de las celdas cuadradas, y en la Ref. [4], cuando la celda es hexagonal,

la tercera y la cuarta columna (L4,L8) muestran los valores de los coeficientes efectivos obtenidos al aplicar
el SAFEM lineal y cuadrático, respectivamente,

la quinta y la sexta columna (E4
L, E

8
L) indican los errores verdaderos porcentuales cometidos al realizar los

cálculos mostrados en la tercera y la cuarta columna, respectivamente,

de manera que

E4
L =

|L4 − LA|
LA

× 100 %, E8
L =

|L8 − LA|
LA

× 100 %.

Debido a la simetrı́a de los tensores y de la geometrı́a de la celda representativa, existen coeficientes efectivos que
arrojan los mismos resultados. En las tablas solo se muestran los coeficientes efectivos que tienen valores diferentes.

El primer caso de estudio corresponde a un material compuesto isotrópico formado por fibras de Nicalon in-
corporadas en una matriz de barium magnesium aluminosilicate (Nicalon/BMAS). El segundo caso se basa en un
material compuesto isotrópico formado por fibras de aluminum, boron y silicon dentro de una matriz de epoxy
(Al-B-Si/epoxy). La Tabla 6.1 muestra los valores de las constantes elásticas (módulo de Young E, coeficiente de
Poisson ν, módulo de cizalladura G) y térmicas (expansión térmica α, conductividad térmica κ) para la fibra y la
matriz de ambos MC isotrópicos.

54
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Tabla 6.1: Constantes elásticas y térmicas para la fibra y la matriz de los materiales compuestos Nicalon/BMAS y
Al-B-Si/epoxy.

E ν G α× 10−6 κ

(GPa) (GPa) (1/◦C) (W/mK)

Nicalon 200 0.299 77 3.2 0.9

Al-B-Si 73 0.23 29.675 5 0.9

BMAS 106 0.233 43 2.7 0.198

epoxy 3.43 0.35 1.270 60 0.198

El tercer caso es un material transversalmente isotrópico formado por fibras de grafito en una matriz de epoxy
(graphite/epoxy). La Tabla 6.2 muestra los valores que definen las constantes elásticas y térmicas para la fibra y la
matriz del material compuesto graphite/epoxy.

Tabla 6.2: Constantes elásticas y térmicas para el material compuesto graphite/epoxy.

Et Ea νt νa G αt × 10−6 αa × 10−6

(GPa) (GPa) (GPa) (1/◦C) (1/◦C)

graphite 9.66 345 0.20 0.29 2.07 9 −0.36

epoxy 3.456 3.456 0.35 0.35 1.28 40.9 40.90

Los tres materiales antes mencionados se emplearon para obtener los coeficientes termoelásticos en compuestos
reforzados por fibras circulares con una distribución de celdas cuadrada (véase sección 6.1) y hexagonal (véase
sección 6.2). También se determinaron las propiedades efectivas cuando la fibra tiene sección transversal elı́ptica
(véase sección 6.4). Para realizar los cálculos se utilizaron diferentes valores de fracción volumétrica γ y, en el caso
de la fibra elı́ptica, se emplearon diferentes razones de aspecto a/b.

6.1. Distribución de celdas cuadradas

El primer caso que se analiza es aquel donde las fibras cilı́ndricas están incrustadas siguiendo una distribución
cuadrada en la matriz. Como se menciona en el capı́tulo 4, para realizar los cálculos se utiliza un cuarto de la celda.
La Figura 4.1 (a) ilustra el cuarto de la celda cuadrada.

6.1.1. Material compuesto Nicalon/BMAS

El primer experimento numérico corresponde al material compuesto Nicalon/BMAS. La Tabla 6.3 presenta los
valores de los coeficientes efectivos elásticos calculados. A través de los valores de E4

Cijpq
y E8

Cijpq
se aprecia que

los coeficientes efectivos obtenidos son muy cercanos a los valores semi-analı́ticos propuestos en la Ref. [3]. La
Tabla 6.3 muestra que, como se esperaba, los errores asociados con la aproximación del SAFEM de 8-nodos son
menores en comparación con los errores obtenidos a través de la aproximación del SAFEM de 4-nodos.
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Tabla 6.3: Coeficientes efectivos elásticos del material compuesto Nicalon/BMAS con una distribución periódica de
celdas cuadradas.

γ CA1111 × 1011 C
4

1111 × 1011 C
8

1111 × 1011 E4
C1111

E8
C1111

0.05 1.27525063 1.27509359 1.27525062 1.2314× 10−2 4.8150× 10−7

0.35 1.57326833 1.57301332 1.57326845 1.6209× 10−2 7.5247× 10−6

0.65 1.98371600 1.98340649 1.98377948 1.5602× 10−2 3.2003× 10−3

γ CA1122 × 1010 C
4

1122 × 1010 C
8

1122 × 1010 E4
C1122

E8
C1122

0.05 3.92387942 3.92302167 3.92387903 2.1860× 10−2 9.8340× 10−6

0.35 5.24730889 5.24588676 5.24730948 2.7102× 10−2 1.1200× 10−5

0.65 7.29107523 7.28876545 7.29145322 3.1680× 10−2 5.1843× 10−3

γ CA1133 × 1010 C
4

1133 × 1010 C
8

1133 × 1010 E4
C1133

E8
C1133

0.05 3.94647806 3.94563632 3.94647791 2.1329× 10−2 3.9289× 10−6

0.35 5.43837831 5.43700126 5.43837892 2.5321× 10−2 1.1292× 10−5

0.65 7.56974535 7.56787168 7.57009646 2.4752× 10−2 4.6384× 10−3

γ CA3333 × 1011 C
4

3333 × 1011 C
8

3333 × 1011 E4
C3333

E8
C3333

0.05 1.29407551 1.29372414 1.29407536 2.7152× 10−2 1.1887× 10−5

0.35 1.67223198 1.67183907 1.67223200 2.3496× 10−2 1.2969× 10−6

0.65 2.09472432 2.09430426 2.09474865 2.0053× 10−2 1.1615× 10−3

γ CA2323 × 1010 C
4

2323 × 1010 C
8

2323 × 1010 E4
C2323

E8
C2323

0.05 4.42358412 4.42299635 4.42358387 1.3287× 10−2 5.8158× 10−6

0.35 5.24710334 5.24633839 5.24710357 1.4579× 10−2 4.4059× 10−6

0.65 6.25185382 6.25097701 6.25197940 1.4025× 10−2 2.0088× 10−3

γ CA1212 × 1010 C
4

1212 × 1010 C
8

1212 × 1010 E4
C1212

E8
C1212

0.05 4.41141754 4.41110474 4.41141772 7.0908× 10−3 4.0062× 10−6

0.35 5.13257433 5.13212825 5.13257462 8.6911× 10−3 5.5562× 10−6

0.65 6.08522385 6.08456001 6.08533404 1.0909× 10−2 1.8109× 10−3

A partir de los coeficientes elásticos calculados es posible hallar los valores efectivos del módulo de Young (E)
y el coeficiente de Poisson (ν). La Tabla 6.4 muestra los valores efectivos de las constantes de elasticidad antes
mencionadas y los resultados obtenidos se comparan con los reportados en la Ref. [21] (E [21] y ν [21]). Los valores
de E y ν se obtuvieron empleando la aproximación lineal del SAFEM. La Tabla 6.4 muestra también, la diferencia
entre los valores del módulo de Young calculado y el reportado en la Ref. [21] (EE) y entre el coeficiente de Poisson
calculado y el reportado en Ref. [21] (Eν). Como se puede observar, las diferencias obtenidas son pequeñas. Los
valores del módulo de Young están dados en GPa.

La Tabla 6.5 muestra los valores de expansión térmica efectivos calculados para el mismo material compuesto
Nicalon/BMAS. Como se puede observar, los α son muy cercanos a los obtenidos usando las expresiones semi-
analı́ticas reportadas en la Ref. [3]. Además, los valores correspondientes a la aproximación del SAFEM de 8-nodos
proporcionan un error menor que los valores estimados utilizando la aproximación del SAFEM de 4-nodos.
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Tabla 6.4: Módulo de Young y coeficiente de Poisson efectivos obtenidos para el material compuesto Nicalon/BMAS
usando la aproximación lineal del SAFEM.

γ E [21] E EE ν [21] ν Eν

0 106.00 106.00 0.00 0.233 0.233 0.00

0.2 124.89 124.86 0.02 0.248 0.248 0.00

0.4 143.74 143.71 0.02 0.263 0.263 0.00

0.6 162.53 162.50 0.02 0.276 0.276 0.00

Tabla 6.5: Coeficientes efectivos de expansión térmica del material compuesto Nicalon/BMAS con una distribución
periódica de celdas cuadradas.

γ αA11 × 10−6 α4
11 × 10−6 α8

11 × 10−6 E4
α11

E8
α11

0.05 2.72888724 2.72879061 2.72888724 3.5412× 10−3 3.5393× 10−8

0.35 2.89410911 2.89399111 2.89410918 4.0774× 10−3 2.3477× 10−6

0.65 3.04573317 3.04563412 3.04575551 3.2522× 10−3 7.3326× 10−4

γ αA33 × 10−6 α4
33 × 10−6 α8

33 × 10−6 E4
α33

E8
α33

0.05 2.74771035 2.74745103 2.74771023 9.4376× 10−3 4.0448× 10−6

0.35 2.96083849 2.96067457 2.96083850 5.5365× 10−3 3.3919× 10−7

0.65 3.09619701 3.09609351 3.09620222 3.3429× 10−3 1.6846× 10−4

El coeficiente efectivo de expansión térmica del material compuesto Nicalon/BMAS también se calculó en la
Ref. [21] para una distribución periódica de celdas cuadradas. En la Figura 6.1, se emplean puntos para ilustrar
los coeficientes efectivos de expansión térmica reportados en la Ref. [21]. Los resultados calculados empleando el
SAFEM lineal presentado en esta investigación se representan con una lı́nea. La diferencia relativa entre los valores
de α11 y α22 no se puede apreciar dentro de la escala que se muestra en la Figura 6.1. Nótese que para la fracción
volumétrica γ = 0, los valores de expansión térmica efectivos corresponden al coeficiente de expansión térmica de
la matriz. La figura ilustra que existe una buena concordancia entre los resultados.

Figura 6.1: Coeficientes efectivos de expansión térmica para el material compuesto bifásico Nicalon/BMAS en
función de γ. Comparación entre el modelo SAFEM lineal y los resultados reportados en la Ref. [21].
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La Tabla 6.6 muestra los valores efectivos calculados para la conductividad térmica. Como en los casos anterio-
res, se utilizó el material compuesto Nicalon/BMAS y se obtuvieron los coeficientes κ para diferentes valores de
fracciones volumétricas de la fibra. Los valores de conductividad térmica efectiva resultantes son muy cercanos a
los obtenidos mediante el uso de las expresiones semi-analı́ticas propuestas en la Ref. [3].

Tabla 6.6: Conductividad térmica efectiva del material compuesto Nicalon/BMAS con una distribución periódica de
celdas cuadradas.

γ κA11 κ4
11 κ8

11 E4
κ11

E8
κ11

0.05 0.21107706 0.21105797 0.21107711 8.7984× 10−3 2.3982× 10−5

0.35 0.31243495 0.31237292 0.31243517 1.9853× 10−2 6.9872× 10−5

0.65 0.49076636 0.49091697 0.49110513 3.0689× 10−2 6.9030× 10−2

γ κA33 κ4
33 κ8

33 E4
κ33

E8
κ33

0.05 0.23310000 0.23287489 0.23309989 9.6569× 10−2 4.6574× 10−5

0.35 0.44370000 0.44347094 0.44369998 5.1623× 10−2 3.6108× 10−6

0.65 0.65430000 0.65407691 0.65429999 3.4096× 10−2 1.2505× 10−6

6.1.2. Material compuesto Al-B-Si/epoxy

El segundo expermiento corresponde al material compuesto Al-B-Si/epoxy. La Tabla 6.7 muestra los valores
de los coeficientes efectivos elásticos calculados. Ambas implementaciones del SAFEM brindan resultados muy
similares a los obtenidos al aplicar las expresiones semi-analı́ticas reportadas en la Ref. [3]. Nótese que la tabla
continúa en la siguiente página.

Tabla 6.7: Coeficientes efectivos elásticos del material compuesto Al-B-Si/epoxy con una distribución periódica de
celdas cuadradas.

γ CA1111 × 109 C
4

1111 × 109 C
8

1111 × 109 E4
C1111

E8
C1111

0.05 5.87074336 5.87579019 5.87075000 8.5966× 10−2 1.1302× 10−4

0.35 9.45307710 9.45770109 9.45309455 4.8915× 10−2 1.8461× 10−4

0.65 1.99323985 2.00067890 1.99927976 3.7321× 10−1 3.0302× 10−1

γ CA1122 × 109 C
4

1122 × 109 C
8

1122 × 109 E4
C1122

E8
C1122

0.05 3.11844359 3.11815022 3.11844313 9.4074× 10−3 1.4702× 10−5

0.35 4.10866626 4.10589453 4.10866589 6.7460× 10−2 8.9670× 10−6

0.65 5.50181250 5.49547763 5.50973840 1.1514× 10−1 1.4406× 10−1

γ CA1133 × 109 C
4

1133 × 109 C
8

1133 × 109 E4
C1133

E8
C1133

0.05 3.07859893 3.07964460 3.07860029 3.3966× 10−2 4.4133× 10−5

0.35 4.08447474 4.08488221 4.08447850 9.9759× 10−3 9.2003× 10−5

0.65 6.69619278 6.71116372 6.71122300 2.2357× 10−1 2.2446× 10−1
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γ CA3333 × 1010 C
4

3333 × 1010 C
8

3333 × 1010 E4
C3333

E8
C3333

0.05 0.90205567 0.89987993 0.90205466 2.4120× 10−1 1.1213× 10−4

0.35 3.02548213 3.02324089 3.02548214 7.4079× 10−2 2.8063× 10−7

0.65 5.21955957 5.21798219 5.22022081 3.0220× 10−2 1.2669× 10−2

γ CA2323 × 109 C
4

2323 × 109 C
8

2323 × 109 E4
C2323

E8
C2323

0.05 1.39258635 1.39429796 1.39258819 1.2291× 10−1 1.3235× 10−4

0.35 2.47985817 2.48105527 2.47986490 4.8273× 10−2 2.7138× 10−4

0.65 5.51212913 5.53799351 5.54126715 4.6923× 10−1 5.2862× 10−1

γ CA1212 × 109 C
4

1212 × 109 C
8

1212 × 109 E4
C1212

E8
C1212

0.05 1.36687415 1.36947561 1.36687782 1.9032× 10−1 2.6841× 10−4

0.35 2.05516980 2.05793346 2.05517254 1.3447× 10−1 1.3329× 10−4

0.65 3.86129596 3.86905605 3.86460049 2.0097× 10−1 8.5581× 10−2

La Tabla 6.8 muestra los valores de α calculados para el material compuesto Al-B-Si/epoxy. Los errores por-
centuales medidos constatan que la diferencia entre las soluciones obtenidas en este trabajo y las proporcionadas
por las expresiones analı́ticas no es significativa.

Tabla 6.8: Coeficientes efectivos de expansión térmica del material compuesto Al-B-Si/epoxy con una distribución
periódica de celdas cuadradas.

γ αA11 × 10−5 α4
11 × 10−5 α8

11 × 10−5 E4
α11

E8
α11

0.05 6.56128932 6.55368093 6.56128223 1.1596× 10−1 1.0803× 10−4

0.35 4.76108211 4.76026852 4.76107574 1.7088× 10−2 1.3379× 10−4

0.65 2.51674428 2.50917929 2.50950107 3.0059× 10−1 2.8780× 10−1

γ αA33 × 10−6 α4
33 × 10−6 α8

33 × 10−6 E4
α33

E8
α33

0.05 31.2290719 31.3424849 31.2291365 3.6316× 10−1 2.0686× 10−4

0.35 9.74629577 9.75490325 9.74630135 8.8315× 10−2 5.7201× 10−5

0.65 6.60092893 6.60701804 6.60416842 9.2246× 10−2 4.9076× 10−2

En la Tabla 6.9 se presentan los coeficientes de conductividad térmica efectivos calculados para el material
compuesto Al-B-Si/epoxy. Nótese que la tabla continúa en la siguiente página.

Tabla 6.9: Coeficientes efectivos de conductividad térmica del material compuesto Al-B-Si/epoxy con una distribu-
ción periódica de celdas cuadradas.

γ κA11 κ4
11 κ8

11 E4
κ11

E8
κ11

0.05 0.21107706 0.21105849 0.21107711 8.7984× 10−3 2.3982× 10−5

0.35 0.31243495 0.31237292 0.31243517 1.9853× 10−2 6.9872× 10−5

0.65 0.49076636 0.49091697 0.49110513 3.0689× 10−2 6.9030× 10−2
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γ κA33 κ4
33 κ8

33 E4
κ33

E8
κ33

0.05 0.23310000 0.23287489 0.23309989 9.6569× 10−2 4.6574× 10−5

0.35 0.44370000 0.44347094 0.44369998 5.1623× 10−2 3.6108× 10−6

0.65 0.65430000 0.65407691 0.65429999 3.4096× 10−2 1.2505× 10−6

Los pequeños errores porcentuales E4
κii y E8

κii (con i = 1, 3) presentados en la Tabla 6.9 demuestran que los
valores calculados de κ se asemejan a los obtenidos mediante el uso de las expresiones analı́ticas propuestas en la
Ref. [3].

6.1.3. Material compuesto graphite/epoxy

El tercer experimento corresponde al material compuesto transversalmente isotrópico formado por graphite/epoxy.
La Tabla 6.10 muestra los coeficientes efectivos elásticos calculados usando diferentes valores de la fracción vo-
lumétrica de la fibra. Como se puede observar, ambas implementaciones del SAFEM brindan resultados muy simi-
lares a los obtenidos al aplicar las expresiones semi-analı́ticas. Nótese que la tabla continúa en la siguiente página.

Tabla 6.10: Coeficientes efectivos elásticos del material compuesto graphite/epoxy con una distribución periódica
de celdas cuadradas.

γ CA1111 × 109 C
4

1111 × 109 C
8

1111 × 109 E4
C1111

E8
C1111

0.05 5.67826952 5.67804575 5.67826984 3.9408× 10−3 5.6636× 10−6

0.35 6.67362267 6.67329083 6.67362338 4.9724× 10−3 1.0675× 10−5

0.65 8.03377286 8.03410730 8.03416953 4.1629× 10−3 4.9375× 10−3

γ CA1122 × 109 C
4

1122 × 109 C
8

1122 × 109 E4
C1122

E8
C1122

0.05 2.99303213 2.99249385 2.99303149 1.7984× 10−2 2.1192× 10−5

0.35 2.90366906 2.90304808 2.90366859 2.1386× 10−2 1.6105× 10−5

0.65 2.61779149 2.61654377 2.61758259 4.7663× 10−2 7.9800× 10−3

γ CA1133 × 109 C
4

1133 × 109 C
8

1133 × 109 E4
C1133

E8
C1133

0.05 3.00712685 3.00701385 3.00712681 3.7580× 10−3 1.5419× 10−6

0.35 3.14148183 3.14134053 3.14148187 4.4979× 10−3 1.1555× 10−6

0.65 3.30079249 3.30065705 3.30082033 4.1031× 10−3 8.4361× 10−4

γ CA3333 × 1011 C
4

3333 × 1011 C
8

3333 × 1011 E4
C3333

E8
C3333

0.05 0.22619607 0.22510122 0.22619554 4.8403× 10−1 2.3343× 10−4

0.35 1.25060693 1.24949278 1.25060685 8.9088× 10−2 6.2203× 10−6

0.65 2.27509180 2.27400665 2.27509184 4.7697× 10−2 1.8799× 10−6
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γ CA2323 × 109 C
4

2323 × 109 C
8

2323 × 109 E4
C2323

E8
C2323

0.05 1.31054523 1.31039046 1.31054516 1.1810× 10−2 5.3341× 10−6

0.35 1.51036829 1.51017663 1.51036833 1.2690× 10−2 2.2393× 10−6

0.65 1.74511207 1.74489472 1.74512989 1.2454× 10−2 1.0214× 10−3

γ CA1212 × 109 C
4

1212 × 109 C
8

1212 × 109 E4
C1212

E8
C1212

0.05 1.33927156 1.33942951 1.33927210 1.1794× 10−2 4.0313× 10−5

0.35 1.73260093 1.73271597 1.73260130 6.6395× 10−3 2.1182× 10−5

0.65 2.37612728 2.37630931 2.37632628 7.6606× 10−3 8.3747× 10−3

A partir de los coeficientes efectivos elásticos obtenidos anteriormente, se calcularon el módulo de Young (E)
y el coeficiente de Poisson (ν) en la dirección axial usando el modelo SAFEM presentado en este trabajo. En la
Tabla 6.11, los valores efectivos de Young y Poisson se comparan con los reportados en la Ref. [21]. Los resultados
obtenidos fueron normalizados con respecto a la fibra para realizar las comparaciones. Se presentan también las
diferencias obtenidas entre los valores calculados empleando el SAFEM lineal y los reportados en la Ref. [21]. Los
valores del módulo de Young están dados en GPa.

Tabla 6.11: Valores normalizados del módulo de Young y coeficiente de Poisson para el material compuesto graphi-
te/epoxy usando la aproximación lineal del SAFEM.

γ E [21]
a Ea EE ν [21]

31 ν31 Eν

0 3.46 3.46 0.00 0.350 0.350 0.000

0.2 71.78 71.66 0.17 0.318 0.337 5.975

0.4 140.12 139.97 0.11 0.287 0.325 13.484

0.5 208.41 208.28 0.06 0.257 0.313 21.790

La Tabla 6.12 muestra elα calculado. Como en la tabla anterior, se utilizó el material compuesto graphite/epoxy.
Los valores de expansión térmica efectiva calculados se asemejan a los obtenidos mediante el uso de las expresiones
semi-analı́ticas reportadas en la Ref. [3].

Tabla 6.12: Coeficientes efectivos de expansión térmica del material compuesto graphite/epoxy con una distribución
periódica de celdas cuadradas.

γ αAα11
× 10−5 α4

α11
× 10−5 α8

α11
× 10−5 E4

α11
E8
α11

0.05 5.05550493 5.05656295 5.05650848 2.0928× 10−2 1.9851× 10−2

0.35 3.80974359 3.81194985 3.81056235 5.7911× 10−2 2.1491× 10−2

0.65 2.42834678 2.42982556 2.42856639 6.0897× 10−2 9.0438× 10−3

γ αAα33
× 10−7 α4

α33
× 10−7 α8

α33
× 10−7 E4

α33
E8
α33

0.05 0.62931641 0.63022419 0.62642420 1.4425× 10−1 4.5958× 10−1

0.35 4.39843837 4.15997871 4.14872055 5.4215 5.6774

0.65 −1.11308756 −1.25157360 −1.25496050 1.2441× 101 1.2746× 101
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En la Ref. [21] se reportaron los coeficientes de expansión térmica efectivos para el material compuesto graphi-
te/epoxy. La Figura 6.2 muestra una comparación entre los valores calculados de α usando la implementación del
SAFEM de 4-nodos y los reportados en la Ref. [21]. La figura ilustra que existe una buena concordancia entre los re-
sultados. Nótese que para la fracción de volumétrica γ = 0, los valores de expansión térmica efectivos corresponden
al coeficiente de expansión térmica de la matriz.

Figura 6.2: Coeficientes efectivos de expansión térmica el material compuesto bifásico graphite/epoxy en función de
la fracción volumétrica de la fibra. Comparación entre el modelo SAFEM y los resultados reportados en la Ref. [21].

6.2. Distribución de celdas hexagonales

Los tres experimentos numéricos descritos en la sección anterior también se realizaron utilizando una distribu-
ción hexagonal de las celdas. Los valores obtenidos de los coeficientes efectivos elásticos (Cijkl) y térmicos (αij ,
κij) fueron comparados con los calculados a través de las expresiones semi-analı́ticas presentadas en la Ref. [4].

6.2.1. Material compuesto Nicalon/BMAS

El primer experimento hexagonal corresponde al material compuesto Nicalon/BMAS. La Tabla 6.13 muestra los
valores de los coeficientes efectivos elásticos obtenidos para diferentes valores de γ. Además, también se pueden
observar los valores que resultan al emplear las expresiones semi-analı́ticas propuestas. Los resultados obtenidos
son cercanos a los reportados por la Ref. [4]. La aproximación del SAFEM de 8-nodos proporciona errores menores
que la aproximación del SAFEM de 4-nodos. Nótese que la tabla continúa en la siguiente página.

Tabla 6.13: Coeficientes efectivos elásticos del material compuesto Nicalon/BMAS con una distribución periódica
de celdas hexagonales.

γ CA1111 × 1011 C
4

1111 × 1011 C
8

1111 × 1011 E4
C1111

E8
C1111

0.05 1.27510397 1.27490856 1.27510401 1.5325× 10−2 3.7252× 10−6

0.35 1.56725678 1.56703959 1.56740818 1.3858× 10−2 9.6604× 10−3

0.65 1.96851213 1.96946769 1.96993931 4.8542× 10−2 7.2500× 10−2
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γ CA1122 × 1010 C
4

1122 × 1010 C
8

1122 × 1010 E4
C1122

E8
C1122

0.05 3.92534591 3.92420699 3.92534422 2.9015× 10−2 4.3104× 10−5

0.35 5.30503594 5.30137775 5.30359102 6.8957× 10−2 2.7237× 10−2

0.65 7.35773673 7.34824714 7.35181957 1.2897× 10−1 8.0421× 10−2

γ CA1133 × 1010 C
4

1133 × 1010 C
8

1133 × 1010 E4
C1133

E8
C1133

0.05 3.94647803 3.94540580 3.94647761 2.7169× 10−2 1.0690× 10−5

0.35 5.43755030 5.43552922 5.43757425 3.7169× 10−2 4.4059× 10−4

0.65 7.54014828 7.54017115 7.54304451 3.0337× 10−4 3.8411× 10−2

γ CA3333 × 1011 C
4

3333 × 1011 C
8

3333 × 1011 E4
C3333

E8
C3333

0.05 1.29407551 1.29361871 1.29407526 3.5299× 10−2 1.9823× 10−5

0.35 1.67217457 1.67157669 1.67217619 3.5755× 10−2 9.6564× 10−5

0.65 2.09267228 2.09224090 2.09287306 2.0614× 10−2 9.5943× 10−3

γ CA2323 × 1010 C
4

2323 × 1010 C
8

2323 × 1010 E4
C2323

E8
C2323

0.05 4.42358410 4.42282789 4.42358399 1.7095× 10−2 2.4814× 10−6

0.35 5.24671600 5.24550754 5.24672762 2.3033× 10−2 2.2146× 10−4

0.65 6.24136874 6.24098054 6.24245653 6.2198× 10−3 1.7429× 10−2

γ CA1212 × 1010 C
4

1212 × 1010 C
8

1212 × 1010 E4
C1212

E8
C1212

0.05 4.41284690 4.41241745 4.41284648 9.7317× 10−3 9.5041× 10−6

0.35 5.18376594 5.18446776 5.18524541 1.3539× 10−2 2.8540× 10−2

0.65 6.16369232 6.17288692 6.17378633 1.4917× 10−1 1.6377× 10−1

La Tabla 6.14 muestra los valores calculados para los coeficientes efectivos de expansión térmica correspon-
dientes al material compuesto Nicalon/BMAS. Los valores obtenidos para α son cercanos a los valores resultantes
de aplicar las expresiones propuestas en la Ref. [4].

Tabla 6.14: Coeficientes efectivos de expansión térmica del material compuesto Nicalon/BMAS con una distribución
periódica de celdas hexagonales.

γ αA11 × 10−6 α4
11 × 10−6 α8

11 × 10−6 E4
α11

E8
α11

0.05 2.72888724 2.72876557 2.72888717 4.4583× 10−3 2.5192× 10−6

0.35 2.89402047 2.89385599 2.89402304 5.6836× 10−3 8.8663× 10−5

0.65 3.04384476 3.04388709 3.04403009 1.3907× 10−3 6.0887× 10−3

γ αA33 × 10−6 α4
33 × 10−6 α8

33 × 10−6 E4
α33

E8
α33

0.05 2.74771034 2.74737347 2.74771016 1.2260× 10−2 6.7100× 10−6

0.35 2.96081338 2.96056391 2.96081409 8.4256× 10−3 2.3902× 10−5

0.65 3.09575564 3.09564341 3.09579895 3.6254× 10−3 1.3990× 10−3

Los κ correspondientes al material compuesto Nicalon/BMAS se listan en la Tabla 6.15. Como se puede obser-
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var, los κ calculados se asemejan a los valores estimados usando las expresiones semi-analı́ticas.

Tabla 6.15: Coeficientes efectivos de conductividad térmica del material compuesto Nicalon/BMAS con una distri-
bución periódica de celdas hexagonales.

γ κA11 κ4
11 κ8

11 E4
κ11

E8
κ11

0.05 0.21107705 0.21105797 0.21107707 9.0364× 10−5 9.8751× 10−8

0.35 0.31215839 0.31209217 0.31216671 2.1213× 10−4 2.6661× 10−5

0.65 0.47958765 0.48056257 0.48071533 2.0328× 10−3 2.3513× 10−3

γ κA33 κ4
33 κ8

33 E4
κ33

E8
κ33

0.05 0.23310000 0.23280616 0.23309981 1.2606× 10−3 7.9426× 10−7

0.35 0.44370000 0.44335052 0.44369996 7.8763× 10−4 8.4071× 10−8

0.65 0.65430000 0.65397429 0.65429998 4.9780× 10−4 2.6657× 10−8

6.2.2. Material compuesto Al-B-Si/epoxy

El segundo experimento corresponde al material compuesto Al-B-Si/epoxy. La Tabla 6.16 muestra los coefi-
cientes efectivos elásticos calculados para diferentes valores de γ. Los resultados obtenidos a partir de ambas im-
plementaciones del SAFEM son similares a los estimados al aplicar las expresiones semi-analı́ticas propuestas en la
Ref. [4]. Nótese que la tabla continúa en la siguiente página.

Tabla 6.16: Coeficientes efectivos elásticos del material compuesto Al-B-Si/epoxy con una distribución periódica
de celdas hexagonales.

γ CA1111 × 109 C
4

1111 × 109 C
8

1111 × 109 E4
C1111

E8
C1111

0.05 5.86589250 5.87255224 5.86590812 1.1353× 10−1 2.6625× 10−4

0.35 9.04494508 9.07826322 9.07208454 3.6836× 10−1 3.0005× 10−1

0.65 16.5205272 17.1115938 17.1005847 3.5778 3.5111

γ CA1122 × 109 C
4

1122 × 109 C
8

1122 × 109 E4
C1122

E8
C1122

0.05 3.12329412 3.12291179 3.12328829 1.2241× 10−2 1.8662× 10−4

0.35 4.50429775 4.47455725 4.47749211 6.6027× 10−1 5.9511× 10−1

0.65 7.55562887 7.05352115 7.07128999 6.6455 6.4103

γ CA1133 × 109 C
4

1133 × 109 C
8

1133 × 109 E4
C1133

E8
C1133

0.05 3.07859886 3.07997977 3.07860101 4.4855× 10−2 6.9950× 10−5

0.35 4.08172486 4.08251188 4.08179830 1.9281× 10−2 1.7991× 10−3

0.65 6.39744642 6.41701570 6.41850270 3.0589× 10−1 3.2914× 10−1

γ CA3333 × 1010 C
4

3333 × 1010 C
8

3333 × 1010 E4
C3333

E8
C3333

0.05 0.90205567 0.89921646 0.90205395 3.1475× 10−1 1.9081× 10−4

0.35 3.02536115 3.02194464 3.02536401 1.1293× 10−1 9.4699× 10−5

0.65 5.20641586 5.20404449 5.20734206 4.5547× 10−2 1.7790× 10−2



Capı́tulo 6. Resultados y discusión 65

γ CA2323 × 109 C
4

2323 × 109 C
8

2323 × 109 E4
C2323

E8
C2323

0.05 1.39258614 1.39485044 1.39259046 1.6260× 10−1 3.0985× 10−4

0.35 2.47296790 2.47477915 2.47317566 7.3242× 10−2 8.4010× 10−3

0.65 5.02844555 5.07137339 5.07387255 8.5370× 10−1 9.0340× 10−1

γ CA1212 × 109 C
4

1212 × 109 C
8

1212 × 109 E4
C1212

E8
C1212

0.05 1.37129918 1.37471807 1.37130425 2.4932× 10−1 3.6947× 10−4

0.35 2.27032366 2.30196391 2.29729593 1.3936 1.1880

0.65 4.48244919 5.02616534 5.01463744 1.2130× 101 1.1872× 101

A continuación se presentan los coeficientes efectivos de expansión térmica calculados para el material compues-
to Al-B-Si/epoxy. La Tabla 6.17 muestra que los valores de α son cercanos a los obtenidos usando las expresiones
propuestas en la Ref. [4]. Además, los resultados correspondientes a la implementación del SAFEM de 8-nodos
proporcionan una mejor aproximación que los estimados mediante la del SAFEM de 4-nodos.

Tabla 6.17: Coeficientes efectivos de expansión térmica del material compuesto Al-B-Si/epoxy con una distribución
periódica de celdas hexagonales.

γ αA11 × 10−5 α4
11 × 10−5 α8

11 × 10−5 E4
α11

E8
α11

0.05 6.56128961 6.55132537 6.56128016 1.5186× 10−1 1.4409× 10−4

0.35 4.76579145 4.76400591 4.76566571 3.7466× 10−2 2.6382× 10−3

0.65 2.66926854 2.65835467 2.65795540 4.0887× 10−1 4.2383× 10−1

γ αA33 × 10−6 α4
33 × 10−6 α8

33 × 10−6 E4
α33

E8
α33

0.05 0.31229071 0.31377496 0.31229182 4.7528× 10−1 3.5589× 10−4

0.35 9.74265131 9.75587782 9.74275010 1.3576× 10−1 1.0140× 10−3

0.65 6.53272450 6.54171220 6.53778339 1.3758× 10−1 7.7439× 10−2

La Tabla 6.18 presenta los coeficientes efectivos de conductividad térmica calculados para el material com-
puesto Al-B-Si/epoxy. Como se observa, los valores de κ son cercanos a los obtenidos usando las expresiones
semi-analı́ticas reportadas en la Ref. [4].

Tabla 6.18: Coeficientes efectivos de conductividad térmica del material compuesto Al-B-Si/epoxy con una distri-
bución periódica de celdas hexagonales.

γ κA11 κ4
11 κ8

11 E4
κ11

E8
κ11

0.05 0.21107705 0.21105797 0.21107707 9.0364× 10−3 9.8751× 10−6

0.35 0.31215839 0.31209217 0.31216671 2.1213× 10−2 2.6661× 10−3

0.65 0.47958765 0.48056257 0.48071533 2.0328× 10−1 2.3513× 10−1
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γ κA33 κ4
33 κ8

33 E4
κ33

E8
κ33

0.05 0.23310000 0.23280616 0.23309981 1.2606× 10−1 7.9426× 10−5

0.35 0.44370000 0.44335052 0.44369996 7.8763× 10−2 8.4071× 10−6

0.65 0.65430000 0.65397429 0.65429998 4.9779× 10−2 2.6657× 10−6

6.2.3. Material compuesto graphite/epoxy

El tercer experimento corresponde al material transversalmente isotrópico graphite/epoxy cuyas propiedades
se muestran en la Tabla 6.2. La Tabla 6.19 contiene los coeficientes elásticos efectivos obtenidos para diferentes
valores γ. Los resultados calculados utilizando ambas implementaciones del SAFEM son similares a los estimados
al aplicar las expresiones semi-analı́ticas reportadas en la Ref. [4].

Tabla 6.19: Coeficientes efectivos elásticos del material compuesto graphite/epoxy con una distribución periódica
de celdas hexagonales.

γ CA1111 × 109 C
4

1111 × 109 C
8

1111 × 109 E4
C1111

E8
C1111

0.05 5.67654997 5.67629785 5.67655195 4.4415× 10−3 3.4814× 10−5

0.35 6.58565204 6.58935783 6.58993835 5.6271× 10−2 6.5086× 10−2

0.65 7.82322381 7.86150896 7.86155075 4.8938× 10−1 4.8991× 10−1

γ CA1122 × 109 C
4

1122 × 109 C
8

1122 × 109 E4
C1122

E8
C1122

0.05 2.99475167 2.99401373 2.99474900 2.4641× 10−2 8.8891× 10−5

0.35 2.99133964 2.98622472 2.98706158 1.7099× 10−1 1.4301× 10−1

0.65 2.81833944 2.77944219 2.78091842 1.3801 1.3278

γ CA1133 × 109 C
4

1133 × 109 C
8

1133 × 109 E4
C1133

E8
C1133

0.05 3.00712685 3.00698003 3.00712675 4.8825× 10−3 3.3821× 10−6

0.35 3.14143734 3.14122837 3.14143856 6.6520× 10−3 3.8948× 10−5

0.65 3.29930936 3.29921859 3.29944371 2.7512× 10−3 4.0719× 10−3

γ CA3333 × 1011 C
4

3333 × 1011 C
8

3333 × 1011 E4
C3333

E8
C3333

0.05 0.22619607 0.22476691 0.22619517 6.3183× 10−1 3.9808× 10−4

0.35 1.25060679 1.24890692 1.25060662 1.3592× 10−1 1.4212× 10−5

0.65 2.27508740 2.27350341 2.27508771 6.9623× 10−2 1.3785× 10−5

γ CA2323 × 109 C
4

2323 × 109 C
8

2323 × 109 E4
C2323

E8
C2323

0.05 1.31054523 1.31034546 1.31054518 1.5243× 10−2 3.9723× 10−6

0.35 1.51030421 1.51000294 1.51030612 1.9947× 10−2 1.2669× 10−4

0.65 1.74344438 1.74327011 1.74361764 9.9960× 10−3 9.9380× 10−3
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γ CA1212 × 109 C
4

1212 × 109 C
8

1212 × 109 E4
C1212

E8
C1212

0.05 1.34089915 1.34109614 1.34089941 1.4691× 10−2 1.9427× 10−5

0.35 1.79715620 1.80158711 1.80143831 2.4655× 10−1 2.3827× 10−1

0.65 2.50244218 2.54076032 2.54031519 1.5312 1.5134

La Tabla 6.20 muestra los coeficientes efectivos de expansión térmica calculados para el mismo material com-
puesto. Se puede apreciar que los errores estimados para los α obtenidos son pequeños.

Tabla 6.20: Coeficientes efectivos de expansión térmica del material compuesto graphite/epoxy con una distribución
periódica de celdas hexagonales.

γ αA11 × 10−5 α4
11 × 10−5 α8

11 × 10−5 E4
α11

E8
α11

0.05 5.05550495 5.05658151 5.05650942 2.1295× 10−2 1.9869× 10−2

0.35 3.81018088 3.81297034 3.81098912 7.3211× 10−2 2.1213× 10−2

0.65 2.44010876 2.44117488 2.43950065 4.3691× 10−2 2.4921× 10−2

γ αA33 × 10−7 α4
33 × 10−7 α8

33 × 10−7 E4
α33

E8
α33

0.05 0.62931641 0.63139563 0.62642550 3.3039× 10−1 4.5937× 10−1

0.35 4.39756211 4.16472101 4.14753861 5.2948 5.6855

0.65 −1.12481567 −1.26656830 −1.27157616 1.2602× 101 1.3048× 101

6.3. Comparación entre las propiedades efectivas obtenidas usando celdas
cuadradas y hexagonales

A continuación se ilustran las propiedades termoelásticas efectivas calculadas en las secciones 6.1 y 6.2. En
cada figura, se comparan los coeficientes efectivos obtenidos mediante el uso de las implementaciones lineal y
cuadrática del SAFEM para las distribuciones de fibra cuadrada y hexagonal. Los resultados calculados para las
celdas cuadradas y hexagonales se muestran en diferentes tonalidades de azul y rojo, respectivamente. Los valores
de los coeficientes efectivos determinados mediante las fórmulas semi-analı́ticas, los calculados mediante la imple-
mentación del SAFEM lineal y los obtenidos mediante la formulación del SAFEM cuadrática se muestran con un
cuadrado, un triángulo y un punto, respectivamente. Los supraı́ndices A, 4 y 8 en la leyenda de las imágenes corres-
ponden a los valores de las expresiones semi-analı́ticas, y los obtenidos a través de las formulaciones del SAFEM
lineales y cuadráticas, respectivamente. Como se pudo constatar en las secciones anteriores, las Figuras 6.3, 6.4 y
6.5 muestran que los coeficientes efectivos obtenidos usando ambas implementaciones del SAFEM están cerca de
los valores semi-analı́ticos. Además, se puede observar que los valores calculados mediante la formulación del SA-
FEM cuadrática se acercan más a los valores semi-analı́ticos que los obtenidos mediante la formulación del SAFEM
lineal. Algunas figuras muestran un recuadro con una escala más pequeña para mostrar las diferencias relativas entre
las soluciones semi-analı́ticas y numéricas. Finalmente, los resultados obtenidos al realizar los cálculos utilizando
las distribuciones cuadrada y hexagonal son muy similares.

La Figura 6.3 muestra los valores de las propiedades efectivas calculadas del material compuesto Nicalon/BMAS
usando celdas cuadradas y hexagonales.
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Figura 6.3: Propiedades efectivas para el material compuesto Nicalon/BMAS para las distribuciones de celdas cua-
drada y hexagonal.
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La Figura 6.4 ilustra los valores calculados de los coeficientes efectivos del material compuesto Al-B-Si/epoxy
usando celdas cuadradas y hexagonales.

Figura 6.4: Propiedades efectivas para el material compuesto Al-B-Si/epoxy para las distribuciones de celdas cua-
drada y hexagonal.
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Finalmente, la Figura 6.5 muestra los valores calculados de los coeficientes efectivos del material compuesto
graphite/epoxy usando celdas cuadradas y hexagonales.

Figura 6.5: Propiedades efectivas para el material compuesto graphite/epoxy para las distribuciones de celdas cua-
drada y hexagonal.
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6.4. Fibra con sección transversal elı́ptica

En esta sección se calculan los coeficientes efectivos termoelásticos para un material compuesto formado por fi-
bras con sección transversal elı́ptica incrustadas en una matriz con distribución cuadrada como muestra la Figura 6.6
(a). La Figura 6.6 (b) muestra la celda periódica Y para el material descrito y dentro de ella se indica con lı́neas
discontinuas el cuarto de la celda periódica. La elipse se define por la longitud de sus semiejes, denotados como a y
b en la Figura 6.6 (b). Es posible calcular la fracción volumétrica que ocupa la fibra usando la relación γ = abπ.

Figura 6.6: (a) Material compuesto por fibras con sección transversal elı́ptica, (b) celda representativa.

Para realizar los cálculos se utilizó el material compuesto isotrópico Nicalon/BMAS. Las propiedades elásticas
y térmicas de la fibra y de la matriz del compuesto se listan en la Tabla 6.1. A continuación se muestran los valo-
res de los coeficientes efectivos elásticos (C) y térmicos (α, κ) obtenidos empleando las dos aproximaciones del
SAFEM implementadas en esta investigación. La primera columna de las tablas de resultados especifica la fracción
volumétrica (γ) con la cual se realizaron los cálculos y, por cada coeficiente efectivo, se ofrecen los valores obteni-
dos al aplicar el SAFEM lineal y el cuadrático.

En la Tabla 6.21 se presentan los coeficientes efectivos elásticos estimados para el compuesto Nicalon/BMAS
formado por fibras elı́pticas. Los cálculos fueron realizados empleando una razón de aspecto para la elipse de
a/b = 2. Los resultados arrojan que los coeficientes elásticos C2323 y C1313 no son iguales. Este comportamiento es
diferente al que se presenta cuando la fibra es circular. La justificación se encuentra en la geometrı́a de la fibra. El
reforzamiento en el eje horizontal es mayor que en el eje vertical.

La Tabla 6.22 muestra los valores calculados de los coeficientes efectivos térmicos (α, κ) para el material
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Tabla 6.21: Coeficientes efectivos elásticos del material compuesto Nicalon/BMAS reforzado por fibras elı́pticas
con razón de aspecto a/b = 2 con una distribución periódica de celdas cuadradas.

γ C
4

1111 × 1011 C
8

1111 × 1011

0.05 1.27960955 1.27973266

0.20 1.43614638 1.43635433

0.35 1.63682994 1.63725000

γ C
4

1122 × 1010 C
8

1122 × 1010

0.05 3.92304771 3.92354793

0.20 4.52908131 4.52992368

0.35 5.25352632 5.25513429

γ C
4

2323 × 1010 C
8

2323 × 1010

0.05 4.41223185 4.41272590

0.20 4.76524287 4.76572697

0.35 5.13161355 5.13213498

C
4

2222 × 1011 C
8

2222 × 1011

1.27194469 1.27207959

1.39674836 1.39689302

1.53507473 1.53525178

C
4

1133 × 1010 C
8

1133 × 1010

3.96130051 3.96190070

4.71404476 4.71505763

5.66087808 5.66289169

C
4

1313 × 1010 C
8

1313 × 1010

4.43618802 4.43675684

4.87931685 4.88007469

5.40108898 5.40233224

C
4

3333 × 1011 C
8

3333 × 1011

1.29390269 1.29422463

1.47963878 1.47998033

1.67513306 1.67554036

C
4

2233 × 1010 C
8

2233 × 1010

3.93459920 3.93537033

4.57737822 4.57825998

5.30810165 5.30930182

C
4

1212 × 1010 C
8

1212 × 1010

4.40911237 4.40937696

4.74674572 4.74701946

5.10948217 5.10996326

compuesto Nicalon/BMAS formado por fibras elı́pticas. Se observa el mismo comportamiento que en el caso elástico
anterior. Los valores de expansión térmica (α11 y α22) y conductividad térmica (κ11 y κ22) son diferentes.

Tabla 6.22: Coeficientes efectivos térmicos (α, κ) del material compuesto Nicalon/BMAS reforzado por fibras
elı́pticas con razón de aspecto a/b = 2 con una distribución periódica de celdas cuadradas.

γ α4
11 × 10−6 α8

11 × 10−6

0.05 2.73385948 2.73390018

0.20 2.83418424 2.83428939

0.35 2.93802973 2.93824187

γ κ4
11 κ8

11

0.05 0.21481147 0.21479529

0.20 0.27719544 0.27724200

0.35 0.38081376 0.38114152

α4
22 × 10−6 α8

22 × 10−6

2.72449162 2.72459329

2.79542871 2.79550615

2.85826937 2.85832620

κ4
22 κ8

22

0.20868715 0.20870690

0.24382996 0.24384613

0.28217703 0.28219913

α4
33 × 10−6 α8

33 × 10−6

2.74760277 2.74783932

2.86780699 2.86799415

2.96185289 2.96202121

κ4
33 κ8

33

0.23288928 0.23309971

0.33818843 0.33839992

0.44347312 0.44369995

Para estudiar los efectos de la geometrı́a de la fibra sobre los resultados de las propiedades efectivas se realizaron
varios experimentos empleando el material compuesto Nicalon/BMAS con una distribución periódica de celdas
cuadradas. El valor de la fracción volumétrica se mantuvo constante en γ = 0.1 y se cambió la razón de aspecto de
la fibra en el rango 1 ≤ a/b ≤ 7. La Figura 6.7 muestra las propiedades termoelásticas efectivas calculadas a través
de ambas implementaciones del SAFEM. Se puede apreciar que a pesar de que todos los experimentos se realizaron
empleando el mismo compuesto, la misma fracción volumétrica y la misma distribución de celda periódica, la
variación en la razón de aspecto de la fibra afecta los coeficientes efectivos resultantes.
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Figura 6.7: Propiedades efectivas para γ = 0.1 y 1 ≤ a/b ≤ 7.

6.4.1. Secciones transversales elı́pticas con diferentes orientaciones

En esta sección se analiza el efecto de la orientación de la sección transversal elı́ptica sobre las propiedades
termoelásticas efectivas del material compuesto. Para aplicar el AHM cuando el material compuesto tiene una dis-
tribución no periódica de fibras paralelas largas, se debe seleccionar una celda representativa dentro del material
compuesto que pueda considerarse periódica. Esto permite tener en cuenta distribuciones no uniformes de fibras. En
este trabajo se estudiaron celdas periódicas cuadradas constituidas por treinta y seis inclusiones para estimar la rela-
ción entre las propiedades efectivas del material compuesto y la orientación de las fibras elı́pticas. En consecuencia,
el cuarto de la celda está formado por un cuadrado con nueve elipses. Las secciones transversales elı́pticas pueden
tener diferentes orientaciones. Las fibras se rotan alrededor del eje axial y3, lo que permite constituir un conjunto de
distribuciones dependientes de la orientación.

Las rotaciones permiten la creación de MC con diferentes propiedades. Las propiedades efectivas se pueden



74 Capı́tulo 6. Resultados y discusión

ajustar o modificar con estas rotaciones. La Figura 6.8 ilustra cuatro imágenes que representan el cuarto de la celda
periódica mencionada anteriormente donde las secciones transversales de las fibras presentan diferentes orientacio-
nes.

Figura 6.8: Cuarto de la celda periódica para diferentes orientaciones de la sección transversal elı́ptica de las fibras.
(a) θ = 0◦, (b) θ = 15◦, (c) θ = 30◦, (d) θ = 45◦.

Se empleó el SAFEM presentado en esta investigación para calcular las propiedades efectivas termoelásticas. Se
consideraron diferentes orientaciones de fibra (θ = 0◦, 5◦, 10◦, 15◦, 20◦, 25◦, 30◦, 35◦, 40◦ y 45◦), donde θ = 0◦

indica una distribución de fibras igualmente alineadas, como se muestra en la Figura 6.8 (a). La Figura 6.8d ilustra
la orientación θ = 45◦. Las propiedades termoelásticas efectivas se calcularon usando una relación de aspecto
de a/b = 2 y γ = 0.2. Los resultados calculados de los coeficientes efectivos están estrechamente relacionados
con la geometrı́a de la fibra, como se mencionó en la sección anterior. Anteriormente se demostró que para la
sección transversal elı́ptica, los coeficientes elásticos C2323 y C1313, y los termoelásticos κ11 y κ22, no tienen los
mismos valores. La Figura 6.9 (a) muestra los valores de los coeficientes efectivos elásticos C1313 y C2323 para
diferentes orientaciones θ. El coeficiente efectivo C1313 (C2323) aumenta (disminuye) monótonamente en función
de θ hasta que tiene exactamente el mismo valor queC2323 (C1313). Cuando θ = 45◦ el material compuesto muestra
un comportamiento transversal isotrópico, como se ilustra en la Figura 6.9 (a). Los coeficientes de conductividad
térmica κ11 y κ22 muestran un comportamiento monótono similar en función de θ, alcanzando el comportamiento
transversal isotrópico esperado para θ = 45◦, como se observa en la Figura 6.9 (b).
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Figura 6.9: Coeficientes efectivos C1313, C2323, κ11, κ22 para diferentes valores de θ.

Cuando las fibras no están alineadas a lo largo del eje y3, los problemas locales no se pueden reducir a problemas
a lo largo del plano y1 − y2 y se deben considerar los problemas termoelásticos 3D. Estos casos no han sido
considerados en este trabajo.



Conclusiones

En la actualidad, existe una gran demanda en el uso de los materiales compuestos. Esto se debe a que poseen
propiedades superiores a las que presentan los materiales tradicionales. Particularmente, los materiales termoelásti-
cos encuentran aplicaciones en numerosas ramas como, por ejemplo, en la industria aeroespacial y en la electrónica.
Conocer de antemano las propiedades de los materiales compuestos constituye uno de los problemas a los que
se enfrenta la ciencia de estos tiempos. En este trabajo se presentó una generalización del SAFEM para calcular
las propiedades efectivas termoelásticas de materiales compuestos fibrosos. Para ello, se presentó una herramienta
computacional que permite obtener de forma rápida y eficiente los coeficientes efectivos termoelásticos de compues-
tos reforzados por fibras cilı́ndricas de sección transversal elı́ptica. Las fibras se encuentran adheridas a la matriz
con contacto perfecto y siguen una distribución cuadrada o hexagonal.

Para el modelado fı́sico y la solución numérica del problema se realizó una generalización del SAFEM para
materiales termoelásticos. El SAFEM consiste en aplicar el AHM, el cual transforma las relaciones constitutivas
del problema heterogéneo obteniendo nuevas propiedades, llamadas coeficientes efectivos, en un medio homogéneo
equivalente. Para calcular el valor de los coeficientes efectivos es necesario solucionar ciertos problemas, los pro-
blemas locales, que se definen sobre la celda periódica del compuesto. Para la solución numérica de los problemas
locales en la celda periódica se empleó uno de los métodos más populares en la solución de ecuaciones diferenciales:
el FEM.

En este trabajo de tesis se realizó la formulación usando el FEM para los problemas 11T y 1I . Los problemas
restantes se resuelven de forma similar a alguno de los dos desarrollados. Partiendo de las ecuaciones diferenciales
que describen cada problema se obtuvo su formulación débil mediante la aplicación del Método de Residuos Pesados
y el Método de Galerkin. Posteriormente, para cada problema se obtuvieron las expresiones de la matriz de rigidez,
el vector de fuerzas y el vector integral de la frontera de cada elemento. Las matrices y vectores de los elementos
se ensamblan en un sistema global de ecuaciones. Las expresiones de los coeficientes efectivos dependen de la
solución del sistema global de ecuaciones. Se implementaron dos variantes del SAFEM con el objetivo de comparar
los resultados obtenidos. La primera variante emplea como funciones de forma las funciones lineales de Lagrange
(cuadriláteros de 4-nodos) y la segunda utiliza las funciones cuadráticas de Lagrange (cuadriláteros de 8-nodos).

Se realizaron experimentos numéricos con tres materiales distintos: dos isotrópicos y uno transversalmente
isotrópico. Para cada material, se calcularon los coeficientes efectivos elásticos C, la expansión térmica efectiva α y
la conductividad térmica efectiva (κ) empleando diferentes valores de la fracción volumétrica γ de la fibra. Existen
fórmulas semi-analı́ticas para obtener los coeficientes efectivos cuando las fibras tienen sección transversal circular
y están distribuidas en celdas cuadradas o hexagonales. En estos casos, fue posible calcular los errores relativos
porcentuales cometidos al utilizar las versiones lineal y cuadrática del SAFEM y se comprobó que ambas imple-
mentaciones del SAFEM presentan valores de errores pequeños. Se compararon los coeficientes efectivos calculados
con los obtenidos al aplicar las fórmulas semi-analı́ticas propuestas en las Refs. [3] y [4]. Además, las propiedades
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efectivas calculadas para las distribuciones cuadrada y hexagonal son muy similares. También se presentaron los
coeficientes efectivos calculados para fibras con sección transversal elı́ptica con diferentes orientaciones. Se pudo
comprobar que cuando la fibra tiene esta geometrı́a los coeficientes efectivos elásticos (C2323 y C1313), los de ex-
pansión térmica (α11 y α22) y los de conductividad térmica (κ11 y κ22) son diferentes. Adicionalmente, se estudió
cómo influye la geometrı́a de la fibra en el valor de los coeficientes efectivos. Para ello se obtuvieron las propiedades
efectivas manteniendo un valor fijo de γ y empleando diferentes valores de la razón de aspecto a/b, de forma tal que
la geometrı́a de la fibra varió desde ser un cı́rculo (a/b = 1) hasta ser casi una lámina (a/b = 7). De acuerdo con los
resultados obtenidos en este trabajo, los materiales compuestos por fibras de sección transversal elı́ptica con varias
orientaciones, muestran un comportamiento no isotrópico. Además, a medida que aumenta el ángulo de orientación,
el comportamiento del material compuesto se aproxima suavemente a un comportamiento transversal isotrópico.

Como resultado de la tesis se generó una herramienta computacional basada en el SAFEM que permite obte-
ner las propiedades efectivas de materiales compuestos termoelásticos reforzados por fibras con sección transversal
elı́ptica y distribución de celdas cuadradas o hexagonales con contacto perfecto. Dicha herramienta se implementó
usando MATLAB. Se aprovechó la geometrı́a de la celda periódica para implementar algoritmos de cálculo utili-
zando solo 1/4 de la celda. Posteriormente se generalizaron los resultados obtenidos para presentar al usuario los
valores correspondientes a la celda completa. La solución computacional propuesta construye de forma automática
las mallas que discretizan el cuarto de la celda cuadrada o hexagonal con fibra circular o elı́ptica. Según la distribu-
ción de celdas estudiada, se construye una malla para cada valor de fracción volumétrica γ que discretiza la región
de interés. Las versiones del SAFEM lineal y cuadrática hacen que sea necesario contar con mallas de 4-nodos y
8-nodos para cada caso, respectivamente. Para el trabajo con las matrices de grandes dimensiones resultantes de
la formulación del SAFEM, se empleó la estructura de datos sparse de MATLAB la cual permitió disminuir el
tiempo de ejecución del programa en un 30 %. En la implementación de la herramienta computacional se siguieron
los principios DRY y SRP para garantizar la limpieza y el escalamiento del código, ası́ como la reutilización de
funcionalidades y depuración de errores.



Recomendaciones

Incluir el análisis de otros tipos de fibras, por ejemplo, rómbicas, cuadradas y fibras cuya sección transversal
sea irregular.

Paralelizar el proceso de cómputo por fracción volumétrica.

Comparar los resultados obtenidos de las simulaciones numéricas con resultados experimentales.

En la actualidad se está trabajando en la puesta a punto y registro de la herramienta computacional con el objetivo
de generar un programa libre que sirva para la simulación de nuevos materiales compuestos termoelásticos.
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Apéndice A

Geometrı́a inicial

En este apéndice se presentan las geometrı́as iniciales propuestas para las diferentes combinaciones de fibras y
distribuciones de celdas estudiadas. Las Figuras A.1 (a) y (b) muestran las geometrı́as iniciales sugeridas cuando la
fibra tiene sección transversal circular y la distribución de las celdas es cuadrada y hexagonal, respectivamente.

(a)
(b)

Figura A.1: Geometrı́a inicial para fibras circulares, (a) distribución cuadrada, (b) distribución hexagonal.

La fibra con sección transversal elı́ptica es una generalización de la fibra con sección transversal circular. Nótese
que si los semiejes que definen la elipse tienen la misma longitud (a = b) entonces se trata de un cı́rculo. Como se
mencionó en la sección 5, la función BuildGeometry recibe entre sus parámetros de entrada el valor de la fracción
volumétrica γ y la razón de aspecto de la fibra a/b. Usando esos valores es posible calcular el valor de los semiejes
a y b. Supongamos que a/b = ϑ, entonces:

γ = a b π, (A.1)
a

b
= ϑ. (A.2)

Despejando a de (A.2) se obtiene
a = ϑ b. (A.3)

Sustituyendo la ecuación (A.3) en (A.1) y despejando b resulta

b =

√
γ

π ϑ
.
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88 Apéndice A. Geometrı́a inicial

Cuando la fibra es elı́ptica, la cantidad de subdivisiones a realizar en cada dirección se calcula de igual manera que
la explicada en la sección 4.1.1. Las Figuras A.2 (a) y (b) muestran las geometrı́as iniciales propuestas cuando la
fibra tiene sección transversal elı́ptica y la distribución de las celdas es cuadrada y hexagonal, respectivamente. La
razón de aspecto utilizada en la construcción de las geometrı́as ilustradas fue a/b = 2.

(a)
(b)

Figura A.2: Geometrı́a inicial para fibras elı́pticas con a/b = 2, (a) distribución cuadrada, (b) distribución hexagonal.



Apéndice B

Función G8MESH

En este apéndice se presenta el pseudocódigo de la función encargada de construir la malla de cuadriláteros de
8-nodos que discretiza la región a partir de los bloques iniciales: la función G8MESH. Como se mencionó en el
capı́tulo 4, por cada bloque, se subdivide el elemento padre empleando las cantidades Bi1 y Bi2 definidas para el
bloque i. Luego, se transforman las coordenadas de los nodos creados en el elemento padre a coordenadas locales.
En la Figura B.1 (a) se muestran dos bloques B1 y B2. El bloque B1 se subdivide de forma tal que se obtiene un
elemento (e1) mientras que el bloque B2 se subdivide de tal manera que lo conforman dos elementos (e2 y e3),
como se muestra en la Figura B.1 (b). Los nodos externos de ambos bloques están señalados en color rojo y los
nodos intermedios en color azul.

Figura B.1: Pasos del mallado de dos bloques adyacentes: (a) bloques iniciales, (b) mallado independiente de los
bloques, (c) malla final.

Como la subdivisión se realiza por bloques, los nodos pertenecientes al lado común a dos bloques van a estar
repetidos. Como se aprecia en la Figura B.1 (b), los nodos con etiquetas 5, 6 y 7 pertenecientes al elemento e1

coinciden con los nodos con etiquetas 9, 10 y 11 del elemento e2. Como último paso se deben eliminar los nodos
repetidos y actualizar las etiquetas de los elementos resultando la malla mostrada en la Figura B.1 (c).
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90 Apéndice B. Función G8MESH

El Pseudocódigo 1 describe los pasos mencionados anteriormente. En la lı́nea 7 se realiza el llamado a la función
Sblock encargada de subdividir el elemento padre. En la lı́nea 8 se realiza el llamado a la función Shape8 que
transforma de coordenadas padre a coordenadas locales.

Pseudocódigo 1 Construye la malla de cuadriláteros de 8-nodos a partir de la geometrı́a inicial definida

1: function G8MESH(bNodes, bElems, bMat, xSub, ySub)
2: n← Cantidad de bloques en la geometrı́a inicial
3: nodes, elems, material ← Crear los arreglos de nodos, elementos y material de la malla de 8-nodos
4: for i = 1, i ≤ n do
5: BiX = xSub(i) . Cantidad de subdivisiones en la dirección x del i−ésimo bloque
6: BiY = ySub(i) . Cantidad de subdivisiones en la dirección y del i−ésimo bloque
7: [iNodes, elems]← Sblock(BiX,BiY, elems) . Subdividir elemento padre
8: coords← Shape8(iNodes, bNodes, bElems) . Transformar de coordenadas padre a locales
9: nodes.push(coords) . Agregar los nodos creados a la lista de nodes

10: material(elems) = bMat(i) . Asignar a los elementos creados el material del i−ésimo bloque
11: end for
12: Eliminar nodos repetidos y actualizar etiquetas de elementos
13: return nodes, elems, material

14: end function



Apéndice C

Función From8to4

En este apéndice se presenta el pseudocódigo de la función From8to4 que es la encargada de construir la malla
de cuadriláteros de 4-nodos a partir de la malla de cuadriláteros de 8-nodos. Para ello, cada elemento de la malla
de 8-nodos es subdividido en cuatro elementos de 4-nodos. Primero se calcula el punto de intersección p entre las
rectas que unen los nodos intermedios de los lados opuestos del cuadrilátero. La Figura C.1 representa un elemento
ei = [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8] cuyos nodos extremos (etiquetados como 1, 3, 5 y 7) se señalan con cı́rculos y los nodos
intermedios (etiquetados como 2, 4, 6 y 8) se ilustran con cruces. Además se señala en rojo y con la etiqueta p el
nuevo nodo creado.

Figura C.1: División de un elemento de 8-nodos en cuatro elementos de 4-nodos

Una vez calculadas las coordenadas del nodo p se conforman los elementos de 4-nodos. En la Figura C.1 se
representan con lı́neas discontinuas los nuevos elementos de 4-nodos. Es importante tener en cuenta que todos los
elementos de la malla deben ser recorridos en el mismo sentido. En este trabajo, los elementos se forman siguiendo
el sentido contrario a las manecillas del reloj, como se ilustra en la Figura C.1. Los elementos de 4-nodos e1, e2, e3

y e4 creados a partir de la subdivisión del elemento ei resultan

e1 = [1, 2, p, 8] ,

e2 = [2, 3, 4, p] ,

e3 = [p, 4, 5, 6] ,

e4 = [6, 7, 8, p] .

A continuación se muestra el pseudocódigo que describe los pasos explicados anteriormente. La lı́nea 7 del
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92 Apéndice C. Función From8to4

Pseudocódigo 2 corresponde al llamado de la función encargada de calcular las coordenadas del punto p mientras
que la lı́nea 9 corresponde a la asignación de las etiquetas de los nuevos elementos.

Pseudocódigo 2 Convierte una malla de cuadriláteros de 8-nodos en una malla de cuadriláteros de 4-nodos

1: function FROM8TO4(nodes8, elems8, material8)
2: e8← Cantidad de elementos en la malla de 8-nodos
3: nodes4, elems4, material4← Crear los arreglos de nodos, elementos y material de la malla de 4-nodos
4: nodes4 = nodes8 . Inicializar el vector nodes4 con los valores de nodes8
5: for i = 1, i ≤ e8 do
6: ei = elems8(i)

7: p← Hallar las coordenadas del punto p
8: nodos4.push(p) . Agregar el nodo p a la lista de nodes4
9: [e1, e2, e3, e4]← Dividir el elemento de 8-nodos en cuatro elementos de 4-nodos

10: elems4.push([e1, e2, e3, e4]) . Almacenar los nuevos elementos de cuatro nodos
11: mat ei = material8(i)

12: material4.push([mat ei,mat ei,mat ei,mat ei]) . Asignar el material a los nuevos elementos
13: end for
14: return nodes4, elems4, material4

15: end function



Apéndice D

Formulación débil: problema antiplano 1I

La ecuación (4.5) se puede reescribir como

∂
(
κ11 + κ11

∂M
∂y1

)
∂y1

+
∂
(
κ22

∂M
∂y2

)
∂y2

= 0,

∂κ11

∂y1
+
∂
(
κ11

∂M
∂y1

)
∂y1

+
∂
(
κ22

∂M
∂y2

)
∂y2

= 0. (D.1)

Supongamos que la solución aproximada M̃ ≈M del problema (D.1) se busca dentro de cierto espacio de funciones
H de dimensión n. Aplicando el Método de Residuos Pesados [114, 115] la ecuación (D.1) resulta

∫ ∫
Ω

∂κ11

∂y1
+
∂
(
κ11

∂M̃
∂y1

)
∂y1

+
∂
(
κ22

∂M̃
∂y2

)
∂y2

 v dΩ = 0, (D.2)

para toda función de peso v(y1, y2) ∈ H. Ω representa la región donde se va a solucionar la ecuación diferencial, es
decir, el cuarto de la celda representativa. Expandiendo la ecuación (D.2) se obtiene

∫ ∫
Ω

∂κ11

∂y1
v dΩ +

∫ ∫
Ω

∂
(
κ11

∂M̃
∂y1

)
∂y1

v dΩ +

∫ ∫
Ω

∂
(
κ22

∂M̃
∂y2

)
∂y2

v dΩ = 0,

∫ ∫
Ω

∂
(
κ11

∂M̃
∂y1

)
∂y1

v dΩ +

∫ ∫
Ω

∂
(
κ22

∂M̃
∂y2

)
∂y2

v dΩ = −
∫ ∫

Ω

∂κ11

∂y1
v dΩ. (D.3)

Sean

τ̃11 = −κ11
∂M̃

∂y1
, (D.4)

τ̃22 = −κ22
∂M̃

∂y2
. (D.5)

Al sustituir las expresiones (D.4) y (D.5) en la ecuación (D.3) se obtiene∫ ∫
Ω

∂τ̃11

∂y1
v dΩ +

∫ ∫
Ω

∂τ̃22

∂y2
v dΩ =

∫ ∫
Ω

∂κ11

∂y1
v dΩ. (D.6)

Definamos

I1 =

∫ ∫
Ω

∂τ̃11

∂y1
v dΩ,

I2 =

∫ ∫
Ω

∂τ̃22

∂y2
v dΩ.
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El teorema de Green-Gauss plantea∫ ∫
Ω

w
∂F

∂x
dΩ = −

∫ ∫
Ω

F
∂w

∂x
dΩ +

∮
∂Ω

wFnx d∂Ω, (D.7)∫ ∫
Ω

w
∂F

∂y
dΩ = −

∫ ∫
Ω

F
∂w

∂y
dΩ +

∮
∂Ω

wFny d∂Ω, (D.8)

donde nx y ny son las componentes del vector normal unitario en la frontera.
Usando (D.7) para integrar I1

I1 = −
∫ ∫

Ω

τ̃11
∂v

∂y1
dΩ +

∮
∂Ω

τ̃11n1 v d∂Ω. (D.9)

Usando (D.8) para integrar I2:

I2 = −
∫ ∫

Ω

τ̃22
∂v

∂y2
dΩ +

∮
∂Ω

τ̃22n2v d∂Ω. (D.10)

Sustituyendo (D.9) y (D.10) en (D.6) se obtiene∫ ∫
Ω

τ̃11
∂v

∂y1
dΩ +

∫ ∫
Ω

τ̃22
∂v

∂y2
dΩ = −

∫ ∫
Ω

∂κ11

∂y1
v dΩ +

∮
∂Ω

τ̃11n1v d∂Ω +

∮
∂Ω

τ̃22n2v d∂Ω. (D.11)

La ecuación (D.11) se puede reescribir como∫ ∫
Ω

[
∂v
∂y1

∂v
∂y2

] [ τ̃11

τ̃22

]
dΩ = −

∫ ∫
Ω

∂κ11

∂y1
v dΩ +

∮
∂Ω

(τ̃n1 + τ̃22n2) v d∂Ω. (D.12)

Podemos expresar las ecuaciones (D.4) y (D.5) en forma matricial de la siguiente manera[
τ̃11

τ̃22

]
= C

[
∂M̃
∂y1
∂M̃
∂y2

]
, (D.13)

donde

C =

[
−κ11 0

0 −κ22

]
.

La formulación débil del problema 1I se obtiene al sustituir (D.13) en (D.12):

∫ ∫
Ω

[
∂v
∂y1

∂v
∂y2

]
C

 ∂M̃
∂y1

∂M̃
∂y2

 dΩ = −
∫ ∫

Ω

∂κ11

∂y1
v dΩ +

∮
∂Ω

(τ̃11n1 + τ̃22n2) v d∂Ω.



Apéndice E

Formulación débil: problema plano 11T

Las ecuaciones (4.18) se pueden reescribir como

∂
(
β11 − C1111

∂R1

∂y1
− C1122

∂R2

∂y2

)
∂y1

−
∂
(
C1212

∂R1

∂y2
+ C1212

∂R2

∂y1

)
∂y2

= 0,

−
∂
(
C1212

∂R1

∂y2
+ C1212

∂R2

∂y1

)
∂y1

+
∂
(
β22 − C1122

∂R1

∂y1
− C2222

∂R2

∂y2

)
∂y2

= 0. (E.1)

Supongamos que se busca la solución aproximada R̃ =
[
R̃1 R̃2

]t
≈ R del problema (E.1) en cierto espacio

de funciones H de dimensión n. Aplicando el Método de Residuos Pesados [114, 115] a las ecuaciones (E.1) y
escribiéndolas juntas se obtiene

∫ ∫
Ω


v1

(
∂
(
β11−C1111

∂R̃1
∂y1
−C1122

∂R̃2
∂y2

)
∂y1

−
∂
(
C1212

∂R̃1
∂y2

+C1212
∂R̃2
∂y1

)
∂y2

)

v2

(
−
∂
(
C1212

∂R̃1
∂y2

+C1212
∂R̃2
∂y1

)
∂y1

+
∂
(
β22−C1122

∂R̃1
∂y1
−C2222

∂R̃2
∂y2

)
∂y2

)


dΩ = 0,

∫ ∫
Ω


v1

(
∂
(
C1111

∂R̃1
∂y1

+C1122
∂R̃2
∂y2

)
∂y1

+
∂
(
C1212

(
∂R̃1
∂y2

+
∂R̃2
∂y1

))
∂y2

)

v2

(
∂
(
C1212

(
∂R̃1
∂y2

+
∂R̃2
∂y1

))
∂y1

+
∂
(
C1122

∂R̃1
∂y1

+C2222
∂R̃2
∂y2

)
∂y2

)


dΩ =

∫ ∫
Ω

 v1
∂β11

∂y1

v2
∂β22

∂y2

 dΩ, (E.2)

para toda función de peso v ∈ H tal que v = [v1 v2]
t. Sean

Υ̃11 = C1111
∂R̃1

∂y1
+ C1122

∂R̃2

∂y2
, (E.3)

Υ̃22 = C1122
∂R̃1

∂y1
+ C2222

∂R̃2

∂y2
, (E.4)

Υ̃12 = C1212

(
∂R̃1

∂y2
+
∂R̃2

∂y1

)
. (E.5)

Sustituyendo las ecuaciones (E.3)-(E.5) en la ecuación (E.2) se obtiene

∫ ∫
Ω

 v1
∂Υ̃11

∂y1
+ v1

∂Υ̃12

∂y2

v2
∂Υ̃22

∂y2
+ v2

∂Υ̃12

∂y1

 dΩ =

∫ ∫
Ω

 v1
∂β11

∂y1

v2
∂β22

∂y2

 dΩ. (E.6)
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Sean

I1 =

∫ ∫
Ω

v1
∂Υ̃11

∂y1
dΩ,

I2 =

∫ ∫
Ω

v1
∂Υ̃12

∂y2
dΩ,

I3 =

∫ ∫
Ω

v2
∂Υ̃22

∂y2
dΩ,

I4 =

∫ ∫
Ω

v2
∂Υ̃12

∂y1
dΩ.

Usando (D.7) para integrar I1 y I4 se obtiene

I1 = −
∫ ∫

Ω

Υ̃11
∂v1

∂y1
dΩ +

∮
∂Ω

v1 Υ̃11n1 d∂Ω, (E.7)

I4 = −
∫ ∫

Ω

Υ̃12
∂v2

∂y1
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∮
∂Ω

v2 Υ̃12n1 d∂Ω. (E.8)

Usando (D.8) para integrar I2 y I3 se obtiene

I2 = −
∫ ∫

Ω

Υ̃12
∂v1

∂y2
dΩ +

∮
∂Ω
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I3 = −
∫ ∫
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v2 Υ̃22n2 d∂Ω. (E.10)

Sustituyendo las ecuaciones (E.7), (E.8), (E.9) y (E.10) en (E.6) resulta

−
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(E.11)

La ecuación (E.11) se puede reescribir como

∫ ∫
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(E.12)

Expresando las ecuaciones (E.3), (E.4) y (E.5) en forma matricial resulta
Υ̃11

Υ̃22

Υ̃12

 = C
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∂y2
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donde

C =

C1111 C1122 0

C1122 C2222 0

0 0 C1212

 .
La formulación débil del problema 11T se obtiene al sustituir la ecuaión (E.13) en (E.12)
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