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Resumen

El fenómeno fı́sico del cambio de fase lı́quido-sólido que ocurre en los materiales de cambio
de fase (MCF) se estudia con mucho interés para el área del almacenamiento de energı́a térmica
por calor latente. Los estudios tanto numéricos como experimentales buscan hacer más eficientes
los sistemas de almacenamiento de energı́a térmica (SAET) mediante la eficiencia del uso de los
MCF ası́ como de la disminución de las pérdidas o fugas de energı́a del sistema.

Esta tesis muestra una comparativa entre dos modelos isobáricos teóricos, de los cuales sólo
uno considera la masa total constante, y los datos obtenidos experimentalmente. Ambos modelos
buscan obtener el perfil de temperaturas y el movimiento de la interfase en estado transiente,
utilizando el método de diferencia finita con esquema implı́cito y condiciones de frontera de
Dirichlet. Se basan en modelos teóricos en coordenadas cartesianas, los cuales se extendieron a
coordenadas cilı́ndricas para adecuarlos al SAET que se construyó.

Los resultados obtenidos se compararon y analizaron, mostrando conclusiones que apoyan la
hipótesis planteada y que abren un panorama a investigaciones futuras donde se puedan conside-
rar otras propiedades termofı́sicas que afectan directa o indirectamente al sistema.
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Índice general

1. Introducción 1

1.1. Antecedentes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

1.1.1. Breve Historia de la energı́a y su relación con la tecnologı́a . . . . . . . . 1
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a) Modelo isobárico. Ecs. (3.6) y (3.14) y b) Modelo isobárico de masa total
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Capı́tulo 1

Introducción

1.1. Antecedentes

1.1.1. Breve Historia de la energı́a y su relación con la tecnologı́a

A lo largo de la historia de la humanidad, la base para la construcción de las civilizaciones ha sido el descu-
brimiento y dominio de nuevas fuentes de energı́a, buscando mayor eficiencia y usando tecnologı́a cada vez más
avanzada. Se puede considerar que uno de los mayores descubrimientos está relacionado con los métodos y técnicas
que se han utilizado para convertir la energı́a quı́mica contenida en la madera en calor y luz.[Jarabo, 1988]

El primero de estos descubrimientos fue el fuego. Al principio no se sabı́a producir y era la tarea de algunos
miembros de las sociedades primitivas el mantenerlo siempre vivo. Fue hasta tiempos relativamente recientes que el
fuego se logró dominar en el momento que se pudo producir.[Jarabo, 1988]

La siguiente figura muestra los avances tecnológicos con relación a la energı́a y sus usos en una lı́nea de tiempo
desde el fuego hasta el siglo XVII cuando ocurre la Revolución Industrial.

Figura 1.1: Lı́nea del tiempo de los avances tecnológicos más significativos relacionados con la energı́a

1
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Para la primer década del siglo XX, la demanda de la energı́a aumentó de manera abrupta, para cumplir con este
aumento se duplicó la producción de carbón y cuadruplicó la de petróleo. Del año 1902 a 1907 casi se triplica la
producción de energı́a eléctrica. Hacia el año de 1917 el consumo de electricidad superó por siete veces la cantidad
que se consumı́a a principios de siglo. Después de la Primera Guerra Mundial cayó la producción de carbón. En 1918
su consumo era seis veces mayor al del petróleo, en 1925 sólo el triple y para 1930 sólo el doble. Después de la
Segunda Guerra Mundial el consumo del petróleo superó al del carbón y ha crecido ese consumo desde entonces. El
último gran descubrimiento de la energı́a se le puede otorgar a la nuclear. Los primeros estudios sobre los materiales
radioactivos se realizaron en Francia y Gran Bretaña a finales del siglo pasado. [Jarabo, 1988]

La Historia le ha enseñado a la humanidad que se requieren muchas decenas de años para pasar de una fuente
energética a otra. Primero fue el uso de la madera, luego el del carbón y después el del petróleo.[Jarabo, 1988]

1.1.2. Recursos energéticos

La siguiente tabla nos muestra un cálculo apróximado del consumo de energı́a eléctrica por habitante a principios
de los años 90s, con proyecciones para principios del nuevo milenio y para el año 2050.

Década Población mundial Uso de energı́a eléctrica global Uso de energı́a eléctrica por habitante
[millones de habitantes] [TW] [kW]

1990 7,000 12 1.7
2000 8,000 24 3
2050 10,500 56 5.3

Cuadro 1.1: Consumo de la energı́a por habitante en diferentes décadas.
Fuente:[Jarabo, 1988]

Lo que podemos observar de la tabla 1.1 es alarmante, para el año 2050 el consumo de energı́a eléctrica por
habitante en el planeta será de más del triple en promedio. También hay que mencionar que estos valores no son
uniformes en todo el mundo, ya que mientras los paı́ses desarrollados consumen hasta tres o cuatro veces más
energı́a por habitante, los paı́ses en vı́as de desarrollo pueden consumir una cuarta parte o menos de energı́a por
habitante. Esto demuestra el por qué la energı́a eléctrica es un factor económico en el sistema global.[Jarabo, 1988]

Algunas de las fuentes de energı́a son repositorios de energı́a, por lo general quı́mica o nuclear, que puede ser
liberada para propósitos útiles, por ejemplo el carbón, petróleo o uranio. Otros tipos de fuentes de energı́a son flujos
de energı́a que están presentes en la naturaleza y presentan variación en tiempos y lugares particulares, tal es el caso
del viento y la energı́a solar. [Ehrlich and Geller, 2018]

Todas las fuentes de energı́a tienen algún impacto en el medio ambiente. Tanto los combustibles fósiles y nuclea-
res como las energı́as verdes, a pesar de que estás son consideradas menos dañinas. Debido a las grandes cantidades
y tiempo que se han utilizado los combustibles fósiles y la energı́a nuclear, el impacto ambiental se ha vuelto peor,
y esto se debe a la población mundial y su relación con el uso de la energı́a y los estándares de estilo de vida a nivel
mundial. Las personas son conscientes también del impacto ambiental a causa de las catástrofes ocurridas a lo largo
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de la historia por los combustibles fósiles y las plantas nucleares, resultando en derrames petroleros, desastres en
minas de carbón, derretimientos de reactores nucleares y fugas de material radioactivo, entre otros. También hay que
considerar otros impactos que han ocurrido en el agua, aire y contaminación de la tierra, que pueden tener efectos a
largo plazo.[Ehrlich and Geller, 2018]

Los problemas actuales que la humanidad tiene asociados con la energı́a son el cambio climático y el crecimiento
de la población mundial. Los niveles atmosféricos de gases de invernadero han ido en aumento a lo largo del tiempo
y este aumento de las emisiones es el responsable en cierta medida del cambio climático. [Ehrlich and Geller, 2018]

1.1.3. Fuentes de energı́a no renovables

Se consideran principalmente a los combustibles fósiles (carbón, petróleo, gas natural), los cuales tienen su
origen en la descomposición de materiales biológicos formados hace casi 100 millones de años y su energı́a está
contenida en los enlaces quı́micos. Otra fuente de energı́a no renovable es el uranio que se utiliza en la producción
de energı́a nuclear por fisión.[Jarabo, 1988]

Combustibles fósiles Combustibles nucleares Combustibles nucleares Hidrocarburos no tradicionales
(fisión) (fusión)

petróleo uranio deuterio pizarras bituminosas
gas natural torio arenas asfálticas
carbón

Cuadro 1.2: Fuentes no renovables mundiales.
Fuente:[Jarabo, 1988]

Lo que hace que los combustibles fósiles sean tan atractivos como una fuente de energı́a, tanto en el pasado
como en el presente, y que sea tan difı́cil dejar de consumirlos a pesar de la gran cantidad de evidencia que hay
sobre los problemas ambientales que producen, tiene que ver principalmente con el enorme almacén de energı́a
que contienen. Estos recursos representan almacenamientos con alta concentración de energı́a comparados con las
concentraciones tan reducidas de los recursos renovables, además de que son más fáciles y baratos de recolectar,
almacenar, transportar y se pueden usar donde y cuando se desee, a diferencia de la mayorı́a de las fuentes renovables
de energı́a. [Ehrlich and Geller, 2018]

1.1.4. Fuentes de energı́a renovables

En contraste con los recursos fósiles, la disponibilidad de la mayorı́a de los recursos de energı́a renovable
fluctúan. Un suministro completo de energı́a renovable no sólo debe convertir la energı́a de los recursos renova-
bles en tipos de energı́a útil como la electricidad o el calor; sino que también debe garantizar su disponibilidad.
Esto se puede lograr mediante grandes sistemas de almacenamiento de energı́a, transporte global de la energı́a o
adaptación de la demanda con la energı́a disponible. [Quashning, 2005]
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Figura 1.2: Energı́as renovables
Fuente:[Jarabo, 1988]

Energı́as renovables

Biocombustibles
Geotérmica

Eólica
Hidraúlica

Radiación solar
Solar térmica

Solar fotovoltaica
Mareas

Olas de mar
Almacenamiento de energı́a

Cuadro 1.3: Fuentes renovables de energı́a.

Como parte de estas energı́as renovables está el almacenamiento de energı́a, y su importancia radica en dos ca-
racterı́sticas: 1) la cantidad de energı́a almacenada y 2) el tiempo de almacenamiento. También hay que considerar
la forma de energı́a a consumir y las variaciones en la velocidad del consumo. Referente a la calidad de la energı́a,
podemos mencionar que está cuantificada por la entropı́a del sistema, apoyándose en la Segunda Ley de la Termo-
dinámica. La energı́a se puede clasificar en alta calidad como la energı́a eléctrica, mecánica, quı́mica y calor de alta
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temperatura, y en energı́a de baja calidad donde está el calor de baja temperatura. [Jarabo, 1988]

Figura 1.3: Tipos de sistemas de almacenamiento de energı́a.
Fuente:[Jarabo, 1988]

Figura 1.4: Tipos de sistemas de almacenamiento de energı́a térmica.
Fuente:[Fallahi et al., 2017]

1.2. Motivación

Almacenar la energı́a y utilizarla en el momento que se requiera es una aplicación tecnológica que ayuda a la
reducción de la producción de energı́a, independientemente de que esta sea por medio de recursos no renovables
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o renovables. Simplemente tener la capacidad de almacenar energı́a en recipientes de alta eficiencia, considerando
que a pesar del tiempo almacenada esta tenga la mı́nima pérdida y esté casi toda la energı́a que almacenamos, esto
significa un cambio en el manejo y uso de la energı́a.

Como se muestra en la figura 1.4, el almacenamiento térmico puede realizarse mediante tres mecanismos bási-
cos, los dos más comunes son el calor sensible y el calor latente. Almacenar calor sensible consiste en utilizar la
capacidad calorı́fica del medio al aumentar su temperatura, mientras que almacenar calor latente consiste en utilizar
el calor asociado con un cambio de fase del medio, el cual se produce a temperatura constante. [Jarabo, 1988]

El estudio en esta tesis se basa en los principios de funcionamiento de los sistemas de almacenamiento de energı́a
térmica (SAET), en su ramificación de cambio de fase sólido-lı́quido, utilizando un tipo de parafina como material
de cambio de fase (MCF) orgánico.

El almacenamiento de energı́a térmica tiene dos principales problemas asociados: [Jarabo, 1988]

1. Se debe establecer una superficie de transmisión de calor adecuada, con el propósito de conseguir un inter-
cambio de energı́a rápido tanto para fuera como para dentro de la unidad de almacenamiento.

2. Se debe evitar fugas de calor hacia los alrededores, con el propósito de que el tiempo de pérdida sea mayor
comparado al tiempo que se requiere para almacenar la energı́a.

El almacenamiento de energı́a térmica con MCF es una tecnologı́a que está llamando mucho la atención y se
basa en el principio del calor latente, que ocurre cuando los MCFs absorben o liberan grandes cantidades de energı́a
a una determinada temperatura durante el periodo de transición de cambio de fase (procesos de carga o descarga),
con un alto calor de fusión alrededor del rango de temperatura del cambio de fase, como se muestra en la siguiente
figura. [Du et al., 2018]

Figura 1.5: Diagrama esquemático de la transición del cambio de fase de los MCF.
Fuente:[Du et al., 2018]

Como el MCF es un medio que transmite calor por conducción y dentro del material existen dos estados ca-
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racterizados por sus temperaturas, coeficientes de conducción de calor, calores especı́ficos y densidades, entonces
podemos abordar el estudio de estos materiales como un tipo de problema de Stefan. [Rubisnstein, 1971]

En muchos procesos, substancias o materiales se experimenta el cambio de una fase a otra con absorción y
emisión de calor. El calor se almacena isotérmicamente en el material a la temperatura de fusión durante la cual el
material experimenta una transición de fase, en el proceso inverso cuando el calor se disipa o la fuente de calor frı́o
se aplica al material derretido, entonces empieza a liberarse calor y a solidificarse. La determinación de la ubicación
y velocidad de la interfase sólido-lı́quido durante el derretimiento o solidificación se le conoce como problema de
Stefan. [Khalid et al., 2017]

1.3. Pregunta de Investigación

¿Se puede predecir con mayor precisión el comportamiento de la interfase y de la temperatura en un material de
cambio de fase?

1.4. Hipótesis

Si consideramos un modelo matemático que involucre la conservación de la masa, entonces podemos predecir
con mayor precisión el comportamiento de las temperaturas tanto en la fase lı́quida como en la sólida ası́ como el
movimiento de la interfase en un sistema lı́quido-sólido en un rango de tiempo determinado.

1.5. Objetivo General

Estudiar el proceso de transición de fases en un sistema de almacenamiento térmico cilı́ndrico.

1.6. Objetivos Especı́ficos

1. Extender el modelo matemático del problema de Stefan [Hernández et al., 2017] a coordenadas cilı́ndricas.

2. Extender el modelo matemático del problema de Stefan considerando un sistema con masa constante [Santia-
go et al., 2017] a coordenadas cilı́ndricas.

3. Crear un sistema de almacenamiento térmico cilı́ndrico donde se pueda medir la temperatura en diversos
puntos utilizando termopares.

4. Utilizar una interfase gráfica donde se muestren las mediciones en tiempo real de las temperaturas del material
de cambio de fase que está en el sistema de almacenamiento de energı́a térmica (SAET).
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5. Realizar las comparaciones entre los resultados teóricos y los experimentales.

1.7. Principales contribuciones

1. Se extendió el modelo matemático del problema de Stefan [Hernández et al., 2017] a coordenadas cilı́ndricas.

2. Se extendió del modelo matemático del problema de Stefan considerando un sistema con masa constante
[Santiago et al., 2017] a coordenadas cilı́ndricas.

3. Creación de una herramienta computacional desarrollada con el uso de la aplicación MatLab para el estudio
de la dinámica de transición de fases.

4. Se obtuvieron resultados numéricos de los modelos estudiados, utilizando el método de diferencia finita con
esquema implı́cito.

5. Se comprobó que el modelo de masa constante concuerda mejor con las mediciones experimentales.



Capı́tulo 2

Estado del Arte

2.1. Materiales de Cambio de Fase (MCF)

Los materiales de cambio de fase (MCF) son materiales que se caracterizan por intercambiar grandes cantidades
de calor como calor latente dentro de un corto rango de temperatura cuando la transformación de la fase ocurre.
[Kumar et al., 2011]

Son materiales que usan sus enlaces quı́micos para el almacenamiento y liberación de energı́a. Cuando los MCF
alcanzan la temperatura a la cual se funden (Tf ), absorben una gran cantidad de energı́a sin calentarse. Se solidifican
y liberan energı́a cuando la temperatura de los alrededores desciende.[Rahman et al., 2013]

Cuando se libera la energı́a o se enfrı́a, la temperatura del MCF tiene que bajar por debajo de la temperatura
de cambio de fase (conocido como subenfriamiento) esto para superar la barrera energética requerida.[Kumar et al.,
2011]

El calor latente de los MCF es por mucho mayor que el calor especı́fico de los materiales. Entonces un MCF
puede almacenar de 2 a 3 veces más calor o frı́o por volumen o por masa que el calor sensible que puede almacenar
el agua a 20ºC. [Kumar et al., 2011]

Debido a la poca cantidad de calor latente en transiciones sólido-sólido y el uso de grandes volúmenes para la
transición lı́quido-gas, estas opciones se vuelven poco viables.[Rahman et al., 2013]

2.2. Clasificación de los MCF

Los MCF pueden dividirse en dos grandes categorı́as: orgánicos e inorgánicos. Otro grupo son los Eutécticos,
pero no se consideran como una categorı́a por dos razones: 1) muy pocos MCF son realmente Eutécticos y 2)

9
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la mayorı́a son modificados antes de cualquier aplicación práctica. [Rahman et al., 2013] Las sales hidratadas, las
mezclas eutécticas de sal y los eutécticos metálicos están cubiertos por los MCF inorgánicos, mientras que los ácidos
grasos, parafinas, azúcares, alcoholes, etc. son MCF orgánicos de uso común, los cuales tienen su densidad menor a
la del agua.[Kumar et al., 2011]

Figura 2.1: Clasificación general de materiales de cambio de fase (MCF).
Fuente:[Karthick and Sivalakshmi, 2019]

Figura 2.2: Tabla comparativa de las propiedades más comunes usadas en los MCF.
Fuente:[Kumar et al., 2011]



Estado del Arte 11

Ventajas Desventajas

Orgánico

Estable quı́micamente Más costoso
No es corrosivo Amplio rango de fusión

No super enfriamiento Baja capacidad de calor latente

Se congela sin mucho super enfriamiento o
sub enfriamiento

Baja conductividad térmica en su estado
sólido

Capacidad para ser incorporado directa-
mente

Algunos son insolubles en agua

Baja presión de vapor en el proceso de
cambio de fase

Se quema fácilmente

Buen desempeño térmico Baja entalpı́a en el cambio de fase

Capacidad para derretirse congruentemen-
te

Baja densidad

Propiedades auto-nucleantes Requiere una gran área de superficie

Compatibilidad con material de construc-
ción convencional

Se requieren de altas tasas de transferencia
de calor durante el ciclo de congelamiento

Disponibles en rangos altos de temperatura Baja capacidad de almacenamiento de ca-
lor latente volumétrico

No hay segregación Flamable

Alto calor de fusión Alta expansión volumétrica

Seguro y no reactivo Baja conductividad térmica

Reciclable

Inorgánico

Menos costoso Alto grado de super enfriamiento
Alto calor latente por unidad de volumen Corrosivos

Alta conductividad térmica Falta de estabilidad térmica

No flamables Segregación de la fase

Gran capacidad de almacenamiento de ca-
lor

Algunos tienen un gran peso

Mayor entalpı́a en el cambio de fase Requieren de contenedor y soporte

Reciclable Propensos a degradarse

Cambio de fase agudo Problemas de compatibilidad con algunos
materiales de construcción

Cuadro 2.1: Tabla comparativa entre MCF orgánicos e inorgánicos.
Fuentes:[Rahman et al., 2013], [Nazir et al., 2019]
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2.3. Aplicaciones de los MCF

Desde su primer aplicación realizada por la NASA en el campo aeroespacial [Hale et al., 1971], pasando por
miles de materiales simples y mezclas de dos o más materiales, se ha investigado a los MCF en áreas como la
energı́a solar, almacenamiento de calor residual, cambio de carga y ahorro de energı́a [Clarksean, 2006], textiles
[Salaun et al., 2010], refugios de refrigeración pasiva [Sundram et al., 2010], edificios con eficiencia energética [Cui
and Riffat, 2011] [Tyagi and Buddhi, 2007], tecnologı́a de enfriamiento para electrónicos [Ullman and Newman,
2010], contenedores para transportación de alimentos y medicinas [Mehling and Cabeza, 2008], y conservación de
la energı́a a través de su almacenamiento [Bakker et al., 2009], etc.

También se puede clasificar la aplicación de los MCF para calentamiento, enfriamiento y generación de electri-
cidad por los rangos de temperatura a los cuales trabajan.[Du et al., 2018]

1. Rango de temperaturas bajo (-20ºC a 5ºC) para aplicaciones de refrigeración doméstica y productos comer-
ciales refrigerados.

2. Rango de temperaturas bajo-medio (5ºC a 40ºC) para aplicaciones de enfriamiento libre, construcción de
calefacción y refrigeración pasiva, enfriador de absorción solar, refrigeración evaporativa y por radiación, y
sistemas de aire acondicionado.

3. Rango de temperaturas medio (40ºC a 80ºC) para aplicaciones de calentadores de aire solares, destiladores
solares, sistemas solares de calentamiento de agua, y dispositivos eléctricos.

4. Rango de temperaturas alto (80ºC a 200ºC) para aplicaciones de enfriamiento de absorción solar, recuperación
de calor residual en el sitio, recuperación de calor residual fuera del sitio, y generación de electricidad térmica
solar.

2.4. Sistema de Almacenamiento de Energı́a Térmica (SAET)

La producción y uso de energı́a es uno de los principales motores que impulsan el crecimiento y desarrollo del
mundo actual. Los retos en el campo de la energı́a son la mejora de la eficiencia, la reducción del consumo de los
combustibles fósiles y de las emisiones de CO2 y el desarrollo de alternativas de recursos de energı́as renovables.
[Rahman et al., 2013]

Los sistemas de almacenamiento de energı́a térmica (SAET) son uno de los métodos más comunes para el
almacenamiento de energı́a. Estos sistemas no solo reducen la diferencia entre el suministro y la demanda sino que
también incrementan la estabilidad y calidad del suministro de la energı́a además de conservar la energı́a. [Rahman
et al., 2013]

Los SAET a través de los MCF son capaces de almacenar y liberar energı́a en grandes cantidades; esto depende
directamente del MCF que se utilice.
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La naturaleza isotérmica de la transición de fase proporciona aplicaciones atractivas para el aislamiento térmico
y el almacenamiento de energı́a térmica. El almacenamiento de calor latente es particularmente atractivo ya que la
densidad de energı́a de las unidades del SAET puede ser mejorada a través del calor sensible y latente, aumentando
la capacidad de almacenar energı́a térmica a una temperatura constante y sobre un rango limitado de temperaturas,
que corresponde a la temperatura de saturación del MCF [Dutil, 2014].

Los tipos de MCF utilizados en las plantas de CSP consisten en sales con altos puntos de fusión, que constituyen
MCF de alta temperatura (MCFAT), donde se almacena la energı́a térmica. [Gil et al., 2010] El calor extra capturado
de la radiación solar concentrada es transportado al MCFAT por un fluido de transferencia de calor (FTC). El MCFAT
absorbe la energı́a térmica en forma de calor latente y calor sensible para su uso como un sistema de reserva durante
las noches o perı́odos nublados.[Gil et al., 2010] La tasa de transferencia de calor entre el FTC y el MCF puede
aumentar, debido a la baja conductividad térmica del MCF. El aumento de las tasas de transferencia de calor se
ha logrado a través del encapsulamiento de los MCF en pequeños recipientes esféricos, que aumentan el área de
superficie del MCF especı́fico.[Mathur et al., 2014]

Los materiales compuestos que combinan MCFAT con grafito se han desarrollado para aumentar la tasa de
transferencia de calor [Gil et al., 2010; Lopez et al., 2010]. Se ha reportado también, que para mejorar las propiedades
termofı́sicas deseadas de losMCF, el uso de multiparedes de nanotubos de carbono que incrementan la conductividad
térmica del MCF y reducen los tiempos de derretimiento/solidificación con poco impacto en el calor latente de
fusión.[Lokesh et al., 2017].

2.5. Comparación entre el almacenamiento de energı́a térmica sensible,
latente y quı́mica

Por lo general, la densidad de almacenamiento del medio del almacenamiento de calor latente (ACL) es mayor
que la del medio del almacenamiento de calor sensible (ACS) debido al alto cambio de entalpı́a que ocurre du-
rante la transición de fase, pero el almacenamiento de energı́a termoquı́mica (AETQ) tiene la mayor densidad de
almacenamiento en comparación con los otros dos sistemas. [Nazir et al., 2019]

Actualmente, varios materiales del AETQ están en fase de desarrollo y tal sistema todavı́a no está disponible
comercialmente. La viabilidad comercial del ACL está limitada por las caracterı́sticas del material, por lo tanto, se
encuentra en la fase de desarrollo a diferencia del ACS, que se comercializa en gran medida. [Nazir et al., 2019]

La durabilidad de los materiales para el ACS es aproximadamente de 20 años en comparación con los materiales
del ACL, que tienen una cuarta parte de vida media y los del AETQ tienen una décima parte de vida media respecto
a los materiales del ACS. [Nazir et al., 2019]

Entre los diferentes tipos de SAET, el ACL tiene el rango de temperaturas más flexible para operar seguido por
el del ACS y AETQ. La ventaja de utilizar tecnologı́a de almacenamiento de calor latente sobre la de calor sensible
es que tiene 10 veces más densidad, capacidad de 50-150 kWh/t y eficiencia de 75-96%. [Nazir et al., 2019]
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2.6. Modelado matemático en SAET cilı́ndricos

Anica Trp [Trp, 2005; Trp et al., 2007] analizó el fenómeno de transferencia de calor transiente durante el derreti-
miento y solidificación de parafina grado técnico en un recipiente cilı́ndrico. El modelo matemático, formulado para
representar el sistema fı́sico, ha sido adecuado para tratar tanto los procesos de derretimiento como de solidificación.
Se puede concluir que la selección de las condiciones de operación y las dimensiones de los parámetros geométricos
depende de la tasa de transferencia de calor y del tiempo en que la energı́a tiene que ser almacenada o liberada. Los
resultados muestran que estos parámetros deben elegirse cuidadosamente para optimizar el rendimiento térmico del
SAET.[Dutil et al., 2010]

Gong y Mujumdar [Gong and Mujumdar, 1997] desarrollaron un modelo de elemento finito para un intercam-
biador que consiste en un tubo rodeado por un cilindro externo coaxial con MCF. Este modelo compara las carac-
terı́sticas de dos modos de operación. En el modo 1, los fluidos calientes y frı́os se introducen por el mismo extremo
del tubo, mientras que en el modo 2, el fluido caliente y el frı́o se introducen por extremos diferentes. Los análisis
muestran que la energı́a cargada o descargada en un ciclo que utiliza el modo 1 es un 5.0% mayor que cuando se
utiliza el modo 2. La tasa de carga/descarga también es más rápida cuando se utiliza el modo 1 porque la diferencia
de temperatura para la transferencia de calor entre el fluido y el MCF es mayor en la entrada del fluido que en la
salida. Cuanto mayor es la diferencia de temperatura, más profundo penetra la interfase en el MCF y se almacena
más calor. En el proceso de descarga se producen fenómenos simétricos.[Dutil et al., 2010]

El-Dessouky y Al-Juwayhel [El-Dessouky and Al-Juwayhel, 1997] presentaron una técnica para predecir el
efecto de diferentes diseños y parámetros operativos en el número de generación de entropı́a o la efectividad de
la segunda ley en un SAET de calor latente en donde el MCF está contenido en el anillo de un intercambiador de
calor de doble tubo. Una de las conclusiones de este análisis es que la efectividad de la segunda ley aumenta con
el incremento del número de Reynolds, el área especı́fica donde ocurre la transferencia de calor y la temperatura de
la pared del fluido en operación en el proceso de recuperación de calor y con la disminución de la temperatura de
entrada del fluido en el proceso de almacenamiento de calor.[Dutil et al., 2010]

Para un calentador solar de agua, Prakash et al. [Prakash et al., 1985] analizaron una unidad de almacenamiento
que contenı́a una capa de MCF en el fondo. Bansal y Buddhi [Bansa and Buddhi, 1992] hicieron lo mismo para una
unidad de almacenamiento cilı́ndrica con un colector de placa plana. En un esfuerzo por mejorar el rendimiento de
las unidades de almacenamiento de cambio de fase para aplicaciones de calentamiento solar, Farid [Farid, 1986] ha
sugerido utilizar muchos MCF con diferentes temperaturas de fusión. Esta idea ha sido aplicada más tarde por Farid
y Kanzawa [Farid and Kanzawa, 1989] y Farid et al. [Farid et al., 1990] para una unidad hecha con tubos verticales
llenos de tres tipos de ceras obteniendo diferentes temperaturas de fusión. Durante la carga de calor, primero fluye
el aire a través del MCF que tiene la temperatura de fusión más alta para asegurar el continuo derretimiento de la
mayorı́a de los MCF. La dirección del flujo de aire debe invertirse durante la liberación de calor. Tanto las mediciones
teóricas como las experimentales mostraron una mejora en los desempeños de los SAET que utilizan este tipo de
disposición.[Dutil et al., 2010]

Jones et al. [Jones et al., 2006] realizaron mediciones experimentales bien controladas y caracterizadas del derre-
timiento de un material con número de Prandtl moderado (n-eicosano) en un recipiente cilı́ndrico que se calentaba
por un lado. El derretimiento fue capturado fotográficamente y digitalizado numéricamente. Se realizó la compa-
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ración numérica utilizando un método multi-bloque de volumen finito y el método de entalpı́a para una serie de
números de Stefan. Se obtuvo una muy buena relación entre las predicciones y el experimento para los números de
Stefan de hasta 0,1807.[Dutil et al., 2010]

Esen y Ayhan [Esen and Ayhan, 1996] desarrollaron un modelo para investigar el rendimiento de un tanque
cilı́ndrico de almacenamiento de energı́a. En el tanque, el MCF estaba dentro de cilindros y el fluı́do de transfe-
rencia de calor (FTC) corrı́a en paralelo. Los MCF que se consideraron fueron el cloruro de calcio hexahidratado
(CaCl2 � 6H2O), cera de parafina (P-116), Na2SO4 � 10H2O y parafina. El rendimiento del tanque cilı́ndrico de
almacenamiento de energı́a se determinó mediante el Programa de Simulación de Transición [Visser, 1986] y si-
mulaciones computacionales [Esen, 1994]. y respaldado por los datos experimentales. El resultado muestra que la
energı́a almacenada se incrementa en un tiempo determinado a medida que aumenta la tasa de flujo másico o la
temperatura de inicio del FTC y considerar que para un mayor almacenamiento de energı́a se deben seleccionar ade-
cuadamente los materiales de las paredes del cilindro y las dimensiones, ası́ como una mayor conductividad térmica
y un radio pequeño.[Dutil et al., 2010]

Jian-you [Jian-you, 2008] produjo una investigación numérica y experimental de un SAET que incluye un tubo
concéntrico triple con el canal de en medio rellenado con MCF, con un FTC caliente que fluye hacia el canal
exterior durante el proceso de carga y un FTC frı́o que fluye hacia el canal interior durante el proceso de descarga.
Para el análisis de la solidificación y derretimiento del MCF en el tubo concéntrico triple, se desarrolló un método
numérico simple relacionado con la conservación de la energı́a, llamado método de iteración de temperatura y
resistencia térmica. La comparación con las predicciones numéricas y los datos experimentales presenta una buena
relación.[Dutil et al., 2010]



Capı́tulo 3

Metodologı́a y Desarrollo

3.1. Datos

Se escogió como material de cambio de fase (MCF) a la parafina para realizar los cálculos. La parafina es una
mezcla orgánica de hidrocarburos de cadena larga, que se obtiene como un subproducto de la refinación del petróleo.
Algunas de las ventajas que tiene este material es su bajo costo, su estabilidad quı́mica en el ciclo térmico y el alto
valor de calor de fusión, entre otros. Las propiedades termofı́sicas de la parafina que se utilizaron en el trabajo de
tesis se obtuvieron de un estudio experimental que se realizó para determinar si la cera de parafina Suntech P116
cumplı́a con lo necesario para el almacenamiento de energı́a térmica. [Haji-Sheikh et al., 1982]

NOTA: Se invirtieron los valores del calor especı́fico del lı́quido por el del sólido y viceversa, debido a que a la
temperatura de fusión el calor especı́fico de un lı́quido es mayor que el del sólido a la misma temperatura.

Propiedades Termofı́sicas Magnitud Unidades

calor especı́fico del lı́quido Cl 2950 J
kg K

calor especı́fico del sólido Cs 2510 J
kg K

calor latente de fusión Lf 266 kJ/kg

conductividad térmica del lı́quido kl 0.24 W
m K

conductividad térmica del sólido ks 0.24 W
m K

densidad del lı́quido ⇢l 760 kg
m3

densidad del sólido ⇢s 818 kg
m3

temperatura de fusión Tf 317.15 K

Cuadro 3.1: Algunas propiedades termofı́sicas de la parafina.
Fuente:[Haji-Sheikh et al., 1982]
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3.2. Esquema

El siguiente esquema muestra la vista superior del Sistema de Almacenamiento Térmico (TES) donde se pueden
apreciar la fase lı́quida, la fase sólida y la interfase, junto con las variables que muestran la distancia (radios) a las
que están ubicadas cada una en el sistema.

Figura 3.1: Modelo CAD del Sistema de Almacenamiento de Energı́a Térmica (SAET)

Figura 3.2: Vista superior del sistema de almacenamiento térmico.
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3.3. Condiciones

3.3.1. Condiciones iniciales

La condición inicial representa la temperatura a la que está cada fase del sistema en el tiempo cero o tiempo
inicial. Se realizaron dos experimentos donde la temperatura en la fase lı́quida para r = r0 se representa por
T (r0, t) = TL.

3.3.2. Condiciones de frontera

La condición de frontera de primer tipo o de temperatura prescrita, ocurre cuando la temperatura es previamente
establecida en la superficie de la frontera, esto se puede representar como Tsuperficie = T0 o Tsuperficie = f(r, t),
donde T0 es la constante de temperatura prescrita y f(r, t) es la distribución de temperatura prescrita en la superficie,
en términos generales, es una función de posición y tiempo. El caso especial de temperatura cero en la frontera
Tsuperficie = 0 es llamada condición de frontera homogénea de primer tipo. En matemáticas, las condiciones de
frontera de primer tipo son llamadas condiciones de frontera de Dirichlet.[Hahn and Özisik, 2012]

Para los modelos empleados, las condiciones de frontera en la fase lı́quida son: Tl (r0, t) = Tl, Tl (⇠, t) = Tf .
Por otro lado, las condiciones de frontera en la fase sólida son: Ts (⇠, t) = Tf , T s (R, t) = Ts, donde los subı́ndices
l y s representan las fases lı́quida y sólida, respectivamente.

NOTA: Debido a la situación mundial que aconteció con el brote de pandemia del COVID-19 y con las medidas
de seguridad que el paı́s, y la institución tomaron, la investigación en el laboratorio se detuvo, por lo que solamente
se obtuvieron los datos de dos temperaturas del lado del lı́quido.

Experimento Temperatura en T (r0, t) = TL [ºC] Temperatura en T (r0, t) = TL [K]

1 70 323.15
2 80 333.15

Cuadro 3.2: Condiciones iniciales de temperatura en la frontera del lı́quido.

La temperatura de fusión (Tf ) o temperatura en la interfase siempre es la misma, sin importar su movimiento a lo
largo del tiempo, Tl (r0, t) = Tl, Tl (⇠, t) = Tf , y la temperatura del lado del sólido también se considera constante
en la posición Ts (R, t) = Ts, ya que la pared exterior está en contacto con el medio ambiente y se considera la
temperatura ambiental.
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3.4. Modelo 1: Problema de Stefan

Extender el modelo planteado en [Hernández et al., 2017] a coordenadas cilı́ndricas. Resolver la ecuación di-
ferencial unidimensional de conducción de calor en un cilindro, considerando a la parafina como un material ho-
mogéneo con cambio de fase.

Obtener el perfil de temperaturas delmodelo isobárico en estado transiente sin considerar la generación de calor
en el sistema, utilizando el método de diferencia finita con esquema implı́cito de segundo orden para la ecuación
diferencial de calor y el esquema explı́cito de orden superior para la condición de Stefan.

Para el planteamiento del problema se asumió lo siguiente:

Variables termodinámicas como la conductividad térmica, calor especı́fico y densidad en cada fase son cons-
tantes y no dependen de la temperatura.

No hay generación de calor en el sistema.

El flujo de calor es simétrico a lo largo de la sección transversal del cilindro, por lo que el problema se
considera unidimensional.

No se considera que se presente convección natural en el sistema.

No se considera transferencia de calor por convección entre el sistema y el exterior.

No hay transferencia de calor por radiación.

No se considera la formación de zona pastosa.

3.4.1. Planteamiento Matemático

La ecuación general de calor en coordenadas cilı́ndricas está dada por, [Hahn and Özisik, 2012]
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sin embargo en el modelado que se realizó se consideró un estado transiente sin generación de calor y que en
parámetros fı́sicos solamente depende de la coordenada r (problema unidimensional), por lo que la ecuación (3.1)
se reduce a la Ecuación de Disfusión, [Cengel and Ghajar, 2015]
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donde,
- difusividad térmica: ↵ = k

⇢C en
h

J
mKs

m3 kg K
Kg J

i
=

h
m2

s

i

- conductividad térmica: k en
⇥

W
m K

⇤
=

⇥
J

m K s

⇤

- densidad: ⇢ en
h

kg
m3

i

- calor efectivo: C en
h

J
kg K

i

Para resolver la ecuación diferencial parcial numérica o aproximadamente en una región definida teniendo con-
diciones iniciales especı́ficas ası́ como condiciones de frontera, la solución debe satisfacer a la ecuación diferencial
en cualquier punto dentro del dominio de interés, el cual puede contener al tiempo (t) y una variable espacial (r)
independiente. En este caso, se utilizará el método de diferencia finita, donde el dominio del problema se va a dis-
cretizar para que los valores de las variables dependientes desconocidas sean consideradas solamente en un número
finito de puntos en lugar de considerar cada uno de los puntos sobre el continuo.[Özisik et al., 2017]

Aproximando las derivadas de la ecuación (3.2):
a) Aproximación izquierda para la primera derivada temporal,
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Ti,j � Ti,j�1

�t
, " = o (�t) (3.3)

b) Aproximación centrada para la primera derivada espacial,
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(3.4)

c) Aproximación centrada para la segunda derivada espacial,
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Ti+1,j � 2Ti,j + Ti�1,j
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�
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(3.5)

donde,
Ti,j = T (ri, tj)

Ti,j�1 = T (ri, tj�1)

Ti+1,j = T (ri+1, tj)

Ti�1,j = T (ri�1, tj)

sustituyendo las aproximaciones de las ecuaciones (3.3), (3.4) y (3.5) en la ecuación (3.2),
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ordenando los términos, finalmente llegamos a la ecuación discretizada,
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considerando ocho nodos para cada medio (sólido y lı́quido) y para el tiempo, como ejemplo, el método empleado
para obtener una solución analı́tica es el implı́cito. Ejemplificando ocho nodos de forma matricial tenemos,
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Figura 3.3: Nodos básicos para el método implı́cito.
Fuente: [Nieves and Domı́nguez, 2014]
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AT = B

T = A
�1

B

donde,
- A = matriz del sistema de ecuaciones
- T = temperaturas incógnitas en el tiempo actual
- B = vector del sistema de ecuaciones que contiene las temperaturas del tiempo anterior y temperaturas en las
fronteras

El modelo también considera la ecuación de movimiento de la interfase,

⇢iLf
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= �kl
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donde,
- velocidad de la interfase: d⇠

dt en
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m
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⇤
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- calor latente de fusión: Lf en
h

J
kg

i

Aproximando las derivadas de la ecuación (3.5.1):
a) Aproximación derecha de primer orden para la primera derivada temporal,

@⇠ (r, t)

@t
=

⇠i,j+1 � ⇠i,j

�t
, " = o (�t) (3.8)

b) Aproximación izquierda de cuarto orden O(h4) para la primera derivada espacial de la temperatura del lı́quido,
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(3.9)

c) Aproximación derecha de cuarto orden O(h4) para la primera derivada espacial de la temperatura del sólido,
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donde,
⇠i,j = ⇠ (ri, tj), ⇠i,j�1 = ⇠ (ri, tj�1), Ti,j = T (ri, tj)

Ti+1,j = T (ri+1, tj) , T i+2,j = T (ri+2, tj) , T i+3,j = T (ri+3, tj) , T i+4,j = T (ri+4, tj)

Ti�1,j = T (ri�1, tj) , Ti�2,j = T (ri�2, tj) , Ti�3,j = T (ri�3, tj) , Ti�4,j = T (ri�4, tj)

sustituyendo las aproximaciones de las ecuaciones (3.8), (3.9) y (3.10) en la ecuación (3.5.1),
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ordenando los términos, finalmente llegamos a la ecuación discretizada,
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3.4.2. Estado Estacionario

Para poder obtener la ecuación del movimiento de la interfase en el estado estacionario se requiere de la ecuación
diferencial de la conducción de calor tanto para la fase lı́quida como para la fase sólida. Adicional a esto se incluyen
tres condiciones: la ecuación de movimiento de Stefan, las condiciones de frontera de Dirichlet y la temperatura
en la interfase o temperatura de fusión del material. Para el estado estacionario el término de la izquierda de la
ecuación (3.2) se iguala a cero, la temperatura queda en función de r solamente y las derivadas parciales se vuelven
ordinarias,

0 = ↵

✓
1

r

dTi (r)

dri
+

d
2
Ti (r)

dr2i

◆

0 =
1

r

dTi (r)

dri
+

d
2
Ti (r)

dr2i

(3.12)

resolviendo la ecuación anterior, obtenemos la ecuación general de los perfiles de temperatura,
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En la fase lı́quida la ecuación (3.13) queda,
TL = A ln rl +B (3.14)

y usando las condiciones de frontera correspondientes a esta fase, Tl (r0, t) = Tl, Tl (⇠, t) = Tf , obtenemos las
siguientes ecuaciones:

Tl (r0) = A ln r0 +B (3.15)

Tl (⇠) = A ln ⇠ +B (3.16)

para obtener las constante A, a la ecuación (3.15) se le resta la ecuación (3.16),
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sustituyendo la constante A en la ecuación (3.15) obtendremos la constante B,
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por último sustituimos las contantes A y B en la ecuación (3.14) para obtener el perfil de temperaturas de la fase
lı́quida,
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TL = (ln rl � ln r0 )
(Tl (r0)� Tl (⇠))

ln r0 � ln ⇠
+ Tl (r0) (3.19)

En la fase sólida la ecuación (3.13) queda,
TS = A ln rs +B (3.20)

y usando las condiciones de frontera correspondientes a esta fase, Ts (⇠, t) = Tf , T s (R, t) = Ts, obtenemos las
siguientes ecuaciones:

Ts (⇠) = A ln ⇠ +B (3.21)

Ts (R) = A ln R+B (3.22)

para obtener las constante A, a la ecuación (3.21) se le resta la ecuación (3.22),
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sustituyendo la constante A en la ecuación (3.21) obtendremos la constante B,
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por último sustituimos las contantes A y B en la ecuación (3.20) para obtener el perfil de temperaturas de la fase
sólida,
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Una vez que tenemos las ecuaciones de los perfiles de temperatura para ambas fases, las podemos sustituir en
la ecuación de Stefan en estado estacionario. Para el estado estacionario, el término de la izquierda de la ecuación
(3.5.1) se iguala a cero y las derivadas parciales se vuelven ordinarias,
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sustituyendo las ecuaciones de los perfiles de temperatura de la (3.19) y la (3.25) en la (3.26),
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derivando los términos con respecto a dr,
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cambiando las variables Ts(⇠) = Tl(⇠) por Tf , entonces
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si decimos que,
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por lo tanto, la ecuación del movimiento de la interfase en estado estacionario es,
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3.5. Modelo 2: Problema de Stefan y Conservación de la Masa

Extender el modelo planteado en [Santiago et al., 2017] a coordenadas cilı́ndricas. Resolver la ecuación diferen-
cial unidimensional de conducción de calor en un cilindro, considerando a la parafina como un material homogéneo
con cambio de fase.

Obtener el perfil de temperaturas del modelo isobárico de masa total constante en estado transiente sin con-
siderar la generación de calor en el sistema, utilizando el método de diferencia finita con esquema implı́cito de
segundo orden para la ecuación diferencial de calor, el esquema explı́cito de orden superior para la condición de
Stefan y esquema explı́cito de primer orden para la ecuación de conservación de la masa total.

Para el planteamiento del problema se asumió lo siguiente:

Variables termodinámicas como la conductividad térmica, calor especı́fico y densidad en cada fase son cons-
tantes y no dependen de la temperatura.

No hay generación de calor en el sistema.

El flujo de calor es simétrico a lo largo de la sección transversal del cilindro, por lo que el problema se
considera unidimensional.

No se considera que se presente convección natural en el sistema.

No se considera transferencia de calor por convección entre el sistema y el exterior.

No hay transferencia de calor por radiación.

No se considera la formación de zona pastosa.

3.5.1. Planteamiento Matemático

En este modelo se tomaron en cuenta los cambios de volumen en la dirección radial producidos por la diferencia
de densidades entre el lı́quido y el sólido. Independientemente de que el sólido se derrita o el lı́quido se solidifique,
en el Apéndice B se demuestra que la ecuación de movimiento de la interfase cuando R(t) es una variable dinámica
del movimiento y r0 está fija en el tiempo, es la siguiente:

⇢lLf
d⇠

dt
= �kl

@Tl

@r
| r = ⇠� + ks

@Ts

@r
| r = ⇠+

donde ⇢l es la densidad del lı́quido que aparece independientemente de la dirección en la que se mueve la interfase
como consecuencia de imponer la masa total como una constante del movimiento. Adicional a la ecuación anterior
y a la ecuación (3.2) desarrollada en el Planteamiento Matemático (3.4.1). En este modelo isobárico de masa cons-
tante está acoplado a la ecuación de la conservación de la masa total en coordenadas cilı́ndricas, i.e la ecuación de
movimiento para el radio exterior.
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La ecuación de la conservación de la masa inicia su planteamiento considerando que la masa total del MCF es
igual a la suma de las masas de la fase lı́quida y la fase sólida, mT = ml +ms. Considerando que la masa es igual
a la densidad por el volumen, entonces mT = ⇢lVl + ⇢sVs y el volumen de un cilindro es igual a la longitud o
altura del cilindro (L) por el área transversal (Al, As), entonces mT = ⇢lLAl + ⇢sLAs. De acuerdo con la figura
(3.2) podemos observar que el área transversal de la fase lı́quida se puede obtener restando el área del lı́quido (⇡⇠2)
menos el área del calentador (⇡ro2) y el área transversal de la fase sólida se obtiene de la diferencia del área del
sólido (⇡R2) menos el área del lı́quido (⇡⇠2); por lo tanto, la ecuación de la masa queda,

mT = ⇢l L
�
⇡ ⇠

2 � ⇡ r0
2
�
+ ⇢s L

�
⇡ R

2 � ⇡ ⇠
2
�

(3.29)

donde,
- Masa del lı́quido: ml en [kg]

- Masa del sólido: ms en [kg]

- Longitud: L en [m]

- Densidad lı́quido: ⇢l en
h

kg
m3

i

- Densidad sólido: ⇢s en
h

kg
m3

i

- Distancia de la interfase: ⇠ en [m]

- Radio exterior: R en [m]

Derivando la ecuación (3.29) usando la regla de la cadena (fog)0(x) = f
0(g(x))g0(x), y considerando que la

masa no cambia en el tiempo (conservación de la masa) dmT
dt = 0 =) m0 = m (t), obtenemos lo siguiente,

0 = ⇢l L

✓
2 ⇡ ⇠

d⇠

dt

◆
+ ⇢s L

✓
2 ⇡ R

dR

dt
� 2 ⇡ ⇠

d⇠

dt

◆

0 = 2 ⇡ L ⇢l

✓
⇠
d⇠

dt

◆
+ 2 ⇡ L ⇢s

✓
R
dR

dt
� ⇠

d⇠

dt

◆

Ecuación de la conservación de la masa en coordenadas cilı́ndricas,

0 = ⇢l ⇠
d⇠

dt
+ ⇢s

✓
R
dR

dt
� ⇠

d⇠

dt

◆
(3.30)

Aproximando las derivadas de la ecuación (3.30):
a) Aproximación derecha para la primera derivada de ⇠ en el tiempo,

d⇠

dt
=

⇠i,j+1 � ⇠i,j

�t
, " = o (�t) (3.31)

b) Aproximación derecha para la primera derivada de R en el tiempo,

dR

dt
=

Ri,j+1 �Ri,j

�t
, " = o (�t) (3.32)

sustituyendo las aproximaciones de las ecuaciones (3.31) y (3.32) en la ecuación (3.30).

0 = ⇢l ⇠ (tj)
d⇠

dt
| t=tj

+ ⇢s

✓
R (t)

dR

dt
| t=tj

� ⇠ (t)
d⇠

dt
| t=tj

◆

0 = ⇢l ⇠i,j
⇠i,j+1 � ⇠i,j

�t
+ ⇢s

✓
Ri,j

Ri,j+1 �Ri,j

�t
� ⇠i,j

⇠i,j+1 � ⇠i,j

�t

◆
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0 = ⇢l ⇠i,j

✓
⇠i,j+1 � ⇠i,j

�t

◆
+ ⇢s Ri,j

✓
Ri,j+1 �Ri,j

�t

◆
� ⇢s ⇠i,j

✓
⇠i,j+1 � ⇠i,j

�t

◆

multiplicando la ecuación por �t,

0 = ⇢ l ⇠i,j (⇠i,j+1 � ⇠i,j) + ⇢s Ri,j (Ri,j+1 �Ri,j)� ⇢s ⇠i,j (⇠i,j+1 � ⇠i,j)

�⇢s Ri,j (Ri,j+1 �Ri,j) = ⇠i,j (⇢l � ⇢s) (⇠i,j+1 � ⇠i,j)

(Ri,j+1 �Ri,j) =
⇠i,j

�⇢s Ri,j
(⇢l � ⇢s) (⇠i,j+1 � ⇠i,j)

Ri,j+1 = Ri,j +
⇠i,j

Ri,j

(⇢l � ⇢s)

�⇢s
(⇠i,j+1 � ⇠i,j)

simplificando, obtenemos la ecuación unidimensional discretizada de la masa de primer orden,

Ri,j+1 = Ri,j +
⇠i,j

Ri,j

✓
1� ⇢l

⇢s

◆
(⇠i,j+1 � ⇠i,j) (3.33)
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3.5.2. Estado Estacionario

Adicional a las ecuaciones de los perfiles de temperatura para la fase lı́quida (ecuación (3.19)) y para la fase
sólida (ecuación (3.25)) desarrolladas en el Estado Estacionario (3.4.2), se requiere obtener un sistema de dos ecua-
ciones no lineales con dos incógnitas. Estas variables en estado estacionario son el movimiento de la interfase (⇠) y
el movimiento del radio exterior (R).
La ecuación dimensional del movimiento de la interfase es la misma que la ecuación (3.27), solo que para este
modelo representa el movimiento de la interfase en el lı́mite o estado estacionario,

⇠lim = e

ln r0 ks(Tf�Ts(Rlim))+ln R kl (Tl(r0)�Tf)
kl (Tl(r0)�Tf)+ ks (Tf�Ts(Rlim)) (3.34)

y la segunda que se utiliza es la ecuación de la conservación de la masa en coordenadas cilı́ndricas (ecuación (3.29))
,

mT = ⇢l

�
⇡ ⇠lim

2 � ⇡ r0
2
�
L+ ⇢

s

�
⇡ Rlim

2 � ⇡ ⇠lim
2�

L

Ambas ecuaciones forman un sistema de ecuaciones algebraicas no lineales que en este caso se resolvieron mediante
el método de Newton-Raphson para obtener las dos incógnitas dimensionales (⇠lim, Rlim).



Capı́tulo 4

Procedimiento Experimental

4.1. Sistema de Almacenamiento de Energı́a Térmica (SAET)

Para comprobar la eficiencia de los modelos matemáticos, se construyó un sistema de almacenamiento térmico
(SAET) para su experimentación en el laboratorio. La configuración fı́sica de este sistema se muestra en la figura
3.2, donde el radio del calentador (r0) es de 0.635 cm, la posición inicial de la interfase (rx) es de 0.700 cm y el
radio de la pared interior (R) del SAET es de 7.65 cm con un espesor de XX cm.

El material que se utilizó para el cuerpo del cilindro es de PVC (cloruro de polivinilo) hidraúlico de 15.24 cm (6
in) de diámetro y una altura de 22.5 cm. La baja conductividad térmica del PVC (0.19 W/m K) ayuda a disminuir
la pérdida de calor a través del material.[Toolbox, 2011] Además, se pintó el cilindro con aerosol de color gris para
mostrar una apariencia más estética y presentable.

Se adecuó una base para soportar al SAET, con material de fibropanel de densidad media o MDF (Medium
Density Fibreboard), debido a su sencilla manufactura y alta absorción a selladores y laca, se recubrió con pintura
acrı́lica color verde y las uniones se recubrieron con resina epóxica marca Resistol para evitar la fuga del MCF
(figura 4.1). Esta resina se seleccionó gracias a sus caracterı́sticas como la resistencia térmica (alrededor de 70ºC) y
su alta adherencia a materiales como el PVC.

Dentro del sistema se incorporaron cinco termopares a diferentes alturas con 3.4 cm entre sı́ y un ángulo de
72º, al estar hechos de material flexible se les adecuó un soporte guı́a para su entrada al sistema. Este soporte está
compuesto por dos partes, una parte externa rı́gida adherida a la pared del sistema de aislamiento térmico y un
soporte menos rı́gido que cubre al termopar y que ingresa al sistema a través del soporte rı́gido.

Para el soporte externo rı́gido se utilizaron bastones de pino sólido de 5 cm de largo y 1.43 de diámetro, y los
soportes que envuelven al termopar son tubos largos de plástico con un diámetro de 0.44 cm, como se muestra en
la figura 4.3. Para estos cinco sensores se realizó un parametrización dentro del soporte guı́a, de modo que la punta
del sensor estuviera 1 cm fuera del soporte.
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(a)
(b)

Figura 4.1: Base del SAET. a) Base para el SAET con la pintura aplicada y b) Resina epóxica utilizada en el pegado
de la base y el cuerpo del SAET.

(a)

(b)

Figura 4.2: Ensamble de la base con el cuerpo del SAET.
a) Vista externa y b) Vista interna

(a) (b)

Figura 4.3: Soportes para guiar a los termopares dentro del SAET.
a) Soporte externo rı́gido y b) Soporte guı́a para los termopares.

También se tienen cuatro termopares más en el experimento, dos en el calentador (uno de ellos sirve para con-
trolar la temperatura del calentador), uno en la pared exterior del SAET y el último mide la temperatura del medio
ambiente en el laboratorio.
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La figura 4.4 muestra el SAET ensamblado, con los soportes rı́gidos, los soportes guı́as, los termopares colocados
a diferentes alturas y el calentador situado en el centro del cilindro.

(a) (b)

Figura 4.4: Sistema de almacenamiento de energı́a térmica (SAET) en su versión final.
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4.1.1. Hardware

Para la medición del perfil de temperaturas del material de cambio de fase dentro del SAET, se utilizaron 5
sensores que se colocaron en las posiciones mostradas en la figura 4.5. Para el funcionamiento de los termopares se
utilizó hardware especializado y software para mostrar las mediciones obtenidas en forma de datos fáciles de leer.

Figura 4.5: Posición de los termopares en el SAET

La siguiente figura muestra el sistema donde aparecen las partes principales del hardware.

Figura 4.6: Montaje del experimento.
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1. Calentador metálico. Se utilizo un calentador electrico de alta potencia para fluı́dos en contenedores. Se
colocó en el centro del SAET, detenido por un soporte universal para desmontarlo fácilmente si ası́ se requiere.
Está inmerso en el MCF (parafina) donde suministra un flujo de energı́a homogéneo, este flujo se mide en forma de
temperatura en las cinco coordenadas antes mencionadas. La temperatura del calentador será constante; pero al ser
sólo una resistencia con conexión, se requiere de un sistema de lazo cerrado con controlador PID que mantenga la
temperatura buscada. Con ese sistema se busca medir la temperatura del calentador y calcular el error entre el valor
deseado y el valor obtenido, esto se corrige al pasar por el controlador. El diagrama representativo de la aplicación
de control de temperatura se muestra en la figura (4.7).

(a) (b)

Figura 4.7: a) Calentador metálico con termopares y b) Calentador sostenido por el soporte universal para ingresar
en el SAET relleno de parafina como MCF.

2. Termopares. Para la medición de la temperatura en los diversos puntos de control se utilizaron termopares.
El efecto de los termopares se basa en el descubrimiento de Seebeek en 1821, quien encontró que la circulación de
una corriente en un circuito cerrado formado por dos metales diferentes cuyas uniones (unión de medida o caliente
y unión de referencia o frı́a) se mantienen a distinta temperatura.[Creus, 2010] Entonces un termopar consiste en la
conversión de energı́a térmica en energı́a eléctrica. Fuente:[Omega, 2020] La energı́a eléctrica resultante es función
de la diferencia de temperatura; por lo tanto, puede utilizarse como un instrumento de medición.[Pollock, 1991]

Los termopares que se utilizaron son tipo K, de Nı́quel-Cromo (cromel) / Nı́quel-Aluminio (alumel). Se utilizan
para temperaturas entre -40 ºC y 1,100 ºC. [Creus, 2010]

(a) (b)

Figura 4.8: a) Termopares tipo K y b) Diagrama de funcionamiento de un termopar.
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3. Controlador Hanyoung NX9-00. El controlador Hanyoung modelo NX9-00 sirve para controlar procesos de
temperatura. Tiene diversas opciones de configuracion para adecuarse a cualquier sistema de control de temperatura.
El modelo NX permite controlar actuadores por medio de PID, y tiene una amplia variedad de sensores con los que
puede trabajar, entre ellos el termopar tipo K.

Figura 4.9: Sistema térmico donde están el controlador, el calentador y el termopar.

4. Báscula Torrey serie L-PCR.

5. Chasis de SCXI-1000 de National Instruments. El NI SCXI-1000 es un chasis durable, bajo en ruido para
los módulos SCXI, que se pueden emplear para toda la planeación, iniciación, y enrutamiento de las señales entre
diferentes módulos y los módulos SCXI. Este cuenta con cuatro espacios para insertar diferentes módulos SCXI-
13XX. [Instruments, 2020]. Dentro del chasis se encuentran los siguientes dispositivos:

a. Módulo amplificador SCXI-1102. Módulo de Entrada de Voltaje para SCXI, 32 Canales, ±10 V, Filtro 2
Hz—El SCXI-1102 está diseñado para acondicionamiento de señales de termopares, milivoltios, voltios y corriente.
Tiene un sensor de compensación de extremos frı́os para medición de temperatura y varios rangos de ganancia con
un filtro de frecuencia de corte de 2 Hz. Todos los canales están conectados a un solo canal de un dispositivo DAQ
de control, lo que aumenta la cantidad de canales del sistema DAQ. [Instruments, 2006]

b. Bloque terminal SCXI-1303. Es un dispositivo blindado con terminales de tornillo que se conecta a los
módulos SCXI-1102/B/C y SCXI-1100. Tiene un termistor de alta precisión con un sensor de temperatura de unión
frı́a y un plano de cobre isotérmico para minimizar los gradientes de temperatura a través de las terminales de tornillo
cuando se realizan las mediciones con los termopares. [Instruments, 2000]

c. Tarjeta de adquisición de datos PCI-6251. Ofrece E/S analógicas, E/S digitales correlacionadas, dos con-
tadores/temporizadores de 32 bits y disparos analógicos y digitales. El dispositivo ofrece capacidades DAQ confia-
bles para aplicaciones simples en la automatización de laboratorios, investigación, verificación/prueba de diseños y
pruebas de manufactura. Puede agregar la capacidad de medidas de alto voltaje y de sensores a su dispositivo con
módulos de acondicionamiento de señales SCC o SCXI. [Instruments, 2016]
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4.1.2. Software

1. LabView: NI LabVIEW2017. La interfase se hizo en el programa LabView, principalmente por dos razones:
1) por utilizar una tarjeta de adquisición de datos de National Instruments y 2) por ser un ambiente de programación
simple e intuitivo.

En la figura (4.10) se muestran dos formas de ver los datos, una es a través de la imagen del SAET donde se
aprecia el valor en tiempo real de cada sensor que involucra el sistema y la segunda forma es con la gráfica, donde
se incluye el historial completo de los valores registrados por cada sensor. Otras de las funciones que se pueden
apreciar es la selección del tiempo para que los sensores registren los datos entre muestra y muestra (delta tiempo) y
un cuadro de texto donde se escribe el nombre del archivo que guardará los datos que se generen en el experimento.

Figura 4.10: Interfase del software NI LabVIEW2017.
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2. Matlab. Versión MatLab R2019a (abreviatura de MATrix LABoratory, ((laboratorio de matrices))) es un sis-
tema de cómputo numérico que ofrece un entorno de desarrollo integrado (IDE) con un lenguaje de programación
propio (lenguaje M). Esta es la herramienta con la que se desarrollaron los modelos numéricos y con la cual se
realizaron las simulaciones matemáticas.

Figura 4.11: Diagrama de bloques del proceso de cálculos de MatLab.
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Discusión y Resultados

Para obtener los perfiles de temperatura del modelo isobárico en coordenadas cilı́ndricas (figuras (4.1a) y (4.9a))
se utilizó el método de diferencias finitas con esquema implı́cito de segundo orden para la ecuación discretizada
de calor en coordenadas cilı́ndricas (3.6) y el esquema explı́cito de orden superior para la ecuación discretizada de
movimiento de la interfase (3.11), utilizando las condiciones de frontera de Dirichlet.

Los datos que se utilizaron para los cálculos son los presentados en la tabla (5.1) cuando se utilizó la temperatura
del calentador en 70ºC y los de la tabla (5.2) cuando la temperatura del calentador fue de 80 ºC. La diferencia de
tiempos se debe a los tiempos utilizados en los experimentos correspondientes.

Parámetros utilizados Magnitud Unidades

radio del calentador r0 0.00635 m

posición de la interfase inicial ⇠0 0.007 m

altura del cilindro L 0.225 m

tiempo máximo tmax 15,000 s

tiempo máximo en estado estacionario tmax 150,000 s

�t 1/3 s

nodos en fase lı́quida nl 50
nodos en fase sólida ns 100

Cuadro 5.1: Datos utilizados en los cálculos de la parafina con T (r0, t) = 70oC.

Lo mismo se realizó con el modelo isobárico de masa total constante. En este caso se utilizó la ecuación dis-
cretizada de calor en coordenadas cilı́ndricas (3.6), la ecuación discretizada de movimiento de la interfase (3.11), y
la ecuación discretizada de conservación de masa total, mediante el método de diferencias finitas con un esquema
implı́cito, cuando el sistema está sujeto a condiciones de frontera isotérmicas (Dirichlet). Podemos observar los
perfiles de temperatura en los sensores en las figuras (4.1b) y (4.9b) utilizando este modelo.

En las gráficas (5.3) y (5.11) se muestra el comportamiento experimental de la temperatura de cada uno de los
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Parámetros utilizados Magnitud Unidades

radio del calentador r0 0.00635 m

posición de la interfase inicial ⇠0 0.007 m

altura del cilindro L 0.225 m

tiempo máximo tmax 16,000 s

tiempo máximo en estado estacionario tmax 160,000 s

�t 1/3 s

nodos en fase lı́quida nl 50
nodos en fase sólida ns 100

Cuadro 5.2: Datos utilizados en los cálculos de la parafina con T (r0, t) = 80oC.

sensores a las temperaturas del calentador correspondientes. El Apéndice A muestra el procedimiento que se usó
para la realización de los experimentos.

Las figuras (5.4) y (5.12), incluyen los dos modelos usados en este trabajo y los datos experimentales. Podemos
observar la comparación de temperaturas en cada uno de los sensores, en los internos del SAET, los colocados en
la pared del calentador, fuera del SAET y el que mide la temperatura ambiente. El sensor de la pared muestra va-
riaciones de temperatura debido a que durante el tiempo de duración del experimento la temperatura del laboratorio
aumenta, además no habı́a control sobre las condiciones de temperatura en el laboratorio.

Las figuras (5.5), (5.6), (5.7), (5.13), (5.14) y (5.15) muestran un mejor comportamiento de la temperatura
en cada uno de los sensores que están dentro del SAET. En todas estas gráficas se puede apreciar que la curva
más cercana a los datos experimentales es la que pertenece al modelo isobárico de masa constante. Dentro del
acercamiento mostrado se puede observar una diferencia entre ambos modelos.

En el sensor 1 se puede apreciar que hay una diferencia de la temperatura a 70 ºC y a 80 ºC en cuanto a compor-
tamiento. Mientras que a 70 ºC la curva experimental está por debajo de ambas curvas modeladas matemáticamente,
la curva a los 80 ºC del calentador logra sobrepasarlas en un tiempo poco superior a los 11 mil segundos. En los
demás sensores los datos experimentales están por encima de las predicciones; sin embargo, el comportamiento es
muy similar en los tres casos.

Se necesita un parámetro de comparación para saber si las soluciones numéricas son correctas, para ello se
obtuvo la ecuación de movimiento de la interfase en el estado estacionario (ecuación (3.28)). Esta ecuación nos
permite conocer el lı́mite al cual debe aproximarse la interfase lı́quido-sólido cuando modificamos alguno de los
parámetros mencionados en las tablas (3.1), (3.2), (5.1) o (5.2).

Las figuras (5.7a) y (5.15a) muestran la evolución en el tiempo de la interfase y que corresponde a cada tempera-
tura evaluada. La posición inicial de la interfase que se usó para obtener las soluciones numéricas, es la misma que
se usó experimentalmente. En las figuras (5.7b) y (5.15b) se puede observar que para tiempos grandes las soluciones
numéricas tienden asintóticamente al estado estacionario. La pequeña diferencia que muestran ambos comporta-
mientos del movimiento de la interfase se debe a la similitud de las densidades en la fase sólida y lı́quida de la
parafina, como se muestra en las figuras (5.8) y (5.16).
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En cuanto al modelo de transición isobárica de masa total constante, que considera los efectos volumétricos
debido a la diferencia de densidades entre lı́quido y sólido, se compararon las soluciones numéricas para tiempos
largos con la posición de la interfase y el radio exterior mostrados en la ecuación (3.34) y (3.29) respectivamente.
Estas ecuaciones predicen el lı́mite asintótico para la interfase y el radio exterior cuando modificamos alguno de los
parámetros mencionados en las tablas (3.1), (3.2), (5.1) o (5.2). Las figuras (5.8a) y (5.16a) muestran la dinámica
del radio exterior para las dos temperaturas del calentador, consideradas en este trabajo. Ambas figuras muestran
como las soluciones numéricas se aproximan asintóticamente al estado estacionario.

Para encontrar la posición de la interfase lı́quido-sólido y el radio exterior en el estado estacionario, se utilizó el
método de Newton-Rhapson para resolver las ecuaciones (3.29) y (3.34).

La siguiente gráfica y tabla muestran el error relativo del movimiento de la interfase que surge de la comparativa
de los modelos isobárico e isobárico con masa total constante, los cuales se resolvieron por el método de diferencia
finita con esquema implı́cito de segundo orden para la ecuación de calor, esquema explı́cito de orden superior para
la ecuación de movimiento de la interfase y esquema explı́cito de primer orden para la ecuación de conservación de
la masa total. Estos errores corresponden a las gráficas (5.8a) y (5.8b) a la temperatura de 70 ºC y para las gráficas
(5.16a) y (5.16b) a la temperatura de 80 ºC.

ER =

✓
Modelo Isobárico con Masa Total Constante�Modelo Isobárico

Modelo Isobárico con Masa Total Constante

◆
x100

Figura 5.1: Gráfica del error relativo del movimiento de la interfase en ambas temperaturas.
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Tiempo [s] Error relativo [%] Error relativo [%]
@70oC @80oC

1 0.0110 0.0154
2 0.0111 0.0158
3 0.0110 0.0159
4 0.0108 0.0158
5 0.0106 0.0157
6 0.0105 0.0155
7 0.0103 0.0153
8 0.0102 0.0151
9 0.0101 0.0149
10 0.0099 0.0147
20 0.0092 0.0135
30 0.0088 0.0129
40 0.0085 0.0125
50 0.0083 0.0122
60 0.0081 0.0119
70 0.0079 0.0117
80 0.0078 0.0116
90 0.0077 0.0114
100 0.0076 0.0113
200 0.0074 0.0108
300 0.0076 0.0108
400 0.0079 0.0110
500 0.0082 0.0113
600 0.0084 0.0116
700 0.0087 0.0119
800 0.0089 0.0122
900 0.0092 0.0125
1000 0.0094 0.0128
2000 0.0111 0.0151
3000 0.0123 0.0168
4000 0.0131 0.0181
5000 0.0139 0.0192
6000 0.0144 0.0202
7000 0.0149 0.0210
8000 0.0153 0.0217
9000 0.0157 0.0223
10000 0.0159 0.0228
11000 0.0161 0.0232
12000 0.0162 0.0235
13000 0.0162 0.0237
14000 0.0162 0.0238
15000 0.0162 0.0239
16000 0.0161 0.0239

Cuadro 5.3: Error relativo del movimiento de la interfase en ambas temperaturas.
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5.1. Resultados a 70 ºC

Perfiles de temperatura

(a) (b)

Figura 5.2: Gráficas del cambio de las temperaturas en los sensores con T (r0, t) = 70oC.
a) Modelo isobárico. Ecs. (3.6) y (3.14) y b) Modelo isobárico de masa total constante. Ecs. (3.6), (3.14) y (3.33)

Figura 5.3: Gráfica del cambio de las temperaturas en los sensores con T (r0, t) = 70oC.
Datos experimentales.
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Figura 5.4: Gráfica del cambio de las temperaturas en los sensores con T (r0, t) = 70oC.
Comparativa entre los resultados de los dos modelos usados en este trabajo y los resultados de la experimentación.
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(a) (b)

Figura 5.5: Gráficas del cambio de las temperaturas en los sensores con T (r0, t) = 70oC.
a) Sensor 1 y b) Sensor 2

(a) (b)

Figura 5.6: Gráficas del cambio de las temperaturas en los sensores con T (r0, t) = 70oC.
a) Sensor 3 y b) Sensor 4

Figura 5.7: Gráfica del cambio de las temperaturas en los sensores con T (r0, t) = 70oC.
Sensor 5
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Movimiento de la interfase

(a)
(b)

Figura 5.8: Gráficas del movimiento de la interfase con T (r0, t) = 70oC.
a) En un tiempo de 15,000 segundos y b) En un tiempo de 150,000 segundos donde se muestra el estado estacionario.

(a) (b)

Figura 5.9: Gráficas del movimiento del radio exterior para el modelo isobárico de masa total constante con
T (r0, t) = 70oC.
a) En un tiempo de 15,000 segundos y b) En un tiempo de 150,000 segundos donde se muestra el estado estacionario.
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5.2. Resultados a 80 ºC

Perfiles de temperatura

(a) (b)

Figura 5.10: Gráficas del cambio de las temperaturas en los sensores con T (r0, t) = 80oC.
a) Modelo isobárico. Ecs. (3.6) y (3.14) y b) Modelo isobárico de masa total constante. Ecs. (3.6), (3.14) y (3.33)

Figura 5.11: Gráfica del cambio de las temperaturas en los sensores con T (r0, t) = 80oC.
Datos experimentales.
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Figura 5.12: Gráfica del cambio de las temperaturas en los sensores con T (r0, t) = 80oC.
Comparativa entre los resultados de los dos modelos usados en este trabajo y los resultados de la experimentación.
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(a) (b)

Figura 5.13: Gráficas del cambio de las temperaturas en los sensores con T (r0, t) = 80oC.
a) Sensor 1 y b) Sensor 2

(a) (b)

Figura 5.14: Gráficas del cambio de las temperaturas en los sensores con T (r0, t) = 80oC.
a) Sensor 3 y b) Sensor 4

Figura 5.15: Gráfica del cambio de las temperaturas en los sensores con T (r0, t) = 80oC.
Sensor 5
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Movimiento de la interfase

(a) (b)

Figura 5.16: Gráficas del movimiento de la interfase con T (r0, t) = 80oC.
a) En un tiempo de 16,000 segundos y b) En un tiempo de 160,000 segundos donde se muestra el estado estacionario.

(a) (b)

Figura 5.17: Gráficas del movimiento del radio exterior para el modelo isobárico de masa total constante con
T (r0, t) = 80oC. a) En un tiempo de 16,000 segundos y b) En un tiempo de 160,000 segundos donde se mues-
tra el estado estacionario.



Capı́tulo 6

Conclusiones

6.1. Conclusiones

Se extendieron los modelos matemáticos del problema de Stefan planteado en coordenadas cartesianas por
[Hernández et al., 2017] y el modelo del problema de Stefan considerando un sistema con masa constante en
coordenadas cartesianas por [Santiago et al., 2017] a coordenadas cilı́ndricas. El propósito de ambos es predecir
el comportamiento del movimiento de la interfase lı́quido-sólido de un material de cambio de fase (MCF) al igual
que el perfil de temperatura. Los resultados numéricos se obtuvieron mediante el método de diferencias finitas con
esquema implı́cito. Los datos que se utilizaron para estos modelos fueron obtenidos de un artı́culo debido a que
la parafina que se adquirió para realizar los experimentos es genérica y falta información sobre las propiedades
termofı́sicas.

Para validar experimentalmente estos modelos se construyó un Sistema de almacenamiento de energı́a térmica
(SAET) cilı́ndrico utilizando parafina como MCF. A este SAET se le colocaron diversos termopares para medir el
cambio de temperatura en cada punto con respecto a un tiempo determinado.

Con la ayuda del Dr. Enrique Chong y su equipo de trabajo de la carrera de Ingenierı́a Mecatrónica, se obtuvieron
las temperaturas que registraban los sensores y el seguimiento del experimento mediante una interfaz gráfica que
mostraba la información en tiempo real. Se realizaron experimentos con la temperatura del calentador a 70 y 80 ºC.

Para medir el comportamiento de la interfase se requiere diferente instrumentación.

Los resultados experimentales se compararon con las soluciones numéricas de los modelos usados en este tra-
bajo. Ambos modelos reportan diferencias significativas en comparación con los datos experimentales. A pesar de
que el modelo isobárico que incluye los efectos volumétricos al considerar densidades distintas en ambas fases, se
acerca más a los resultados experimentales. La diferencia relativa sigue siendo significativa. Existen varios aspectos
que son causa de estas diferencias:
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1. Falta información sobre propiedades termodinámicas de la parafina. Se asumieron iguales a las reportadas por
otros autores, a pesar de que es muy sabido el alto error experimental en la medición de estas variables, principal-
mente la conductividad térmica.

2. Falta de control en las condiciones experimentales, principalmente la temperatura del calentador y la tempe-
ratura ambiente. La variación de la temperatura ambiente no se tomó en cuenta en las condiciones de frontera de
ambos modelos a través de condiciones de Dirichlet no homogéneas.

3. La expansión de la parafina debido a la diferencia de densidades entre la fase lı́quida y sólida no se lleva a
cabo radialmente durante el experimento. Es muy importante considerar que la expansión es a lo largo del eje de
simetrı́a axial y es necesario proponer una ecuación de movimiento que conserve la masa total del sistema tomando
en cuenta la expansión en la dirección longitudinal.

4. Efectos de zona pastosa durante la carga del MCF. La zona pastosa es una mezcla sólido-lı́quido que se
encuentra en un rango de temperatura, el cual corresponde a un rango de valores donde el material experimenta la
transición de fase. Estos efectos son muy difı́ciles de tomar en cuenta con métodos de frontera móvil y para ello es
necesario elaborar un modelo de entalpı́a poroso que considere la conservación de la masa total.

5. Convección natural que de acuerdo con algunos autores, es un mecanismo de transferencia de calor predomi-
nante en sistemas con tamaños mayores a 10 mm.

6. Efectos de expansión térmica pueden alterar significativamente los resultados numéricos ya que los gradientes
de temperatura, es decir, la diferencia de temperatura entre el calentador y el ambiente supera los 40 grados Celsius.

6.2. Investigación Futura

1. Realizar más experimentación considerando otras temperaturas del calentador para tener más información
sobre el comportamiento de la parafina y probablemente sales hidratadas.

2. Medir experimentalmente las propiedades termodinámicas principalmente del calor latente, la temperatura de
fusión, y los calores especı́ficos o usar los datos experimentales para encontrar estas variables termodinámicas
a través del planteamiento del problema inverso.

3. Extender el modelo de masa total constante a método de entalpı́a porosa para incluir efectos de transferencia
de calor por convección natural y el fenómeno de zona pastosa, que es una región de mezcla lı́quido-sólido en
saturación.
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Apéndice A

Procedimiento para la realización de
experimentos.

1. Al ingresar al laboratorio hacer una inspección de las conecciones tanto del equipo de cómputo como del
SAET y el controlador.

2. Encender el chasis de National Instruments SCXI-1000.

3. Encender la computadora.

4. Abrir el software: NI LabVIEW2017.

5. En la ventana de recent files, seleccionar: LecturaTempScxiV2.vi.

6. En la interfase de la pantalla:
a. Asignar el tiempo de muestreo de las temperaturas.
b. Nombrar el archivo que guardará la información del experimento.
c. Correr la aplicación.

7. Asignar la temperatura en el controlador del calentador.

8. Conectar el calentador al controlador.

9. Estar al pendiente del experimento el tiempo que se requiera.

10. Detener la aplicación.

11. Buscar el archivo que se generó en la carpeta de Documentos y guardarla en una USB.

12. Cerrar la aplicación, apagar la computadora.

13. Apagar el chasis de National Instruments.

14. Desconectar el calentador y el controlador.
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Apéndice B

Deducción de la Condición de Stefan con
conservación de la masa total

Considerando a dr0
dt = 0 como frontera fija. donde,

Figura B.1: Diagrama del Sistema de Almacenamiento de Energı́a Térmica (SAET).

- S = fase sólida del material de cambio de fase
- L = fase lı́quida del material de cambio de fase
- r0 = radio exterior del calentador
- ⇠ = interfase lı́quido-solido
- R = radio del SAET
- L = altura del SAET
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B.1. Derretirse (masa del lı́quido)

ml0 = ⇢l V l0 = ⇢l Al0 L = ⇢l L
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flujo de calor del lado del lı́quido
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@Tl

@r
| r =⇠ + ks A

@Ts

@r
| r =⇠ (B.2)

donde A = 2 ⇡ L ⇠ = área transversal del cilindro
igualando las ecuaciones (B.1) y (B.2),

Lf ⇢l L ⇡ 2 ⇠
d⇠

dt
= �kl A

@Tl

@r
| r =⇠ + ks A

@Ts

@r
| r =⇠

sustituyendo las áreas A = 2 ⇡ L ⇠,

Lf ⇢l L ⇡ 2 ⇠
d⇠

dt
= �kl 2 ⇡ L ⇠

@Tl

@r
| r =⇠ + ks 2 ⇡ L ⇠

@Ts

@r
| r =⇠

eliminando los términos comunes obtenemos la condición de Stefan utilizando la densidad del lı́quido,

Lf ⇢l
d⇠

dt
= �kl

@Tl

@r
| r =⇠ + ks

@Ts

@r
| r =⇠ (B.3)
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B.2. Derretirse (masa del sólido)

ms0 = ⇢s V s0 = ⇢s As0 L = ⇢s L
�
⇡R

2 (t)� ⇡⇠
2 (t)

�

ms = ⇢s Vs = ⇢s As L = ⇢s L
�
⇡R

2 (t+�t)� ⇡⇠
2 (t+�t)

�

ms0 > ms la masa inicial del sólido es mayor a la masa final del sólido

�ms = ⇢s L
�
⇡R

2 (t)� ⇡⇠
2 (t)� ⇡R

2 (t+�t)� ⇡⇠
2 (t+�t)

�

�ms = ⇢s L ⇡
�
R

2 (t)� ⇠
2 (t)�R

2 (t+�t) + ⇠
2 (t+�t)

�

masa del sólido que se perdió en el tiempo �t

calor empleado para derretir cierta cantidad de sólido en el tiempo por lo tanto, el sólido disminuye,

�Q = �Lf �mS =) �Q

�t
= �Lf

�ms

�t

�Q

�t
= �Lf ⇢s L ⇡

�
R

2 (t)� ⇠
2 (t)�R

2 (t+�t) + ⇠
2 (t+�t)

�

�t
; limite cuando �t ! 0

dQ

dt
= �Lf ⇢s L ⇡

✓
2R

dR

dt
� 2⇠

d⇠

dt

◆
(B.4)

flujo de calor del lado del lı́quido

dQl

dt
= �kl A

@Tl

@r
| r =⇠

flujo de calor del lado del sólido

dQs

dt
= �ks A

@Ts

@r
| r =⇠

como se derrite entonces dQl

dt >
dQs

dt , por lo tanto,

dQ

dt
= �kl A

@Tl

@r
| r =⇠ + ks A

@Ts

@r
| r =⇠ (B.5)

donde A = 2 ⇡ L ⇠ = área transversal del cilindro
igualando las ecuaciones (B.4) y (B.5),

�Lf ⇢s L ⇡

✓
2R

dR

dt
� 2⇠

d⇠

dt

◆
= �kl A

@Tl

@r
| r =⇠ + ks A

@Ts

@r
| r =⇠

sustituyendo las áreas, A = 2 ⇡ L ⇠,

�Lf ⇢s L ⇡

✓
2R

dR

dt
� 2⇠

d⇠

dt

◆
= �kl 2 ⇡ L ⇠

@Tl

@r
| r =⇠ + ks 2 ⇡ L ⇠

@Ts

@r
| r =⇠

�2 Lf ⇢s L ⇡

✓
R
dR

dt
� ⇠

d⇠

dt

◆
= �kl 2 ⇡ L ⇠

@Tl

@r
| r =⇠ + ks 2 ⇡ L ⇠

@Ts

@r
| r =⇠

�2 Lf ⇢s L ⇡ R
dR

dt
+ 2 Lf ⇢s L ⇡ ⇠

d⇠

dt
= �kl 2 ⇡ L ⇠

@Tl

@r
| r =⇠ + ks 2 ⇡ L ⇠

@Ts

@r
| r =⇠
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dividiendo ambos términos de la ecuación entre 2 ⇡ L ⇠,

�Lf ⇢s
R

⇠

dR

dt
+ Lf ⇢s

d⇠

dt
= �kl

@Tl

@r
| r =⇠ + ks

@Ts

@r
| r =⇠ (B.6)

ecuación de la masa total del sistema con coordenadas cilı́ndricas,

mT = ⇢l L
�
⇡⇠

2 � ⇡r0
2
�
+ ⇢s L

�
⇡R

2 � ⇡⇠
2�

como dr0
dt = 0,

mT = ⇢l L ⇡ ⇠
2 + ⇢s L

�
⇡R

2 � ⇡⇠
2�

dmT

dt
= ⇢l L ⇡ 2 ⇠

d⇠

dt
+ ⇢s L ⇡

✓
2R

dR

dt
� 2⇠

d⇠

dt

◆

dmT

dt
= ⇢l L ⇡ 2 ⇠

d⇠

dt
+ 2 R ⇢s L ⇡

dR

dt
� 2 ⇠ ⇢s L ⇡

d⇠

dt

despejando dR
dt ,

2 R ⇢s L ⇡
dR

dt
= 2 ⇠ ⇢s L ⇡

d⇠

dt
� 2 ⇢l L ⇡ ⇠

d⇠

dt

dR

dt
=

2 ⇠ ⇢s L ⇡

2 R ⇢s L ⇡

d⇠

dt
� 2 ⇢l L ⇡ ⇠

2 R ⇢s L ⇡

d⇠

dt

dR

dt
=

⇠

R

d⇠

dt
� ⇢l

⇢s

⇠

R

d⇠

dt

dR

dt
=

⇠

R

d⇠

dt

✓
1� ⇢l

⇢s

◆
(B.7)

sustituyendo la ecuación (B.7) en (B.6),

�Lf ⇢s
R

⇠

⇠

R

d⇠

dt

✓
1� ⇢l

⇢s

◆
+ Lf ⇢s

d⇠

dt
= �kl

@Tl

@r
| r =⇠ + ks

@Ts

@r
| r =⇠

�Lf ⇢s
d⇠

dt

✓
1� ⇢l

⇢s

◆
+ Lf ⇢s

d⇠

dt
= �kl

@Tl

@r
| r =⇠ + ks

@Ts

@r
| r =⇠

�Lf ⇢s
d⇠

dt
+

⇢l

⇢s
Lf ⇢s

d⇠

dt
+ Lf ⇢s

d⇠

dt
= �kl

@Tl

@r
| r =⇠ + ks

@Ts

@r
| r =⇠

obtenemos la condición de Stefan utilizando la densidad del lı́quido,

Lf ⇢l
d⇠

dt
= �kl

@Tl

@r
| r =⇠ + ks

@Ts

@r
| r =⇠ (B.8)
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B.3. Solidificarse (masa del lı́quido)

ml0 = ⇢l V l0 = ⇢l Al0 L = ⇢l L
�
⇡⇠

2 (t)� ⇡r0
2
�

ml = ⇢l Vl = ⇢l Al L = ⇢l L
�
⇡⇠

2 (t+�t)� ⇡r0
2
�

ml0 > ml la masa inicial del lı́quido es mayor a la masa final del lı́quido,

�ml = ⇢l L
�
⇡⇠

2 (t)� ⇡r0
2 �

�
⇡⇠

2 (t+�t)� ⇡r0
2
��

como r0 = 0 por ser la frontera fija,

�ml = ⇢l L ⇡
�
⇠
2 (t)� ⇠

2 (t+�t)
�

masa del lı́quido que se perdió en el tiempo �t

calor empleado para formar cierta cantidad de sólido en el tiempo �t, por lo tanto, el lı́quido disminuye,

�Q = �Lf �ml =)
�Q

�t
= �Lf

�ml

�t

�Q

�t
= �Lf ⇢l L ⇡

�
⇠
2 (t)� ⇠

2 (t+�t)
�

�t
; limite cuando �t ! 0

dQ

dt
= �Lf ⇢l L ⇡ 2 ⇠

d⇠

dt
(B.9)

flujo de calor del lado del lı́quido

dQl

dt
= �kl A

@Tl

@r
| r =⇠

flujo de calor del lado del sólido

dQs

dt
= �ks A

@Ts

@r
| r =⇠

como se solidifica entonces dQs

dt >
dQl

dt , por lo tanto,

dQ

dt
= �ks A

@Tl

@r
| r =⇠ + kl A

@Ts

@r
| r =⇠ (B.10)

donde A = 2 ⇡ L ⇠ = área transversal del cilindro
igualando las ecuaciones (B.9) y (B.10),

�Lf ⇢l L ⇡ 2 ⇠
d⇠

dt
= �ks A

@Tl

@r
| r =⇠ + kl A

@Ts

@r
| r =⇠

sustituyendo las áreas A = 2 ⇡ L ⇠,

�Lf ⇢l L ⇡ 2 ⇠
d⇠

dt
= �ks 2 ⇡ L ⇠

@Tl

@r
| r =⇠ + kl 2 ⇡ L ⇠

@Ts

@r
| r =⇠

eliminando los términos comunes obtenemos,

�Lf ⇢l
d⇠

dt
= �ks

@Tl

@r
| r =⇠ + kl

@Ts

@r
| r =⇠

multiplicando ambos términos por menos uno obtenemos la condición de Stefan utilizando la densidad del lı́quido,

Lf ⇢l
d⇠

dt
= �kl

@Tl

@r
| r =⇠ + ks

@Ts

@r
| r =⇠ (B.11)
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B.4. Solidificarse (masa del sólido)

ms0 = ⇢s V s0 = ⇢s As0 L = ⇢s L
�
⇡R

2 (t)� ⇡⇠
2 (t)

�

ms = ⇢s Vs = ⇢s As L = ⇢s L
�
⇡R

2 (t+�t)� ⇡⇠
2 (t+�t)

�

ms > ms0 la masa final del sólido es mayor a la masa inicial del sólido,

�ms = ⇢s L
�
⇡R

2 (t+�t)� ⇡⇠
2 (t+�t)�

�
⇡R

2 (t)� ⇡⇠
2 (t)

��

�ms = ⇢s L ⇡
�
R

2 (t+�t)� ⇠
2 (t+�t)�R

2 (t) + ⇠
2 (t)

�

masa del sólido que se formó en el tiempo �t

calor empleado para formar cierta cantidad de sólido en el tiempo por lo tanto, el sólido aumenta,

�Q = Lf �mS =) �Q

�t
= Lf

�ms

�t

�Q

�t
= Lf ⇢s L ⇡

�
R

2 (t+�t)� ⇠
2 (t+�t)�R

2 (t) + ⇠
2 (t)

�

�t
; limite cuando �t ! 0

dQ

dt
= Lf ⇢s L ⇡

✓
2R

dR

dt
� 2⇠

d⇠

dt

◆
(B.12)

flujo de calor del lado del lı́quido

dQl

dt
= �kl A

@Tl

@r
| r =⇠

flujo de calor del lado del sólido

dQs

dt
= �ks A

@Ts

@r
| r =⇠

como se solidifica entonces dQs

dt >
dQl

dt , por lo tanto,

dQ

dt
= �ks A

@Tl

@r
| r =⇠ + kl A

@Ts

@r
| r =⇠ (B.13)

donde A = 2 ⇡ L ⇠ = área transversal del cilindro
igualando las ecuaciones (B.12) y (B.13),

Lf ⇢s L ⇡

✓
2R

dR

dt
� 2⇠

d⇠

dt

◆
= �ks A

@Tl

@r
| r =⇠ + kl A

@Ts

@r
| r =⇠

sustituyendo las áreas, A = 2 ⇡ L ⇠,

Lf ⇢s L ⇡

✓
2R

dR

dt
� 2⇠

d⇠

dt

◆
= �ks 2 ⇡ L ⇠

@Tl

@r
| r =⇠ + kl 2 ⇡ L ⇠

@Ts

@r
| r =⇠

2 Lf ⇢s L ⇡

✓
R
dR

dt
� ⇠

d⇠

dt

◆
= �ks 2 ⇡ L ⇠

@Tl

@r
| r =⇠ + kl 2 ⇡ L ⇠

@Ts

@r
| r =⇠

2 Lf ⇢s L ⇡ R
dR

dt
� 2 Lf ⇢s L ⇡ ⇠

d⇠

dt
= �ks 2 ⇡ L ⇠

@Tl

@r
| r =⇠ + kl 2 ⇡ L ⇠

@Ts

@r
| r =⇠
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dividiendo ambos términos de la ecuación entre 2 ⇡ L ⇠,

Lf ⇢s
R

⇠

dR

dt
� Lf ⇢s

d⇠

dt
= �ks

@Tl

@r
| r =⇠ + kl

@Ts

@r
| r =⇠ (B.14)

ecuación de la masa total del sistema con coordenadas cilı́ndricas,

mT = ⇢l L
�
⇡⇠

2 � ⇡r0
2
�
+ ⇢s L

�
⇡R

2 � ⇡⇠
2�

como dr0
dt = 0,

mT = ⇢l L ⇡ ⇠
2 + ⇢s L

�
⇡R

2 � ⇡⇠
2�

dmT

dt
= ⇢l L ⇡ 2 ⇠

d⇠

dt
+ ⇢s L ⇡

✓
2R

dR

dt
� 2⇠

d⇠

dt

◆

dmT

dt
= ⇢l L ⇡ 2 ⇠

d⇠

dt
+ 2 R ⇢s L ⇡

dR

dt
� 2 ⇠ ⇢s L ⇡

d⇠

dt

despejando dR
dt ,

2 R ⇢s L ⇡
dR

dt
= 2 ⇠ ⇢s L ⇡

d⇠

dt
� 2 ⇢l L ⇡ ⇠

d⇠

dt

dR

dt
=

2 ⇠ ⇢s L ⇡

2 R ⇢s L ⇡

d⇠

dt
� 2 ⇢l L ⇡ ⇠

2 R ⇢s L ⇡

d⇠

dt

dR

dt
=

⇠

R

d⇠

dt
� ⇢l

⇢s

⇠

R

d⇠

dt

dR

dt
=

⇠

R

d⇠

dt

✓
1� ⇢l

⇢s

◆
(B.15)

sustituyendo la ecuación (B.15) en (B.14),

Lf ⇢s
R

⇠

⇠

R

d⇠

dt

✓
1� ⇢l

⇢s

◆
� Lf ⇢s

d⇠

dt
= �ks

@Tl

@r
| r =⇠ + kl

@Ts

@r
| r =⇠

Lf ⇢s
d⇠

dt

✓
1� ⇢l

⇢s

◆
� Lf ⇢s

d⇠

dt
= �ks

@Tl

@r
| r =⇠ + kl

@Ts

@r
| r =⇠

Lf ⇢s
d⇠

dt
� ⇢l

⇢s
Lf ⇢s

d⇠

dt
� Lf ⇢s

d⇠

dt
= �ks

@Tl

@r
| r =⇠ + kl

@Ts

@r
| r =⇠

simplificando términos obtenemos,

�Lf ⇢l
d⇠

dt
= �ks

@Tl

@r
| r =⇠ + kl

@Ts

@r
| r =⇠

multiplicando ambos términos por menos uno obtenemos la condición de Stefan utilizando la densidad del lı́quido,

Lf ⇢l
d⇠

dt
= �kl

@Tl

@r
| r =⇠ + ks

@Ts

@r
| r =⇠ (B.16)
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B.5. Conclusiones de la demostración

Se demostró mediante las cuatro formas considerando como frontera fija a r0, que la densidad que se utiliza
en la ecuación de movimiento de la interfase es la densidad del lı́quido, expresada en las ecuaciones (B.3), (B.8),
(B.11) y (B.16), la cual es la misma ecuación:

Lf ⇢l
d⇠

dt
= �kl

@Tl

@r
| r =⇠ + ks

@Ts

@r
| r =⇠

Masa del Lı́quido Masa del Sólido

Derretir

aumenta laml disminuye lams

ml > ml0 ms0 > ms

�Q
�t = Lf

�ms
�t

�Q
�t = �Lf

�ms
�t

dQl

dt >
dQs

dt
dQl

dt >
dQs

dt

Solidificar

disminuye laml aumenta lams

ml0 > ml ms > ms0

�Q
�t = �Lf

�ms
�t

�Q
�t = Lf

�ms
�t

dQs

dt >
dQl

dt
dQs

dt >
dQl

dt

Cuadro B.1: Tabla comparativa de los comportamientos de la masa del lı́quido y del sólido.
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