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Implementacion en Swift de elementos tetraedro, hexaedro, placa y
cascaron.

por

Roberto David Garcia Granda

Resumen

El presente trabajo se ha desarrollado para la implementacion de elementos
finitos mediante el lenguaje Swift de Apple, este lenguaje se basa en programacién
orientada a objetos POO, en el programa Xplore. Los elementos finitos a implementar
seran tres: elementos solidos tetraedro y hexaedro con la formulaciéon de energia
potencial, e implementacion de un elemento laminar con formulacion de Hellinger-
Reissner para analisis de placas y cascarones. La formulacion de los elementos que se
implementa fue desarrollada por (Gallegos Sergio, 2008), se usa la forma matricial de
cada elemento para implementarlos en Xplore, se valida cada elemento con pruebas
de parcela y ejemplos practicos.
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Capitulo 1
Introduccion

La capacidad de procesamiento de informacion ha crecido desde que Intel
lanzaba al mundo el primer microprocesador en 1971 con un espacio de memoria de
hasta 640 bytes, actualmente esas caracteristicas son superadas enormemente y
mejoradas constantemente, ahora los equipos son accesibles a millones de usuarios
que afno a afio renuevan sus equipos para tener las mejores caracteristicas disponibles
en el mercado.

En Ingenieria Civil existen cdédigos de disefio para los diferentes elementos
estructurales, estos codigos simplifican el analisis de los problemas, pero son guias
para el disefio o revision de elementos, con la capacidad actual de procesamiento de
informacién de los dispositivos electronicos es factible el analisis de elementos
estructurales mediante elementos finitos en una forma rapida y en la que se podran
apreciar diferentes esfuerzos de forma grafica que en muchos casos son ignorados por
ser valores muy pequenos en comparacion a las fuerzas actuantes en los elementos,
pero que si generan efectos en los elementos como fisuras.

El modelamiento de elementos estructurales mediante elementos finitos se usa
actualmente para evitar grandes costos en la construccion de modelos a escala de los
proyectos, adicionalmente se pueden modelar diversos fendmenos en investigaciones
sin la necesidad de invertir grandes cantidades de dinero en la elaboracién de modelos
fisicos, y asi de una manera eficiente resolver los problemas y generar las bases para
el disefio de varios proyectos.

El desarrollo de materiales compuestos por varias ramas de la ingenieria en los
afios recientes, y su aplicacion en estructuras, hacen que el disefio mediante
elementos finitos sea una herramienta indispensable para el disefio de estructuras
seguras y adecuadas para su uso.

En el mercado tenemos diversas plataformas, la que domina es Windows, y en la
que ya se cuenta con numerosas aplicaciones de analisis mediante elementos finitos.
En macOS de Apple hay un niumero mas reducido de aplicaciones y en el sistema iOS
de los aparatos moéviles es inexistente, a pesar de tener un numero creciente de
usuarios que disponen de productos provenientes de Apple.

Apple revoluciond la tecnologia personal con el lanzamiento del Macintosh en 1984.
Hoy, Apple cuenta con varios productos como son: iPhone, el iPad, el Mac, Apple Watch y
Apple TV. Las aplicaciones desarrolladas en el lenguaje de Swift son compatibles para
ser usadas en computadoras portatiles Mac, en tabletas electrénicas o hasta en
dispositivos celulares como el iPhone, lo que permite que las aplicaciones
desarrolladas puedan ser utilizadas tanto en computadoras de escritorio como en
dispositivos mdviles.

Apple ha anunciado los resultados financieros del cuarto trimestre fiscal 2017, cerrado
el 30 de septiembre de 2017. En la Tabla 1, se puede ver que las unidades vendidas



entre iPad y Mac superan ya los 15 millones para el cuarto trimestre fiscal del 2017, se
incrementaron un 9,92% en comparacion con las unidades vendidas el afio pasado durante
el mismo trimestre. La presencia mundial del Apple se incrementa en un mercado
dominado principalmente por Microsoft. Apple ha tenido que hacer mejoras sustanciales al
sistema y a la forma intuitiva en la que los usuarios se comunican con el sistema para ser
un sistema competitivo y atractivo a los usuarios.

Tabla 1. Resumen de Datos - Q4 2017 Apple Inc.[1]

Q4 2017 Q3 2017 Q4 2016
Resumen de
Productos Unidades Ingresos Unidades Ingresos Unidades  Ingresos
iPhone 46,677 $28,846 41,026 $24,846 45,513 $28,160
iPad 10,326 4,831 11,424 4,969 9,267 4,255
Mac 5,386 7,170 4,292 5,592 4,886 5,739
Servicios 8,501 7,266 6,325
Otros 3,231 2,735 2,373
Productos
Total Apple $52,579 $45,408 $46,852

1.1 Objetivo General

El objetivo de este trabajo es la implementacion de elementos finitos mediante el
lenguaje Swift de Apple, en el programa Xplore [ 2 ]. Los elementos finitos a
implementar seran tres: elementos solidos tetraedro y hexaedro, e implementacién de
un elemento laminar para analisis de placas y cascarones.

1.2 Objetivos Especificos

Del objetivo general, se derivan los siguientes objetivos especificos de este
trabajo:

* Adecuado pre procesamiento y post procesamiento de informacion de
forma grafica mediante GID [ 4 ] de los elementos a ser implementados.

* Implementacién de un elemento sélido tetraedro, lineal con cuatro nodos,
con la formulacion de Energia Potencial.

* Implementacion de un elemento solido hexaedro, lineal con ocho nodos,
con la formulacion de Energia Potencial.

* Implementacién de un elemento laminar que se comporte como placa y
como un cascaroén plano, lineal con 4 nodos, con formulacion de Hellinger-
Reissner.



* Resolucién de problemas de parcelas para comprobar la resolucion
adecuada de los problemas.

* Resolucion de ejemplos practicos en donde se usen elementos solidos y de
superficie.

1.3 Justificacion

Para el analisis de estructuras mediante elementos finitos es necesario tener una
aplicacion que permita modelar los problemas, en esta tesis se empleara Xplore, que
es un programa desarrollado por el Dr. Sergio Gallegos en lenguaje Swift bajo el
paradigma de objetos. El programa cuenta inicialmente con elementos barra y marco
unicamente. Como el programa esta orientado a objetos se deberan crear las clases
correspondientes a los nuevos elementos que se implementaran aqui.

La programacion orientada a objetos permite que facilmente los nuevos
investigadores puedan interactuar con los objetos existentes y crear nuevos objetos
para modelar nuevas caracteristicas.

Este desarrollo es util para poder realizar simulacion de elementos finitos en las
plataformas méviles de Apple, lo cual puede abrir una serie de nuevas aplicaciones,
basadas en simulacion.

1.4 Estructura del documento

Esta tesis se encuentra estructurada de la siguiente manera, en el capitulo 1 se
presenta la introduccion al documento, en donde se encuentra el objetivo del presente
documento, también se encuentra el marco tedrico, se muestra de forma esquematica
el funcionamiento de Xplore, basado en la programacion orientada a objetos, se finaliza
con la metodologia para implementar un elemento a Xplore.

En los capitulos 2, 3, y 4 se inicia con la presentacion de la formulacién empleada
en cada elemento, forma fuerte, forma débil y forma matricial, la implementacién de
cada elemento en Xplore, y su correspondiente validacion. En el capitulo 2 se
presentan los solidos de la forma tetraédrica y los hexaedros, el capitulo 3 corresponde
a placas, y el capitulo 4 a cascarones como laminas planas.

En el capitulo 5 se presentan las conclusiones de cada elemento.

1.5 Marco Teoérico

A continuacion, se presentara el marco teorico el cual constara de tres secciones
generales, en primer lugar, se hara una breve introduccién al lenguaje Swift.
Posteriormente se analizara el funcionamiento del programa de elementos finitos
Xplore y finalmente se describira como agregar un elemento a Xplore.



1.5.1 Swift

Swift es un lenguaje de programacion intuitivo creado por Apple para crear
aplicaciones para iOS, Mac, Apple TV y Apple Watch. Esta disefiado para dar a los
desarrolladores mas libertad que nunca, es facil de usar y de cddigo abierto. [ 3 ] Fue
presentado en el WWDC 2014 en San Francisco.

Swift es un lenguaje orientado a objetos (POO), esta basado en una jerarquia de
clases y las instancias de esas clases son los objetos.

Los objetos son entidades que combinan un estado (es decir, datos) y un
comportamiento (esto es, procedimientos o meétodos). Estos objetos se comunican
entre ellos para realizar tareas. [ 5 ]

1.5.2 Xplore

Xplore [ 2 ] es un programa desarrollado por el Dr. Sergio Gallegos en el 2016
escrito en lenguaje de Swift, que se basa en una programacion orientada a objetos. Los
objetos son instancias de una clase. La clase principal es Xplore, la cual se basa en 3
métodos principales:

e translator
* solve
e writer

En la Fig. 1 se puede ver un mapa que representa la estructura principal de
Xplore. El usuario utiliza el pre procesador GID [ 4 ], para representar graficamente un
problema estructural, este programa se encarga de generar un archivo con toda la
informacién introducida por el usuario. El objeto Translator de Xplore, traduce el archivo
generado por GID al descriptor del problema ProblemDescriptor. Si el problema fue
correctamente modelado en GID, la aplicacion continuara con la solucién, en caso
contrario nuestro analisis ha finalizado. La sub clase GidXploreTranslator de Translator
se encarga de traducir la informacion generada en GID. Una ves que se tiene un
descriptor el método solve de Xplore se encarga de generar el objeto AlgebraicModel,
que transforma el problema en un sistema de ecuaciones lineales. Para este fin emplea
un modelo computacional que es el objeto FemModel. El resultado de resolver las
ecuaciones sera obtener los desplazamientos, esfuerzos y deformaciones que se
almacenan en el descriptor. Finalmente, Xplore utiliza el objeto Writer para generar un
archivo alfanumérico con la informacion del descriptor conteniendo la solucion. Este
archivo es leido por el post procesador y puede ser procesado graficamente para que
el usuario lo interprete.



User - GID File

Translator Xplore ProblemDescriptor

AlgebraicModel Solve Xplore ProblemDescriptor

[ ComputacionalModel J— O FemModel

G
ProblemDescriptor Xplore >\ Writer FT

GD  User

Fig. 1. Xplore

El objeto ProblemDescriptor que se muestra en la Fig. 2, es la clase mas
importante dentro de Xplore. Su objetivo es representar toda la informacion que define
un problema de ingenieria, incluyendo datos y la solucidn mediante tres objetos:
MeshDescriptor, ControlDescriptor y una lista de objetos StepControl. En la descripcion
de la malla, MeshDescriptor emplea cuatro propiedades, los nodos que forman la
geometria del problema, las incidencias de los elementos, las propiedades del material,
y la descripcion de los sistema de referencia. En la descripcién de los mecanismos de
solucién, ControlDescriptor almacena informacion referente al tipo de analisis que se
realiza, el esquema de la solucion y los parametros de la solucidn. Finalmente, cada
StepDescriptor encapsula la descripcion de las restricciones al movimiento, de las
cargas y se la solucion misma.

__— MeshDescriptor
ProblemDescriptor ControlDescriptor

——{ [StepDescriptor]

Nodes

Element incidences
MeshDescriptor |

Material properties

Reference systems

Analysis type
ControlDescriptor ) Solution scheme
Solution parameters
ConstraintDescriptor
StepDescriptor ) LoadDescriptor

SolutionDescriptor

Fig. 2. Descriptor del Problema (ProblemDescriptor)
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Fig. 3. Modelo Algebraico (AlgebraicModel)

En la Fig. 3, se muestra el modelo algebraico AlgebraicModel, cuyo objetivo es
crear el sistema de ecuaciones Kd = f que representa al problema en turno. La
estructura particular del sistema algebraico depende del esquema seleccionado, por
ejemplo, ProfileSolver es una sub clase que encapsula este procedimiento para el
método de perfil.

Para la formulacién de las ecuaciones el modelo algebraico usa un modelo
computacional que se basa en Elementos Finitos (FemModel) ver Fig. 3, este objeto
sera el encargado de crear los elementos finitos que se hayan definido en la malla,
para ello utiliza la clase FemElement. En la Fig. 4 se observa como los diferentes tipos
de elementos finitos seran subclases de esta clase inicial

Stiffness matrix

External load vector

FemElement
Update variables
//‘ '\\ Internal force vector
( i
| i
' Frame | 9 Shell 0 Sohd

J

Fig. 4. Elementos (FemEIement)

Cada elemento debe sobrescribir los siguientes métodos de FemModel:

Stiffness Matrix
External Load Vector
Update Variables
Internal forcé Vector



1.5.3 Creacion de nuevos elementos en la clase FemElement

Esta seccion tiene como objetivo principal la creacion de nuevos elementos dentro
de la aplicacion por lo que es necesario conocer como se los crearan y cuales son los
métodos que se deben sobrescribir para el correcto funcionamiento

En la Fig. 4, se muestra la clase FemElement que es la clase madre de todos los
elementos. Los elementos que se agregaran en este trabajo son subclases de esta.
Los elementos con los que cuenta Xplore antes de empezar nuestro trabajo son:

e LinearPEBar (Bar)
* LinearHWFrame (Frame)

Los elementos que se crearan en el esta tesis son:

* linearPETetrasolid (tetraedro sdlido)
* linearPEHexaSolid (hexaedro sélido)
¢ linearHRQuadShell (placa y cascarén)

Los métodos que se deben sobrescribir de la clase FemElement son los
siguientes:

1.5.3.1 Stiffness Matrix

Se creara una matriz cuadrada, cuyos elementos son la matriz de rigidez de cada
uno de los elementos definidos en la malla. Se calcula la rigidez en coordenadas
locales de cada elemento para luego transformarlas en coordenadas globales, el
ensamblaje se realizara segun los arreglos de destino correspondientes.

Formato Swift: override func stiffnessMatrix() -> SquareMatrix?

1.5.3.2 Update Variables

El modelo algebraico se encarga de calcular los incrementos de desplazamiento y
se los ha almacenado en el vector (incrementalDisplacement), para luego en este
método calcular las deformaciones y los esfuerzos correspondientes en cada uno de
los puntos de muestreo, los puntos de muestreo pueden ser diferentes para el calculo
de las fuerzas internas que los necesarios para presentar en resultados. Los puntos de
muestreo necesarios para resultados en cada elementos seran los puntos de
superconvergencia.

El resultado de este método sera verdadero o falso, los resultados de la
deformacién y de los esfuerzos de cada paso se almacenan en la descripcion del
problema.



Adicional se calculan los esfuerzos de Von Mises y esfuerzos cortantes para lo
que se usara un objeto StressTensor, el cual necesita para ser inicializado con los seis
esfuerzos.

Formato Swift: override func updateVariablesWith(_ incrementalDisplacement:
Vector) -> Bool

1.5.3.3 Internal Force

La solucion de nuestro problema se determina cuando el problema se encuentre
en equilibrio, para el calculo del vector de las fuerzas internas se usara los esfuerzos
almacenados en la historia en los puntos de muestreo para las fuerzas internas.

Formato Swift: override func internalForce() -> Vector?

1.5.3.4 Load Vector

Las cargas externas pueden asignarse en los nodos de cada elemento pero eso
no es nada practico, por lo tanto cuando la carga en el elemento se aplica en la
superficie o en el volumen debe transformarse a un vector que represente la carga
asignada. En este método se debe tener en cuenta los sistemas de referencia de la
carga y luego crear un vector de cargas en un sistema global.

Formato Swift: override func loadVectorFor(_ elementLoad: ElementLoad) ->
Vector?



Capitulo 2
2.1 Solidos

La formulacién de los elementos se basa en (Gallegos Sergio, 2008) y se
encuentra en el libro Anadlisis de sdlidos y estructural, mediante el método de elementos
finitos, capitulo 8, teoria de elasticidad en 3-D, para el presente documento se
presenta un resumen de la formulacion de los elementos solidos. [ 7 ]

2.1.1 Forma fuerte

Forma fuerte del problema de elasticidad estatica para deformaciones
infinitesimales. Variables independientes: x

Encontrar el desplazamiento u, la deformacion € y el esfuerzo o, tal que si X =
T & = Luy o = Dg, las siguientes ecuaciones se tienen que satisfacer:

a. Conservacion del momemtum lineal o ecuaciones de equilibrio:

L'eo+b=0 Vxev (1)
b. Condiciones de frontera esenciales o de Dirichlet:

u=g VxE€ES, (2)
c. Condiciones de frontera naturales o de Neumann (Férmula de Cauchy):

t" = T,o Vx€ES; 3)
Donde:

D = matriz constitutiva.

t™ = tracciones externas, vector unitario a la superficie en el punto de aplicacion
de la traccion.

b = las fuerzas de cuerpo.
V = volumen.
S = Superficie.

L = matriz de operadores diferenciales.

2.1.2 Forma débil

Forma débil del problema de elasticidad estatica para deformaciones
infinitesimales en (4). Variables independientes: x



Encontrar el desplazamiento u € U, la deformacion €y el esfuerzo o, tal que si
v € V, £ = 2T, e =Lu,0 = D¢, 8¢ = Lv, la siguiente ecuacion se tiene que satisfacer:

4
f(SeTadV = f vTt"dS + fvadV )
14 St v
v = vector de funciones de desplazamiento virtual

2.1.3 Forma matricial

En forma matricial, las ecuaciones de equilibrio se pueden escribir como:
Ku=f (5)
K = fBTDBdV

%4

BTDe%av — fBTDO'OdV
14

f= j NThav + JNTt"dS + f
14 S v

Donde:

K = Matrix de rigidez del elemento

u = vector de desplazamientos nodales

f =fuerzas

B = matriz deformacion-desplazamiento

D = matriz constitutiva

t™ = tracciones externas

N = matriz de funciones de interpolacion

2.2 Tetraedro lineal de cuatro nodos

En la Fig. 5, se muestra el elemento tetraedro, las variables naturales se definen
enelrango 00=<r,s,t<1.0

Fig. 5. Elemento tetraédrico lineal de 4 nodos
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Con la forma matricial para los sélidos 2.1.3, se expresa la forma especifica para
nuestro elemento de cuatro nodos.

Las coordenadas y los desplazamientos se interpolan:

N = matriz de funciones de

x=Nx
u=Nu

interpolacion

u = vector de desplazamientos nodales

En donde:
=
N
N =1-r-s-t,
u,
— 172 —
u = _ N X =
Uy
u,

La matriz B deformacién — desplazamiento queda definida como (14), y la matriz B

9
=

N,=r, N,=s, N,=t

X

_2 uxi xl
f3 ui = uyi s xl = y i
X4 L_tzi Zl

correspondiente a cada nodo (15):

B=LN=[BI B, B, B4J

oN, 0 0
ox
0 N, 0
ay
o o M
0z
0 dN, ON,
0z ay
aN, 0 oN,
0z 0x
dN, ON, 0
ay dax

(10)

(11)
(12)
(13)

(14)

(15)

11



El jacobiano se puede expresar como:

e 1o

gr gr gr }_Cz _')_Cl yz _)_’1 E2 _Zl

x dy 0dz - - - - -

J=| — = — |=| X,-X - -3

ds ds ds _3 _l ijg )_)l _3 _l

ax o ay oz Xg=X Ya= V1 L—%

ot dt ot
El determinante del jacobiano j puede expresarse mediante:

j=detd =(%,-%)(5:-5)(%-7)+(% -7)(% -3)(% - %) an

+(22 _21)()_53 _)_Cl)(yﬁl —yl)—(@ —)?1)(?3 _yl)(22 _21)
—(y4—}_71)(23—21)()_62—)7])—(54—21)(3_63—)_61)(y2—)_?1)
El volumen se puede calcular a partir del volumen en el espacio natural mediante:

j (18)
v=jv'=2
6

La matriz constitutiva del material D, es la siguiente:

(19)

[ a+2u A A0 0 0|
A+20 A0 0 0
A+2u 0 0 O
u 0 0
Sim u 0

M.

La relacién entre las constantes elasticas esta dada por [ 6 ]:

L VE _E (20)
C(1+v)1-2v) “ 2(1+v)

Donde:

E = modulo de elasticidad.

vV = coeficiente de Poisson

2.2.1 Métodos sobrescritos

Se muestra cada uno de los métodos que se sobrescriben descritos en 1.5.3, es
importante conocer la siguiente informacion que define este elemento:
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* Nodos: 4
* Puntos de muestreo para fuerzas internas: 1
* Puntos de muestreo para resultados: 1

* Etiquetas deformacion: [¢,,, €, €., V,y» Vyor V]

* Etiquetas esfuerzo: [0, 0, 0., O

xx? yy?

0, 0.0 o

xy? yx° vonMisses > max Shear ]

2.2.1.1 Método stiffnessMatrix

El resultado de este método es la matriz de rigidez del elemento (6), lo primero
que debemos calcular es la matriz B deformacion-desplazamiento del elemento (14).

Para obtener la matriz B calculamos el jacobiano (16), luego se calcula su inversa
con un método matricial o puede hacérselo de forma exacta, teniendo el mismo
resultado. Con la inversa del jacobiano formamos la matriz B (14). El determinante del
jacobiano (17), nos permite calcular el volumen (18), para esto se creo un método
interno jacobianAndBMatrix.

La matriz constitutiva que corresponde a los sélidos (19), las propiedades del
material son definidas por el usuario. Remplazamos los valores obtenidos en la
ecuacion (6), que da como resultado (21), esta es una matriz cuadrada de [12x12].

1 21
=BTDB% 1)

[12x6] = [6x6][6x12]

K

[12x12]

2.2.1.2 Meétodo externalLoad

En este método se transforma la carga externa a un vector que asigna la carga
ingresada por el usuario a los correspondientes nodos del elemento.

En la ecuacion (7), los dos primeros términos representan el vector de fuerzas
externas equivalentes nodales, el primero corresponde a fuerzas de cuerpo en el
volumen y el segundo a tracciones externas sobre la parte S; de la frontera (3).

Para sélidos la carga en el volumen puede ser constante, y en la superficie se
puede asignar constante o con un incremento lineal. En LoadDescriptor ver Fig. 2, se
almacena la carga del elemento y los parametros correspondientes.

Las fuerzas de cuerpo o fuerzas por unidad de volumen se calcula con:

1 (22)
fio = Nrbé

Para las tracciones, lo primero que se realiza es encontrar cual de las cuatro
caras esta aplicada la carga. Con la identificacion de la carga se crea un arreglo que
contiene las incidencias de la cara reordenadas, cada cara tiene su arreglo de destino

13



correspondiente. Los lados son numerados por el nodo opuesto de la cara en contra
reloj. Con las incidencias de la cara se crea un sistema de referencia local de la cara.

Tabla 2. Numeracion de las caras, tetraedro

Cara del Nodos
elemento
1 2 4 3
2 3 4 1
3 4 2 1
4 1 2 3

La carga en la superficie puede tener un sistema de referencia Global o un
sistema de referencia normal, para el segundo caso se necesita definir un sistema de
referencia adicional, es requisito para este sistema que su eje "x" se pueda proyectar
en la superficie de la carga.

Se calcula las coordenadas locales de los nodos en donde la carga es aplicada.
El determinante del jacobiano se evalua de la geometria en el sistema auxiliar
mediante:
C (= =\ ) ([~ <\ < 23
J =(x1_xs)(yz_Y3)_(x2_x3)()’1_y3) (23)
Se calcula la traccion global que le corresponde a la cara en cada nodo.

Si el sistema de referencia es global, se rotan las tracciones al sistema local de la
cara, en el caso que el sistema sea normal, esos componentes ya estan en el sistema

local. Los componentes ¢, son los componentes nodales de los vectores de traccion en
el sistema coordenado auxiliar. El vector de tracciones en el sistema local es el
siguiente:

| , | (24)
t,+0.5¢t, +0.5¢,

fo = 11—2 0.5¢ +1, +0.5¢,
0.5t,+0.5t, +1,

Se transforma (24) al sistema global, con los arreglos de destino se ubica en las
posiciones correspondientes las fuerzas externas, quedando un vector de 12
elementos.

2.21.3 Método updateVariables

El modelo algebraico Fig. 3, ha calculado los incrementos de desplazamiento
“‘incrementalDisplacement”.

Se calcula nuevamente la matriz constitutiva y la matriz B deformacion-
desplazamiento como se lo detallo en 2.2.1.1. Asi podemos calcular el incremento de
deformacién con la siguiente ecuacion:

14



incrg[éxl] = Dig,12) inch[IZ] (25)

u = incrementos de desplazamiento - “incrementalDisplacement”

Se calcula los esfuerzos principales:
(26)
utilizando la clase

0[6] = [6x6]in€r8[6]
Con los esfuerzos principales se calcula los o
StressTensor.

(o}

vonMisses ° max Shear ?

Se actualiza la historia y los resultados, con la suma del valor inicial mas el
incremento calculado, para la historia se utiliza los puntos de muestreo para fuerzas
internas.

2.2.1.4 Método internalForce

El vector de fuerza interna (27), utiliza el método jacobianAndBMatrix descrito en
2.2.1.1. para inicializar los términos necesarios y los esfuerzos principales se los llama
de la historia para el punto correspondiente, estos estan almacenados en el descriptor
del problema, y se los calculo en 2.2.1.3.

j) (27)

. T T
internalForce, =B 0V =B, 4 O (g

2.3 Hexaedro lineal de ocho nodos

Espacio
natural

y Espacio Real

Fig. 6. Elemento hexaédrico trilineal de ocho nodos

Las variables naturales se definen en el rango -1.<§,n,C <1.

Las coordenadas (28) y los componentes del desplazamiento (29) se interpolan en
forma isoparamétrica:

x=Nx (28)
u=Ni (29)

15



La matriz de las funciones de interpolacion:

N=[ N, N, N, N, N, N, N, N, (30)
N, 0 0
N=| 0 N, 0
0 0 N,
Las funciones de Interpolacion:
1 (31)
N, =2 (1-E8)(1-n.n)(1-£.8) a=1..8
Las matriz de derivadas naturales de las funciones de interpolacion:
[ 32
oN, (32)
o5
ON, | 9N,
9 o on
N,
o
Jacobiano:
(33)

8 8 8
Ji3a3 = 3_x=23Nafa 8_y=2%ya a_z=2%2a

ax 8 aN“)_c dy iaNa_ 9z SNON, _

N, son las funciones de interpolacion (31), x,, y,, z,son las coordenadas nodales
correspondientes, que definen el elemento en el plano cartesiano.

El diferencial de volumen se transforma mediante un cambio de variables y
mediante j:

dV =jd§ dndg (34)
Donde: j = determinante del jacobiano.

La matriz deformacion-desplazamiento B, se forma con las derivadas cartesianas
(36).

16



(35)
B..,=| B B B, B, B B, B, Bg]
oN, 0 0
ox
0 oN, 0
dy
0 0 oN,
B _ 0z
a[6x3] 0 a Na a Na
0z ay
N, N,
0z dx
N, oN, |
dy 0x

Las derivadas cartesianas (36) se obtienen multiplicando el inverso del jacobiano (33)
por las derivadas naturales (32).

a

0x d

ON, _ 9N, (36)

2.3.1 Métodos sobrescritos

Se muestra cada uno de los métodos que se sobrescriben descritos en 1.5.3, es
importante conocer la siguiente informacion que define este elemento:

* Nodos: 8
* Puntos de muestreo para fuerzas internas: 8
* Puntos de muestreo para resultados: 1

* Etiquetas deformacion: [, €, €., 7.,» Vyos Vs:]

* Etiquetas esfuerzo: [o_, O,y O, O, Oy, Oy O iicees O siear |

2.3.1.1 Meétodo stiffnessMatrix

Se calcula la matriz de rigidez del elemento, primero obtenemos la matriz
constitutiva del material (19), y la matriz deformacion-desplazamiento (35). Calculamos
la matriz del jacobiano (33) y luego su determinante.

La matriz de rigidez de este elemento puede evaluarse:
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(37)

Kisioosy = [B'DBAV = [ [ B' .. B! ]D : |dV =B"DB j dEdnd&
\%4 Vv

El diferencial de volumen como se lo definié en (34). En el caso general en el que
el elemento se distorsiona en el espacio real, el integrando sera una expresion racional,
por lo que la integral se realiza en forma numérica utilizando una cuadratura Gaussiana
[ 8 ]. Se necesitara una regla de 2x2x2 puntos para integracion completa y una regla de
un punto para integracién reducida [ 7 ].

2.3.1.2 Meétodo externalLoad

La ecuacion (38) define el vector de fuerzas externas, el calculo de las fuerzas
externas del hexaedro es similar a 2.2.1.2, aqui se tomaran los puntos adicionales. En
el segundo termino j dr ds es el diferencial de superficie, debe evaluarse en el lado del
elemento sobre el que se aplique la traccidn. Las variables naturales r, s definen las
interpolaciones N sobre la cara. En la Tabla 3 esta la numeracion de los nodos que
corresponden a cada cara del elemento.

externalForce=jijTbj d§dnd§+ijTt j drds

-1 -1-1 -1 -1

(38)

Donde:

j = determinante del jacobiano, sobre la cara que se aplica la traccion.
t = tracciones externas.

b = fuerzas de cuerpo.

Tabla 3. Numeracion de las caras, hexaedro

Cara del Nodos

elemento
1 1234
2 156 2
3 2673
4 3784
5 1485
6 5876

La fuerza de traccion en las caras se calcula en coordenadas locales y al finalizar
el método se las transforma a coordenadas globales.
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2.3.1.3 Método updateVariables

Se calculan los incrementos de la deformacién (25) y los incrementos de esfuerzo
(26), la matriz B esfuerzo-deformacion para el calculo de la deformacién es la
correspondiente al hexaedro (35), esta matriz se calcula para las fuerzas internas y otra
para los resultados, debido a que los puntos de muestreo para fuerzas internas son
diferentes a los puntos de muestreo para resultados.

Con los esfuerzos principales se calcula los o,,,,,..... O utilizando la clase

StressTensor, en cada punto de muestreo, estos esfuerzos se los almacena en
resultados.

max Shear ?

Se actualiza la historia y los resultados, con la suma del valor inicial mas el
incremento calculado, para la historia se utiliza los puntos de muestreo para fuerzas
internas 2.3.1.

2.3.1.4 Método internalForce

Para el célculo del vector de fuerzas internas se utiliza una regla de integracion de
dos puntos en cada direccion. [ 8]

internalForce,,,, = B'0V = B,, ,0,,,) d§ dn d& (39)
O = esfuerzos principales
j = determinante del jacobiano.

2.4 Validacioén
2.4.1 Pruebas de la parcela[9]

Parcela de elementos sélidos. Dimensiones exteriores: cubo unitario. Propiedad
del material: modulo de elasticidad =1.0 x 10”6, coeficiente de Poisson = 0.25.

1

15

%]

a1

z
13
z 14 :
a6
Y x y

Fig. 7. Parcela de elementos Sdélidos
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Los nodos de la Tabla 4, marcados con

“ox

u=10"(2x+y+z)/2
v=107(x+2y+z)/2
w=107(x+y+2z)/2
Tabla 4. Coordenadas nodales de la parcela de sélidos

(40)

Nodo (x y z
1* 0 1 1
2 0,165 0,745 0,702
3 0,273 0,75 0,23
4 0,788 0,693 0,644
5 0,32 0,186 0,643
6 * 0 0 1
7 * 1 1 1
8 * 0 1 0
9 0,677 0,305 0,683
10 0,249 0,342 0,192
11 0,85 0,649 0,263
12 0,826 0,288 0,288
13 * 1 1 0
14 * 0 0 0
15 * 1 0 1
16 * 1 0 0
Tabla 5. Comparacién Desplazamientos, solucion teérica versus Xplore
Result Displacement "StaticAnalysis" 1 L. -
Solucién Tedrica
Nodos Vector OnNodes GID
U v w u (10A-3) v (10A-3) w (104-3)
1| 1,0000E-03| 1,5000E-03 1,5000E-03 - - -
2| 8,8850E-04| 1,1785E-03 1,1570E-03| §8,8850E-01| 1,1785E+00| 1,1570E+00
3| 7,6300E-04| 1,0015E-03 7,4150E-04| 7,6300E-01| 1,0015E+00| 7,4150E-01
4| 1,4565E-03| 1,4090E-03 1,3845E-03| 1,4565E+00| 1,4090E+00| 1,3845E+00
5| 7,3450E-04| 6,6750E-04 8,9600E-04| 7,3450E-01| 6,6750E-01| 8,9600E-01
6| 5,0000E-04| 5,0000E-04 1,0000E-03 - - -
7| 2,0000E-03| 2,0000E-03 2,0000E-03 - - -
8| 5,0000E-04| 1,0000E-03 5,0000E-04 - - -
9] 1,1710E-03| 9,8500E-04 1,1740E-03| 1,1710E+00 9,8500E-01| 1,1740E+00
10| 5,1600E-04| 5,6250E-04 4,8750E-04 5,1600E-01 5,6250E-01 4,8750E-01
11( 1,3060E-03| 1,2055E-03 1,0125E-03| 1,3060E+00| 1,2055E+00| 1,0125E+00
12| 1,1140E-03| 8,4500E-04 8,4500E-04| 1,1140E+00 8,4500E-01 8,4500E-01
13( 1,5000E-03| 1,5000E-03 1,0000E-03 - - -
14( 0,0000E+00| 0,0000E+00 0,0000E+00 - - -
15( 1,5000E-03| 1,0000E-03 1,5000E-03 - - -
16| 1,0000E-03| 5,0000E-04 5,0000E-04 - - -

representan los nodos exteriores en
donde las condiciones de frontera se fijan mediante:

La respuesta tedrica (40) coincide con la respuesta encontrada en Xplore Tabla 5,

la respuesta en Xplore para los elementos tetraedros y hexaedros es la misma en la
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prueba de la parcela. En la Fig. 8, se aprecian los resultados en GID, que representan
graficamente la Tabla 5.

- (41)
g, =€,=€=y,=7.=Y,=10
- 0. =2000
=400
[V v
0.002 0.002
[ i
0.0015556 0.0015556
i Sooiiret
0.00088889 0.00088889
0.00066667 0.00066667
0.00044444 0.00044444
0.00022222 I gmozzzzz
Contour Fill of Displacement, U. 9 Contour Fill of Displacement, V.
Sxx
2000
2000
2000
-2000
o) 2000
o z ! 2000
Joorm I 2000
00013333 2000
o co0ssses y I 2000
0.00066667 2000
Imﬂ;s;‘; Contour Fill of Solid Stress. Sxx.
]

Contour Fill of Displacement, W.

Fig. 8. Desplazamiento Parcela U, V, W y Esfuerzo Sxx

La prueba de la parcela para los tetraedros y los hexaedros es la misma, los
elementos para la prueba para los hexaedros son seis como se aprecia en la Fig. 7,
imagen izquierda y en el caso de usar tetraedros se usan 42 elementos.

Los resultados de Xplore Fig. 8 son exactos a los teoricos (41), lo que prueba que
los elementos tetraedro y hexaedro estan correctamente implementados.
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2.4.2 Pruebas de sensibilidad a la distorsion [ 9 ]

Con una delgada hilera de elementos se modelan tres mallas diferentes. La (A)
con una razén de aspecto de 5/1; la (B), agregando un patrén alterno de distorsion
angular; y la (C), agregando un patron alineado de distorsion angular, como se muestra
en la Fig. 9, las vigas en voladizo se encuentran empotradas en los nodos izquierdos.

Al modelar los hexaedros se necesitaran 6 elementos en cada viga Fig. 9.

[] [MALa
= |A=457 |
S || [MALLA B]
Y |D=o_.§|_:j1| il Ill ] ] | [ ] |l| |l MALLA A
I | M=1 | 1 D=1 1

L L T T
|I' ﬂ—@ ‘ D=1 D=1 ! D=1 ! D=1
X

Fig. 9. Malla empleada en la prueba sensibilidad a la distorsién hexaedro

Los nodos de la prueba para el elemento hexaedro son los mismos que los nodos
para el tetraedro, la malla en el caso de tetraedros se muestra en Fig. 10.

Fig. 10. Malla empleada en la prueba sensibilidad a la distorsion tetraedro

Se aplican dos tipos de carga:

A. Dos cargas concentradas, de valor 50 cada una, fuera del plano (z) para
producir torsién. Solucion w = 0.03406
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W —
0.00019936
-0.00016996
-0.00053928

w +-0.00090859
00012779

Y m I 00016472

- -0.0020165

| - -0.00031539

-0.0023859
-0.00087272 -0.0027552
-0.0031245

Contour Fill of Displacement, W.

Fig. 11. Prueba 1, sensibilidad a la distorsion, Tetraedro

W ——
0.02862

0.0159

\ 0.015949 - 0.00954

e \omew] oo

y I 0.00318
[ ]

\ m | 0.00954

) -0.0159

\omsa]  [foozzs

-0.02862

Contour Fill of Displacement, W.

Fig. 12. Prueba 1, sensibilidad a la distorsiéon, Hexaedro

Tabla 6. Prueba 1, sensibilidad a la distorsién, solidos

HEXAEDRO TETRAEDRO
Nodo Nodo
Inferior % Inferior %
Prueba 2 w = 0.03406
MALLA A -0,02862| 84,0% -0,000873| 2,6%
MALLA B -0,016391| 48,1% -0,000606| 1,8%
MALLA C -0,012575 36,9% -0,003123| 9,2%

El porcentaje que se muestra en las columnas de las figuras anteriores representa

el cociente entre el valor obtenido versus el valor tedrico, expresado en porcentaje.

En la Tabla 6, se comparala Fig. 11y la Fig. 12, los desplazamientos de las tres

mallas en el tetraedro no llegan al 10% del resultado, en la Fig. 11, se ve claramente
que en ninguna malla de los tetraedros ha modelado torsion.

En la Fig. 12, de hexaedros se aprecia la torsién de los elementos, la malla A

B. Carga unitaria de extension (x): Soluciéon: u = 0.00003

llega a un 84% del resultado, en la malla B es de 48.1% y en la malla C de 36.9% del
desplazamiento exacto, estos dos finales con elementos distorsionados. La distorsion
en estos elementos reduce su efectividad.
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2.9461e-05
' 2.6188e-05
2.2914e-05

-1.9641e-05

29322605 | 1 6367605

2946105 1.3094e-05

9.8203e-06

29248¢-05 6.5469¢-06

2.9432¢-05 3.2734-06
0

Contour Fill of Displacement, U.

Fig. 13. Prueba 2, sensibilidad a la distorsion, Tetraedro

| U i T v

2.9653¢-05
m I2A6358e05
______ _ 2.3063e-05
s i i m +1.9769¢-05
- 1.6474e-05
y m I 1.3179e-05
- — Ie.sseeeoe
m 3.2948e-06

0

Contour Fill of Displacement, U.

Fig. 14. Prueba 2, sensibilidad a la distorsiéon, Hexaedro

Tabla 7. Prueba 2, sensibilidad a la distorsién, solidos

HEXAEDRO TETRAEDRO
Nodo Nodo
Inferior % Inferior %
Prueba 3 u =0.00003
MALLA A 2,957E-05 98,6% 2,943E-05( 98,1%
MALLA B 2,965E-05 98,8% 2,946E-05( 98,2%
MALLA C 2,950E-05( 98,3% 2,938E-05( 97,9%

En la Tabla 7 se compara la Fig. 13y Fig. 14, los dos elementos se comportaron
de forma similar ante carga axial, los resultados tienen un error del 2% comparados
con el resultado exacto. Los desplazamientos u en los hexaedros son 0.5% mayores a
los desplazamientos del tetraedro. La malla A del hexaedro es la que mas se acerca a
la respuesta exacta con un 98.6% y la malla C de tetraedros es la que tiene el menor
desempeio con un 97.9%. La diferencia porcentual entre la mejor solucién y la mas
distante es de 1.7%.

2.4.3 Viga alabeada en voladizo [ 9 ]

La estructura se muestra en la Fig. 15. En el extremo libre, se aplica una carga
unitaria en dos posiciones en el plano y fuera del plano del material, con
desplazamientos de 0.005424 (V) y 0.001754 (U) respectivamente, en direccion de la
carga.
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CARGA 2

Fig. 15. Viga alabeada en voladizo (malla 2x6x36) GID

Modulo de elasticidad = 29x106, coeficiente de Poisson = 0.22, L = 12, a=0.32,
b=1.1

Los resultados de las seis mallas seleccionadas para hexaedros se presentan en
la Tabla 6 y en la Tabla 7 se presentan 5 tipos de malla para tetraedros. Las mallas
fueron seleccionadas de un grupo mayor de pruebas que se realizaron, se presentan
para mostrar la importancia de la definicion de la malla en la solucion del problema. El
valor del desplazamiento en la direccion U, V, esta dado en el punto de aplicacion de la
carga Fig. 15.

Tabla 8. Viga alabeada en voladizo, Hexaedro

Lado | Lado
Corto | Largo z Total U % \' %
& (12.0) | Elementos

(0.32) | (1.1)
A 2 6 6 72 0,00039331( 22,4%]|0,00050049 9,2%
B 2 6 12 144 0,00075376| 43,0%| 0,0014904( 27,5%
C 2 6 36 432 0,00070163| 40,0%| 0,0047962| 88,4%
D 2 6 48 576 0,00060426| 34,5%| 0,0056228| 103,7%
E 2 6 75 900 0,00048603| 27,7%| 0,0065072 | 120,0%
F 2 12 48 1152 0,00060343| 34,4%| 0,0056399| 104,0%

La malla A, B, C, D, E, tiene el mismo numero de elementos en la secciéon
transversal pero se ha variado el nimero de elementos en la direccién z.

Tabla 13, se observa que al variar la malla los resultados pueden acercarse al
resultado exacto o alejarse de ser el caso, la malla D es la que mas se aproxima al
desplazamiento V con un 103.7%, pero en la direccién U s6lo alcanza un 34.5%.

Incrementar el numero elementos en una direccion no garantiza que el resultado
se aproxime a la solucion, en la malla E, se increment6é el numero de elementos con
respecto a D pero el desplazamiento V se incremento a 120%
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Tabla 9. Viga alabeada en voladizo, Tetraedros

Lado | Lado
z Total o 0

Corto | Largo (12.0) | Elementos v % v %

(0.32) | (1.1)
A 2 6 12 864 0,00034746| 19,8%| 0,00048251 8,9%
B 2 6 48 3456 0,00078265| 44,6%| 0,0029723| 54,8%
C 2 6 192 13824 0,00070423| 40,1%| 0,0045239| 83,4%
D 2 12 96 13824 0,00080977| 46,2%| 0,0041821| 77,1%
E 8 24 96 110592 |0,00057446| 32,8%( 0,0058373| 107,6%

La malla E es la que mas se aproxima al desplazamiento V empleando tetraedros
con un 107.6%, el numero de elementos que se usaron para llegar a un valor cercano a
la respuesta es mucho mayor al que se empleo en hexaedros.

El resultado del desplazamiento en U, que mas se acerca entre los dos elementos
es el de la malla D usando tetraedros con un 46.2%.

Si usamos tetraedros necesitamos una malla mas refinada par calcular los
desplazamientos, esto lo vemos si comparamos los elementos de la Tabla 8 versus los
elementos de la Tabla 9. El numero de tetraedros que se necesita para ocupar el
volumen de un hexaedro es de seis.
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Capitulo 3
3.1 Placas [ 7]

La formulacién de los elementos se basa en (Gallegos Sergio, 2008) y se
encuentra en el libro Anadlisis de sdlidos y estructural, mediante el método de elementos
finitos, capitulo 10, “Placas”, para el presente documento se presenta un resumen de
la formulacion de los elementos solidos. [ 7 ]

>
Corte — A

L

Torsion

/ l
L A/
~— ——— |
hl PEANEN
~
Flexion

Fig. 16. Fuerzas internas resistentes producidas dentro de una placa

1 1 . (42)
— L<t<—L = Placas Medias
100 2

Las placas medianas (42) constituyen la mayor parte de las placas estructurales,
caracterizandose por emplear la consideracion de deformaciones pequefnas. La teoria
de placas clasicas se ha desarrollado para placas medianas y se denomina teoria de
Kirchhoff. La teoria de Reissner-Mindlin, por otro lado, considera el efecto de corte en
la deformacion normal del elemento y aproxima independientemente los
desplazamientos y la distorsion.

3.1.1 Forma Fuerte

Encontrar el desplazamiento w, los giros ¢, Yy ¢,, las deformaciones Ky y y las
fuerzas internas resultantes M y S, tal que sik =—Lop,y=—@p+Vw, M=Dk y
S = D,y, las siguientes ecuaciones se tienen que satisfacer:

Ecuaciones de equilibrio:

IT™M -S=0 (43)
ViS+4q,=0 (44)
Condiciones frontera esenciales o de Dirichlet:

W =Wy, 0n=Png, Ps = Psqg VX E S, (45)
Condiciones de frontera naturales o de Neumann:

Sp = Sng » My = My, My = M

5 My =My, VX €S, (46)
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Donde:

q, = carga aplicada, presién normal.

®x, Py = las rotaciones.

M,, M,, = Fuerzas de flexion y de torsion M,,,.

S = dos resultantes de fuerza, el corte Q,,0, .
K K K = curvaturas.

xo D ysByy

y = distorsiones de corte fuera del plano.

3.1.2 Forma débil

Encontrar el desplazamiento y giros de d € Z, los momentos M € M y fuerzas
cortantes S € M, tal que sid € V, MeM,S € M,k =DM,y = D;'S, las siguientes

ecuaciones tienen que satisfacer:

— [,AP)" MdQ — [, ¢"SdQA+ [,(VW)"SdQ — [ W q,dQ (47)
+ [, MT (Lo + D7*M)dQ — [ §* (—¢ + Vw — D;5)dQ
+ [ @' TiTyMdl — [(w” TeSdT = 0
Donde:

M,, M, = Fuerzas de flexion y de torsion M,,,.

S = dos resultantes de fuerza, corte Q,,0, .
D,D, = matrices constitutivas a flexion y a corte.

y = distorsiones de corte fuera del plano.
d = vector agrupa los desplazamientos y los giros.
{p = giros nodales.

w = deflexiones nodales.

3.1.3 Forma matricial

C[ms

T T T
=—[ P, LN, dQ- [P, "N, dQ+ [P, VN, dQ
Q Q Q
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13x13] —

Grra == [ Py D”'P,dQ~ [ P, DJ'PdQ
Q Q

T
E[13x4] =fPS VN, dQ
Q

Se puede expresar de forma compacta:

G F Bl ]O
ol
FE13.x12]=[ E C]

| =
—_—
<l
Il
———
s
—_—

g

w = deflexiones nodales.

Donde:

¢ = giros nodales.

B = coeficientes indeterminados. [ 10 ]

d =sigue la convencion de placas.

0
— 0
ox o
L=l 0o 2 v=|
dy K2
b o oy
oy Ox
00 y 0 x 0 xy O
PM[3xl3]= 01 0 0 x 0 y 0 xy
001 00O0O0TO0O O

e}
e}
o
e}
e}
—_
e}
<
e}
e}

B0 000001 0 x 1

(49)

(50)

(52)

(83)

(54)

(56)
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Al calcular las integrales se utilizara el sistema natural, por lo que en las

expresiones de Py (55) y Ps (56) las coordenadas deben evaluarse mediante las
interpolaciones bilineales convencionales.

4 (57)
}j (1+&&)(1+nm)x,
:
y=—E (1+EE)(1+nm)5,
Para las rotaciones se emplea |nterpoIaC|on estandar:
@=N,p (58)
N, O N, O N N, 0 (59)

@2

0 N

@l

[2x8] =
et 0 N

@3 p4

0
ol o 0 N, O N,

N, =%(1+§i§)(l+nin) i=1...4

Para los desplazamientos fuera del plano, se emplea una interpolacion no
convencional, donde la deflexion se liga a las rotaciones nodales:

w=N, w+Aw (60)

(61)
er[1x4]={ Nwl Nw2 Nw3 Nw4 j

No= (58 (1enn) =4

Interpolacion cuadratica en & y lineal en n, Aw=N, @ incremento de deflexion

total.

Negir=| Mot Negs Nops Ny | 2

Nwl—Ni;[ (B +%,) (5,-7.) ]+Nf¢[ (% -%) (5.-3) ]

Nop=No| (£+5) (2-3) [+M5| (®-%) (2-3)

Nus=No| (®+%) (i-7) [#M4[ (£-5) (-5 |

Moo =N33| (Rt %) (13 [+ | (5-%) (7-3) |
lew—-%(l—{;:z)(l—n) N;“w——%(l—sz)(lm) >

N = (1-n)(1e8) NG - (1-)(1-8)
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El jacobiano se expresa:

or oy (64)
,_| o0& og | | (a+an) (b+bm)

ox oy (a5+a,&) (by+b,E)

om on

1, - _ _ _ 1, - _ _ _
a,=Z(—x1+x2+x3—x4) b1=Z(—yl+y2+y3—y4)

1

- - 1
a2=Z(+x1—x2+x3—x4)

by =2 (43 -3 +3,-7.)

1, - _ _ _

a3=Z(—x1—x2+x3+x4)

Matriz de transformacion (65), es necesaria para cambiar la convencion de
rotaciones de la mano derecha a la convencién de la teoria de placas.

1, . _
b3=Z(—yl—yz+y3+y4)

[ 1 (65)

3.2. Métodos sobrescritos
3.2.1. Método stiffnessMatrix

La matriz de rigidez se calcula con el siguiente procedimiento:
a) Primero transformamos las coordenadas del elemento al sistema local.
b) Para calcular la matriz de rigidez del elemento placa utilizamos (66).

K=-F'G'F (66)
Kd = f,

T w TF
K =T}KT, d:{ 7 } £,=T,f,
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Donde:

K = Matriz de rigidez en coordenadas locales.

K =Matriz de rigidez, en el sistema de mano derecha local del elemento.
d = sigue la regla de la mano derecha.

d = sigue la convencién de placas d=T,d .

c) Los coeficientes de las matrices constitutivas D y Ds, consideran el material
isotrépico.

(67)

3
D=E—t2
12(-v?)

< =
— <
oS O

1 0
D =BGt
y D,=p [01]

e}
e}
—_
|
<

l\) ‘

E = mddulo de elasticidad.
v = coeficiente de Poisson.
t = espesor.

B = coeficiente de correccion de corte, seccion rectangular% [11]

Se calcula de la Matriz F con (52), y la matriz G con (49).
d) Para el calculo de la matriz G (49) se requiere lo siguiente:

i. Calcular la matriz constitutiva (67), y los coeficientes del jacobiano a;, b; (64).

ii. Integracién numeérica [ 8 ] £ de 3x3, en cada punto se hace lo siguiente:

* Funciones de forma (59).

*“X” y “y”, en el punto de Gauss (57).
* Las matrices PM (55) y PS (56).

* Jacobiano (64) y su determinante.

*Evaluamos el término correspondiente a flexion y el término
correspondiente a corte (49), y se los suma. La matriz G calculada en el
punto de Gauss anterior se suma al actual, hasta finalizar la integracion
numeéerica.

e) Para el calculo de la matriz F (52) se requiere lo siguiente:
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i. Integracién numérica [ 8 ] E1 de 3x3, en donde para cada punto se hace
lo siguiente:

* Las funciones de forma N 4] (61) y sus derivadas naturales);.
* Las derivadas naturales o« de N, (62).

» Jacobiano (64), y las derivadas cartesianas mediante la siguiente relacion:

ON, _ ; 19N, (68)
dx O
ON, ON,
ON, | 0§ SN, | ox
06 | on, [ P Tox | oN,
on Oy

6y, N [T 1]

* “X”y“y’, en el punto de Gauss (57).
* Matrices Pw (55) y Ps (56).

* Matriz E (50), la matriz C (48), y las ensamblo en la matriz F (52), en cada
punto de Gauss.

ii. Se calcula la matriz de rigidez de orden 12x12 en coordenadas locales (66),
luego se transforma al sistema de mano derecha local del elemento.

iii. Se expande la matriz de rigidez de orden 24x24, utilizando la numeracion
de la Tabla 10y finalmente se transforma a coordenadas globales.

Tabla 10. Aportaciones Placa y Membrana al elemento

Nodo 1 Nodo 2 Nodo 3 Nodo 4
1|U1 7 U2 13 |U3 19 (U4
2|V 8 |V2 14 (V3 20 |Vv4
3 | W1 9 |W2 15 |W3 21 |W4
4 |rot1 x 10 |rot2 x 16 |rot3 x 22 |rotd x
5|rotly 11 |rot2y 17 |rot3y 23 |rotdy
6 |rot1 z 12 |rot2 z 18 |rot3 z 24 |rotd z

® Placa @ Membrana

3.2.2. Método externalForces

Para calcular las fuerzas externas seguimos el siguiente procedimiento:
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a) Primero proyectamos las coordenadas del elemento a su plano de referencia
y determinamos la matriz de transformacion.

b) La carga externa se puede aplicar en los bordes de la superficie o en el area
de la superficie del elemento.

c) Para la carga externa en el borde, determinamos el lado de aplicacion. La
carga puede ser constante o con incrementos lineales, calculamos la
intensidad del vector en cada nodo con la carga.

d) Para la carga de superficie es necesario asignar el sistema de referencia en
que se encuentra la carga, este sistema puede ser global o normal, de ser
normal a la superficie, sera necesario un sistema de referencia adicional
para que se pueda proyectar el eje “x” de ese sistema en la superficie. Si el
eje “X” del sistema no se puede proyectar en la superficie no se resuelve el
problema.

we s

69
f(ﬁ[g] =fN$(p qde—fN;T(pTTMMdF+fNT TSdr ( )
Q r T
fuw=[N'q.dQ+ [ N'T.ST
Q r

Los primeros términos corresponden a la carga ¢, (69), aplicada en la superficie, y

los otros términos a la carga externa en los bordes. La integral numérica en la
superficie es de 2x2 y en la longitud usa una regla de 2 puntos.

e) Los vectores de fuerza se transforman al sistema de mano derecha local del
elemento y finalmente se transforma al sistema global.

3.2.3. Método updateVariables

Para calcular deformaciones y esfuerzos en un sistema coordenado coherente

entre los elementos, es necesario definir un sistema diferente al sistema local del
elemento. Este sistema "ResultUser”, es un sistema de mano derecha, tal como el del
elemento y coincide con el plano del elemento. El eje “x” de este sistema de referencia
se define mediante la proyeccion del eje “x” del sistema definido en las propiedades de

by 9

elemento para salida de datos. El eje z coincide con el eje “Z” local, y el eje “y” se
formara mediante la regla de la mano derecha.

Para actualizar las variables se siguen los siguientes pasos:

a) Los incrementos de desplazamiento estan ordenados en GDL globales: uf,
v1, w1, rot1x, rotly, rot1z. Se transforma los desplazamientos al sistema
local del elemento y luego al sistema ResultUser.

b) Se forma el vector de desplazamientos[12] con GDL: w1, ... w4, rot1x, ...
rot4x, rotly, ... rotdy, las rotaciones siguen la regla de la mano derecha.

Luego transformar este vector a la convencidn de la teoria de placas ¢ (65).
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c) Para calcular la deformacién, se parte de la definicién basica de curvatura y

distorsion.
Curvatura:
(70)
. t=[0 00 o0 B B, B, B l|i-5d
xy
SN,
ox
-;a=— 0 ON, ,a=1..4
Oy
SN, ON,
oy  Ox
Distorsion:
y ) (71)
yL == N(p112x2 N<p212x2 th312x2 N(p4[2x2 7
+ wl,x w2,x w3,x wd,x W
Nw],y NW2,_\' Nw3,y Nw4,y
ON ON ON ON

wel we?2 we3 wp4

ox ox ox ox

wel w2 w3 we4

| = Matriz identidad

d) Las funciones de interpolacién de la curvatura y de la distorsion se evaltan
numeéricamente, usando una regla de 2x2

e) Ladeformacion se actualiza en los resultados del elemento.

f) Para las fuerzas resultantes calculamos (72), La matriz G y la matriz F se
la calculé en 3.2.1

B--G'Fi (72)

g) Ahora ya podemos evaluar los esfuerzos resultantes, correspondientes a
momentos y cortantes.
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M=P,f (73)

S=Pp
h) Las fuerzas resultantes (73), para las fuerzas internas se calculan con una

regla de integracion de 3x3, y para presentar los resultados una regla de
2x2.

i) Se calculan los esfuerzos en la cara superior e inferior adicional,
o (0}

vonMisses ®

maxShear -y se los almacena en resultados.

3.2.4. Método internalForce
El vector de fuerzas internas:
R=[B/MdQ+ [BSdQ (74)
Q Q

Donde M, S, fueron calculados en 3.2.3, B, y B, se detallan en (70) y (71)
respectivamente.

Con respecto a los puntos de muestreo 6ptimo, los resultantes de fuerza se
evaluan todos de acuerdo con una regla de 1x1 puntos, al centro del elemento. [ 7 ]

3.3. Validacion del elemento
3.3.1. Prueba de la Parcela

Se considera la parcela que se muestra en la Fig. 17, con mdédulo de elasticidad
de E = 1000, coeficiente de Poisson = 0.15 y un espesor de 1.0

= D=5 &l
D=1.5 ; D=2.5

Fig. 17. Parcela de Placas
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3.3.1.1. Desplazamiento vertical del cuerpo rigido
Restricciones sobre los nodos perimetrales:

w=1,dofZ=10 1, =0, dofRX=00 1, =0 dofRy=00 (75)

El resultado exacto es de cero deformaciones y esfuerzos en los puntos de
Gauss, el elemento cumple con los resultados.

3.3.1.2. Rotacion de cuerpo rigido alrededor del eje x

Restricciones sobre los nudos perimetrales:

w=y dofZ=y ¢ =10 dofRX=10 1, =0 dofRy=00 (76)

El resultado exacto es de cero deformaciones y esfuerzos en los puntos de
Gauss, el elemento cumple con los resultados. Nodo 5, desplazamiento w = 2.5

3.3.1.3. Rotacion de cuerpo rigido alrededor del eje y
Restricciones sobre los nodos perimetrales:

w=-x, dofZ=-x Y, =0, dofRX=00 y =1. dofRy=10  (77)

El resultado exacto es de cero deformaciones y esfuerzos en los puntos de
Gauss, el elemento cumple con los resultados. Nodo 5, desplazamiento w =-1.5

3.3.1.4. Curvatura constante en direccion X

Restricciones w=0 en los nodos de esquina, libres los demas y, libre en los

= _L i
nodos. y, =k, (x é) en todos los nodos perimetrales.

Tomando una curvatura k =1, la solucion exacta para las otras variables es

k,=-0.15k, =0,y =0,y =0 M, =833333,M, =M, =0,0,=0, =0 (78)

Mxx
83.333
= o
83.333
--0.15 83.333
-0.15 83.333

0.15 m mm m  83.333

015 83.333

-0.15 83.333
0.15 83.333
-0.15

Contour Fill of SH4 Curvatures, Kyy. Contour Fill of SH4 Flexural Mom., Mxx. 83:393

Fig. 18. Parcela placa, curvatura constante, direccién X

Kyy
0.15

I-0,15
-0.15
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3.3.1.5. Curvatura constante en direccion Y

Restricciones w = 0.0 en los nodos de esquina, libres los demas v, libre en los

nodos. vy, =k, (%—y) en todos los nodos perimetrales.

Tomando una curvatura k, =1, la solucion exacta para las otras variables es

k,=-0.15k, =0,y =0,y,=0 M =833333M =M =0,0,=0, =0 (79)
Kxx_ §
-0.15 B
I-0.15 e
-0.15 ;i
-0.15 .
--0.15 3
--0.15
015
I -0.15 Contour Fill of SH4 Flexural Mom., Myy. 83383
Contour Fill of SH4 Curvatures, Kxx. 0:15
Fig. 19. Parcela placa, curvatura constante, direccion Y
3.3.1.6. Alabeo Constante
La solucion exacta es:
k,=0,k, =0,k =-1y =y,.=0 M _=-3623188,M =M =0,0,=0, =0 (80)

La respuesta que nos presenta GID Fig. 20, es aproximada a 3 decimales por lo
que el valor del momento M,, es el esperado (80). Todos los demas resultados
calculados son exactamente los que se muestran en (80).

Tabla 11. Restricciones en nodos perimetrales para producir alabeo

Nodo ¢y Giro | ¢,.Giro
1 2 -1 1
2 0 -- 1
3 -2 1 1
4 0 -1 -
6 0 1 -
7 -2 -1 -1
8 -0,5 -- -1
9 2 1 -1
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Mxy
-36.232

I -36.232
-36.232
-36.232

36.232
-36.232 ¥

--36.232
-36.232 i
-36.232 x
-36.232
Contour Fill of SH4 Curvatures, Kxy.

Fig. 20. Parcela Placa, alabeo constante

Contour Fill of SH4 Flexural Mom., Mxy.

3.3.2. Prueba de la Parcela de MacNeal y Harder [ 9 ]
Se propone la parcela de elementos que se muestra en la Fig. 21, con un modulo
de elasticidad 10°, coeficiente de Poisson 0.25, espesor constante 0.1

é -

Fig. 21. Parcela MacNeal y Harder

Tabla 12. Coordenadas de los nodos y resultados MacNeal y Harder

MacNeal y Harder Resultados Xplore
Nodos X Y w é, Giro | ¢, Giro w ¢, Giro ¢, Giro
1 0 0 0 0 0 - - -
2 0,24 0 0,0288 0,12 -0,24 - - -
3 0,24 0,12 0,0504 0,24 -0,3 - - -
4 0 0,12 0,0072 0,12 -0,06 - - -
5 0,04 0,02 0,0014 0,04 -0,05 0,0014 0,04 -0,05
6 0,08 0,08 0,0096 0,12 -0,12 0,0096 0,12 -0,12
7 0,18 0,03 0,01935 0,12 -0,195 0,01935 0,12 -0,195
8 0,16 0,08 0,0224 0,16 -0,2 0,0224 0,16 -0,2
La solucion tedrica esta dada por:
2 2 81
wa AR XL %:_(“z) 1)
2 2 | 2

M, =M =-111.11, M, =-33333

xy
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w

0.0504
0.0448
0.0392
0.0336
0.028

0.0224
0.0168

0.0112
0.0056
Contour Fill of Displacement, W. 0
Fig. 22. Parcela MH, desplazamiento W
Rotx_
0.24
'0.21333
0.18667
-0.16
0.13333
0.10667
0.08
0.053333
0.026667
Contour Fill of Rotation, RotX. 0
Fig. 23. Parcela MH, rotaciéon x
RotY
0
-0.033333
I-0.066667

0.1
0.13333
0.16667

-0.23333
m -0.26667

Contour Fill of Rotation, RotY.

Fig. 24. Parcela MH, rotacién y

Los nodos exteriores 1, 2, 3, 4 que se ven en la Fig. 21, se restringen con los
valores de la Tabla 12, y en los nodos interiores se compara la respuesta exacta
(Tabla 12) , con los resultados de las Fig. 22, Fig. 23 y Fig. 24, los resultados de
estas figuras son correctos. La fuerza resultante calculada My, My, My, es exactamente
(81).

3.3.3. Placa cuadrada con carga uniforme

Placa cuadrada con carga uniformemente distribuida q. La placa se sujeta a tres
condiciones de soporte: simple en los lados, empotrado en los lados y sujeto en las
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esquinas. Se utilizaron diversos espesores t, por lo cual, con objeto de normalizar el
valor de la deflexion, se variara la carga para que el coeficiente de normalizacion sea
facil de evaluar (Tabla 13). Se utilizan 4 tipos de malla 2x2, 4x4, 8x8, 16x16. En la Fig.
26 y Fig. 27 se muestran los resultados en GID con una malla de 16x16.

Modulo de elasticidad = 1092000, L = 10, Coeficiente de Poisson = 0.3, =5/6

v

- L ~

Fig. 25. Placa cuadrada con carga uniforme

Tabla 13. Relaciéon de espesores, cargas y constantes para la placa cuadrada

Espesor (t) | Carga(q) | (qL*/100D) | (qL?100)
3.5 4287 1 42875
1 1000 1 1000
0.1 1 1 1
0.00001 0.001 0.001 0.001

Tabla 14. Solucién al centro de la placa simplemente soportada

Con factores Solucion exacta
Espesor, t Malla
P w % Mxx %  |we/(qL%100D) | Mc/(qL2/100)
2x2 0,094297 14,2% 0,368 7.7%
4x4 0,078279 11,8% 0,489| 10,2%
: : : . 0,6649 4,79

35 8x8 0,076437 11,5% 0,546 11,4%
16x16 0,076056 11,4% 0,560 11,7%
2x2 0,55245| 129,3% 3,262| 68,1%
4x4 0,46522| 108,9% 4,312 90,0%

1 . . . . ,427284 4,78863

8x8 0,45761| 107,1% 4,875 101,8% 0

16x16 0,45921| 107,5% 5,028 | 105,0%
2x2 0,51302| 126,3% 3,201 66,9%
4x4 0,42892| 105,6% 4,212 88,0%

0,1 : . . : 0,406237 4,78863
8x8 0,41505| 102,2% 4,688 97,9%
16x16 0,41068| 101,1% 4,783 99,9%
2x2 0,51262| 126,2% 3,201 66,8%
4x4 0,42853| 105,5% 4,212 87,9%

0,00001 ’ : : ’ 0,406237 4,78863
8x8 0,41453| 102,0% 4,685 97,8%
16x16 0,40989| 100,9% 4,778 99,8%
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Tabla 15. Solucion al centro de la placa empotrada
E ¢ Mall Con factores Solucion exacta
Spesor, afla w Mxx wec/(qL“/100D) | Mc/(qL2/100)
2x2 0,044963 11,4% 0,000 0,0%
- 4x4 0,040386| 10,2% 0,176 7,6% 0.3951 231
’ 8x8 0,039577| 10,0% 0,222 9,6% ’ ’
16x16 0,039412| 10,0% 0,235 10,2%
2x2 0,14032| 93,6% 0,000 0,0%
4x4 0,14617| 97,5% 1,657 71,7%
1 d ‘ ‘ ’ 0,1499 2,31
8x8 0,14955| 99,8% 2,156 93,3%
16x16 0,15022| 100,2% 2,278| 98,6%
2x2 0,11035( 87.2% 0,000 0,0%
4x4 0,11975( 94,6% 1,583 69,1%
0,1 : ’ ’ ’ 0,126532 2,2905
8x8 0,12507| 98,8% 2121 92,6%
16x16 0,12639 99,9% 2,249 98,2%
2x2 0,11035( 87,2% 0,000 0,0%
4x4 0,11975( 94,6% 1,583 69,1%
1 d ‘ ‘ ‘ 126532 2,2
0,0000 8x8 0,12507| 98,8% 2,121 92,6% 0,12653 ,2905
16x16 0,12639| 99,9% 2,249 98,2%
Tabla 16. Placa soportada en las esquinas
Espesor. t Malla Con factores Solucién exacta
pesor, w | [Mxx wc/(qL*/100D) | Mc/(qL*/100)
Valores centrales
2x2 2,7224]  96,9% 8,333 75,8%
o ax4 2.6531| 94,4% 10,767 97,9% 281 1 Marcus
’ 8x8 2,5946| 97,9% 11,009 101,0%
16x16 2.5719| 97.1% 1,118| 102,0% 2,65 10.9 Ballesteros
Valores al centro de una orilla
2x2 2,2323[ 124,0% 8,333] 54,1%
o ax4 1,0222| 106,8% 12,150]  78,9% 18 15.4 Marcus
’ 8x8 1,83332| 107,8% 13,827| 98,8% 17 14 Ballesteros
16x16 1,802| 106,0% 14,482| 103,4% ’
W PO
0
'-0.014043
-0.028087
--0.04213
- -0.056173
0070217
- -0.08426
-0.098303
-0.11235
-0.12639

Contour Fill of Displacement, W.

Fig. 26. Placa empotrada (malla 16x16), Desplazamiento Vertical
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Mxx

3.8463
3.1691
2.4919

-1.8147

o
N |
o
&
i
[
]
-
E

 EAEEEEE

-1.1375

_ =) i ] ¥ 0.4603
i — ‘ — -.0.2169
g - | . | 00 | I -0.8941

[ [ E 1.5713

-2.2485

Contour Fill of SH4 Flexural Mom., Mxx.

Fig. 27. Placa empotrada (malla 16x16), Momento Mxx

El porcentaje que se muestra en la Tabla 14, Tabla 15y Tabla 16 representa el

cociente entre el valor obtenido con nuestro elemento versus el valor teorico,
expresado en porcentaje.

Con un espesor de 3.5 el resultado de desplazamiento de la Tabla 14, Tabla 15
es inferior a 14.2% en desplazamiento y 11.7 en momento, lo que muestra lo ineficiente

de modelar este elemento cuando su espesor es mucho mayor en relacién a los lados
de la placa.

En la Tabla 15, con el espesor de 0.1 en el desplazamiento w, se incrementa
proporcionalmente el porcentaje desde 87.2% hasta 99.9%, al refinar la malla, esto se
puede apreciar con los espesores de 1y 0.00001, adicionalmente este comportamiento

se repite con la placa simplemente soportada Tabla 14 y con la placa soportada en las
esquinas Tabla 16.

En la Tabla 14 si comparamos los resultados de los espesores de 1.0 y 0.1,

vemos que en cada malla el resultado del espesor mas pequefio se aproxima mucho
mas a la solucion exacta.
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Capitulo 4
4.1 Cascarones como laminas planas [ 7 ]

La formulacién de los elementos se basa en (Gallegos Sergio, 2008) y se
encuentra en el libro Anadlisis de sdlidos y estructural, mediante el método de elementos
finitos, capitulo 11, “Cascarones como laminas planas”, para el presente documento se
presenta un resumen de la formulacién de los elementos sélidos.

Se modela el elemento a partir de las ecuaciones de comportamiento estructural
de laminas. Ademas se emplea una simplificacion en la representacion geomeétrica,
utilizando superficies faceteadas planas para aproximarla. Aunque esto introduce un
error de discretizacion, con superficies faceteadas se puede lograr una buena
aproximaciéon a la solucion, con la ventaja de que los elementos se forman mediante
una superposicion de placas visto en el capitulo anterior y membranas planas.

4.1.1 Ecuaciones gobernantes para membranas con rotaciones de taladro
1. Relaciones cinematicas:
1.1 Deformacion

e=Lu (82)
1.2Rotacion infinitesimal

@, = Ru (83)

2. Esfuerzo
o= simo_ + asimo_ (84)

Sim g — [ax oy axy]T
asimo_ — [0 0 FT ]T

3. Equilibrio
L'e+b=0 (85)
FE.=0 (86)

4. Relacion constitutiva
simo. = De = DLu (87)

5. Relacién entre componentes
F, =y(Ru—09,) (88)

Donde:
u = vectores de desplazamiento.
@, = rotacion.

¢ = deformacion.
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o = esfuerzo.

L, R = operadores diferenciales.
b = vector de fuerzas de cuerpo.
E, = esfuerzo cortante de taladro.

D = matriz constitutiva.

4.1.2 Forma débil (Hellinger-Reissner)

Encontrar el desplazamiento de u'y giro @, ¢ %, los esfuerzos ™o € My F, €
M, tal que si@,@0,€V, ™6 e M, F, €M, e=D"10 las siguientes ecuaciones se
tienen que satisfacer:

. . . 89
f (L) ™od + J ST (Lu — D~1"g)dQ) (69)
Q
Q
+ f FI(Ru — 0,)dQ + f(Rﬁ -0, -y 'E)EdQ
Q Q

—JadeQ— jaTth =0
Q r
Donde:

il = desplazamientos nodales.
@, = rotaciones nodales.
y = constante, toma el papel de un mdédulo de corte, y se ajusta arbitrariamente.

7 = espacio de las funciones de prueba, que son desplazamientos y giros en el
dominio Q.

V = define el espacio de las funciones de peso en (.

M = espacio de funciones para los componentes simétrico y asimétricos de los
esfuerzos.

4.1.3 Forma matricial

Se proponen los siguientes formatos de interpolacion en donde u son los
desplazamientos nodales, @, son las rotaciones nodales 8 son coeficientes de esfuerzo
y 7, €s el valor constante del esfuerzo asimétrico en el elemento.

U = N+ Nyy @, (90)
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@, = No@, (91)
simg — pR (92)
k=1 (93)
Donde:
u = desplazamientos nodales.
{, = rotaciones nodales.
S = coeficientes de esfuerzo.

T, = valor constante del esfuerzo asimétrico en el elemento.

C (94)
A 0 C, C¢ B 0
-1
0 =Y 14 Cru Cr¢ T, [ _ 0
cr ¢t o0 o0 || @ f.
T T Q. /.
C¢ Cr¢ 0 0 | ?: ¢
, (95)
Cu [9x8] = I (LNu)d'Q
Q
(96)
Cru [1x8] = RN, dQ
? (97)
Coroxa) = fPT LNypdQ
Q
(98)
Crotixa) = | (R Nyg — Ny)dQ
Q
(99)

A[gxg] - - f PT D_lpdﬂ
Q
Donde V es el volumen del elemento.

La expresion (94), se puede escribir en forma aun mas compacta, empleando la
forma estandar para elementos mixtos.

H G] {q} _ {(_)} (100)
¢T ollg fa
En donde:
Ajoxo) 0 (101)
H[10x10] = oT _y—lv
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G _ [ Curoxs]  Coloxa ] (102)
[10x12] C‘ru[lx8] C‘tQ)[lx4]
3 103
={7} o
0
(3
—_(f (105)
fo={}

Se puede condensar fuera a las variables @ para terminar con un sistema
compacto de ecuaciones cuyas unicas variables son desplazamiento y rotaciones
nodales y que, por tanto, se puede combinar con una placa 3.1 para formar cascarén.

Las ecuaciones compactas quedaran:

Kd=Ff, (106)
Jacobiano:
a_x a_y (107)
I 0 9& B (al +a277) (bl +b277)
ax  dy (a;+a,5) (by+bE)
an aJn
1, - _ _ _ 1, - _ _ _
a1=Z(_x1+x2+x3_x4) b1=Z(_y1+Y2+y3_)’4)
1, - _ _ _ 1, - _ _ _
a2=Z(+x,—x2+x3—x4) b2=Z(+y,—y2+y3—y4)
1, - _ _ _ 1, - _ _ _
a3=Z(_X1_x2+x3+x4) b3=Z(_y1_yz+)’3+y4)
Los giros de taladro se interpolan de forma bilineal:
(108)
N¢[Ix4] =[ N¢| N¢2 N¢3 N¢4 ]
1 :
Ny =Z(1+§i§)(l+nin) i=1...4
Los desplazamientos en el plano, de forma similar a Placas 3.1.3
N Nul 0 Nu2 O Nu3 0 Nu4 0 (109)
S O Nul O Nu2 O Nu3 0 Nu4

No=(+E8)(1enn) =4
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(110)

NM X =
o Nv¢l Nv¢2 Nv¢3 Nv¢4

Nu¢1 =N:¢}<_1 __4)+N11442>(y1 __2) Nv¢1 =N:¢i (_4_f1)+NL1,qZ>(fz _)_Cl)
Nu¢2 =N;¢%(_2__1)+N3;(_2__3) Nv¢2 =N:,;(_1 __2)+N5; _3__2)
N 3 _Nj;(_3__2)+N3;(_3__4) N s =N,42;()_52 __%)"'N,j;(@ __3)
Nu¢4 ‘Nfg(?4—_3)+N:$(_4—_1) Nv¢4 =N3$(_3 _f4)+N:q:(_1 __4)

1 1
N1;=§(1—§2)(1—n) N;;=§(1—§2)(1+n)

1 1
NG =—(1-17°)(1+8) Nj;=§(1—n2)(1—§)

4.2 Métodos sobrescritos
4.2.1 Método stiffnessMatrix

Calcular de la matriz de rigidez (111), utilizando la matriz H (101) y G (102)
I?[12x12] = _GTH_lG (111)
Para el calculo de la matriz de rigidez se siguen los siguientes pasos:

a) Primero se calcula un sistema de referencia local, para este sistema es
importante definir un plano sobre el cual proyectar la geometria real que
genere el elemento plano equivalente [ 12 ]. Los cuatro nodos en el espacio
forman un paraboloide hiperbdlico Fig. 28, por lo que se define un plano
mediante los puntos intermedios de cada lado. Se define el sistema de
referencia local en el plano medio y el eje “x” va de la mitad del lado 1-4 a la
mitad del lado 2-3. Se transforma las coordenadas al sistema local del
elemento.

Plano Medio

Elemento real

1
Fig. 28. Plano medio del cascardn y sistema de referencia

b) Se calcula la matriz G (102):

(i) Calcular las constantes del jacobiano (107)
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(i) Calcular de T, en el origen del sistema coordenado natural§ =0,7=0
aa, a,a, 2a,a, (112)
T =| bb, b, 2b,b,

ab, ab, ab,+ba,

(iii) Se inicia la Integracion reducida de 5 puntos, para evitar el problema de
blogueo de membrana al acoplar el comportamiento de placa y

membrana.
(iv) Calcular matriz P, P=T, *Pﬂ, (112), (113)
113
1 00n 0O &E 0 1 O (113)
Pow=l0 100 & 0 n 0 &
001 00 -n -&§ 0 O

(v) Calcular las funciones de forma (109) y sus derivadas

(vi)Calcular las derivadas naturales de N"<”, Ny (110)

(vii) Calcular el jacobiano (107), determinante y las derivadas cartesianas de
Nu Nu¢ NV¢ (68)

(viii) Evaluar las matrices (95), (96), (97), (98) y los términos ubicarlos en las
posiciones correspondientes (102). Se finaliza la integracion numérica.

c) Se calcula la matriz H (101):

(i) Calcular matriz constitutiva D:
(114)

N

=
]

[y
N‘| [N )
<

Donde:

E = mddulo de elasticidad

v = coeficiente de Poisson

y = constante, toma el papel de un mdédulo de corte, y se ajusta > 100000

(ii) Calcular las constantes del jacobiano (107)
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(iif) Se inicia la Integracion reducida de 5 puntos Fig. 29, para evitar el
problema de bloqueo de membrana al acoplar el comportamiento de
placa y membrana. Esta integracion se ha usado exitosamente en [ 12 ],
[13]y[14]

40N
A

o4 o5
AT !
a > §

02 03

Fig. 29. Posicion de puntos de muestreo para la regla de cinco puntos

(115)

W, 1)
Peso, =001 Peso, =1-— A=
4 3Peso,

T

(iv)Calcular de "¢ (113) en el origen del sistema coordenado natural

§=0,n=0
(v) Calcular el jacobiano (107), del determinante
(vi)Calcular matriz A (99)

(vii) Se ensambla A en la matriz H (101), en cada uno de los puntos de Gauss
hasta finalizar la integracion numérica.

d) Calculamos la matriz de rigidez de orden 12x12 en coordenadas locales
(111), luego se expande la matriz de rigidez a un orden de 24x24 utilizando la
numeracion de la Tabla 10 y finalmente se transforma a coordenadas
globales.

4.2.2 Método externalLoad

Las fuerzas externas se calculan de forma similar a 3.2.2, aqui se detallan las
ecuaciones correspondientes al cascarén.

116
fu=JNgbdQ+fN5tdF (110)

Q r

117

fo = fNuQ, b dQ+fNuQ, Ttdr )
Q r
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N = Ec. (109).

u

N, = Ec.(110).

b = fuerza de cuerpo.

4.2.3 Método updateVariables

Para el calculo de las deformaciones (118) se usa una regla de 2x2, los
desplazamientos nodales son obtenidos por ProfileSolver 1.5.2. Las deformaciones

so6lo se almacenan en resultados.

¢~ B (118)
d=|uw vy u, v, uy vy U Vy @y @ @5 @y
La matriz B es la siguiente:
119
B=[@ B¢] (119)
Nul,x 0 Nu2,x 0 Nu3,x 0 Nu4,x O
Bu[3x8] = 0 Nul,y 0 NuZ,y 0 Nu3,y 0 Nu4,y
Nul,y Nul,.\ Nu2,y Nu2,x Nu3,y Nu3,x Nu4,y Nu4,x
Nuq)l,x Nu¢2,x Nu¢3,x Nu¢4,x
B¢ ([3x4] = Nv¢l,y Nv¢2,y Nv¢3,y Nv¢4,y
Nu¢],y + Nv¢|,x Nu¢2,y + Nv¢2,x Nu¢3,y + Nv¢3,x Nu¢4,y + Nv¢4,x
El célculo de las fuerzas internas y de los esfuerzos:
(120)

— _l -
a = _H[IOxIO]G[IOxIZ]d[IZ]

[10]
La matriz H y G se calculan como se lo indicé en 4.2.1
Los esfuerzos principales se pueden evaluar con la siguiente expresion (121), para

luego Calcu Ia r GvonMisses 4 O-max Shear *

o=PB=T,PB (121)

I,= (112), P, = (113), [=(103)

o

Las fuerzas resultantes se calculan con:
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(122)

Las fuerzas internas y los esfuerzos se almacenan en ProblemDescriptor en la
historia y en los resultados.

4.2.4 Internal Force

Con los esfuerzos principales calculados y almacenados en 4.2.3, junto con la
matriz B (119), se calcula el vector de fuerzas internas (123), la integral se resuelve de
forma numérica siguiendo la misma regla de 4.2.3.

R= f B odQ (123)
Q

4.3 Validacion

4.3.1 Parcela
Propiedades: modulo de elasticidad = 1000, coeficiente de Poisson = 0.15,

espesor = 1.0

mM=1 &1 M=o =1
; D=1.5 | 10=2.5 |
_____ 7 B _

Fig. 30. Parcela de cuadrilateros
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4.3.1.1 Desplazamiento vertical de cuerpo rigido
Restricciones sobre los nodos perimetrales: u = 1, v = 0, ¢ = 0. El resultado

exacto es cero deformaciones y esfuerzos en todos los puntos de Gauss

4.3.1.2 Desplazamiento horizontal de cuerpo rigido
Restricciones sobre los nodos perimetrales: u = 0, v = 1, ¢ = 0. El resultado

exacto es cero deformaciones y esfuerzos en todos los puntos de Gauss

4.3.1.3 Rotacion de cuerpo rigido
Restricciones sobre los nodos perimetrales: u = -y, v = x, ¢ = 1. El resultado

exacto es cero deformaciones y esfuerzos en todos los puntos de Gauss

4.3.1.4 Deformacion constante en x
Restricciones en nodos perimetrales dados por u = x, v =0, ¢ = 0. La solucion

exacta es ¢=1,¢,=0,y,=0, mientras que los esfuerzos son N, =1098.901123,
N, =329.670349, N, =0.

4.3.1.5 Deformacion constante eny
Restricciones en nodos perimetrales dados por u = 0, v =y, ¢ = 0. La solucién

exacta es ¢ =0, ¢ =1, y,=0, mentras que los esfuerzos son N, =329.670349
N, =1098.901123, N =0.

4.3.1.6 Deformacion constante en xy

Restricciones en los nodos perimetrales dados poru =y, v =0, ¢ = 0. La solucion
es ¢, =0, ¢ =0, y, =1, mientras que los esfuerzos son N, =0, N =0, N =384.615387
. Oftra alternativa para generar los mismos resultados seriau =0,v =X, ¢ =0.

4.3.2 Prueba de la parcela de MacNeal y Harder [ 9 ]

La prueba tiene la geometria presentada en Fig. 21, en el capitulo anterior, los nodos
exteriores se fijan con las condiciones (124), y en los nodos interiores se compara la
respuesta obtenida de los desplazamientos en el sentido U, V Fig. 31, Fig. 32y el giro
Fig. 33 en con el resultado tedrico

Tabla 17. Se compara las fuerzas de obtenidas Fig. 35 versus las fuerzas
resultantes teoricas (125). Los resultados obtenidos son exactamente los esperados.

(124)
U= 10"3(x+§), V=10‘3(§+y), $.=0

N,=N,=1333333 N_=400 (125)
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Tabla 17. Coordenadas nodales y resultados

MacNeal y Harder

Resultados Xplore

Nodos X Y u v ¢, Giro u v ¢z -Giro
1 0 0 0 0 0 - - -
2 0,24 0 0,00024 0,00012 0 - - -
3 0,24 0,12 0,0003 0,00024 0 - - -
4 0 0,12 0,00006 0,00012 0 - - -
5 0,04 0,02 0,00005 0,00004 0 0,00005 0,00004 -2,31E-16
6 0,08 0,08 0,00012 0,00012 0 0,00012 0,00012| -1,93E-16
7 0,18 0,03 0,000195 0,00012 0 0,000195 0,00012 -4,23E-18
8 0,16 0,08 0,0002 0,00016 0 0,0002 0,00016 -4,31E-16
u
0.0003
I 0.00026667
0.00023333
-0.0002

Contour Fill of Displacement, U.
Fig. 31. Parcela MH, cascaron desplazamiento U

Contour Fill of Displacement, V.

Fig. 32. Prueba parcela MH, cascaréon desplazamiento V

0.00013333
m 0.0001

0.00016667

3.3333e-05
0

0.00024
0.00021333
0.00018667
-0.00016
0.00013333

2.6667e-05
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0
l -4.7935e-17
-9.6871e-17

.-1.4381e-16
- -1.9174e-16
" -2.3968e-16
- -2.8761e-16
-3.3555e-16
-3.8348e-16
-4.3142¢-16

Contour Fill of Rotation, RotZ.
Fig. 33. Prueba parcela MH, cascarén Giro z

Contour Fill of SH4 Membrane Force, Nxx. 133.33

Fig. 34. Prueba parcela, cascarén Fuerza Nxx

Nxy

40
|40
40

140
40
" 40
40

40
40
40

Contour Fill of SH4 Membrane Force, Nxy.

Fig. 35. Prueba MH, cascarén Fuerza Nxy
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Capitulo 5

5.1 Conclusiones

A través de la implementacion de los elementos a Xplore y sus ejemplos tenemos
las siguientes conclusiones:

El uso de programacion orienta en objetos permiti6 usar Xplore, sin la
necesidad de conocer a profundidad su cédigo, esto facilitdé la adicién de
nuevos elementos o nuevas caracteristicas de una forma mucho mas
rapida que la programacién secuencial.

El lenguaje utilizado Swift es de facil comprension y sencillo de
interpretarlo, lo que permiti6 que en un tiempo reducido se implementen
estos tres elementos.

Los problemas de sdlidos se pueden analizar mediante varios tipos de
elementos y los resultados varian, dependiendo de la formulacién de cada
elemento. En el tetraedro la solucion de las integrales es exacta, mientras
que en hexaedro las integrales se las resuelve de forma numérica, en el
ejemplo de la seccion 2.4.2, al modelar torsion con un numero minimo de
elementos, el hexaedro muestra mejores resultados, alcanza en la relacion
entre el valor obtenido y el valor teérico un valor de 84% vy el tetraedro sélo
un 9.2%, asi vemos como la geometria del elemento afecta al modelo y la
necesidad de usar un mayor numero de elementos con el tetraedro para
modelar el efecto de torsion.

El analisis por elementos finitos es un método aproximado por lo que
existen muchas respuestas a un determinado problema, al modelar sélidos
con tetraedros o hexaedros se van obtener resultados diferentes, pero es
importante no distorsionar la malla o hacerlo en el menor numero de
elementos, porque como se muestra en la seccién 2.4.2 y 2.4.3 afecta
directamente a la solucién.

Al modelar soélidos es necesario que la malla sea fina, es decir se
subdivida en un numero mayor de elementos para que la solucidon se
aproxime de mejor manera al resultado, siempre buscando que la relacion
de aspecto sea cercana a 1.0 y que los elementos no se distorsionen.

Se probdé que el elemento laminar puede ser usado para resolver diversos
problemas. En el ejemplo de la seccién 3.3.3, con una malla adecuada la
relacion entre el resultado calculado y el tedrico es aproximadamente
100%, pero si se incrementa su espesor siete veces comparado con el
limite superior de placas medias (42) los resultados son deficientes.

Los elementos estructurales de formas regulares e irregulares se pueden
analizar y disefar mediante Xplore, este permite al disefiador conocer el
comportamiento de la estructura de forma detallada.
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Mediante pruebas de parcelas en los elementos se comprobd la valides de
la implementacion de los elementos en Swift.

Como trabajos futuros se puede continuar con la implementacion de
analisis plastico, implementacion de cargas dinamicas al modelo o
adicionar nuevos elementos con una formulacion diferente.

Xplore utilizo GID como pre y post procesador, pero se puede desarrollar
esa interface directamente, asi nuestra aplicacion no dependera de otra
adicional.
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