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Resumen

En el presente trabajo se presenta el disefio de un prototipo de mesa vibratoria. El objetivo del
prototipo es mostrar los conceptos de desbalanceo, series de Fourier y Transformada rapida de
Fourier (FFT). El prototipo esta formado por cuatro motores con desbalanceo, los cuales generan
sefales armonicas simples de aceleracion de diferente amplitud y frecuencia. Al montar los motores
sobre la misma plataforma, las sefales de aceleracién se suman dando como resultado una sefal
armonica periédica compuesta; a esta sefial se le aplica la FFT para obtener las frecuencias y
amplitudes de las sefiales armoénicas simples que la componen. Para la adquisicion de la sefial de
aceleracion se utilizaron acelerometros, acondicionadores de sefial y una tarjeta de adquisicién de
datos; para el analisis de sefial se utilizd el programa LabView. Al final del trabajo se muestra la
aplicacion de la FFT en la prueba de impacto donde se analiza la respuesta de aceleracién de una

viga al aplicarse un impacto y se determinan las frecuencias naturales.
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1. Introduccién

Los modelos matematicos de sistemas dinamicos son comunmente estudiados en varias de las
materias que se imparten en las carreras de ingenieria. Existen modelos como el del sistema masa-
resorte y el de sistemas desbalanceados, analizados en materias de tronco comun como Fisica y
ecuaciones diferenciales, en materias de especialidad como dinamica, CAD avanzado y metrologia, y
en topicos de vibraciones mecanicas y simulacion.

Una de las dificultades que se presentan en la imparticién de estos cursos es la visualizaciéon del
fendmeno que se modela matematicamente, y de ahi la necesidad de disefar y manufacturar
prototipos que reproduzcan los fenémenos antes mencionados.

En la industria, el andlisis de sefiales de vibracién, y en especifico la FFT, son herramientas muy
utiles. Ejemplo de esto es el andlisis modal y el analisis de sefales para el mantenimiento preventivo
de sistemas mecanicos. De ahi la importancia de mostrar los conceptos matematicos que se
relacionan con estas herramientas, y desarrollar un sistema que los muestre fisicamente y de forma
clara.

En el presente trabajo se muestra el disefio de un sistema mecatrénico para la generaciéon y suma de

sefiales de aceleracion de tipo armoénico; ademas, permite visualizar y analizar la sefial de
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aceleracion.

2.1 Marco teérico

A continuacién, se muestran algunos conceptos relacionados a las series de Fourier y al analisis de
vibracion.

El concepto de las series de Fourier indica que una sefial periédica puede descomponerse en la

suma infinita de senos y cosenos. La expresion para las series de Fourier es:

a [ 2nm 2nm ]
)= — 3% cos tabesin —— 1 (1)
2 n=I [ T T j

En el anadlisis de vibraciones mecanicas, el concepto mas basico es el del sistema masa-resorte de

un grado de libertad, mostrado en la Figura 1.

Figura 1. Sistema masa-resorte de un grado de libertad.

Este sistema es modelado mediante una ecuacién diferencial homogénea de segundo orden, dada
por:

mx + kx =0 2)

La solucion de la ecuacion anterior es:
x(t) = Acos(wat —¢) 3)

Donde x(t) es el desplazamiento del resorte, A la amplitud de vibracién, wn la frecuencia natural del

sistema, t el tiempo y ¢ el angulo de desfase.

Un modelo mas completo es el sistema masa-resorte-amortiguador sujeto a vibracion forzada,

' J F,cos(8)

Ceq ke

mostrado en la figura 2.

NNNNN

Figura 2. Sistema masa-resorte-amortiguador.
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Este sistema es modelado mediante una ecuacion diferencial no homogénea de segundo orden, dada

por:

mx + cx + kx = Focoswt  (4)

La solucion general x(t) para la ecuacion 4 consta de dos soluciones, la complementaria Xc(t) y la

particular Xp(t),

x(2) =xc (t) + x» (2) (5)

La solucion complementaria Xc(t) es la solucion de la parte homogénea de (4) y es dada por:

Xc (1) =Xoe"~“"”tsen(‘\/1 —Cza)nt+¢())(6)

Donde Xo es la amplitud de vibracion, ¢ la razén de amortiguamiento, wn la frecuencia natural del sistema, t

el tiempo y ¢o el angulo de desfase.

La solucion particular Xp(t) depende del término que se adiciona a la homogénea que en este caso es la

fuerza armoénica y es de la forma:
x, (1) = X cos(wt +9) 7)

Donde X es la amplitud de vibracion, o la frecuencia angular de la fuerza de excitacion, t

el tiempo y ¢ el angulo de desfase.

Es importante remarcar que la forma de X, p es dependiente del término adicionado a la homogénea, en
caso de existir dos fuerzas armoénicas de frecuencias diferentes entre si y diferentes a la frecuencia natural

la solucion particular es:

x =X cos(w t+q>)+ X cos(oo t+¢ )(8)

P 1 1 1 2 2 2

En el caso de existir n fuerzas armoénicas aplicadas, la ecuacion particular es:

x (H=X cos(u)t+q))+X cos(cot+¢ )+
p 1 1 1 2 2 2
+..+X cos(ot+¢ ) 9

Para el caso de un sistema sujeto a n diferentes fuerzas de excitacion arménicas, la solucién general

del sistema es:

x(t)=Xe‘C‘“,,’Se”( 1-C ? wt+¢ )"‘
0 n 0

+Xi cos((mt +¢1 )+ X, cos((nzt+q) 2)+ (10)
+..+X cos((n t+¢
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De donde se observa que es una ecuacion formada por una serie finita de funciones arménicas, algo

analogo a las series de Fourier.

Es aqui donde entra un tercer concepto, el de la FFT, herramienta que permite pasar una sefial del
dominio del tiempo al dominio de la frecuencia. Si se tiene una sefial periédica en el dominio del
tiempo, al pasarla al dominio de la frecuencia, se obtienen las frecuencias y amplitudes de las sefales

armonicas que componen la sefal.

En la Figura 3 se muestra la grafica de seis sefiales sinusoidales en funcién del tiempo, de diferente
frecuencia (w) y amplitud. Adicionalmente, se muestra la sefal compuesta, correspondiente a la

suma de estas.

Senales armonicas simples.
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Figura 3. Grafica 3D de sefiales arménicas simples a diferentes frecuencias

Cuando la sefial compuesta esta en el dominio del tiempo, Unicamente se verian los ejes de tiempo y

amplitud (ver la grafica mostrada en la Figura 4).
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Figura 4. Sefal compuesta en funcién del tiempo

Cuando cambiamos al dominio de la frecuencia, veriamos los ejes de frecuencia y amplitud (ver la

grafica mostrada en la Figura 5).
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Figura 5. Sefal compuesta en funcién de la frecuencia

En la Figura 6 se muestra la sefial de vibracion de un sistema mecanico obtenida con acelerémetros,
cuyo comportamiento es similar al de la suma de sefales armodnicas simples. A esta sefial se le aplica
la FFT para obtener las frecuencias de los arménicos que la forman (Figura 7).

Partiendo de un sistema mecanico rotatorio compuesto de una flecha, un disco y una masa
desbalanceada, cominmente llamado rotor y mostrado en la Figura 8, se revisara el concepto de

desbalanceo.

P » ) - ! ¥ o sewt
Frocumnca

Figura 7. Sefal de vibracion en funcion de la frecuencia

Partiendo de un sistema mecanico rotatorio compuesto de una flecha, un disco y una masa
desbalanceada, comunmente llamado rotor y mostrado en la figura 8, se revisara el concepto de

desbalanceo.
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Figura 8. Rotor con desbalance

Si el rotor gira, la masa de desbalance generara una fuerza por la accién de la aceleracion centrifuga.
A esta fuerza se le llama fuerza de desbalance Fd, cuya magnitud depende de la masa

desbalanceada md, la excentricidad e, la velocidad angular del rotor w y esta dada por:

F 2e (11)

En la Figura 8 se observa que la direccién de Fd va del centro de la flecha a la masa de desbalanceo,
por lo que la fuerza estara en direccion normal al eje del rotor y girando en la misma direccién, de tal
forma que Fd se descompone en Fdy y Fdz componentes paralelas a los ejes y y z respectivamente,

quedando de la forma:

Fd = Fayj+Fuk
. ~ (12)

Fg=F;senfj+ F;cosOk

Donde la posicion angular g depende del tiempo ¢y de la velocidad angular w. sustituyendo q por wy

t, obtenemos dos fuerzas armoénicas en funcion de frecuencia y tiempo.

Fq, = Fqcosq = F, cos(wt)
(13)

Fa4, = Fqsenq = Fq sen(wt)

Estas ecuaciones muestran que una fuerza de desbalanceo se modela en un plano como dos fuerzas

armonicas perpendiculares entre si.

2.2 Planteamiento del problema

Para el presente proyecto se disefi¢ y fabric6 un prototipo de mesa vibratoria para materializar los
conceptos matematicos de: series de Fourier, modelos dinamicos de sistemas mecanicos y
desbalanceo. Esto con la intencién de facilitar a los estudiantes la interpretacién fisica y matematica

de los conceptos antes mencionados.
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El prototipo didactico de mesa de vibraciéon consta de un sistema con desbalanceos que giran a

diferentes velocidades, generando sefales a diferente magnitud y frecuencia, en un sistema que aisla

estas sefales y permite su correcta medicién. En la Figura 9 se muestra el disefio del prototipo.

Figura 9. Disefio de mesa vibratoria en CAD

2.3 Diseno del prototipo

El prototipo didactico de mesa vibratoria tiene como objetivo: generar, adquirir y analizar sefales de
aceleracion de tipo periodica, para aplicar y visualizar los conceptos de series de Fourier y FFT. A
continuacion, se describe como se cubriran estos objetivos.

El prototipo didactico de mesa de vibracion consiste en cuatro motores con desbalance y control
independiente, lo cual permite que operen a diferentes velocidades, y de esta forma cada uno genera
una sefal de diferente, magnitud y frecuencia, que al unirse generan una sefial de aceleracion
armoénica compuesta.

Los motores estan montados en una placa unida a una corredera con guias de precision, que
disminuyen significativamente la friccibn de la placa, aislando la vibracion inducida por los
desbalanceos. La base es sujetada lateralmente con resortes pretensados, que le permiten mantener
la posicion. Los resortes son de baja rigidez de tal forma que el sistema completo tiene una
frecuencia natural muy baja, lo cual permite que no interfiera con las frecuencias de los desbalances.

En la Figura 10 se muestra la fotografia del sistema.

Figura 10. Disefio de mesa vibratoria en CAD

Como se menciond, los motores con desbalance tienen un sistema de control que varia el voltaje con
que son alimentados. Este sistema esta integrado por dos fuentes de poder GW INSTEK (ver Figura
11).
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Figura 11. Fuentes de poder GW INSTEK

El ultimo sistema a mostrar es el de adquisicion de datos. Este consta de una interface gréfica
disefada en LabView, que adquiere y analiza la sefial de aceleracion medida por el hardware. El
hardware seleccionado para la instrumentacion del sistema consta de una tarjeta de adquisicion de
datos DAQ USB-6009 de National Instrument, acelerémetros de propdsito general de baja y alta
sensibilidad marca PCB modelo 352C03, acondicionador de sefial para acelerémetros PCB modelo

482C05 y cables blindados PCB modelo 003C10. El sistema completo se muestra en la Figura 12.

Figura 12. Sistema de adquisicion de datos.

2.4 Resultados
Como se mencioné anteriormente, el prototipo cuenta con cuatro motores para generar sefales de
aceleracion armonica de diferente magnitud y frecuencia. En la Figura 13 se muestra la fotografia del

prototipo.
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Figura 13. Mesa de prototipo con motores y desbalance.

La primera prueba que se realizé fue identificar que las sefiales de aceleracidon generadas fueran del
tipo armoénico simple, asi como determinar su magnitud y frecuencia. En la Figura 14 se muestra la
grafica obtenida de la prueba para el motor uno, donde se observa que la sefial es del tipo armoénica.

Una vez revisadas las sefiales, se procede a tomar el valor de amplitud y frecuencia para cada uno
de los motores a un voltaje especifico, cuidando que los motores generen sefiales de diferentes
magnitudes. Para tomar los valores de frecuencia y amplitud, se realizé un programa en LabView que
adquiere la sefial del acelerémetro y la analiza aplicando la FFT. La caratula del programa se muestra

en la Figura 14.
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Figura 14. Gréfica de resultados obtenidos del primer motor.

En la Tabla 1 se muestran los resultados para los cuatro motores. Es importante mencionar que se
realizaron cinco pruebas con cada motor para revisar que la velocidad de giro repitiera con el voltaje
asignado, encontrando que la variacion en la velocidad al hacer las repeticiones no variaba en mas
de 2 Hz.
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Tabla 1
Valores de Voltaje, Amplitud y frecuencia de operacién para los motores.
Amplitud Frecuencia
Motor  Voltaje vibracion (Hz)
(m/s2)
1 6.26 42.33
2 3.28 58.02
3 6 3.85 95.68
4 55 10.5 63.33

La segunda prueba se realizéd con los cuatro motores operando a los voltajes establecidos en la
primera prueba, obteniendo la sefial compuesta de aceleracion, a la cual se aplica la FFT para
obtener las frecuencias y amplitudes de las arménicas que la forman.

En la Figura 15 se muestra la sefal de aceleracion y su FFT. De la sefial de aceleracion se observa
que es una sefial compuesta, y de la FFT se observa que la sefal es formada por cuatro sefiales

armonicas simples.
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Figura 15. Gréficas de resultados obtenidos de la prueba con los cuatro motores en operacion.

Una vez obtenidas las graficas de aceleracion y FFT, se procede a obtener los resultados de amplitud
y frecuencia de las sefiales armonicas que componen la sefal. Los resultados se muestran en la
Tabla 2.

Tabla 2

Valores de amplitud y frecuencia obtenidas de la FFT de la sefial compuesta

Pico Frecuencia (Hz) Amplitud
1 41.61 8.15
2 58.11 1.76
3 64.76 31.12
4 97.72 2.35

2.5 Discusion

10
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Como se menciond anteriormente, el objetivo del prototipo es generar sefales armoénicas de
aceleracion. En la Figura 14 se muestra la sefial arménica generada por el motor uno, en donde se
observa que la sefal aparece limpia (con poco ruido). Esto también se observa al aplicar la FFT, ya
que se presenta un solo pico de magnitud considerable, lo que indica que las sefiales de ruido tienen
una magnitud de menor amplitud, por lo que se consideran como despreciables.

Por otro lado, la sefial compuesta mostrada en la Figura 15 es la sefal formada por las cuatro
sefales armoénicas generadas por los motores. Esto se observa al comparar los valores de amplitud y
frecuencia obtenidos de la FFT de la sefial compuesta reportados en la Tabla 2, con los valores
reportados en la Tabla 1. La comparacion de los resultados obtenidos son reportados en la Tabla 3 y
tabla 4.

En la Tabla 3 se ordenan los motores en funcidn de la amplitud de aceleracion obtenida en la prueba uno 'y
de la amplitud del pico de la FFT obtenida de la prueba dos; es importante mencionar que la amplitud de
aceleracion no tiene el mismo valor de magnitud del pico en la FFT, pero si se debe guardar su proporcion,

por lo que la posicion de los motores debe ser la misma si se ordenan por magnitud.

Tabla 3

Acomodo de motores por magnitud de amplitud en aceleraciéon y FFT

Prueba 1 (Aceleracion)  Prueba 2 (FFT)

Mayor Mayor
Motor 4 Motor 4
Motor 1 Motor 1
Motor 3 Motor 3
Motor 2 Motor 2
Menor Menor

En la Tabla 4 se realizd la comparacién para los valores de frecuencia obtenidos para las dos
pruebas, en donde se observa que los valores son muy parecidos, teniendo una variacion menor al
3%.

Tabla 4

Frecuencia de operacion de los motores en las dos pruebas

Pico Frecuencia (Hz) Amplitud
1 41.61 8.15
2 58.11 1.76
3 64.76 31.12
4 97.72 2.35

Por ultimo, se desfaso y superpuso parte de la sefial compuesta, esto con la intencién de mostrar que

la sefial obtenida es periddica (ver Figura 16).

11
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Figura 16. Desfase y superposicion de la sefial compuesta.

3. Aplicacion

Una de las aplicaciones que tiene la FFT y las series de Fourier es la prueba de impacto, usada para
determinar frecuencias naturales.

El principio de esta prueba es el mismo que el del prototipo de mesa vibratoria. La prueba inicia al
impactar el espécimen con un martillo, al mismo tiempo se adquiere y analiza la respuesta de
aceleracion del espécimen, obteniendo una sefal de aceleracién compuesta que se analiza. Se aplica
la FFT para determinar las frecuencias de las componentes.

Para este ejemplo se aplico el impacto a una viga de aluminio empotrada sobre una estructura; la

viga y la estructura se muestran en la Figura 17.

Figura 17. Prototipo para la condicién de viga empotrada.

En la Figura 18 se muestra la sefial de aceleracion obtenida de la respuesta de la viga al impacto. En
este caso, la descomposicién de la sefial no es tan obvia, pero si es facil observar que es una sefal
compuesta a la que se le aplica la FFT para obtener las frecuencias que la componen. Estas
frecuencias son conocidas como “frecuencias naturales” y corresponden a las frecuencias a las que
oscila la viga de forma natural al aplicarse un impacto. En la Figura 18 se muestra la FFT de donde se

obtienen las frecuencias naturales.

12
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Figura 18. Gréficas de resultados obtenidos de la prueba de impacto en la viga.

En la Figura 18 se muestra una fotografia de la viga al aplicarle una carga armoénica generada por un
motor con desbalanceo, cuando esta fuera de resonancia y dentro de resonancia. Es importante
mencionar que la frecuencia del motor cuando el sistema esta en resonancia, es menor a la

frecuencia del motor cuando esta fuera de resonancia.

Figura 19. Sistema en resonancia (izquierda), sistema en vibracién fuera de resonancia (derecha).

3. Conclusiones

De los resultados obtenidos, se observa que el desbalanceo de un motor al estar sobre una
estructura, genera como respuesta una sefial de aceleracion del tipo arménico, como se muestra en
la Figura 14.

En la Figura 15 se observa que, al aplicar diferentes excitaciones por desbalanceo, se genera una
sefial compuesta y periddica, y al aplicarsele la FFT se obtienen las frecuencias de operacion de los
motores, determinando cual de los motores es el que induce a una mayor amplitud de aceleracion.

De las dos pruebas es facil mostrar cdmo generar senales de vibracion simples, que sumadas,
generan sefales compuestas, y que si se les aplica la FFT se determinaran sus frecuencias. Todo
esto haciendo alusién a los conceptos de: Series de Fourier, FFT, desbalanceo y sistemas dinamicos.
Otro ejemplo de la aplicaciéon del prototipo es el apoyo al modelado matematico de un sistema
dinamico de segundo orden, donde se analizaran los parametros de disefio y respuesta en estado

transitorio al aplicar una entrada de tipo impulso. Lo anterior ayudara a que los alumnos propongan y

13
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desarrollen prototipos de sistemas fisicos para su analisis y modelado en el dominio del tiempo y de

la frecuencia.
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