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Diseno del perfil de permitividad de una guia de

onda
dieléctrica plana no-homogénea por el método de

inverse scattering.

Roberto David Rodriguez Said, M.C.
Instituto Tecnolégico y de Estudios Superiores de Monterrey, 2004

Asesor de la tesis: Dr. Ramén M. Rodriguez Dagnino

En este trabajo se lleva a cabo la implementacion de un método numérico capaz
de realizar la operaciéon de itnverse scattering orientada al diseno del perfil de per-
mitividad de una guia de onda dieléctrica plana con un determinado coeficiente de
reflexién transversal. Este tultimo con la informacién sobre los modos de propagacién
que se desean tener en la guia.
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Capitulo 1

Introduccién

La solucion del problema de scattering e inverse scattering, es decir, la transforma-
da de inverse scattering y los métodos generalizados han demostrado tener diferentes
aplicaciones. Una de las més importantes y estudiadas es la solucién de ecuaciones no
lineales como la ecuacién Korteweg-de Vries (KdV), la sine-Gordon y la ecuacién no li-
neal de Schrodinger. Se mostrara un problema clésico de scattering e inverse scattering
explicando la obtencién de la solucion tipo soliton de la KdV para dar una introduccion
a la filosofia detras de este método.

Asi mismo, se mostrard més adelante que el problema de scattering plantea on-
das propagandose en diferentes direcciones afectadas por coeficientes de reflexion y de
transmision. Estas ondas viajeras tienen lugar a partir de una onda incidente que tie-
ne contacto con un medio que provoca la dispersién (scattering). En este trabajo se
muestra la forma en la que estas ondas se pueden asociar con el problema de funciones
propias de Sturm-Liouville, y asi, se puede convertir un problema de scattering en un
problema de obtenciéon de valores y funciones propias a partir de una funciéon de po-
tencial. La funcién de potencial se puede relacionar con las propiedades de un medio
de dispersién 6 con otras circunstancias como se vera mas adelante. En este escenario
los coeficientes de transmision y reflexién estéan relacionados con los comportamientos
asintoticos de estas funciones propias correspondientes a la forma de onda viajera. La
solucion de este problema de scattering se completa obteniendo la expresion de estos
coeficientes llamados parametros de scattering.

Por otro lado, en el problema de inverse scattering se plantea la situacién opuesta.
Lo que se desea obtener es una funcién de potencial con base en los parametros de
scattering. En este trabajo el papel central como parametro de scattering lo juega
el coeficiente de reflexion. No sélo en la aplicacion de este trabajo sino en diferentes
aplicaciones es muy 1til conocer las propiedades de un medio con base en lo que el
mismo medio "nos regresa”’. Se puede pensar entonces que este proceso puede ayudar
para desarrollar aplicaciones involucrando mediciones remotas. En realidad, ésta ultima
es una de las diferentes aplicaciones que se le ha dado al inverse scattering. Resolver
este problema puede tornarse bastante complicado. De hecho, s6lo se conocen soluciones
al problema inverse scattering para algunas formas del coeficiente de reflexién. Entre



estas soluciones conocidas se encuentran las soluciones para cuando el coeficiente de
reflexién es igual a cero y para cuando el coeficiente de reflexién tiene una forma
racional, asi como algunas otras soluciones derivadas de estas mismas. En este trabajo
se presentaran de forma general éstos dos casos principales.

Aprovechando este panorama de scattering-inverse scattering, se explicard un
ejemplo en el que se aplique la transformada de inverse scattering para encontrar la so-
lucién de la ecuacién no lineal KdV. Especificamente se tratara la solucién tipo solitén
que tiene esta ecuacion. La filosofia detras de la transformada de inverse scattering
involucra primero la solucién del problema de scattering para un perfil inicial de la
funcién de potencial obteniendo asi parametros de scattering que dependen de la va-
riable de dispersion k. Més adelante, estos parametros son evolucionados en el tiempo.
A lo que se refiere este término es que se le agrega la dependencia del tiempo a los
parametros de scattering con ayuda de la ecuacién no lineal. Es por esto tltimo que
tanto a la ecuacion KdV como a otras ecuaciones de su tipo se les llama en ocasiones
ecuaciones no lineales de evolucion. Con los pardmetros evolucionados se resuelve el
problema de inverse scattering y se obtiene el perfil de la funciéon de potencial para
cualquier tiempo.

Para la aplicacién especifica de este trabajo solo es necesario resolver el problema
de inverse scattering. No es necesario obtener un coeficiente de reflexién ya que éste se
escoge dependiendo de los modos de propagacion que se deseen tener dentro de la guia
de onda. Por lo tanto, no es necesario resolver el problema de scattering. Sin embargo,
es necesario conocer la filosofia detras de ambos problemas para entender a fondo lo
que se obtiene al resolver el inverse scattering.

En este trabajo se mostrara la forma en que la condiciéon de guia esta ligada al
coeficiente de reflexion transversal de un perfil dieléctrico. De hecho, se vera que la con-
dicion de guia, también conocida como una condiciéon de oscilacion, es la misma que la
condicién de los polos del coeficiente de reflexién transversal que depende de la variable
de dispersiéon k. Se vera también que, de acuerdo a ciertas relaciones de dispersion en
las fronteras del perfil, la variable de dispersién solo puede ser solucién de la condicion
de polo del coeficiente de reflexién si esta se encuentra en ciertas regiones del plano
complejo. Especificamente, sélo si k se encuentra sobre el eje positivo imaginario 6 si
se encuentra en la parte inferior del plano complejo (Im{k} < 0), puede ser solucién de
la condicién de polos del coeficiente de reflexion. Se observara que un polo como el del
primer caso se traduce en una onda guiada, mientras que el segundo caso se traduce en
una onda que se desvanece en la direccién de propagacién.

Sabiendo esto, es posible disenar una guia de onda con base en un coeficiente
de reflexién con polos colocados intencionalmente para obtener ciertas propiedades de
propagacién. Aplicando el planteamiento del problema de inverse scattering se puede
obtener una funciéon de potencial que se relacione con las propiedades de dispersion
del medio. En este caso, estas propiedades de dispersion se relacionan con el perfil de



permitividad de la guia de onda plana.



Capitulo 2

Problema de scattering e inverse scattering

2.1. Problema de scattering

Se puede ejemplificar el problema clasico de scattering explicando la forma en la
que aplica a la siguiente ecuacion

El desarrollo gira en torno al problema de Sturm-Liouville (S-L) para esta ecuacién
donde 9 (z; A) es una funcién acotada y donde se dice que la funcién u(z) es una funcién
de potencial. A esta ecuacién se le conoce como la ecuacién de Schrodinger en una
dimension.

El problema de Sturm-Liouville plantea la obtencién de los valores propios para el
pardmetro A, asi como sus correspondientes funciones propias ¢(x; \). Es decir, a cada
funcién propia ¥(z; \) que puede ser solucién de esta ecuaciéon S — L corresponde un
valor de A que hace que se satisfaga la ecuacion (2.1).

Las funciones propias tienen la forma de ondas propagéandose en las direcciones
r — +o00. En este contexto se puede plantear un problema de scattering que es el
mismo que el problema de valores y funciones propias de la ecuacién (2.1), donde las
ondas propagandose en las diferentes direcciones corresponden a las ondas dispersadas
en una frontera a partir de una onda incidente.

Con el fin de que exista una solucién apropiada para ¥, + (A — u)y = 0, es
necesario que u(z) sea integrable [1], es decir,

/°° u(z)| dz < oo.

—0o0
De hecho, u(z) debe caer lo suficientemente rapido como para satisfacer las con-
diciones de Fadeev (Fadeev 1958), es decir,

/Z(H ) |u(x)| dar < oo



El espectro de valores que A puede tomar esta compuesto por dos tipos correspon-
dientes a los valores de A > 0 y los valores correspondientes a A < 0. Se dice que los
primeros pertenecen al espectro continuo de valores propios, mientras que los segundos
pertenecen al espectro discreto de valores propios.

De igual forma pueden existir dos tipos de funciones propias que pueden ser ca-
racterizadas por su comportamiento cuando x — +oo. Debido a que u — 0 con esta
circunstancia, la ecuacién de Sturm-Liouville se convierte en

Asi, para A > 0 la funcion es, asintoticamente, una combinacion lineal de exp(j:i)\l/ 2,
Por otro lado, si A < 0, la funcién propia involucrara ya sea crecimiento exponencial,
decaimiento exponencial, o ambos. En general, esta solucién puede tomar la siguiente
forma:

() ~ 56’)‘1/2“ + fye’(’)‘)m“, T — 400,
donde 3 y 7y son constantes. Sin embargo, esta solucién sélo esté acotada para valores de
B = 0. Como se menciond, los valores de A para los cuales esto se cumple, constituyen
el espectro discreto. De la misma forma, el comportamiento de la funcién propia en el
caso de x — oo también debe tener el mismo tipo de caida exponencial.
Las funciones que son acotadas y decaen exponencialemente para x — +oo son
integrables en varios sentidos, por ejemplo:

/O:o|¢|2dx:/_o:o¢2dx<oo.

Sin embargo, las funciones propias asociadas al espectro continuo no son cuadrati-
camente integrables, aunque éstas sean funciones acotadas [1].

Se puede definir x,, = (—A)'/?, para cada valor propio discreto (n = 1,2,..., N)
y ordenando estos valores de acuerdo a la convencion k1 < kg < --- < Ky, la solucién
acotada serd caracterizada por su comportamiento en +oco de la siguiente forma

U(x) ~ cpexp(—krpx), T — 00 (2.2)

donde con el subindice n se numera cada una de las funciones propias. La constante ¢,
se agrega para cumplir con la normalizaciéon de la integral cuadratica de la siguiente
forma:

[ wrar =1 (2.3)

En el caso del espectro continuo se puede escribir v\ = k v definir la solucién que
es una combinacién lineal de dos comportamientos oscilatorios en infinito.

~ e~k L petht | x — too

U(w; k) ~ ke (2.4)

ae , T — —O00.



Las constantes ¢,, b(k) y a(k) pueden ser determinadas de forma tnica para una
determinada funcién de potencial u(x). La figura 2.1 muestra la interpretacion gréfica de
la funcién propia asociada con el espectro continuo. Las funciones propias del espectro
continuo son cominmente interpretadas como una onda incidente proveniente de 400
(e~*=) junto con una onda reflejada hacia +o0o (be?**) y una onda transmitida desde
—ikm)

+o0 hacia —oco (ae . Por lo tanto, las constantes a y b son usualmente referidas

como coeficientes de transmisién y reflexion.

u
&
incidente
e—ikx
transmitida reflejada
ae-ikx :
belkx
X

v

Figura 2.1: Representacion de la dispersién debida a un potencial

Si se toman en cuenta las ecuaciones de dos funciones propias para diferentes
valores del espectro discreto de la misma funcién de potencial de la forma

se puede llegar a la expresion
d " "
@W(wm’ 1/’71) - (ﬁi - kfn)wnl/}m = ¢m¢n - 77bn1/)m7

donde W es el operador Wronskiano definido por W (a, ) = ' — fo’. La integracién
de la ecuacién (2.5) da como resultado

W (s )0 = (52 = K2) [ uto

Debido a que ¥,,, ¥, — 0 conforme x — 400, la parte que involucra al Wronskiano
evaluado se hace cero y se obtiene que

/_O:O¢n¢mdx =0, (m#n).

6



Es decir, las funciones 1, y 1, son ortogonales. En cuanto al espectro continuo si se
toma el Wronskiano de la funcién propia definida por la ecuacién (2.4) como se muestra

W (1, 0*) = 2ikaa* = 2ik(1 — bb*),
se puede obtener
Jal* + [b]* = 1,

lo cual nos indica la relacién de conservacién de energia en el scattering.

2.1.1. Ejemplo

Se puede mostrar la solucién de un problema de scattering mediante un ejemplo
con una funcién de potencial
u(z) = —Upsech®x

donde Uj es una constante. De esta forma, la ecuacién de Sturm-Liouville es ahora
V" + (A + Upsech®z)p = 0.

Se usa la transformacion de T = tanhx de tal forma que —1 < 7" < 1 para
—00 < & < 00. Con este cambio de variable, el operador d/dx ahora se define como

d d d
— =sech?z— T

_ o2y
dz dT_<1 )dT‘

La ecuacién de Sturm-Liouville se escribe entonces

(1— T2)ddT {(1 — TQ)ZMT”,} +{A+U(1 =TH} =0
é{(1—T2)S$}+ <U0+(1_ATQ)>w=0. (2.6)

Esta ecuacion es conocida como la ecuacion asociada de Legendre. Si se supone
Up = N(N + 1), donde N es un entero positivo, considerando el espectro discreto y
considerando A = k2, las soluciones para k, son k, = n donde n = 1,2,3,..., N.

Por otro lado, las soluciones para 1, son proporcionales a las funciones asociadas de
Legendre, PR(T), donde

n

PR(T) = (=1)"(1 = T*)"2 o P (T),

1dv o, W

Pn(T) = Jion dTN( -



A la funcién Py (T) se le conoce como la funcién de Legendre de orden N. En
este caso la constante Uy = N (N + 1), y si suponemos una funcién de potencial donde
Uy = 2, entonces

u(z) = 6sech’z.

Dado que Uy = N(N + 1) = 6, N = 2. Entonces se tiene que los posibles valores
propios del espectro discreto son: x, = 1,2. Corresponden a estos valores propios las
funciones propias

Y1(r) oc Py (tanhz) = —3tanh x sech x

Yo(x) o< Pi(tanhz) = 3sech®z,

dado que P»(T") = (372 —1). Ahora, para cumplir con la normalizacién (2.3) se agrega
una constante de normalizacién de acuerdo a la ecuacién (2.2), y se obtiene

3 1/2
U (z) = <2> tanh x sech ©

asi como,
31/2
Po(x) = TSGCth’,

correspondientes a los valores propios A = —1, —4. En el caso del espectro continuo
(A = k2 > 0) la soluci6n de la ecuacién (2.6) conforme z — —oo puede ser escrita como

O(z k) = a(k)2®(sech )~ * F(a,b; e (1 + T)/2),

donde @ = L — ik + (Uy+ D)V2 b =1 —ik — (Uy + 1/0)? y ¢ = 1 —ik. F(a,b; ¢ z)
es la funcién hipergeométrica para la cual z — 0 corresponde a  — +o00, y z — 1~
corresponde a & — +00, siendo z = (1 +T) [1].

Esta solucion presenta el comportamiento

~

Y~ alk)e ™ 1 — —oo.
Asi mismo se sabe que el comportamiento cuando x — oo es

o al(@l(@+b— &),
L(@)7r(b) (& —a)l'(é—b)

Comparando esto con la condicién (2.4) se pueden determinar completamente los
coeficientes de scattering obteniéndose




asi como,

Para este caso de Uy = N(N + 1) se puede demostrar haciendo uso de algunas
propiedades de las funciones gama que el coeficiente de reflexion es igual a 0. Primero,

se recuerda que

1 1
I‘(§ — z)F(§ +z)=m7/cosTz.

Con esto se puede obtener que, dentro de la expresién de b(k),

IE—a)l(é—b) = F{; — (Uo + ;)1/2}{‘{; + (Up + ;)1/2} = 7/ cos{m(Uy + i)l/Q}.

Entonces en el caso de
(U +1)1/2:N—|—1
0 4 27
es decir,

Uy = N(N +1),

el denominador de la expresién del coeficiente de reflexién se hace infinito y b(k)=0.

2.2. Problema de inverse scattering

El problema de inverse scattering puede definirse como la obtencion del potencial
u(z) a partir de los pardmetros de scattering (c,,a(k) y b(k)). Se hara un enfoque al
caso de la ecuaciéon relacionada con el problema de Sturm- Liouville

con A = k?, es decir, se considera el caso del espectro continuo y se buscardn soluciones
del tipo 9 ~ e** conforme x — +o00. A éstas se les conoce como las soluciones de Jost
para el caso del una k real.

Se supone que la solucién tiene la forma de

Uy (k) = e + /Oo K(z,2)e™ dz. (2.7)

En este caso el subindice + denota que es una solucién que satisface la condicién
(2.4) cuando x — +o00. Derivando esta ecuacién mediante la propiedad de Leibniz se
puede obtener

~

) dK A A e )
Vyge = €77 (—k2 — — — kK — Kx> — | K,.e**dz,



donde K = K (x, ). El subindice denota una derivada parcial y el operador d/dz denota
una derivada total. Es decir, dK /dz = K, + K, donde el circunflejo sobre la derivada
parcial indica evaluacion en z = z. Asi también 1, puede ser escrita convenientemente

Después de integrar por partes dos veces, dado que ambas funciones,

CcOo1mo

K(z,2),K,(z,z) = 0, z— +o0.
La ecuacién de Sturm- Liouville ahora se convierte en

0 = R Vige + (kg - u)¢+
_pikz (u + 2%) + [P(Kpw — Koo — u(z)K)e™* dz,

la cual se satisface si
Ky — K., —u(x)K =0, z>z

u(zr) = — C(if; = 2K, (z,z) + K,(z, x). (2.8)

Junto con las condiciones
K(z,z), K,(z,z) =0, z— 400

quedan definidas las propiedades de K (z, z).

La idea a seguir de ahora en adelante es obtener esta funcién K (z, z) (que puede
determinar la funcién de potencial u(z)) a partir de los pardmetros de scattering. Se
puede ver que la funcién K no depende de k directamente y por lo tanto, el sentido
de transformada se puede comenzar a apreciar. De hecho, a partir de la definiciéon de
K(z,z) (2.7), se podria decir que 1, es equivalente a la transformada de Fourier de
Oz —2)+ K(z, 2).

Es posible construir la funciéon propia para el espectro continuo que satisfaga las
condiciones (2.4) escribiendo lo siguiente:

b =P+ b(k)y. (2.9)

Esta expresién satisface el comportamiento de @/AJ conforme r — +o00. De igual
forma se podria desarrollar el comportamiento para el caso de x+ — —oo alterando
adecuadamente la ecuacién (2.7) y utilizando el comportamiento conforme z — —oo
descrito por (2.4). Entonces, a partir de la ecuacién (2.9) y la ecuacién (2.7) se obtiene

0o

D k) = e” ™ 4 p(k)e* + /oO K(z,2)e ™ dz + b(k‘)/ K(z,2)e™ dz.

—00

10



Debido a que K (z,z) = 0 para z < x. Después de rearreglar esta ecuacién se tiene

que
o0

/Oo K(z,2)e ™* dz = — e ™ — b(k)e*™ — b(k)/ K(z,2)e™ dz.

—00 —00
Se pueden invertir ambos lados en el sentido de transformada para obtener

o0

K(x,2) = ;ﬂ /" {zﬁ(x; ) — e — bk — b(h) [

—00

o0

K(z,y)e*v dy} e'*= dk,
(2.10)

donde y ha sido reemplazada por z como la variable de integracion interna. Hay que
notar que aqui se cuenta con las relaciones de simetria

W(x; k) = /OO K(z,2)e™ dz,
U(x;—k) = /Oo K(z,2)e ™ dz
Y 1 g0 JRES
K — 7/ : —ikz — 7/ . ikz ]
(x,z) o _Oow(ac k)e "= dk o _oow(x, k)e™ dk
Ahora se puede definir una funcién F' de la forma
1 foo ,

F :7/ b(k)e™ dk 2.11
(0= [ bRt a, (211)

que es una integral a lo largo del eje real k. En la ausencia de valores propios del
espectro continuo, b(k) es una funcién entera. Utilizando las ecuaciones (2.10) y (2.11)
e intercambiando el orden de integracion de la integral doble se obtiene

~ o0

K(x,z)= ! /OO (1 — e *)ek2 dk — F(x + 2) — / K(z,y)F(y+2)dy. (2.12)

2 —00 —00

Es posible evaluar la primera integral del lado derecho de la igualdad sabiendo

que @/A)e
en el mismo limite. Entonces, utilizando un contorno C' que cubra la parte superior del

ke 1 conforme |k| — oo. Esto es porque, como se puede demostrar, |a] — 1

plano complejo k (Im(k)) con un radio R — oo, el teorema de Cauchy permite obtener
el resultado

/OO (,& . e—ikx)eikz dz=0

—0o0

y asi se tiene que
K(a:,z)+F(x—l—z)—|—/ K(z,9y)Fly+2)dy=0, z>x> —oc.

Esta es la llamada ecuacién Gel’fand-Levitan 6, escrita de esta forma, la ecuacién de
Marchenko.

Ahora se puede atender el caso del espectro discreto. Se puede confirmar que la
formulacién de la ecuacién (2.12) mantiene su forma si k es ahora una variable compleja.
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Esto aunque F'(zx) siga siendo una integral a lo largo del eje real. La diferencia aparece
al evaluar la integral conteniendo . La expresion

(@/}eika} _ 1)ezk(z—a:) _ (772 _ e—ikm)eikz

ahora cuenta con polos en la parte superior del plano complejo. Estos corresponden a
los polos de a(k). Entonces, segtin el teorema de los residuos se tiene que

N
(S N . .
/ (¢ — )t dz = 270 S R, (2.13)
o n=1
donde R,, es el residuo de 1&6“‘72 en k = k,. Con el fin de obtener R,, es necesario intro-
ducir la otra solucién de Jost y utilizar algunas identidades involucrando Wronskianos.
Después de este procedimiento es posible obtener que

R, = ic2 ), (z;ik,) exp(—kn2).

Utilizando entonces las ecuaciones (2.13) y (2.7) para tener una expresién para
Yy (z;ik,) se llega a que

SN . . N 00
/ (p—e™*)e** dz = =21 > 2 exp(—kn2) {exp(—/@naj) + / K(x,y)exp(—kny) dy} :
n=1 z

donde la variable de integracién del lado derecho ha sido reemplazada por y para

evitar una confusién. Si se utiliza esta expresién dentro de la ecuacién (2.12) se obtiene
nuevamente la ecuacion de Marchenko

K(z,2) + F(z + 2) +/; K(z,y)F(y + ) dy = 0, (2.14)

si se redefine I’ de la forma

F(X) = 3 e exp(—hnX) + 5 / b(k)e X dk,
n=1 —o°

™

de la cual se puede recuperar (2.11), si no existe un espectro discreto (¢, = 0,n =
1,2,..,N).

De esta forma se muestra que es posible recuperar la funcién de w(z) a partir
de los parametros de scattering (b(k), ¢, v —k,) mediante este proceso de inverse
scattering. Los pardmetros de scattering determinan F'(X) y la solucién de la ecuacion
de Marchenko, K, como se vié, determina la funcién de potencial u(x). Entonces, la
esencia del método de inverse scattering en este caso radica en la solucion de la ecuacion
(2.14).

Se verd mas adelante que para casos en los que el coeficiente de reflexion, b(k) = 0,
se puede llegar a una solucion analitica de la ecuaciéon de Marchenko. Sin embargo, se
torna especialmente complicado encontrar su solucién para casos en los que b(k) #
0. Para estos casos a veces es necesario reformular el problema de inverse scattering
para encontrar una ecuaciéon equivalente a (2.14) que pueda determinar la funcién de
potencial.
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2.3. Transformada de inverse scattering

En este punto se puede aprovechar el preambulo de la solucién de los problemas
de scattering e inverse scattering para mostrar como pueden operar en conjunto dentro
de la llamada transformada de inverse scattering.

Primero, es conveniente hacer una recapitulacion de los resultados importantes
mostrados hasta el momento. Se comenzd presentando el problema de scattering de la
ecuacion tipo Sturm-Liouville.

Después se presentaron los comportamientos asintéticos correspondientes a las
funciones propias del espectro continuo (A > 0, k = \/2),

Y(x; k) ~

. e~ 4 b(k)e* |z — +oo
a(k)e~ e , T — —00.

Para el caso del espectro discreto (A < 0 con &, = (—\)'/?) también se mostré que
el comportamiento asintético de las funciones propias correspondientes tiene la forma

Un () ~ ¢y exp(—kK,x), T — +00.

Se mostré que

d

dx
donde K(z,z) es la solucién de la ecuacién de Marchenko

u(r) = —2—K(z,x),

K(x,z)—|—F(:E+z)—|—/;OK(x,y)F(y+z)dy:0

y F esta definida como

N o0
F(X) =Y cexp(—r,X) + 217r/ b(k)e™ ™ dk. (2.15)
n=1 >

El procedimiento a seguir para la soluciéon de problemas mediante la transformada
de inverse scattering es el que muestra la figura 2.2.

Es necesario partir de un perfil inicial, digase u(z,t = 0). De esta funcién de x
se obtienen parametros de scattering, de igual forma para ¢ = 0 (S(0)), mediante la
solucién del problema de scattering. Mas tarde se lleva a cabo un proceso mediante el
cual, se deduce la dependencia del tiempo a los pardmetros de scattering y se dice que
los parametros son evolucionados en el tiempo. De esta forma se obtienen parametros
de scattering que pueden ser evaluados para cualquier tiempo, digase S(t). Una vez
que S(t) ha sido determinado, éste puede determinar el potencial que de igual forma
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puede ser evaluado para cualquier tiempo mediante la solucién del problema de inverse
scattering.

Aunque no se habia mencionado hasta ahora, el método de scattering-inverse
scattering presentado se desarrolld para encontrar la solucion de la ecuacion no-lineal
de Korteweg-de Vries 6 KdV,

Uy — 6UlU; + Upyy = 0.

Gardner, Greene, Kruskal y Miura resolvieron la ecuacion KdV en el ano de 1968
relacionando la ecuaciéon no-lineal con una ecuacién del tipo Sturm-Liouville, y asi re-
lacionandola con un problema de evolucion. El papel de la ecuacion KdV comienza a
cobrar importancia al respecto de la evolucién de los parametros de scattering como
se mostrara a continuacion.

2.3.1. Evolucion de los parametros de scattering

Se toma en cuenta la ecuacién de Sturm-Liouville
Voo + A —u)p =0, —00 <z <00,

Se asume que esta ecuacién puede ser diferenciada con respecto a x y con respecto
a t. Asi se obtiene

77Z}:v:c;r - uzqu) + </\ - U)% =0

Yoot + (At — ) + (A —u)py = 0,

respectivamente. Por otro lado se define una funcién

R(z,t) = ¥y + ugth — 2(u + 2X\)p, = 0. (2.16)
u(x.0) scattering S(0)
ecuacion | evolucion
no—lineal ; en tiempo
(KdV)
U(X,t) anEfSEI S(t)
scattering

Figura 2.2: Transformada de inverse scattering
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Utilizando estas tres ecuaciones, la ecuacién de S-L y debido al hecho que u(z, )
debe satisfacer la KdV se puede comprobar que la ecuacién

2 (e~ R = 7 .17

se satisface.

Haciendo referencia al espectro discreto, se puede decir que la ecuacién anterior
se cumple para cualquier funcién propia y su correspondiente valor propio. Escogiendo
cualquier valor propio, por ejemplo A = k2 con n = 1,2,..., N. Se puede integrar la
ecuacién (2.17) de —oo a +00 y obtener

[ B = UnRs] % = = (62)1 [ Ty da. (2.18)

Aqui se denota R,, como una funcién evaluada en términos de v, y k,. Debido a
que 9, decae exponencialmente, de igual forma R,,, y por lo tanto, la parte izquierda
de la ecuacién (2.18) tiene que ser igual a 0 por la evaluacién de los términos en —oo y
+00. Lo que se encuentra del lado derecho de la ecuacién también tiene que ser igual
a cero entonces, pero se sabe que

/ Yidr =1.
Eso significa que
(’%i)t =0,

6 que k,, al igual que A es constante con respecto al tiempo. Regresando a la ecuacion
(2.17), de igual forma partiendo de su integracién, y haciendo uso de la ecuacién de
Sturm-Liouville, también se puede obtener la igualdad

R, = wnt + umwn - 2(“ - 2'%721)2/)7& =0, (219)

de la cual podemos obtener la informacién del pardmetro de evolucién ¢, (t). Primero,
es necesario recordar que

Un(x;t) ~ cp(t) exp(—krpx), x — +o00;

asi mismo, se recuerda que u — 0 cuando x — +00.
Ahora sustituyendo estas expresiones en la ecuacién (2.19) y cancelando el factor
de la exponencial se puede ver que

de,

E — 4’12071 = 0.
Solucionando para ¢, (t) se obtiene
cn(t) = cn(0) exp(4r2t). (2.20)
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Haciendo un anélisis paralelo al anterior, pero tomando en cuenta una funcién ]A%,
es posible obtener informacién acerca de la evolucién de los parametros de scattering
que conciernen al espectro continuo. La funcion R denota una funcién R con la misma
definicién (2.16), pero evaluada en términos de funciones propias continuas 1/3 Tomando
en cuenta el comportamiento asintético

1/}(x,t; k) ~a(k;t)e™ ™, 2 — —oc0,

se puede obtener que

d
d—j + 4ik*a = ha, (2.21)

donde la funcién h = h(t; k) = f%/ . Por el otro lado, de acuerdo al comportamiento
de v cuando x — 400
Y(wst k) ~ e 4 b(k; t)e™
se tiene db
R(z,t: k) ~ aeilm + 4ik3 (e~ — peikT)

y asi, la definicién de h(t; k) implica que

db . 4 , . ,
aelk“” + 4ik3(e7 ™ — be™) = h(e*T 4 bek). (2.22)
Debido a que e?** y e~ gon linealmente independientes la ecuacién (2.22) brinda

dos resultados. Primero que

db

— — 4ik®b = hb,

dt

y luego que
h(t; k) = 4ik>.
Utilizando este resultado para h en la ecuacién (2.21) se obtiene que

da
0.
dt

Con esta informacion, ya es posible conocer la evolucién de los parametros a(k;t)
y b(k;t). Asi, se tiene que
a(k;t) = a(k;0),

asi como,

b(k;t) = b(k;0) exp(8ik>t),

para t > 0. Ecuaciones que concluyen la evolucion de los pardmetros de scattering en el
tiempo. Hasta ahora cobra sentido la leyenda KdV en la figura 2.2. Asi como el objetivo
del procedimiento es la solucion de la KAV, ésta misma es la ecuacion que contiene la
informacion de la evolucién en el tiempo. En la siguiente seccién se muestra con un
ejemplo el proceso completo de la solucion de un problema mediante la transformada
de inverse scattering.
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2.3.2. Ejemplo: Solucién tipo solitéon de la KdV

Segun la figura 2.2 el procedimiento de la transformada no lineal comienza con un
perfil inicial 6 una funciéon de potencial. Para este ejemplo se puede utilizar

u(z,0) = —2sech’z.

Se puede notar que utilizamos la misma funcién de potencial con la cual se ilustro el
problema de scattering en la seccion 2.1. La ecuacién de Sturm- Liouville tiene entonces
la forma

Vee + (A + 2sech®z)y) = 0.

Debido a que Uy = N(N + 1) = 2, cuando N = 1, sélo se tiene una solucién
acotada del espectro discreto con la proporcion

Y(z) o< Pl (tanhx) = —sech(x).

Buscando normalizar la funcién propia para el perfil inicial de acuerdo con la
condicion (2.3), primero se tiene que notar que

/ sech’z dz = 2.
Entonces, la funcién propia normalizada debe ser
Uy (z) = 27Y?sech x

para cumplir con la normalizaciéon de la integral cuadratica. Obteniendo el comporta-
miento asintético de la funcion normalizada se puede observar que

() ~2Y%e7% 1 — +oo.

Lo cual cumple con el comportamiento esperado para una funcién propia del
espectro discreto. De aqui se puede obtener un parametro de scattering observando que
c1(0) = 22 de acuerdo con (2.2). Ahora, utilizando la ecuacién (2.20) en cuanto a la
evolucién en tiempo de ¢,(t) a partir de ¢;(0) se tiene que

ci(t) = 21/264

El potencial u(z) ya puede ser determinado, ya que se escogi6é un potencial inicial
(u(x,0)) para el cual, como se mencioné en la primera parte del capitulo, se tiene un
coeficiente de reflexién (b(k)) igual a 0. Con estos datos y utilizando la definicién (2.15)
se obtiene

F(X;t) =257,
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Alimentando esta funcién en la ecuaciéon de Marchenko se obtiene

K(z,z;t) + 28 @+2) 4 2/ K(z,y;1)eS =) dy = 0.

Si se supone K (z, z) separable de la forma K(x,z) = L(xz)e*. Esta ecuacién se puede
simplificar obteniéndose

L+ 2e872 4 2L€8t/ e dy = 0.

T

Resolviendo para L se obtiene

_268t—x

L(z,t) = T oo

Con esta expresion para L se puede encontrar K para inmediatamente, a partir
de la ecuacion (2.8), encontrar u(x). Finalmente se llega a que

u(z,t) = —2sech?(z — 4t).

Resultado conocido como solucion de un solitén. Se dice que éste es un perfil de forma
constante que viaja a lo largo del eje x.

En este capitulo se mostré la filosofia detras de los problemas de scattering e in-
verse scattering, la cual serd 1til para entender el problema que se plantea més adelante
para el caso de la guia de onda dieléctrica. Asi mismo, se dié una pequena introduccién
a los problemas relacionados con la transformada de inverse scattering. Los ejemplos
presentados, aunque no corresponden a un coeficiente de reflexion diferente de 0 como
en los casos que se veran mas adelante, sirven muy bien para vislumbrar el significado
fisico del esquema antes de comenzar a resolver problemas con algunas variaciones.
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Capitulo 3

Modos de propagacion y parametros de scattering

3.1. Guia de onda y el problema de scattering

Como se mencion en la introduccién, el objetivo de este trabajo es la utilizacién
de la solucion del problema de inverse scattering presentada en el capitulo anterior
para el diseno del perfil de permitividad de una guia de onda plana dieléctrica con base
en los modos de propagacion que se deseen tener dentro de la misma.

El planteamiento del problema o, tal vez se podria decir, del area de oportunidad,
viene de la relacién que existe entre los modos de propagacién y el problema de scatte-
ring dentro de la misma. En la primera parte de este capitulo se planteara la manera
en la que las ecuaciones de onda dentro de la guia toman la forma de la ecuacién del
problema de Sturm-Liouville que se revisd en el capitulo anterior. Se mostrard cémo
algunas soluciones del espectro discreto del problema de scattering corresponden a los
modos guiados y cémo algunas otras soluciones corresponden la los modos llamados
débilmente guiados.

La funcién de permitividad del niicleo de la guia de onda se relaciona con la funcién
de potencial de la ecuacion Sturm-Liouville como se mostrard méas adelante. De esta
forma, si los modos de propagacion que se desean tener dentro de la guia determinan
los datos de scattering y mediante la solucién del inverse scattering se determina la
funcién de potencial de la ecuacién de Schrodinger, entonces es posible disenar una guia
de onda mediante este método.

Se hace referencia a los problemas de scattering e inverse scattering asociados
a la propagacion dentro de la guia de onda, pero no se mencionara mucho sobre la
evolucién de los pardmetros de scattering. Esto es porque en este enfoque se parte del
conocimiento de los parametros y se limita a llevar a cabo el inverse scattering a partir
de éstos.

Primero, se sabe que las ecuaciones que rigen la propagacién de la luz en las guias
de onda planas son:

K O

1
2 - T R -
VE+V(E KVH) =2 t2E_0
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VIH + (v x (V) + 50 g
K c2 Ot?
Donde E= (E;, E;, E;) y H= (H;, Hy, H;) corresponden al campo eléctrico y al
campo magnético respectivamente. k es la permitividad relativa definida por x =
k(Z) = €(Z)/ep, en donde () es la permitividad dieléctrica de la gufa de onda que
se supone que es sélo una funcién de la coordenada Z, g es la permitividad en el es-
pacio libre, y ¢ es la velocidad de la luz en el espacio libre. Si se considera (Z) como
la direccién de propagacion y w como la frecuencia de radiacién del laser, para ondas

polarizadas planas, se puede asumir que las soluciones tendran la forma de

Ej(2, 2, ko, t) = E4(Z, ko)exp[j(wt — BZ)], (3.1)

para los modos TE, y

E: (%, 2, ko, t) = Ez(Z, ko)explj(wt — B2)],

para los modos TM. Sustituyendo estas expresiones en las ecuaciones vectoriales se
pueden obtener las ecuaciones de onda

d2
di?

en el primer caso, asi como en el segundo,

Ey(i, ko) + [kor (%) — 5% By(, ko) = 0,

hﬂ + [kok(Z — B EL (%, ko) = 0.

7Ef ~7k T~ =
(Z, ko) + Kk dZ

dz? dz

En este contexto kg es el niumero de onda en el espacio libre. Se define el nimero

d? d[

de onda para este tipo de propagacién de la forma 27/\ = w/c y [ es la constante
de propagacién en la direccién z. Restringiremos la discusiéon a los modos TE porque
la ecuacién para estos modos es la que mejor se puede acoplar al problema de inverse
scattering, ademas, la propagacion de un sélo modo estaria especificada por el modo
fundamental TE. Asi que si se piensa en una guia monomodo, es posible restringir la
discusién a este modo (TE) correspondiente. Entonces, revisando la ecuacion (3.1), ésta

puede ser reescrita de la forma
2
2 Pal@ ko) + (=67 + kogw(7)] Ey(2, ko) = 0. (3.2)

Ahora, normalizando convenientemente la ecuacion anterior se puede definir

r=2/L
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Ey (I, ]Co)
Eyo ’
donde F,, corresponde a la maxima amplitud del campo eléctrico y L corresponde al

w(%ko) =

ancho de la guia de onda.

N\

=
[ty
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41}
o
SRR

N
m
=

explikx) —h
rik}exp(-ikx) s——

o
—
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L —_

E—P K )yexp(ik)

f

I
Y
=

1'

-

Figura 3.1: Perfil de permitividad de la guia de onda plana.

Para la guia de onda mostrada en la figura (3.1) se puede tener una expresion de
la permitividad del nicleo no-homogéneo de la forma

el = g(x)] 0<z<1
g(x)_{ £ r<06x>1"

en la cual €; = max{e(z)} corresponde al maximo valor de la permitividad del nicleo
no-homogéneo. €5 es el valor de la permitividad del recubrimiento. Como se ve en la
figura (3.1), e1 > €2. Se puede asumir que la funcién g(x) es real, acotada, continua
y que pertenece al espacio de funciones L;(—00,00). Por otro lado, para que £(x) no
tenga cruces por cero, se requiere que max{g(z)} < 0.

Utilizando estas tres tltimas ecuaciones en la ecuacién (3.2) se obtiene

2

;332 (z, ko) + L2{—ﬁ2 + k:gel[l — gL }(z, ko) =0, 0< <1,

Ahora, si se define una frecuencia normalizada V de la forma
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V2 = koLQ(El — 82),

la ecuacién de onda para el modo TE toma la forma

d? Ve B
@w(x, ko) + {—LQﬁ2 + m[l — g(a;L)]} W(x, ko) =0,
que se puede reescribir como
2
U(x, ko) + [k — g(zL)]p(x, k) = 0. (3.3)

da?
Ecuacién en la cual se ha utilizado
k2 = LQ(—ﬁ2 + k‘geg),
asi como
V2€1
(e1 —&2)

La ecuacién (3.3) es una ecuacion del tipo de Schrédinger, en la cual, se tiene una

q(zL) = g(zL) — V2.

funcién de potencial g(zL), asi como se tiene una variable espectral k. Esta ecuacién
también tiene la forma de la ecuacién de Sturm-Liouville que se traté para el problema
de scattering. De aqui se pueden establecer algunas relaciones, como por ejemplo, la
relacién que existe entre la funcion de potencial y el perfil de permitividad de la guia
de onda. Otra relacion interesante, es la que existe entre las soluciones acotadas ¢ del
espectro discreto de k que corresponden a la solucién de reflexion total interna dentro
de la guia.

Volviendo a la figura (3.1), también se considera que £, — €5 conforme =z — 1.
Asi como se puede recordar que £(z) = €5 para x < 0 6 = > 1. Es por estos dos tltimos
argumentos que se puede saber que g(z) — 1 —e5/e1 v que ¢(z) — 0 conforme x — 1
6z <O0.

También se sabe que la funcién de potencial debe cumplir con ciertas condiciones
para ser una solucién adecuada de la ecuacién (3.3). Se debe cumplir que

| lellg@) da < o0

para que ¢(z) € Li(—00,00) pueda ser una funcién meromérfica y se pueda aplicar el
inverse scattering. A continuacién se muestra la forma en la que se puede plantear el
inverse scattering para encontrar la funcion de potencial a partir de los parametros de
scattering. En la siguiente seccion se considera la situacién en la que el coeficiente de
reflexién es igual a 0.
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3.2. Inwverse scattering, b(k) =0

La funcién de potencial g(x) puede ser determinada usando la teoria de inverse
scattering debido a que ¢(z) — 0 conforme x — 1 usando la ecuacién de Gel'fand,
Levitan, Marchenko

K(z,y)+ F(z+y)+ / K(xz,z)F(y + 2)dzdz = 0, (3.4)
donde

N
IS ,
F(x,y) = Z ciek”(”y) + 7/ b(k‘)e_’k(”y) dk,
n—1 27 J-o
y donde b(k) es el coeficiente de reflexién y {¢,} son las N constantes reales de nor-
malizacién. Una vez que K (z,y) ha sido obtenida, el potencial puede ser ficilmente
encontrado tomando la derivada de K (x,z) obteniéndose

d
q(z) = —Q@K(w,m).

Resolver esto puede ser muy complicado para casos en los que la tnica restriccién
es que el coeficiente de reflexién b(k) < 1. Sin embargo, se ha demostrado que para el
caso en el que b = 0 es posible resolver la ecuacion integral y ello se lleva a cabo de
una manera mas sencilla. Debido al hecho de que la ecuacion de Marchenko, como se
vio en el capitulo anterior, es separable, se puede llegar a la soluciéon. Una soluciéon més
general con el coeficiente de reflexion igual a 0 fue encontrada por Kay y Moses (1956),
y su forma es

d
K(z,z) = e In{det[A]},
donde

CmC
Amn - 5mn i _(km_‘—kn)w-
Ttk

Sin embargo, un problema un poco més complejo comienza a surgir con el hecho
de que se tenga un coeficiente de reflexion diferente de 0. En la siguiente seccion se
presentara un poco mas a fondo el efecto del coeficiente de reflexién sobre la propagacién
dentro de la guia de onda.

3.3. Modos de propagaciéon y el coeficiente de refle-
Xion

Para encontrar la relacion entre el coeficiente de reflexion transversal de la guia
de onda y su estructura modal, primero se puede analizar una guia de onda homogénea
para mas tarde volver al problema de guia de onda no-homogénea.
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Se supone la direccién de propagacién +z como en la figura (3.2). A la permitidad
del nucleo se le ha denominado ¢,,.

k
onda TE €1 ' :

M(Kye m}E,exp{iKzz-iKm);\
E. exp(ik, z+ik,, X) /' @ x

Figura 3.2: Scattering en la guia de onda homogénea.

v

A la direccién en z se le llama la direccién transversal. El coeficiente de reflexion
se obtiene del problema de scattering directo para una onda plana incidente, y éste

tiene la forma
T(klaﬁw) - Rlo + ROleXp(@kad} )
1+ R_10R01exp(l2kxd)

donde k, es el nimero de onda en la direcciéon z, y w es la frecuencia angular. d 6 L es el
grueso del nicleo. R;; es el coeficiente de reflexion de Fresnel para una onda incidente

de un medio 7 a un medio j. Debido a que

R_10 = — R,
los polos se determinan por
R3 exp(i2k,d) = 1 (3.5)

para el caso de una polarizacion TE, donde

k:c - klx

ROl - k:c + kl:ﬂ'

Las relaciones de dispersién estan dadas por

KL, + ki = kY,
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donde ki, = k. vy,
K2+ k2 = K>

k. es la misma en los medios debido a la condicién de acoplamiento de fase. Se
puede probar que

’I"(klx = O) = —1,

que es la condicién de normalizacion del coeficiente de reflexiéon racional. Los polos de
(k1) son aquellos que satisfacen la ecuacion (3.5). En los polos r — oo, lo cual indica
una estructura autoresonante. Cuando una onda plana es incidente hacia el nicleo con
una ky, real, debido a la conservacién de la energia, |r| < 1. Esto es porque para valores
reales de ki, v ks, |Ro1| < 1, la condicion de los polos no seré satisfecha. Entonces, los
polos de r(ky,) son complejos.

‘\ A explik,, X+, Z)
E, exp(ik, x+ik,z}
E , exp(-ik, x+ik.z) '\

B exp(-ik, x+ik, z}

Figura 3.3: Propagacion en tres regiones.

En la figura (3.3) los modos guiados se definen como ondas propagandose a los
largo de la direccién +z y que decaen exponencialmente a lo largo de la direccion
transversal fuera del nicleo. Los modos en la guia son determinados por las condiciones
de frontera. Para una onda TE, los campos E, en las tres regiones pueden ser expresados
de la siguiente manera
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E 1 = E_jexp(ik,z)exp(—iki,x), para la regién (—1), = <0,
Ey = exp(ik,2)[A exp(ik,x) + B exp(ik,z)], para 0 <z <d, y
E, = FEyexp(ik,z)exp(ikip), para la region (1), = > d.
(3.7)
En z = 0 en la regién (0), la onda viajera hacia la derecha es debida a la reflexién
de la onda viajera hacia la izquierda y reflejada en la frontera, entonces A = BRy_y).
Usando la caracteristica R_1yp = — Ry se tiene

A = BROl-

En x = d en la regién (0), la onda viajera hacia la izquierda se debe a la reflexién
de la onda viajera hacia la derecha en la frontera. Por lo tanto,

B = exp(—ik,d) = Aexp(ik,d)Ro;.

Combinando las dos ecuaciones anteriores se tiene

exp(2ik,d)R3, = 1. (3.8)

Esta ecuacién es la condicién de resonancia transversal satisfecha por cualquier
distribucién de campo de la figura (3.3). Esta condicién de resonancia es conocida
también como la condicién de “guia”, y es la misma que la ecuacién (3.5). Por lo tanto,
la condicién de guia es la misma que la condicién de los polos para el coeficiente de
reflexion.

Para una frecuencia angular fija w existe s6lo una variable no conocida en la
ecuacién (3.8). Esta variable puede ser ki, 6 k,. Las posibles soluciones que satisfacen
la condicion de guia pueden ser vistas de tres diferentes maneras.

3.3.1. k, real

Si se supone ky, real también. Esto da |exp(i2k,d)| = 1y |Ro1| < 1, de acuerdo
a (3.6). Este caso no puede satisfacer la condicién de guia de la ecuacién (3.8). Si se
supone €1 > ¢, debido a que k%, = k2 + k? — k?, si k, es real, k1, también serd real. Por
lo tanto, no hay ningin modo discreto para 1 > ¢.

En otro caso, si se supone que ki, es puramente imaginaria. Aqui k% — k? =
ki, — k2 <0,e1 <eyki, =k:+k?—k?es real. Entonces, si kjz es compleja, tiene
que ser puramente imaginario. En este caso |exp(i2k.d)| = 1, |Ro1| = 1, asi que es
posible para la condicién de guia tener un ntimero finito de soluciones con valores de k,
discretos. k2 = k2, + k* — k? < k? — k. Las soluciones adecuadas de ki, se encuentran
en el eje imaginario positivo, la onda decae a lo largo de la direccion x fuera del nicleo.
Por otro lado, también existen soluciones inadecuadas de k1, que se encuentran en el eje
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imaginario negativo del plano ky,. La solucién de la ecuacién (3.8) en el caso presente
también incluye una solucién trivial con la raiz k, = 0, la cual da un campo igual a cero
en cualquier lado. Esto se puede demostrar a partir de A = BRg1, si k, =0, Rgy = —1
y entonces A = —B. En este caso, de las ecuaciones (3.7), Ey = 0. Debido a que E, es
continua en las fronteras, también E_l y El =0.

3.3.2. k, puramente imaginario.

Esto implica que k% > k% y que k, es real. A continuacién se explican las diferentes
consideraciones que se pueden tomar.

1. e > ey, k2 > k2, asi que,

k2 o=k:— (K> — ki) < k2 <0,

xT

y ki, es también un nimero imaginario. Si se escoge k, = ia y ki, = ia; para
ondas que decaen fuera del nicleo, y a; > 0 siendo |ay| > |al.

a) a >0, |Rp| <1,y exp(—2ad) < 1, la cual no es una solucién posible de la
ecuacién (3.8).

b) a <0, |R|>1yexp(—2ad) > 1, la cual es tampoco una solucién posible de
la ecuacion (3.8).

2. €<€1,k<l€1.

a) ki, esreal, ky > k.. |Ro1| = 1, y |exp(—2ad)| # 1. Esta tampoco puede ser
una solucién para la ecuacién (3.8).

b) ki, es imaginaria, ki < k., que es el mismo caso (1).

Asi, se aprecia que el caso cuando k, es puramente imaginario no puede satisfacer
la condicién de polos del coeficiente de reflexion.

3.3.3. k, con parte real e imaginaria

Debido a que k? = k*— k2, k, es complejo y se puede decir que k, = k_+1k”. Siendo
la direccion de propagacién +z, k. > 0y k7 > 0. Definiendo de igual forma k, = k. +ik!
y partiendo de k2 = k? — k? = k? — k2 + k!> — i2k k!, se obtiene k.k"” = —k.k!. Por
la misma razén, ki, = ki, ik{,, asf como, ki = k% — k? = k? — k> + k> — 2k K/,
y, ki k!, = —kLE.. Debido a que KLk} > 0y kLK) < 0, K}, k7, < 0. Las ondas que
viajan por fuera del nicleo requieren que k7, > 0 en las regiones (-1) y (1); por lo tanto
K, <O0.

x
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Existen dos casos equivalentes para k., k., > 0y k! < 0. Se escoge k!, > 0y kI < 0.
Esto significa que |exp(—2k/d)| > 1. Si la ecuacién (3.8) se satisface, entonces | Ry | < 1.
Esto es debido a que

(k. — K, )2 + (K — K" )2 1/2
(K + k1o)? + (K + K1,)%

da que |Rp1| < 1, entonces, es una solucién posible. A estas soluciones se les llama

| Ro1| =

modos débilmente guiados debido a que la potencia se fuga de la superficie. Fuera del
nucleo, la onda viaja en el direccion x, pero decae en la direccion z.

Como conclusién se puede decir que las posibles soluciones a la condicion de guia
son discretas y se pueden clasificar en dos tipos:

(I) Modos guiados. En el caso de que k, es real, k2 < k* — k2, y ky, s6lo tiene parte
imaginaria positiva. La onda se guia entre las dos superficies, y fuera de las superficies
decae exponencialmente. Esta onda superficial es asociada a la reflexion total interna
en las fronteras.

(IT) Modos débilmente guiados. Cuando k, es compleja, y |k1,| > 0, kf, < 0.

Se puede hacer la extensién de este caso al caso de una guia no-homogénea, pri-
mero dividiendo la fibra en mas de tres regiones y luego tomando el limite cuando el
nimero de regiones es muy grande y de espesor muy pequeno. Xia [4] demostré con
este analisis que la condicién de guia sigue siendo la misma que la condicién de los
polos del coeficiente de reflexion. Asi que la condicién para que un polo represente un
modo guiado es que se localice en el eje imaginario positivo y que para que un polo
represente un modo débilmente guiado, éste tiene que contener una parte real y una
imaginaria negativa.

Como se menciond anteriormente, se puede tornar muy complicado resolver la
ecuacion de Marchenko (3.4) cuando el coeficiente de reflexién es diferente de 0. Sin
embargo, un planteamiento alternativo del inverse scattering (Kay 1960) hace posible
resolver el problema cuando el coeficiente de reflexion tiene una forma racional descrita
por el lugar de los polos. En la siguiente seccién se muestra este método junto con un
resultado conocido para un coeficiente de reflexién con 3 polos.

3.4. Inverse scattering b(k) # 0

Ahora que se ha planteado que el problema de scattering es similar al estudiado
en el capitulo anterior, y que se ha visto el efecto del coeficiente de reflexién en los
modos de la guia de onda, se puede hacer un poco de énfasis en el problema de inverse
scattering, pero enfocado a un coeficiente de reflexion con forma racional.

La estructura modal de la guia estara representada por los parametros de scatte-
ring, en este caso, especificamente por el coeficiente de reflexién transversal. La guia de
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onda sera disenada para que el coeficiente de reflexion incluya un modo de propagacion,
asi como modos débilemente guiados.

La relacién matemadtica entre los parametros de scattering que caracterizan las
propiedades de propagacién de la gufa y la funcién de potencial ¢(z) se da por la teoria
de inverse scattering, y especificamente para el caso de la relacién que existe con el
coeficiente de reflexion r(k) la teoria de inverse scattering de Kay, obtenida a partir del
analisis espectral de la ecuacién (3.3) de Gel’'fand, Levitan y Marchenko. Las ecuaciones
basicas pueden ser escritas a partir de la formulacién dependiente del tiempo para el
problema de scattering. Es decir, presentando la transformada de Fourier de la funcion
propia ¥ (x, k), es decir ¥(z,t), que depende del tiempo y que satisface

0? 02

@\P(aj, t) — @\I/(Jf,t) —q(x)¥(x,t) =0, (3.9)
en la cual se toma la variable ¢ correspondiente a la velocidad de la luz ¢ = 1. En el
espacio libre se considera la solucion de onda incidente de la ecuacion dependiente del
tiempo (3.9) como un impulso unitario

Uin(z,t) =0(x —1t), <0, t>0,

la cual produce el transitorio reflejado 6 funcién caracteristica

R(z.t) = R(z +1) = ;ﬁ [ rRyespl-ik(e + o)k~ i S ruexpl-iku(x + 1) (310)

Se dice que la integral es la transformada de Fourier del coeficiente de reflexién.
Los modos discretos que corresponden a los modos propagados se representan con la
suma sobre los polos k, en el eje positivo imaginario con residuos r,. Debido a la
condicién de causalidad, se debe considerar que

R(x+t) =0, paraz+t<DO0.

Es decir, se produce un transitorio de reflexion hasta que la onda propagada haya
interactuado con el nicleo no-homogéneo de la guia.

Es posible relacionar la amplitud ¥(z, t) de la onda dentro de nicleo de la guia con
la amplitud Wo(z,t) fuera del niicleo mediante una transformacién lineal independiente
del parametro k de la siguiente forma

Yol t) + JF, K (2, 2") Yo (2, )d2" , >0
Y ‘{ W (1 e<0’ (310
en la cual,
Uo(x,t) =0(x —t) + R(x + 1). (3.12)
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De las consideraciones fisicas se sabe que W(z,t) es un transitorio moviéndose
hacia la derecha de tal forma que

U(z,t) =0 parat<zx.

Por lo tanto, K (z,t) = 0 para t > z, y K(z,t) = 0 para t < z. Sustituyendo la
ecuacion (3.12) en la ecuacién (3.11) y usando la condicién de causalidad para R(x +1t)
se obtiene la ecuacién integral

K(z1)+ Rz +t)+ [ "K(x, /)R( + 1) =0, <, (3.13)
—t

que es la versiéon de Kay de la ecuacién integral de Gel’'fand, Levitan, Marchenko.
Sustituyendo la ecuacién (3.11) en la ecuacién (3.9) se puede saber que la funcién
K(z,t) satisface una ecuacién de la forma (3.9) para una amplitud de onda ¥(z,t) si
se cumplen las condiciones

K(z,—z)=0
y
2 ;IK(L:U) =q(x).

Entonces, la solucién de la ecuacion (3.13) para K (x,t) conlleva a la sintesis de las
guias de onda. Se puede resolver la ecuacién (3.13) usando varios métodos, sin embargo,
es especialmente importante el método que involucra un coeficiente de reflexion de forma,
racional ya que tiene varias aplicaciones de importancia.

3.4.1. Diseno a partir del coeficiente de reflexion

Como se menciond, los polos del coeficiente de reflexién localizados sobre el eje
imaginario positivo, se traducen en soluciones del espectro discreto de valores propios
6 modos guiados, mientras que los polos localizados en la parte Im(k) < 0 correspon-
den a los modos débilmente guidados. Esto es de forma general, pero debido a que
el coeficiente de reflexién también debe cumplir con otras condiciones referentes a su
naturaleza, la localizacién de estos polos esta limitada de cierta forma. Ademas, en
ocasiones se parte de una aproximacion de un modelo de coeficiente de reflexién a una
funcién racional conocida 6 con ciertas propiedades, lo que deriva en otras relaciones
entre la localizacion de los polos. En la figura (3.4) se muestran las regiones permi-
tidas para los polos del coeficiente de reflexiéon para una determinada aproximacion
de funcién racional. En realidad, esta funcién racional fue derivada de una respuesta
tipo Butterworth, pero con la variante de que los polos que corresponden a los modos
débilmente guiados se encuentran dentro del circulo unitario. La region permitida para
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estos polos esta limitada por la parte de abajo por la curva Im(k) = —a/2 y por la
de arriba por la curva |k| = 2a” cos(27), si se expresa k en coordendas polares de la
forma k = |k|exp(i7). Se ha notado que las aproximaciones tipo Butterworth poseen
propiedades que facilitan la solucion del problema de inverse scattering.
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Figura 3.4: Lugar de los polos del indice de reflexion.

Volviendo al problema de inverse scattering se puede mostrar la solucién para este
caso de un coefeciente de reflexiéon con tres polos de la forma

To
r(k) = ,
B = G R k)~ R
donde r( es una constante encontrada usando la condicién de normalizacién r(0) = —1.
Los dos polos simétricos localizados en la mitad de abajo del plano k£ son ky = —c¢y —ico

y ko = c1 — icy y el tercer polo localizado en la parte positiva del eje imaginario es
ks = +ia. Aqui se plantea que ¢, cy,a € RT. Ahora, escribiendo la misma ecuacién,
pero en términos de la magnitud y la fase se obtiene

(¢ + )%
[(k+c1)2+ A3)[(k — c1)? + 3] (k2 + a?)

(k)| =
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¢(k) = — |—7/2 +tan™! (Z)] - {tan_l <k—cl—2c1> + tan™! <k i2cl)] :

El coeficiente de reflexién debe satisfacer la condicién de conservacién de energia
|r(k)|> < 1 para toda k real.
Aplicando la ecuacién (3.10) se obtiene

a(ct + ¢3)
A+ (cog +a)?

R(z+t) = — {exp[—cz(:x +t)] [cos(cr(x + 1)) + e sin(cy(x +1t))| — expla(z + t)]}

C1

La cual se puede resolver para obtener una funcién de potencial [3]

q(z) =2[a" (z) — a’ (z) A" (2)A'(z)]A " (z)b, (3.14)
donde
al = [1 t exp(nt;) exp(—mt) exp(mat) exp(—mnat) |,
b"=[0 000 0 —a(-3Z+c)],

[0 1 0 0 0 0 |
0 0 f(m) a(ci +c3) 0 0

0 0 0 0 f(n2) a(ci + c3)

Ax) =

1 —z  exp(—mz) exp(n1) exp(—mx)  exp(ner)
0 —1 —mexp(—mx) nexp(mz) —neexp(—mnw) n20xXp(n27)
|0 0 niexp(—mz) niexp(mz)  nzexp(—mex) miexp(nr) |

y con los valores de constantes

m = [(o + p)2]"/2, m = [(o — p)/2]"/2,
o=@ +23 -2, p= (@ - 43)(@ + 1),

donde f(-) tiene la forma funcional

f(p) = (p+ik1)(p+ik2)(p + ik3)

y donde " simboliza una derivacién con respecto a z. Entonces, a partir de la funcién
de potencial 3.14 se puede obtener el perfil de permitividad

o — 2E =) T (1) — AT (2) A~ (2) A/ (2)] A" (2
g(@:{ 22 [ () — a (1) A (1) A/ ()] A ()b
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Esta variacién de inverse scattering ha demostrado ser 1util para encontrar una
solucién analitica cuando el coeficiente de reflexién tiene una forma racional y sera el
punto de partida para desarrollar el método numérico para el diseno de la guia de onda
dieléctrica. En el siguiente capitulo el método numérico demostrard su versatilidad
encontrando la funcién de potencial de este caso asi como para un caso que requeriria
de una solucion analitica significativamente diferente.

Aunque se decidié utilizar esta version de inverse scattering de Kay para des-
arrollar el método numeérico en realidad también seria posible encontrar la solucién
numérica utilizando la integral de Marchenko vista en el capitulo dos y en la seccion
(3.2). El método de Kay resulta en una forma mads viable de encontrar una solucién
analitica cuando el coeficiente de reflexién tiene ciertas propiedades, pero en cuanto
a soluciones numeéricas no debe ser mucho mas complicado desarrollar un método que
resuelva la ecuacién (3.4). Sin embargo, es probable que se requiera de un poco mas de
capacidad de computo en el caso de la solucién de la ecuacion (3.4), ya que en ésta se
involucra una integral con un limite infinito, mientras que en (3.13) ambos limites son
finitos. Debido a que K(z) — 0 conforme z — oo, en realidad la cantidad de cémputo
necesaria depende de la resolucién que se desee tener en la soluciéon numérica.
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Capitulo 4

Método numérico y resultados

4.1. Escenario

En el capitulo anterior se presentaron los resultados correspondientes a un coe-
ficiente de reflexién diferente de cero y de forma racional. Sin embargo, es necesario
presentar un método numérico capaz de realizar la operacién de inverse scattering para
otras formas del coeficiente de reflexién en caso que no sea posible darle una forma
adecuada al coeficiente de reflexién para llevar a cabo la operacién. El método que se
desarroll6 en este trabajo corresponde a la versién planteada de Ge, Jordan y Tamil
[2] del método desarrollado por Kritikos et al. (1982) y Ge (1987) para llevar a cabo el
inverse scattering. La formulacién del problema inicia de la misma forma en la que se
comenzo en el capitulo anterior, es decir, planteando las ecuaciones correspondientes al
modo TE de la guia de onda plana como

E,(z,2,t) = Eo(x, ko)exp[i(f, — wt)],

donde kg es el nimero de onda en el espacio libre y § es la constante de propagacion
en la direccion z. La ecuacion de onda tiene la forma de una ecuacion de Schrodinger

d’E
@ + [—52 + /{?(Q)HQ(ZL‘)]E = 0.

Esta ecuacién puede ser reescrita de la forma

d’E
@ + []{32 - U([L’)}E = 0,

donde

k? = 02 + k2n

representa la constante transversal de propagacién y



es el potencial de scattering que es funcién del nimero de onda en el espacio libre
ko = 2w /A, el indice de refraccién del recubrimiento y el perfil del indice de refraccién
del nicleo no-homogéneo n(z), que es lo que se busca disenar.

Con base en la teoria de inverse scattering, se sabe que el potencial se puede
conocer resolviendo la integral de Gel’fand, Levitan y Marchenko

K(z,t) + R(x +1t) + /x K(z,y)R(x +y)dy =0, t<z, x>0, (4.1)
—t

donde

_ 1
o

/oo r(k)exp(—ikt) dk — ii rpexp(—ikpt)

—00 =1

R(t)

es el transitorio reflejado 6 funcion caracteristica. La transformada de Fourier del co-
eficiente de reflexion r(k) representa los modos no guiados. El espectro discreto esta
representado como la suma de los polos kp sobre el eje imaginario positivo con residuos
rp. El coeficiente de reflexion r(k) caracteriza las propiedades de propagacién de la
guia de onda como se vié en el capitulo anterior, los polos del coeficiente sobre el eje
imaginario positivo representan los modos guiados, asi como los modos en la mitad
inferior del plano k representan los modos no guiados.
Utilizando las condiciones de frontera

K(z,—x) = —R(0) (4.2)
y
v(x) = Zch(l? x)) (4.3)

es posible recuperar la funcién de potencial resolviendo la ecuacién integral de Mar-
chenko.

Asi como en el capitulo anterior, el kernel de la ecuacién integral satisface la
ecuacion diferencial parcial

O?K(z,t)  0?°K(z,t)
Ox? dt?
que es la ecuacién de Schrédinger dependiente del tiempo. Con esto en mente se puede

—v(z)K(z,t) =0, (4.4)

presentar la discretizacion del inverse scattering.
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4.2. Discretizacion de la ecuacion G-L-M y Método
Numérico

La ecuacion (4.1) se discretiza adecuadamente para ser aplicada al método numéri-
co haciendo un giro de 45° con respecto a la abscisa como se muestra en la figura 4.1.
El intervalo At = 2Ax, y * = mAx, para m = 0,1,...,N. Donde N es el
nimero total de puntos a lo largo de la direccién x, mientras t = nAt — (m/2)At, para

n=20,1,...,m. La ecuacion G-L-M entonces toma la forma
Kn(n)+ Rn(n)+ > COK,()Rn(DAt=0, n=0,1,..m, (4.5)
l=m—n

donde y = [At — (m/2)At. El subindice m en K,,(n) representa la posicién del punto a
lo largo de la direccion z, y el argumento n representa la posicién del punto a lo largo
del eje t. C(l) es un coeficiente para la integracién numérica trapezoidal con la forma

C’(l):{ 1/2 l=m—-—n,ym
1 otro caso.

4.2.1. Esquema de Iteraciéon con Relajacién

La ecuacién G-L-M es una ecuacion integral que puede ser resuelta en una forma
iterativa. Reescribiendo la ecuacién (4.5) como

K! (n) = —Rpn(n) — Z C(OKH DR (1A, (4.6)
l=m—n
donde el superindice respresenta el 7-avo resultado de la iteracion. Como se puede ver,
el proceso de iteracion solo involucra los puntos a lo largo de la columna m en la figura
4.1.
Una forma de mejorar la convergencia del resultado, es utilizando un método de
relajacion de la forma

) = (1= )3 )+ | <R = 3 CORG' R0,

n

donde w es el factor de relajacion. Si w tiene un valor entre 0 y 1, se dice que es
un método bajo-relajado. Si el valor de w cae entre 1 y 2, se dice que es un método
de sobrerrelajacion. La operacion que realiza este esquema es una ponderacién de un
resultado actual de la iteracion con el resultado de la iteracién anterior. Por ejemplo,
si se escoge un factor de relajacion de w = 0.5, en la iteracion i-ésima se obtendra un
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Figura 4.1: Rotacién de los ejes z,t discretizados.
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resultado que, a lo mas, puede diferir del resultado de la iteracién i—1 en un 50 %. No se
permite que el valor de la iteracion cambie bruscamente, esto para el caso bajo-relajado.

En la implementacion del método se utilizaron valores de w entre 0.5 y 0.1 con
resultados similares. En realidad, se podia ver cémo los puntos de la malla convergian
rapidamente a un valor depués de algunas iteraciones debido a una buena seleccién de
los valores iniciales.

4.2.2. Valores Iniciales para K(z,t)

Se sabe que la solucién analitica de la ecuacion G-L-M converge. Sin embargo, la
convergencia de la version discretizada no puede estar garantizada debido a los errores
insertados de truncacion y discretizacion. Por ello, es importante que se establezcan
buenos valores iniciales para correr un menor riesgo de que las iteraciones no converjan
a un valor. Para este caso un algoritmo de leap-frogging puede ser utilizado para proveer
un valor inicial efectivo.

La forma en la que se obtiene el algoritmo de leap-frogging es sustituyendo la
ecuacion (4.3) en la ecuacién (4.4) para obtener

PK(x,t) OPK(xt) dK(z,)

K(z,t) =0 4.7
Ox? ot? dw (z,1) (4.7)
y se introducen nuevas variables u y v definidas como
T —t
u = ,
V2
y
T+
v = .
V2
Se obtiene entonces
*K 0K
(w,v) _ V2 (u, U)K(u, v) =0.

oudv ov

Al discretizar esta ecuacién (Kritikos 1982) se tiene
Ky(n) = Kp1(n)+Kp-1(n—1)+{2Az[K,(n) — K,—1(n—1)| =1} K,,,_2(n—1), (4.8)

para n >0, m > 0, n # m, la cual, relaciona el punto de malla K,,(n) con otros cinco
puntos como se muestra en la figura 4.1. Hay que notar que el punto K,,(n) se encuentra
en la columna actual de reconstruccién, mientras que los otros cinco puntos con los
que se relaciona se encuentran en columnas mas a la izquierda. Estos cinco puntos
pertenecen a una condicién de frontera 6 son puntos que ya han sido reconstruidos por
las iteraciones del algoritmo. La ecuacion (4.8) no provee valores para K,,,(m) (n = m),
y es necesario adoptar un proceso diferente para encontrar estos valores.
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Resolviendo la ecuacién (4.5) para K,,(m) se obtiene

—Rin(m) — %" C() K (D) R (DAL
1+ C(m)R,,(m)At

Mas alld, a partir de la ecuacién (4.2) se obtiene

Ko (m) =

, m>0, m=n. (4.9)

K (0) = —R(0).

De esta forma se pueden obtener los valores iniciales de todos los puntos de K,,(n)
para poder ser alimentados al proceso iterativo de la solucion de la ecuacién G-L-M
discretizada.

4.3. Reconstruccion del Potencial

El potencial en su forma discretizada, con la ayuda de la ecuacién (4.3), puede ser
expresado de la forma

Kpn(m) — Kyo(m —2)
Az ’

Esta expresion puede ser utilizada para reconstruir el potencial cuando los valores

vim—1) =

m > 2. (4.10)

de K,,(m); m = 0,1,..., N ya han sido encontrados. Sin embargo, la ecuacién (4.10)
puede reconstruir el potencial para cada valor de z, excepto para x = 0, valor que
corresponde al punto de la malla m = 0.

Para encontrar el valor del potencial en este punto, se sustituye la ecuacién (4.1)
en la ecuacion (4.3), y se obtiene el resultado

o(@) = 22 ke ayriar) + [ " LK )Ry + )] dy

Debido a que R(t) = 0 para t < 0, se tiene en el origen

5 dR(2x)

v(0) = dx

la cual es una formula exacta para recuperar el potencial en el origen.

= —4R/(0), (4.11)

=0

El proceso de inverse scattering puede entonces ser resumido en los pasos siguien-
tes:

1. Calcular el valor del potencial en v(0) utilizando la ecuacién (4.11).

2. Calcular los valores iniciales de K,,(n) en la columna de reconstruccién utilizando
las ecuaciones (4.9) y (4.8).
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3. Utilizar la ecuacién (4.6) para obtener una mejor aproximacién de los valores de
K,,(n) de la columna de reconstruccion.

4. Calcular el potencial de v(m — 1) utilizando la ecuacién (4.10).

5. Incrementar la columna de reconstruccion.

4.4. Ejemplo 1

En el capitulo 3 un coeficiente de reflexion con tres polos ha sido utilizado para
disenar una guia de onda plana.

klkgkg
(k= k)(k — ko) (k — ks)’

r(k) =

donde k1 = —Cy —iCy, ky = Cy — iCy, k3 = ia, a > 0. El polo k3 se localiza en la
parte positiva del eje imaginario, representando el modo guiado. Los polos k; y ks se
encuentran en la mitad inferior del plano complejo k para representar los modos no
guiados. La funcién caracteristica de este coeficiente de reflexién es

B a(C? + C2
C?+(Cy+a

C’2+a

R(t) = -

SiIl(Clt)

E exp {(—Czt) {cos(C’lt) +

- exp(at)} :

Se puede encontrar facilmente que v(0) = —4R'(0) = 0. La figura 4.2 muestra la
funcion de potencial obtenida de forma analitca de la forma

~ 24x(2® - 3)
" e

junto con su reconstruccién discretizada para valores de C; = \ﬂ3) /2, Cy = 1/2y
a = 1. En la figura 3.4 se puede ver la localizacion de los polos para este ejemplo.

4.5. Ejemplo 2

Como otro ejemplo se puede presentar el caso en el que se toma una funcién
de potencial que produce un indice de reflexién r(k) = 0, como el caso estudiado en
el capitulo 2 y se trunca debido a la longitud finita del nicleo no-homogéneo. Se ha
demostrado que en el caso truncado, el coeficiente de reflexién r(k) # 0 y que este tipo
de guia soporta tanto modos guiados como modos no guiados.

El coeficiente de reflexion tiene la forma

sech?(z;)
k% + 1+ [k + itanh(z)]?’

r(k) = —exp(i2kz,) (4.12)
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Figura 4.2: Ejemplo 1.
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el cual tiene dos polos en el plano complejo k localizados en

ky = —;{[2 = tanhQ(xl)]1/2 + tanh(xq)}

ey = —;{[2 — tanh®(z1)]"% — tanh(z,)}.

Ambos polos son imaginarios, pero debido a que [2 — tanh®(z;)]"/? > |tanh(z;)],
ko es el que se encuentra en la parte positiva y por lo tanto el que representa el modo
guiado. El factor exp(i2kz) en la ecuacion (4.12) representa un desplazamiento z; en
el eje x relativo al potencial sin truncar. La misma ecuacion puede ser reescrita de la
forma

sech? (1)
k)= —
ro(k) k2 + 1+ [k + itanh(z;)]?’

en la cual el factor de fase ha sido eliminado. La funcién caracteristica correspondiente

a este coeficiente de reflexion es

o sech®(z1)
Rolt) = 22— tanh’(z;)]1/2

x[—exp(—0,5{[2 — tanh?®(x1)]*/? 4 tanh(z;) }t) 4+ exp(0,5{[2 — tanh®(z;)]/? — tanh(z;)}t)].

Con el uso de la ecuacién (4.11) el potencial en el truncamiento es

v0(0) = —2sech?(z).

En la figura 4.3 se muestra el potencial obtenido por la reconstruccion numeérica,
asi como el potencial exacto dado por la expresion.

vo(z) = —2sech?(x + ).

De esta forma concluye la discusion de este capitulo. Se ha visto como el método
numérico resulta en un método préactico para resolver el problema de inverse scattering
relacionado con el diseno del perfil de permitividad de una guia de onda plana dieléctrica
de forma general a partir de un indice de reflexién cuyo lugar de polos contienen la
informacion a priori de los modos de propagacién que se tendran dentro de la guia.

Se ha visto que se parte de la version discretizada de la ecuacién de Marchenko y
que ésta se resuelve por medio de un algoritmo iterativo. Se mencioné que los valores
iniciales de este algoritmo son importantes para tratar de garantizar la convergencia
del resultado y que la implementacion del algoritmo de leap frogging puede ayudar a
encontrar valores iniciales efectivos. También se vié que un factor de relajacion puede
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Figura 4.3: Ejemplo 2.
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ayudar a que el resultado de cada iteracién no varie demasiado. Asi mismo se vié que
es necesaria cierta manipulacion matemaética para encontrar el valor de la funcién de
potencial para x = 0, que el algoritmo no puede dar, pero por fortuna se puede llegar
a una solucién exacta en términos de la funcion caracteristica R.
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Capitulo 5

Conclusiones

En este trabajo se mostro el significado que se le da al problema de scattering e
inverse scattering en el diseno de guias de onda planas. Se muestra que se puede asociar
al problema de Sturm-Liouville para las funciones propias y valores propios, en el cual,
las funciones propias se relacionan con ondas incidentes y transmitidas en una direccion
y reflejadas en la direccién opuesta. Se introdujeron asi mismo las nociones de coeficiente
de transmision y de reflerion que estan involucrados con estas ondas transmitidas
y reflejadas con un comportamiento asintético caracteristico. Se mostré también que
existen soluciones para los valores propios pertenecientes al llamando espectro continuo,
asi como valores pertenecientes al espectro discreto y que las funciones propias estan
asociadas a un valor perteneciente a uno de cualquiera de estos dos espectros.

Se explicé que el problema de scattering se refiere a la obtencién de los valores y
las funciones propias a partir de una llamada funcion de potencial involucrada dentro
de la ecuacién de Sturm-Liouville. Y que, por el contrario, el problema de inverse
scattering se refiere a la obtencion de la funcién de potencial a partir de los pardmetros
de scattering. Haciendo referencia con esto ultimo a los coeficientes de transmision,
reflexion y las constantes de normalizacion ligadas a los comportamientos asintoticos
de las funciones propias de la ecuacién de S-L.

En el capitulo 2 se mostro la aplicabilidad de la solucién de los problemas de
scattering e inverse scattering mediante la transformada de inverse scattering para la
solucién de la ecuacion KdV. El procedimiento a grosso modo es el siguiente. Se parte
de un perfil inicial de potencial, y resolviendo el problema de scattering para este perfil,
se encuentran los parametros de scattering también iniciales. Después se obtiene la evo-
lucién de los pardametros de scattering con ayuda de la ecuacion KdV. Inmediatamente
se resuelve el problema de inverse scattering con estos nuevos parametros de scattering
y se obtiene como resultado un perfil que se puede evaluar para cualquier tiempo.

Mas adelante se planteo la relacién entre el problema de Sturm-Liouville y scatte-
ring con el diseno de una guia de onda dieléctrica plana. Se pudo ver que la ecuacion
que gobierna los modos propagados dentro de la guia es también la llamada ecuacion
de Schrodinger similar a la ecuacion S-L presentada con anterioridad como ejemplo
del scattering e inverse scattering. Asi mismo, se vié que la funcion de potencial de
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esta ecuacion esta relacionada con el perfil de permitividad de la guia no-homogénea.
Se mostré que los polos del coeficiente de reflexién transversal de la guia contienen
informacion acerca de la cantidad de modos guiados y no guiados dentro de guia de
onda. Entonces, como lo marca el problema de inverse scattering, es posible obtener
nuevamente la funcion de potencial y el perfil de permitividad de la guia de onda a
partir de un coeficiente de reflexion prescrito.

Se mostré el problema de inverse scattering planteado por Kay. Con este plantea-
miento, es posible obtener la funcién de potencial ligada al problema de scattering a
partir de la informacién de los polos de coeficiente de reflexion cuando éste tiene una
forma racional. También se mostrd la forma en la que el problema se puede discretizar
y resolver de forma numérica de una manera rapida para fines practicos. Se compara-
ron los resultado de dos soluciones analiticas conocidas con los resultados del método
numeérico resultando satisfactorios.
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