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Capítulo 1

INTRODUCCIÓN

1.1 Propósitos del trabajo

En la rama de la ingeniería ocupada de los sistemas procesadores de señales,
existe el problema del ruido en las señales, el cual es un factor común en el
trabajo diario. Usualmente se asume se asume que el ruido es ruido gaus-
siano. Sin embargo, la experiencia muestra que es necesario modelarlo con
una familia de distribuciones —modelos de probabilidad— más rica en cuan-
to a las formas características fundamentales asociadas. Tal familia puede
ser, por ejemplo, la distribución gaussiana generalizada.

En lo que sigue, haremos una descripción general de esta familia de dis-
tribuciones y pondremos especial énfasis en la estimación de los parámet-
ros de tal distribución, con la finalidad práctica de disponer de información
adecuada para preparar los dispositivos adecuados que consideren tales fenó-
menos.

Así, uno de los propósitos de este trabajo consiste en efectuar una esti-
mación del parámetro de forma de la distribución gaussiana generalizada. La
estimación puntual se considera incompleta si no se proporciona información
sobre la variabilidad de esa estimación, por lo cual, es de gran importancia
la construcción de un intervalo de confianza referente al parámetro p de la
distribución gaussiana generalizada. Este parámetro determina, en particu-
lar, la forma de la distribución. Para ciertos valores de p. se recuperan, por
ejemplo, la distribución normal, y la distribución de Laplace.

Se propone una metodología para la construcción de dicho intervalo de
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confianza, que produce coberturas aceptables y especifica el tamaño de mues-
tra necesario para ello. La importancia que tiene el parámetro de forma se
hará evidente en el siguiente apartado.

Como parte de nuestra investigación, identificaremos los estimadores de
momentos de la distribución gaussiana generalizada, su alcance y utilidad en
la estimación del parámetro de forma. Se especifican las limitaciones en la
estimación del parámetro de forma, al utilizar los estimadores de momentos,
dando los órdenes respectivos de aproximación y encontrando los valores
muéstrales que dan el funcionamiento óptimo de los estimadores.

A su vez, mostraremos la utilidad de la expansión directa de Edgeworth,
referente a la obtención de las distribuciones de probabilidad de los esti-
madores de interés.

Los tamaños de muestra son de primordial importancia desde el punto
de vista ingenieril, dado que muchas decisiones de la planeación de captura
y análisis de información dependen de esta selección. Así, encontramos los
tamaños mínimos de muestra necesarios para la estimación de una función
del parámetro p, y por lo tanto, como veremos más adelante, para el mis-
mo parámetro, de acuerdo a las longitudes requeridas y válidos en el orden
especificado.

Por otra parte, actualmente existe la tendencia de evitar los cálculos
con ecuaciones, las cuales intervienen directamente en la estimación del
parámetro de forma. En la sección 5.1.1, proponemos un algoritmo sim-
ple que prescinde de las ecuaciones trascendentales en la estimación del
parámetro de forma. Este algoritmo se basa en el trabajo de Rodríguez
y León [10].

La expansión directa de Edgeworth juega un papel importante en los
análisis de los estimadores en los que intervienen sumas de variables aleatorias
e incluso funciones de estas sumas, tales como las que aparecen en los procesos
de estimación que se exponen en el presente trabajo. Por tal motivo, se
presenta adicionalmente una solución haciendo uso de estas expansiones y se
discuten los resultados obtenidos.
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1.2 Definición del problema y objetivos

La función de densidad gaussiana generalizada (fdgg) es:

=donde, .A(p) = ^p/ 5 A4^» y P> son la media, la desviación estándar y la
razón de decaimiento de la f.d.p.. En particular p es el parámetro de forma.
Para evitar confusiones de aquí en adelante llamaremos GX a a.

En ingeniería de señales, el ruido presente en la transmisión, suele ser
modelado mediante una distribución gaussiana, de tal manera que los dispos-
itivos se diseñan considerando tal modelo; para una introducción a estos pro-
cesos ver [11]. Sin embargo, en sistemas complejos en los que hay ambientes
de ruido variable, es decir, donde la función de densidad no es únicamente la
densidad normal, sino que puede tener otra forma, se hace imperativo mode-
lar adecuadamente tal fenómeno. De hecho la familia de densidades de ruido
que aparecen en los ambientes de señales queda modelada por la fdgg, con
los valores respectivos de sus parámetros. Por lo anterior, las distribuciones
a considerar pueden ser obtenidas de la familia de la fdgg. El problema
principal radica en realizar una estimación adecuada de los parámetros de la
fdgg, y con ello poder hacer frente a los distintos ambientes con los que se
trabaja. El parámetro que nos atañe en este caso es el llamado parámetro de
forma p, llamado así ya que indica la forma de la curva de que se trata. Para
p = 2, por ejemplo, se tiene la distribución gaussiana (la normal), y para
p = 1, la distribución de Laplace (doble exponencial). En otras palabras p
es determinante en cuanto al peso de las colas: entre mayor es p (pensando
sólo en la región de interés) menos pesadas las colas.

La estimación del parámetro de forma conlleva diversas dificultades [13],
ya que por ejemplo, condiciones de eficiencias se dan únicamente para ciertos
valores de p, también se han encontrado estimadores de máxima verosimil-
itud (con mejores propiedades), conociendo o no de antemano información
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sobre uno o dos de los otros parámetros inmiscuidos, pero las ecuaciones
resultantes suelen ser del tipo trascendentales, dificultando su manipulación
numérica. En nuestro caso consideraremos que /z es cero (práctica común en
la modelación del ruido aleatorio), por lo que la f.d.p., queda como

2r(l+l/p)A(p)

esto produce una familia de curvas centradas en el origen (media cero). En
las siguientes gráficas mostramos las curvas generadas por distintos valores
del parámetro p de la fdgg, para ax = 1

Figura 1. La fdgg, con ax = 1, para varios valores de p.

La curva más aguda corresponde al valor de p = 0.3, le sigue la que tiene el
valor de p = 1, luego la que tiene el valor de p = 2, y finalmente la de colas
más ligeras corresponde al valor de p — 3.

1.3 Justificación y limitaciones

Los resultados obtenidos se han validado primeramente mediante simula-
ciones computacionales, posteriormente se hará con datos reales provenientes
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de la experimentación. También, en el desarrollo del trabajo especificamos
las limitaciones, alcance y utilidad de los resultados. Además, pensamos que
hemos aumentado el conocimiento que hasta el momento se tiene sobre el
problema.
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Capítulo 2

Antecedentes

Existen varios estudios acerca de la estimación de los parámetros de la fdgg,
entre los más notables están los trabajos de Varana y Aazhang [13], al igual
que los trabajos de Rodríguez y León [10] dirigidos estos últimos principal-
mente a la estimación del parámetro de forma de la distribución.

Una de las principales motivaciones para el estudio de la fdgg radica en
que esta densidad modela, con los valores adecuados de los parámetros, el
ruido aleatorio presente en los sistemas modernos de señales.

En este capítulo mostraremos las propuestas y condiciones de aplicación
de los métodos encontrados por los autores recién mencionados en las es-
timaciones de los parámetros relevantes de la fdgg, y mostraremos en que
dirección nos moveremos en relación con las propuesta existentes.

2.1 El método de momentos

En articulo de Varana y Aazhang [13], desarrollan tres métodos de es-
timación para los tres parámetros de la fdgg, estos son: el método de mo-
mentos, el método de máxima verosimilitud, y el de moment/Newton-step
(MNS).
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En lo sucesivo denotaremos, como es usual, a la variable aleatoria por
mayúsculas: X, Y, etc., y a sus realizaciones con minúsculas: x, y. El método
de momentos, para la estimación de los parámetros de la fdgg lleva, para
r > 4, a,

N N

*2 = wSfe-w2- j75>-«'-

notemos que la última ecuación (obtenida del r-ésimo momento centrado
en la media para r > 4) no puede ser resuelta explícitamente para p, y se
hacen necesarias técnicas iterativas. El paquete scientific work place (SWP).
proporciona soluciones a un bajo costo temporal, sin embargo no lo hace para
todos los valores de p, y no es programable.

2.2 El método de máxima verosimilitud

En [13] desarrollan varios estimadores de máxima verosimilitud: (EMV):
EMV de la media dados cr2, y p; EMV de la varianza dados /¿, y p; EMV del
parámetro de forma dados //, y <r2, y EMV de cada uno de los tres parámetros.

Existen desventajas (similares al método de momentos) de cálculo en
todos estos estimadores, ciertas restricciones en los valores de p en varios
de ellos, además de intervenir en las ecuaciones tanto funciones gamma co-
mo funciones digamma. Claro que las propiedades de tales estimadores son
mejores, en muchos aspectos, que aquellas de los estimadores de momen-
tos. Omitiremos las expresiones de los EMV, sin embargo estas pueden ser
consultadas en la referencia correspondiente [13].
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La comparación del método de momentos y el EMV, muestra que para
p<1 .5 ,yp>2.5 , el estimador de momentos tiene baja eficiencia y el EMV
tiene mayores dificultades computacionales[13].

2.3 El MNS

En este método se plantea la solución de una serie de ecuaciones lin-
eales y una no lineal en el caso de estimar los tres parámetros (las cuales
omitiremos), en las que interviene la matriz de información y la función de
verosimilitud para la obtención de los estimadores. Mencionaremos que los
estimadores proporcionados por este método son asintóticamente eficientes.
Aunque tiene ventajas computacionales, nuevamente los estimadores tienen
formas complicadas en las que interviene funciones gamma a evaluar.

Ahora mostraremos la propuesta hallada en el trabajo de Rodríguez y
León [10].

2.4 Utilización de la desigualdad de Gurland

En [10], es relevante la propuesta de evitar las funciones gamma en la esti-
mación del parámetro de forma p (considerando de antemano que // = 0),
haciendo uso de la función de razón gaussiana generalizada y de la desigual-
dad de Gurland:

Teorema. Función de razón generalizada gaussiana

r2(2/P) _
r(i/p)r(3/P) -

10



Teorema. Desigualdad de Gurland

r(a)r(a+26) —

de tal manera que cuando hacen a — l/p, y 6 = 1/p, se obtiene una desigual-
dad para la función de razón gaussiana generalizada:

r2(2/P)
r(i/p)r(3/P) -

la cual junto con la función de razón gaussiana generalizada, produce el
resultado,

haciendo natural la proposición,

para obtener un estimador puntual para p; notemos, sin embargo, que el
estimador de la izquierda no es el estimador de momentos para p, (ver al
comienzo de este capítulo), y por lo tanto no sabemos las propiedades de
que goza. Otro detalle está en la aproximación de considerar la desigualdad
como una igualdad, aunque la aproximación es notable en el intervalo típico
de interés para p, es decir, 0.3 < p < 3. Una gran ventaja es la facilidad del
cálculo del estimador que resulta.
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En el presente trabajo primeramente mostraremos que el estimador an-
terior es en realidad el estimador de momentos de la variable aleatoria Y =
\X\ (capítulo 3), por lo que podemos establecer sin ningún problema sus
propiedades básicas. Posteriormente haremos uso de la aproximación de
Edgeworth (capítulo 5), como punto de partida para enfrentar el problema
de estimar el parámetro p de la fdgg, pero es en el siguiente capítulo que
introduciremos la expansión.
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Capítulo 3

Expansión de Edgeworth

3.1 Suma de variables aleatorias.
La suma de variables aleatorias, a menudo independientes e idénticamente
distribuidas (üd), suelen aparecer comúnmente en la práctica, por ejemplo,
bajo ciertas condiciones [4] y[7]: la suma de variable aleatorias geométri-
cas produce una variable aleatoria binomial negativa, la suma de variables
aleatorias exponenciales produce una gamma, la suma de variables aleatorias
de una muestra aleatoria produce la media muestral y es de interés primor-
dial conocer su comportamiento distribucional, etc., notemos que en los dos
primeros casos se puede obtener en forma exacta la distribución de probabil-
idad de la suma resultante, pero en el tercer caso, a menos que se sepa algo
sobre la población (en particular que sea normal), es prácticamente imposible
conocer la distribución de la suma resultante. De hecho, en el último caso es
cuando se empieza a hacer uso de teoremas como el teorema del límite cen-
tral [5], y [7]. Por lo anterior, resulta de suma utilidad, el poder encontrar al
menos aproximadamente la función de densidad de la suma de las variables
aleatorias de interés. En este capítulo mostraremos la teoría básica de la ex-
pansión de Edgeworth, para la obtención de funciones de densidad de sumas
de variables aleatorias.
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3.1.1 Convergencia y Cumulantes

Antes de mostrar la expansión de Edgeworth, introduciremos brevemente
algunos conceptos sobre convergencia y cumulantes estandarizados [6].

Ordenes

Consideremos primero una sucesión de números reales {an}, diremos que:

1.- an es de orden uno: an = O(l), si existe un número N tal que |an| < N
(sucesión limitada).

2.- an converge a cero: an = o(l), si an —> O, cuando n —> oo.
Observación: si an = o(l), entonces an = O(l).

3.- Sea /„ una sucesión de números positivos, entonces an .= O(fn) si
%"• = O(l), i.e. \an\ < Nfn', la sucesión an está limitada por la sucesión
/„.Observación: si an = O(^), entonces an = o(l).

4.- an = o(fn) si -fc = o(l), i.e. ^ — > 0,cuando n — > oo.

5.- Si an — >• a < oo, entonces an = 0(1).

6.- Si an = O(/n), entonces a^1 = O(/™), para m > 0.

Ejemplos.

= 10 - ¿2 = CK1)' en este caso N p°dría ser 1L
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2.- an = 4£p2 = -^7 —> O, cuando n —> oo, por lo tanto an — o(l). En
n

este mismo ejemplo notemos que ̂ f = nan — ̂ ^ = 10 — ̂ |̂  = O(l) esto
n

implica que an = O(^), y por lo tanto o(l).

Sea ahora {Xn} una sucesión de variables aleatorias definidas en un es-
pacio probabilístico, diremos que:

1.- Xn está limitada en probabilidad: Xn = 0P(1), si dada e > O, existe
un ./V£ < oo, tal que P(—Ne < Xn < N¿) > 1 — e, para todo valor de n, i.e.,
Xn está limitada por Ne, para todo valor de n, con una muy alta pobabilidad.

2.- Xn converge en probabilidad: Xn = op(l), si dadas e > O, S > O, existe
Ne¡g, tal que P(—5 < Xn < 6) > 1 — e, para todo valor de n > Nfif, se denota

P
como Xn —> 0.

3.- En forma similar a las sucesiones de variables aleatorias, tenemos, con
/„ una sucesión de números positivos, que,

i) Xn = Op(fn) si ̂  = Op(l). ii) Xn = op(fn) si^ = op(l).

4.- Con m > O, i) si Xn = Op(/n), entonces |X™| = Op(/™). ii) si Xn =
op(/n), entonces |X™| = op(/™).

5.- Para Xn > O, si E(Xn) = O(/n), donde E, indica el valor esperado,
entonces Xn = O p ( f n ) .

6.- E(\Xn\) = 0(fn] =*Xn = Op(/n).
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7.- Si E(X% = 0(/n), entonces X* - Op(/n
2), y Xn = O p ( f n ) .

8.- Si E(Xn) = O(an), V(Xn) = O(bn), donde E, V,son el valor esperado
y la varianza, entonces,E(X%) = O(bn) + 0(a£) = O(máximo (6n,a£), de
donde, X% = Op(^máximo(bn,0%).

9.- Convergencia en distribución. La sucesión {Xn} converge en distribu-
ción a la función de distribución acumulada F(x) si para todo punto en que
F es continua, lím P(Xn < x) = F(x).

n too

Cumulantes

De aquí en adelante consideraremos variables aleatorias üd. De teoría
básica de estadística sabemos que los momentos de una variable aleatoria
pueden ser obtenidos a partir de su función generatriz de momentos en los
casos que ésta exista[4] y[7]. Mas específicamente, los momentos r-ésimos,
respecto al origen y respecto a la media, respectivamente, de una variable
aleatoria, definidos mediante los siguientes valores esperados,

, /V = E(Y - ¡¿Y, Para r = 1,2,3,.. . ,

están conectados con la función generatriz de momentos, definida por,

MY(t) = E(etY),

de la siguiente manera:
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notemos que My_M(í) = e /ítMy(í). También mostramos el desarrollo en
serie de Maclaurin, para My(í), y My_M(í), válida en un cierto intervalo de
valores reales de t. Las series correspondientes son:

de hecho, mediante estas series se suele mostrar la conexión entre los mo-
mento y las derivadas de la función generatriz de momentos. Con el fin de
llegar a la definición de los cumulantes introduciremos la función generatriz
cumulante [2] Ky(t):

de la definición vemos que Ky-^(t) = ln(My _,,(£)) = ln(e MÍMy(í)) = — f¿t+
InMy(£), = — fJ-t + Ky(t), o equivalentemente

A continuación definimos los cumulantes de la variable aleatoria Y.
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El r-ésimo cumulante de F, Kr, se define mediante la serie de
Maclaurin de KY(t):

Ky(t) = £ Kr£-
r-l

Se puede encontrar una relación entre los momentos y los cumulantes de la
variabe aleatoria Y,utilizando el resultado Ky(t) — ln(My(¿)), y el desarrollo
My_M(t) = 1 + E t^.

r=l

si en esta última relación, desarrollamos el logaritmo, tenemos que,

de aquí, recordando que /¿x — O,

= U, = O1 K — LL K — U,

etc., una propiedad importante de los cumulantes es, con a = cte.

Kr(aY) = arKr
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es decir, el r-ésimo cumulante de la variable aleatoria transformada aY es ar

por el cumulante de la variable original.

Aún mas importante por su carácter adimensional son los cumulantes
estandarizados:

Definición. Los cumulantes estandarizados de la variable aleatoria
Y, son

pr = %, parar = 3,4,....

En particular, p3 es el coeficiente de asimetría, y p4 es la curtosis.

3.1.2 Sumas de Variables Aleatorias

Consideremos una suma de variables aleatorias (iid) con media \i y vari-
anza <r2,

Las expansión de Edgeworth [2], no se aplica directamente a la suma Sn

sino a su forma estandarizada, la forma típica de estandarizar es,
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entre las ventajas de esta transformación, tenemos que el valor esperado de
5*, es cero, y su varianza uno, además se evita trabajar con distribuciones
límite no degeneradas.

Resultados importantes [2] en los que intervienen los cumulantes de 5,
S", y Y, son:

= nKr(Y), para r = 1, 2, . . . ,

Pr(S*n) = Pr(Sn), para . r = 3, 4, . . . ,

Pr(Sn) = , para r = 2 ,4 , . . . .í

Ahora sí estamos en el momento justo para desarrollar la expansión de
Edgeworth.

3.1.3 Expansión de Edgeworth

Sean Yí, Y2> • • • , Yn, iid, con E(Yi) = //, y V(Yi) = a1, y consideremos la suma
estandarizada,

Sn

su función generatriz cumulante es,

Ks.(t) -

20



y recordando que Ky-n(t) ~ —\it + Ky(t), obtenemos,

Ks.(t) = --

(T "V"

.̂  + ln(M_

desarrollemos Ky(t}:

t2 t3 í4

Ky(t) = Kit + K2y + K3y + ^— H

í2 í3 í4

de aquí que la expresión que resulta para KS-(í), es,
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( i V (^-\t 2 \<*v™ J 3 \aV™ J
—-=. -|- O h Ps^

a ' ^a^/ñ ' 2
4

Ya obtenida la función generatriz cumulante, podemos obtener la función
generatriz de momento en términos de los cumulantes estandarizados pr,
tomando el exponencial en la última expresión,

í2

= exp(-)exp(p3—r + p4—- + O(n
2

la última expresión se obtuvo desarrollando el exponencial en serie de Maclau-
rin. El primer término,exp(y), es llamado el término guía, y en este caso
corresponde a la función generatriz de momentos de la normal estándar.

A partir de esta expresión se puede realizar la inversión en el sentido de
obtener la función de densidad de probabilidad de la cual MS- (t) es su fun-
ción generatriz de momentos. Para ello necesitamos introducir los llamados
polinomios ortogonales de Hermite, de amplio uso en las ciencias, en cuanto
a desarrollo en series de funciones ortogonales se refiere.

Polinomios ortogonales de Hermite.

x'2- 1, Hz = xz- 3x, etc.,
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existe en la bibliogafía un amplio estudio de estos polinomios, para una fór-
mula de obtención de cualquiera de los polinomios, ver por ejemplo [1], y [3].
Consideramos que no es de vital importancia dar la demostración rigurosa
de la inversión de M$- (í), en nuestro caso bastará con observar, haciendo uso
del resultado [2],

Si calculamos la función generatriz de momentos del valor esperado de la
expresión,

Proposición. Expansión de Edgeworth

vemos que recuperamos la expresión de la generatriz de momentos. Hemos
presentado esta forma de ver la expansión en vista de que una demostración
rigurosa utilizaría la función característica [8], y esto escapa a las intenciones
de este trabajo.

Comentarios [2]:

1.- También se puede obtener una expresión para la función de distribu-
ción acumulada de 5*.

2.- e^ ?l2){l -I- p3^r^-} puede no representar una función de densidad
6n2

para pequeños valores de n, ya que Hy, sería negativo para pequeños valores
de x.
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3.- Existe una inversión sobre la función de densidad que reproduce una
expresión para la variable aleatoria 5*

Ejemplo. Sean Yi,Y-¿,... ,Yn, exponenciales con parámetro f3 = 1, en-
tonces la suma

Sn = Y, + Y2 + • • • + Yn,

tiene la distribución de probabilidad

fsn(
x) = TFxn~le~^ = '"n-iT' Para x -

es decir, la suma de n variables aleatorias exponenciales, con /3 = 1, iid,
produce una Gamma (n, 1). En este caso E(Sn) = "-, y V(Sn) — n, también
se pueden obtener los cumulantes estandarizados a partir de su relación con
los momentos, los cuales se pueden calcular , ver [4], de E(Sn}

r = lr rw*^,
mediante algunos cálculos se encuentra que p3 = 2, p4 = 6. Entonces la suma
estandarizada, 5* = \T¿^, tiene la expansión de Edgeworth,

mediante alguno de los métodos de transformación [7] se puede encontrar
que la función de densidad exacta de la suma estandarizada es,
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Entonces podemos comparar la expansión de Edgeworth con la densidad
exacta, hagámoslo para términos de orden O(n2), y términos de O(n-1)
entonces, sustituyendo #3, H±, y H&, tenemos,

podríamos hacer una comparación numérica, pero preferimos realizar las grá-
ficas correspondientes con n = 10:

1 2 3 4

-o.r

Figura 2. Distribución exacta de 5*.
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-3 -2 -1 O 1 2 3 4

-o.r-

Figura 3 Aproximación de Edgeworth de orden -4^,con n = 10.

-3 -2 -1 O 1 2 3 4

-O.r1-

Figura 4. Aproximación de Fxlgeworth de orden ^, con n = 10.
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-3 -2 -1 O

Figura 5. Distribución de S*. Exacta, orden -4*, y ~.

Observemos la buena exactitud de esta técnica asimptótica. Con tales propiedades
nos parece viable aplicar esta expansión a nuestro tema de investigación.
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Capítulo 4

Estimador de Momentos de
Y — \X e Intervalos de
confianza para p

En este capítulo analizaremos los estimadores que intervienen en los proce-
sos de estimación del parámetro p, mostraremos sus propiedades y ventajas.
También aplicaremos la expansión de Edgeworth, especificando el orden de
aproximación, y aprovecharemos los resultados obtenidos para fabricar inter-
valos de confianza para la función de razón generalizada, ver abajo. La idea
final de los intervalos de confianza, encontrados en este capítulo, es hallar un
intervalo de confianza para el parámetro de forma p de la fdgg.

4.1 Estimador de Momentos de Y = \X\

La función de razón gaussiana generalizada, obtenida asumiendo que
es cero, y utilizada para estimar el parámetro de forma es

Teorema, = = M.
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En el trabajo de Rodríguez y León [10] consideran el estimador del lado

derecho del teorema, como

M =

Aquí justificaremos el uso de estos estadísticos los cuales no son los esti-
madores de momentos de la distribución gaussiana generalizada ya que fueron
propuestos sólo como estimadores naturales en el lado derecho del teorema
anterior (posteriormente compararemos con el estimador del método de mo-
mentos).

Hagamos para ello Y = \X\, y hallemos la distribución de Y con sus
momentos.

f x x > O
Usando el teorema de transformación con Y = \X\ = < _ ,1 ' [ — x x < O

tenemos que x = —y para x negativa y x = y para x positiva, es decir, y > O,
por lo que

fy(y) = M-v)\¡\ + f
= /xH/)|-i| +

^
l/p)A(p) 2F(1 + l/P)A(p)
2

2T(l + l/p)A(p)

ei/P)A(p)
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como A(p) = g r(3/ ) > podemos sacar sigma cuadrada, y nos queda

A(p) = ax m/^} 2 > reemplazando en /y(y), tenemos que

rr(i

P e L , y > o .

Emplearemos el método de momentos para hallar un estimador [7] de
para ello calcularemos los primeros dos momento de la distribución

x
de Y. Para el cálculo de los momentos nos será útil la distribución gamma
generalizada (GG) [13];

/ T* \ d— 1
/ Jy \

ü

notemos que esta se reduce a la distribución gausiana generalizada con ¿¿ = O,
si d = 1.

Entonces,

B(r) = r
7o

VP

[r(i/P)1*
[r(3/P)J

dy
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r(2/P)
'-v (mY dy

r(2/P)

r(i/p)

_ rooCF I

t /nM5 JO r(Vp)
>/P)\ Jü r(3/p)

dy.

Hemos hecho algunos acomodos para poder identificar el integrando con

una gamma generalizada con a = &x \ m/^ 2 > d = 2, p — p:

E (x)^1
 e-(l}

f
x

P

Esto significa que la integral anterior es — r(2/p)CT* t

esperado de Y queda como

j^ ei valor

[r(i/p)r(3/P)]7

Podemos apreciar que
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Resultado. E2(Y) = r(i/ (r(3/S' Ahora calculemos el valor esperado de

Y2:

~ L
r(3/p)

T(3/p)

dy

rni/pn^
lr(3/p)J .

r(3/P)

mi
dy

dy.

De nuevo hicimos algunos acomodos para poder identificar el integrando

con una gamma generalizada con a = &x \ r (3/ i > ^ = 3, p = p:

(x)3-1
rr(i/p)17[ÍW1:
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r i 2
l^mM

, x > 0.

Esto significa que la integral anterior es a\, así.

Resultado. E(Y2) = (T2
X Las ecuaciones que resultan del método de mo-

mentos aplicado a la variable aleatoria Y son:

N N

¿1Y = ™1 (= jf E YÍ), ¿2Y = ™2(= jf E Y?) •
¿=1 i=l

donde /¿iy, ^2K> son respectivamente el primer y segundo momentos pobla-
cionales de la variable aleatoria Y; m1, m2, son el primer y segundo momentos
muéstrales de la variable aleatoria Y (centrados en el origen).

Entonces las anteriores ecuaciones quedan, reemplazando /zx = E(Y),
2 = E(Y2), ya encontrados anteriormente,

de aquí que el estimador de momentos para p, resultaría de despejar de

r(2/p) = Y = Y
[r(i/p)r(3/p)]7 *-v cy'
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a p, claro que esta es una ecuación trascendental y no es posible escribir a
p en términos de funciones elementales, sin embargo, existen paquetes en la
actualidad que pueden realizar directamente el calculo, aunque con ciertas
restricciones en los valores de p.

Hemos encontrado que, el estimador planteado en el trabajo de Rodríguez
y León sería el obtenido a partir del método de momentos usando la variable
aleatoria Y:

M = ^r =
r2(2/p) \

r(i/p)r(3/p);
2\

1
~Ñ

Se ha hecho uso de la igualdad Cy = 8%, ya que

N

¿=i
N

¿=i
N

Conviene notar la siguiente relación entre Sx y 5y-, la cual será utilizada
posteriormente en el intervalo de confianza, el cual utiliza oy:

es decir,
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Las propiedades asintóticas de los estimadores de momentos son la de
consistencia y normalidad pero no son asintóticamente eficientes.

Debemos recalcar que esto no es la aplicación del método de momentos
usando la distribución gaussiana generalizada, sino la función de densidad
de la variable aleatoria Y = \X\. Es decir, el estimador natural utilizado en
el trabajo de Rodríguez y León resulta ser el estimador de momentos para p
empleando la variable transformada.

Mediante el método de momentos empleado directamente sobre la variable
aleatoria X (con fdgg), se determina, con \i — O, y r > 4, que [13],

1=1

para r — 4,

_1_ v-* 4

t=l

donde A(p) = ^ ro/ ) ' podemos darle otra forma, con r = 4, para com-

parar, al menos algebraicamente con el anterior estimador (las propiedades
estadísticas son equivalentes al ser ambos estimadores de momentos). Deje-
mos a las expresiones, que envuelven a p, del lado derecho;
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es decir,

A

donde hemos llamado G al estadístico.

Comparaciones:

Sea G(p) = ^foay , y Af(p) - r(i/p]r(3/Pr Para valores pequeños de
p, G crece infinitamente y M tiende a cero; cuando p se acerca a 3, G se
acerca 2.4181, y M a 0.68446. M tiene un comportamiento más estable. En
el intervalo de cero a tres, M es creciente, y G es decreciente. En cuanto
a los estimadores: el número de operaciones en M es igual al número de
operaciones para G. El estimador G conlleva más errores de acumulación en
el proceso de elevar cada valor a la cuarta antes de promediar, al igual que
al elevar al cuadrado CY.

Resumiendo:

M(p) es una función creciente. Cuando p e (0,3],M e (0,0.68446). M
acumula menos error

G(p) es una función decreciente.Cuando p e (0,3],M e [2.4184,oo]. G
acumula más error

Cálculos realizados con el software SWP.

4.2 Expansión de Edgeworth partiendo de la
variable \Y\
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Otra ventaja del estadístico M, es que podemos encontrar una función de
/ \ 2

densidad de probabilidad en forma aproximada para I j¡ ̂  |x¿| I mediante
\ i )

el uso de la expansión de Edgeworth. Aunque no se puede obtener en forma
directa, proponemos aplicar una transformación sencilla [7] para llegar a su
función de densidad de probabilidad.

Nos concentraremos inicialmente en el cálculo de la densidad de proba-
N „ N

bilidad de £ = ]T] V¿. Recordemos que M es función de ]T) YÍ, más adelante
¿=i ¿=i

veremos que basta con encontrar la densidad aproximada de esta cantidad.

N
Hagamos la expansión de Edgeworth para NY = ]P Y¿. Consideremos

¿=i
N

entonces £ = ̂  YÍ, y observemos que £ > 0. La expansión de Edgeworth de
t=i

orden N~1, para la variable estandarizada

/** — C
^

es

donde p3 es el tercer cumulante estandarizado de la variable aleatoria Y, y
Hz(q) = q3 — 3<?, es el polinomio de Hermite de tercer grado. Calculemos p3;

= E(Y - ¡¿y)3 = E(Y - /zy)3 = E[Y3} -

donde E(Y — /¿y)3 es el tercer cumulante. Necesitamos los momentos de Y:

37



Ahora calculemos el valor esperado de Y3:

E(Y*} = r
Jo

r(4/p)

dy

dy

dy.

Una vez más hicimos algunos acomodos para poder identificar el inte-

grando con una gamma generalizada con a = crx\ ^/fl | > d — 4, P = P-

*-i e-(fY

:[ÍW x>0.
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Esto significa que la integral anterior es * a • 1, así, el valor esperado

de F3 queda como

Resultado. E(Y3) = ' * ¿ . Procediendo de manera similar,

Resultado. E (Y*) = — ma/Si'^- En general, el valor esperado de Yk se

puede obtener de,

E(Yk) - /Jo

ykp
-e

jyfEÜW*. xlr(3/p)J dy

~ r / 1+1 e L'^uwpf

rf.i/ni r«/^ a-f ^ (~¿~)r(3/p) r(3/p)

:?¥_[*_
arísMlUo rm

Nuevamente hicimos algunos acomodos para poder identificar el integrando

con una gamma generalizada con a = ¿TX w f / ) , d = k + 1, p = p:
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ÍGG(X] = P
k+l\

P I

P °x

px r(i/Pm
, x > 0.

[r(3/P)J "x -\

Esto significa que la integral anterior es

de Yk queda como,

1, así, el valor esperado

Resultado.

los valores esperados,

tercer cumulante es, sustituyendo

= E[Y3}-

r(i/P)J

L[r(i/p)r(3/p)]'J

r(4/p)

r + 3
2 L[r(i/p)r(3/p)]'J

sr(2/P) r(2/p)
L[r(i/p)r(3/p)]'
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En el caso particular de p
respectivamente, que

= 2 (Normal), p = 1 (Laplace), tenemos,

El cumulante estandarizado p3, es

0, = -£í- = 2Í.rj cr£. <7£.

r(4/P) 3r(2/P)

m\-
r(2/P)

Calculando <7y = E[Y2] — [/^y]2, tenemos,

tr

l 2

i-

L[r(i/p)r(3/p)]'J
r2(2/P) 1

r(i/p)r(3/P)J'

entonces,

i - r2(2/P)
r(i/p)r(3/P)

(notemos que cry < &x, P°r eu° el Intervalo de Confianza basado en a y se
espera que sea mas angosto), así, el tercer cumulante estandarizado es,
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r(4/P) 3F(2/P) [ r(2/P)
[[r(i/p)r(3/P)]iJ

(en el caso particular de p = 2, p = 1, tenemos, respectivamente, que p3 =
lint* \ t—

\ ~a ' , p* = 3y2). Este valor es el que se introduciría en la expansión de
(7T-2)2

Edgeworth,

), con

Realicemos una transformación sencilla para encontrar la densidad de
probabilidad para la variable aleatoria U* = (C*)2- Tenemos que,

O < r

sustituyendo:

-ii

0 < r <
al, 1-M'

42



donde se canceló H3(— v/r
= g3 - Sg, es decir,

= rf - r*. de donde

, ya que H3 es una función impar: H3(q)
- -ri + r*,

+ H3(tfF) = 0.

Vemos que la distribución de {/*, de orden N~l, es una Gamma(o; = |,
/3 — 2), es decir, una Ji-cuadrada con un grado de libertad, para cualquier

P y &x (1a distribución asíntótica de ( Y~?? ) = ( y^yr )
\ aY / \ ~Zfff J

es una De

este resultado sabemos que el valor esperado de la variable aleatoria U* es,
J5[Í7*] = 1, y su varianza V(U*) = 2, o equivalentemente, cr^. = v/2, entonces

- E

Despejando

De aquí,

La varianza de y ya fue obtenida, y es

al = r2(2/P) 1
r(i/P)r(3/p)J •

Entonces

r2(2/P)

r(i/p)r(3/P) - r(i/p)r(3/P)
_ n

yvJ
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es decir,

i" r2(2/P) r 1 1 1
V2^ r(i/P)r(3/p) L tfj N

0(AT1)

Observemos que en el límite cuando N tiende a infinito, lim
N—>oo

r(i/p)r(3/p)

r(i/p)r(3/P) -

Veamos ahora un teorema de convergencia[2]; sean, UN-, VN, sucesiones de
variables aleatorias, y sea c, una constante distinta de cero, entonces si UN
converge en distribución a una función de distribución F(u), y si VN converge
en probabilidad a c, entonces V)vt//v converge en distribución a F(cu), en
símbolos,

Teorema. Si UN ~* F(u), y VN —»• c, entonces V^UN —* F(cu). Ademas
CT2

sabemos que •& converge en probabilidad a 1:
£>y «->

iI-

Apliquemos estos resultados a nuestro tratamiento: Hemos visto que la dis-

tribución asintótica de la variable I 7yY 1 , es una gamma con a — |, p = 2,

. . ÍY-,Y\2 D 2 A P ̂  f <£fr-^V i^i-^Ves decir, I gyY I —> Xi> y jr ~+ 1> entonces ^f ( gyr 1 = I gyr )
V W / y v V W / v

pero, Sy = \/S]c ~ ^2' Por ^° tanto,
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Se podría usar este resultado para efectuar una prueba de hipótesis ref-
erente a la cantidad /¿y, sin embargo nuestro propósito principal es el de
estimar, por ello, lo utilizaremos para obtener un intervalo de confianza para
¡¿Y- Aunque el parámetro f¿Y

 no ̂  e^ de interés directo, sabemos que está
en función del valor del parámetro de forma p.

4.2.1 Intervalos de Confianza para M, y p

Utilizaremos la técnica del pivote [4], [5], y [7] para hallar un intervalo
de confianza de (1 — a) % para la cantidad \IY. El pivote en cuestión es

/ _ _ \ 2

W = ( Y'üyY } . Consideraremos primero un intervalo típico de dos lados,

para posteriormente ver la ventaja de utilizar un intervalo de confianza de
un sólo lado.

Primer intervalo propuesto: se acostumbra utilizar el resultado, para un
intervalo de dos lados, P(XI_S i <W r<xl.1) = l —a, de donde, sustituyen-
do W:

Y —
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Al sacar la raíz cuadrada, se tienen dos intervalos, siendo la unión de ellos el
intervalo buscado,

Y- Y -

En el primer intervalo, el término central es positivo, y en el segundo caso
es negativo, considerando ambos intervalos a la vez, tenemos entonces que el
intervalo deseado es,

U

manipulando un poco;

u

finalmente,
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Y -

Ahora podemos sustituir p,Y = <TX \/M(p), Sy = (S1^ — y2)2 y dividir
por ax\ haremos los pasos para el intervalo de la izquierda, y escribiremos el
resultado final para los dos intervalos,

Y

Ahora, en el caso de que no conozcamos ax podemos usar su estimador
de momentos (ademas, %*!£•—+ 1). Entonces, elevando al cuadrado,

que junto con,

47



< M(p) <

produce el intervalo buscado. Vemos que nuestro intervalo es la unión de dos
intervalos.

Aunque M(p) no es el fin último en la estimación, se sabe que es una
función creciente en el intervalo de interés ingenieril para p, que resulta ser,
0.3 < p < 3. De esta manera, de acuerdo al valor del intervalo para M(p),
tendríamos uno para p. Por ejemplo, usando una simulación con datos,
generados por el paquete excel, provenientes de una normal ( p = 2), y
utilizando &x = 1, contemplando N = 324, al 98% de confianza, y usando
las tablas de la Ji-cuadrada, obteniendo de ellas que xí i = X2oi,i = 6.6349,
Xi-s. i = XÍgg.i — -00016 (podríamos despreciar este valor ya que es cercano

a cero), nos produce un cociente de j- — 0.82590. Así, el IC para M(p) es,

< M <

[0.82590 - 0.080683]2 < M < [0.82590 - 0.000396]2

0.55535 < M < 0.68146,

el cual hay que unir con,
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Y_

^

< M<
Y

(0.82590 + 0.000396)2 < M < (0.82590 + 0.080683)2

0.68277 < M < 0.82189.

Entonces, el IC, del 98% es,

0.55535 < M(p) < 0.68146 U 0.68277 < M(p) < 0.82189.

El valor correcto de M(p), es 0.63662. Nótese la longitud del intervalo:
0.12611 + .13912 = 0.2652.

La anterior no es una forma típica de producir un intervalo para una media
poblacional, lo usual es considerar la distribución normal estándar, sin embar-
go hemos sido capaces de construir un intervalo de confianza aprovechando
el resultado obtenido, para nuestro problema de estimación.

Una dificultad que se puede observar es que existe un pequeño segmento
que no es cubierto por la unión de los dos intervalos. Esto es debido a que
se usó un intervalo de dos lados en el proceso de construcción, así que existe
la posibilidad de que nuestro intervalo no cubra con la confianza establecida
el valor del parámetro deseado. Podemos evitar la deficiencia del intervalo si
consideramos un intervalo de un sólo lado (de una cola) [4],[5].

Intervalo de un sólo lado. Usando el hecho de que, P(W < XQ i) —
1 — a, construiremos el intervalo a partir de,
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Evidentemente W > 0. No es forzosamente el mejor intervalo aquel que
tiene probabilidades de colas iguales, de hecho eso sería lo adecuado para
una distribución simétrica, pero en nuestro caso la distribución Ji-cuadrada
con un grado de libertad es altamente asimétrica; tiende a infinito cerca de
Xi = O, y decae a cero para valores alejados del cero. De hecho, la mediana
de esta distribución es xl = 0.455, con su valor esperado igual a 1. Con
el anterior intervalo podemos cubrir el segmento dejado fuera por el primer
intervalo, incluso la longitud del intervalo disminuye, por ejemplo, para el
primer intervalo propuesto, con a = .1,

.i - Xi-s,i =3.84146 - .00393 = 3.83753,

y para el segundo intervalo propuesto,

¿ i _ o = 2.70554.

Construyamos el segundo intervalo:

sacando raíz cuadrada,
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<

o equivalentemente,

+

el intervalo resultante para M, después de las manipulaciones, sería,

y \ AT
h \

SY \

Podemos también obtener un tamaño de muestra para una longitud es-
pecífica del intervalo, consideremos una longitud de L = 0.2, la longitud del
intervalo, para el intervalo de dos lados, es

? \sx N
*-t,i(i-£)a

N
F \
5x N

xl (l - Y-}*
A-5'.1 V Sx 1

N

-i 2
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y
sx

2 Y2 (l _ f-E-V^
Xf'1 ^ \Sx) J

N

*W,_/rn

\
*-*.!

AT

Hemos despreciado el término y — Xr—~— ' va (lue Xi-a i ss aprox-

imadamente cero: O < 1 — ( f - J < I, y N > 1. Esto ayuda a tener una
fórmula más simple para el tamaño de muestras. Entonces,despejando,
queda que N es igual a,

nos

donde hemos llamado r2 a v« , , y 6 es •£-.A - l ' J S• - .Sx

Supongamos que queremos saber el tamaño de muestra necesario para
una longitud del intervalo de 0.2, con a = 0.02; en el caso de que tengamos
una normal (p — 2), el valor que se estaría buscando sería M(2) = 0.63662,
utilicemos este valor en lugar de 62, obtenemos

N = 614.

En el caso de la distribución de Laplace (p = 1), M(l) = 0.5, utilizando
este valor en lugar de 62, tenemos, con la misma confianza y longitud del
intervalo que,
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N = 664.

Los resultados análogos para el intervalo de un lado son:

r2

sin ninguna aproximación en el desarrollo algebraico, y

= 16(1 - 6 2 ) r 2 ,

donde r2 es xl,i, ybes-¡f¿.

Repitiendo los cálculos para saber el tamaño de muestra necesario para
una longitud del intervalo de 0.2, con a = 0.02; en el caso de que tengamos
una normal, con M(2) = 0.63662, obtenemos de la última fórmula,

N = 501.

En el caso de la distribución de Laplace (p = 1), M(l) = 0.5, tenemos,
con la misma confianza y longitud del intervalo que,
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N = 542.

Los tamaños de muestra disminuyen en aproximadamente 100 unidades.

Debido a su característica de cubrimiento, en lo que sigue utilizaremos el
intervalo de un sólo lado.

Elaboremos una tabla para el intervalo, con diferentes confianzas y con
diferentes tamaños usando valores simulados de una normal, obtenidos del
paquete excel, en la que M(p = 2) = 0.63662, &x = 1:

N

10
50
100
324
565
596
625
2500

IC(90%)
(0.3686, 1.2682)
(0.46413,0.90313)
(0.52916,0.83745)
(0.59966,0.76987)
(0.59723,0.72825)
(0.59938,0.7269)
(0.60031,0.72488)
(0.61333,0.67632)

IC(95%)
(0.3107, 1.3827)
(0.42968,0.95278)
(0.50333,0.87068)
(0.58447,0.78724)
(0.58536,0.74148)
(0.58781,0.73976)
(0.589,0.73743)
(0.60746,0.68251)

IC(98%)
(0.2496, 1.522)
(0.39129, 1.0122)
(0.47411,0.91012)
(0.56706,0.80778)
(0.57171,0.75701)
(0.5745, 0.75485)
(0.57598,0.75216)
(0.60067, 0.68975)

Y
SV

0.86664
0.8158
0.82128
0.82590
0.81309
0.81339
0.8131
0.80277

Todos los intevalos mostrados contienen el valor verdadero de M(p = 2),

notemos que en todos los casos í -jf-) es mayor que M(2). Las longitudes L
de los intervalos son presentadas en la siguiente tabla:
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N
10
50
100
324
565
596
625
2500

L(90%)
0.8996
0.439
0.30829
0.17021
0.13102
0.12752
0.12457
0.06299

L(95%)
1.072
0.52310
0.36735
0.20277
0.15612
0.15195
0.14843
0.07505

L(98%)
1.2724
0.62091
0.43601
0.24072
0.1853
0.18035
0.17618
0.08908

Ahora presentamos tablas análogas para una distribución de Laplace. En
la generación de los números aleatorios usamos también el paquete excell,
pero en vista de que el paquete no proporciona directamente los valores
requeridos hicimo uso de una transformación, la cual relaciona el producto
de una variable aleatoria Bernoulli con una exponencial, produciendo con
ello una variable aleatoria con distribución de Laplace, ver [9]. En este caso
M(p = 1) = J:

N

10
50
100
324
565
596
625
2500

10(90%)

(0.28933, 1.2541)
(0.37817,0.83664)
(0.37063,0.69928)
(0.39233,0.57493)
(0.43373,0.57213)
(0.43118,0.56592)
(0.44629,0.57786)
(0.47464, 0.54043)

10(95%)

(0.23247, 1.3821)
(0.34369,0.88999)
(0.34458,0.73619)
(0.37666,0.59425)
(0.42148, 0.58639)
(0.41923,0.57979)
(0.43458,0.59135)
(0.46856, 0.54695)

10(98%)

(0.17417, 1.5387)
(0.30566,0.95409)
(0.31548,0.7803)
(0.35885,0.61711)
(0.40746,0.6032)
(0.40555,0.59613)
(0.42116,0.60723)
(0.46155, 0.55459)

Y
Sx

0.82888
0.76482
0.72251
0.69230
0.70749
0.70446
0.71411
0.71204

Todos los intervalos encontrados contienen el valor de M(p = 1).

Mostramos ahora las longitudes de los intervalos:
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N \ L(90%) | ¿(95%) | L(98%)"
10
50
100
324
565
596
625
2500

0.96477
0.45847
0.32865
0.1826
0.1384
0.13474
0.13157
0.06579

1.14963
0.5463
0.39161
0.21759
0.16491
0.16056
0.15677
0.07839

1.36453
0.64843
0.46482
0.25826
0.19574
0.19058
0.18607
0.09304

Ahora calcularemos veinte intervalos de confianza, con diversas muestras,
para la distribución normal al 90% de confianza, con un tamaño de muestra
de 324.Valor de M; 0.63662,

(0.57878,0.75163)
(0.53664,0.71387)
(0.58636,0.75829)
(0.53182,0.70947)
(0.55151,0.72734)
(0.54641,0.72274)
(0.58939,0.76094)
(0.56476,0.73921)
(0.52592,0.70405)
(0.57204,0.74568)
(0.5638,0.73835)
(0.55722,0.73247)
(0.54039,0.71728)
(0.56632,0.7406)

(0.55344,0.72908)
(0.56974,0.74364)
(0.55635,0.73169)
(0.57277,0.74633)
(0.57374,0.74719)
(0.6122,0.78066)
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La gráfica de estos intervalos se muestra a continuación:

20

15

10

M=0.63662

00.4 0.5 0.6 0.7 0.8

Figura 6. 20 intervalos de confianza del 98%.

Todos los intervalos contienen el verdadero valor de M.

0.9 M

Para terminar este capítulo mostramos los tamaños de muestra mínimos
para obtener intervalos de confianza del 90%, 95%, y 98% para M, con una
longitud de 0.2, considerando los valores de p 6 (0.3,3).
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600

500

400

300

200

100

O 0.5 1 1.5 2 2.5 3

Figura 7. Tamaños de muestra mínimos.

La curva superior corresponde a la confianza del 98%, la central a la
confianza del 95%, y la inferior a la del 90%. Los máximos se pueden calcular
fácilmente y son, para las confianzas 90%, 95%, y 98%, respectivamente: 271,
385, 543.

Agregamos una gráfica del tamaño de muestra dependiendo de la longitud
L del intervalo, con una confianza del 90%.
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o o.i

Figura 8. Tamaños de muestra contra longitud de intervalo.

Empezando desde la curva inferior a la superior, los valores de p que
se consideraron son: 0.3,3.0,2.0, y 1.0. Observamos que el máximo tamaño
de muestra siempre está determinado por el valor de p = 1, es decir la
distribución de Laplace.

Ya tenemos un intervalo de confianza para M, sin embargo los tamaños
requeridos pueden no ser muy satisfactorios en la práctica, más aún, de la
gráfica de M Vs p, un intervalo pequeño para M, no implica uno pequeño
para p. Propondremos otro intervalo en el cual la longitud del intervalo se
disminuya de acuerdo al tamaño de muestra escogido, esto es, mediante un
factor conveniente aumentaremos el límite inferior y disminuiremos el límite
superior, esto basándonos en que la cantidad M aparece aceptablemente
centrada en los intervalos hallados.

Pensando un poco en la expresión para la longitud L del intervalo de

confianza, 46W^- (1 — 62), donde r2 es Xa,i> y b es -£-, notamos que L oc -V,
podemos hacer la conjetura de que el factor de corrección tiene esta forma, es
decir, que el límite inferior sea el límite obtenido del intervalo más -V, y el
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límite superior sea el límite obtenido del intervalo menos -~r. Considerando

unos pocos casos (usando la tabla de intervalos con distintos tamaños de N)
notamos que es aún mejor restarle al límite superior -A-, en lugar de -V. Al

Af2 N?

hacer estos ajustes a nuestros intervalos la confianza de cubrimiento puede
cambiar, por ello, posteriormente, realizaremos unas simulaciones que nos
den información sobre tales confianzas.

Hemos trabajado en la estimación de M, sin embargo el parámetro im-
portante es, como ya sabemos, p. En el próximo capítulo consideraremos
una forma sencilla para estimar puntualmente el valor de p, aprovechando
los resultados obtenidos hasta el momento.
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Capítulo 5

Estimación de p

Ahora desarrollaremos un intervalo de confianza para el parámetro de forma
p, con la ayuda de los resultados del capítulo anterior, usando para ello un
ajuste para la función rn/ )/(3/ ) • Esto es una ejemplificación de la ventaja
de haber hallado la aproximación de Edgeworth de la variable \Y\.

5.1 Curvas ajuste para 7(2?) = r(f/p
(
)
2
r
/
(
P

3
)
/p)

La función 7(p) = r^, * . > , es una función creciente de p , podemos
observar su gráfica en la siguiente figura:
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O 0.5

Entonces, si encontramos un intervalo de confianza para M, esto equiv-
aldría a encontrar un intervalo sobre el eje vertical, corespondiéndole por lo
tanto un intervalo en el eje horizontal. Proponemos realizar un ajuste de
curvas, de una manera particular, de tal manera que realizando un despe-
je algebraico sencillo podamos realizar una estimación puntual de p. En el
presente capítulo mostramos como pudiera hacerse esto.

5.1.1 Dos curvas de ajuste para

En el trabajo de Rodríguez y León [10], mencionan que la función 7(p)
cumple con la siguiente desigualdad:

Las gráficas de 7(p), y Rg(p), son mostradas acontinuación:
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1

0.8

o.e

0.4

0.2

O 0.5 1.5 2.5

Figura 10. 7(p) y Rg(p).

Las gráficas nos sugieren que podríamos proponer ajustar curvas de la
forma:

A(p} =

la primera posibilidad es la forma mas sencilla posible con característica no
lineal, y la segunda curva está inspirada en la desigualdad 7(p) < -, donde
f(p), sería una función polinomial.

En el dominio de interés para p, no hay buenos ajustes polinomiales sino
hasta uno de grado cuarto, pero si dividimos el dominio en dos intervalos
para p, podemos ajustar una polinomio de grado 2 para p < \(M < 0.5), y
otro para p > 1(M > 0.5), en esta parte resulta un mejor ajuste utilizando
la forma 1+

p,, ^ además de que f(p) resulta ser una recta.

Llamemos Ai(p) a la curva ajustada para p < 1, y Az(p), a la curva
ajustada para p > 1:
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donde /2(p) es un polinomio de grado uno. Con estas proposiciones el despeje
de p resulta sencillo.

Las curvas que resultan de los ajustes de mínimos cuadrados son:

= -0.1299 + 1.07954p - 0.45273p2, A2(p) = .20007p'

estas se hicieron considerando ocho valores para p:

p = {0.3,0.4,0.5,0.6,0.7,0.8,0.9,1.0},

en el caso de p < 1; y veintiún puntos:

_ {1.0,1.1,1.2,1.3,1.4,1.5,1.6,1.7,1.8,1.9,2.0,
P ~ 2.1,2.2,2.3,2.4,2.5,2.6,2.7,2.8,2.9,3.0}

en el caso de p > 1.

La siguientes gráficas muestran a 7(p), Ai(p), y A<¿(p):
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0.8

0.6

0.4

0.2 y

O 0.5 1.5 2 2.5
x

1-

0.8

0.6

0.4

0.2

Figura.ll. Ai(p), para p 6 (0.3,3).

O 0.5 1 1.5 2 2.5

Figura 12. A2(p), para p e (0.3,3).
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O 0.5 1 1.5 2 2.5

Figura 13. Ai(p), A2(p),y ~f(p).

Al parecer el ajuste es bueno. A\(p) en azul, A<¿(p} en rojo, y ^(p) en
negro.

Las soluciones a las ecuaciones A(p) — L\, A(p) — L2, donde L\ y L2

son los límites de los intervalos de confianza encontrados para M(p), nos
produciría un intervalo de confianza para p. Considerando las ecuaciones
Ai(p) — Li,Ai(p) = L2, encontramos, despejando, que

53 977 1
45273 45273 v/(232542°259 ~

esto en el caso p < 1(M < 0.5), en el caso de p > l(M > 0.5), tendríamos,

LPi = -75820
-1.0 x 105 +1.2001 x 105L¿

, para i = 1,2.
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Ejemplo del uso de los ajustes junto con los intervalos de confianza.

Paso 1. Elección del tamaño de muestra para la generación del intervalo.

En vista de que en principio no se tiene información del posible valor de p,
usaremos un valor ligeramente más grande que el sugerido por la gráfica del
tamaño de muestra mínimo para una longitud del intervalo de 0.2, en M, con
una confianza del 90%, es decir, tomaremos N = 288. Entonces realizando
una simulación con una normal (p = 2), tenemos con xL,i = 2.70554, y

= 0.81161,

J^
^

\ N

0.81161 -
0.92337

288

< M < —-

< M <

? \\0 ' \
&X '

0.81161

£1 í1 - (& )2)
AT

JO.92337

' V 288

2

(0.81161 - 0.056623)2 < M < (0.81161+ 0.056623)2

0.57001 < M < 0.75383.

En este caso, LI = 0.57001, y L2 = 0.75383.

Paso 2. Los dos límites son mayores que 0.5, entonces, sustituímos los
límites en,

= -75820

= -75820

= 1.368,

-l.Ox 105 +1.2001 x
0.57001

-1.0 x 105 + 1.2001 x 105(0.57001)
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y lo mismo hacemos con el segundo límite,

Lp2 = -75820-
-l.Ox 105 +1.2001 x 105L2

= -75820 °-75383

-1.0 x 105 + 1.2001 x 105(0.75383)
= 5.9956.

Así, un intervalo para p, sería, con una confianza del 90%,

1.368 < p< 5.9956.

El intervalo encontrado es relativamente grande, sin embargo, queda ejem-
plificada la ventaja de obtener un intervalo para M. Podemos disminuir el
intervalo para M con el fin de obtener una disminución sustancial para el
intervalo de p,investigando qué factor se le puede añadir al límite inferior
del intervalo para M, y qué factor se le puede restar al límite superior del
intervalo para M. En principio tal factor dependerá del tamaño muestral y
posiblemente de la confianza establecida.

Con el factor de corrección 1/v^V, y 2/VÑ, los límites para M serían:
L! = 0.57001 + 0.05893 = 0.62894, L2 = 0.75383 - .11785 = 0.63598, así, los
límites correspondientes para p, son

= -75820 Ll

-l.Ox 105 +1.2001 x 105L!

-75820
-1.0 x 105 + 1.2001 x 105(0.62894)

1.9447,
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Lp2 = -75820

= -75820

-1.0 x 105 + 1.2001 x 105(L2)
0.63598

-1.0 x 105 + 1.2001 x 105(0.63598)
= 2.0367.

Por lo tanto, el intervalo para p, con el factor de corrección utilizado, sería,

1.9447 < p < 2.0367.

En este ejemplo se cubrió el valor verdadero de p y obtuvimos una longitud
del intervalo de 0.092, para p. Hemos encontrado un intervalo mas angosto,
sin embargo, es posible que nuestra confianza halla cambiado en el desarrol-
lo; para analizar este comportamiento realizamos unas simulaciones para la
distribución Normal, para distintas confianzas.

5.2 Simulación

En este apartado mostramos los resultados de la simulación que se efectuó,
con el fin de hallar una mejor corrección en cuanto a la disminución de
la longitud de los intervalos estimados sin afectar, claro está, la confianza
especificada.

Usando el paquete S-Plus, con base en el algoritmo que se muestra en el
apéndice, se simularon 5000 muestras de tamaño 400 de una variable aleatoria
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normal con media cero y desviación estándar de uno. Los porcentajes de
cubrimiento teóricos para M, usando

LI < M < L2,

donde,

resultaron ser muy conservadores; usando la corrección propuesta anterior-
mente:

1 2
LI + —== < M < L2 -

pudimos observar que los porcentajes se alteraban sustancialmente al dis-
minuir la confianza, lo cual afectaba a su vez los porcentajes de cubrimiento
para el parámetro p. En vista de los resultados decidimos mejorar nuestra
corrección y realizar la simulación probando distintas correcciones. Los re-
sultados mejoraron notoriamente. Los intervalos finales para M y p, fueron,
respectivamente:

H
0.985 +a ,, r (1.85-10a)

=— < M < L2 - =

< p <

con;
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LPl = -75820—

Lp2 = -75820-
La~ í.85-10a)

VÑ

ya que L\ + °-9^"Q > Q.5, y 1/2 — ̂ '8^y°a' > 0.5. En caso de que fueran
menor que 0.5 se usan las otras expresiones definidas anteriormente para
Lpi y Lp^. Nótese que el intervalo depende del tamaño de muestra y de la
confianza utilizada. A continuación, mostramos una tabla con los porcentajes
de cubrimiento hallados en la simulación usando la última correción:

Cu

0.01
0.02
0.03
0.04
0.05
0.06
0.07
0.08
0.09
0.10

Cobertura para M %
0.9982
0.9852
0.9752
0.9636
0.9608
0.9485
0.9350
0.9256
0.9110
0.8894

Cobertura para p%
0.9992
0.9900
0.9808
0.9690
0.9628
0.9462
0.9234
0.9036
0.8854
0.8492

Se puede apreciar una excelente cobertura, tanto para M como para p,
sobre todo para 0.01 < a < 0.07.
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Capítulo 6

Conclusiones

Nos hemos esforzado en realizar un estudio apegado lo mas posible a la
teoría estadística y matemática, y pensamos que hemos hallado resultados
satisfactorios.

Hemos encontrado las propiedades del estimador •¥— al identificarlo como
el estimador de momentos que interviene, considerando la variable aleatoria
Y = \X\, en la estimación de p usando la función de razón gaussiana gener-
alizada.

Se aplicó la expansión de Edgeworth con éxito en el cálculo de la fun-
ción de densidad relevante, obteniendo a partir de ella, y en el orden ya es-
pecificado, los tamaños de muestra mínimos necesarios para una estimación
confiable. En particular hallamos que la distribución de Laplace se muestra
como un punto de referencia a la hora de escoger los tamaños de muestra
necesarios. Hemos logrado fabricar intervalos de confianza para el parámetro
de interés con las consecuentes ventajas, y dejamos para otras posibles inves-
tigaciones la posibilidad de realizar ajustes para hallar resultados óptimos,
estos podrían hacerse por ejemplo en el ajuste de las dos curvas a la función
M(p), o buscar un mejor factor de corrección para los límites del intervalo
para M(p), que produzca intervalos con la confianza y longitud requeridas en
la estimación de p. También sería deseable buscar una posible disminución
en los tamaños de muestra, lo cual creemos se puede lograr ampliando la
presente investigación.
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El hallar intervalos de confianza para un parámetro determinado nos indi-
ca que, en principio, se puede plantear, al menos teóricamente, la posibilidad
de construir pruebas de hipótesis para tal parámetro, aunque quedaría pen-
diente su aplicación.

Queda demostrada la aplicabilidad de la expansión de Edgeworth y an-
imamos a que sea contemplada como una buena técnica de aproximación a
sumas de variables aleatorias.

Nos queda también, para posibles investigaciones futuras, el uso de los
teoremas de inversión para obtener las distribuciones acumuladas y valores
de la suma de variables aleatorias, con su posible aplicación; para ello re-
comendamos la referencia [2].
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Apéndice A

Algoritmo para los intervalos
de confianza para M y para p,
Porcentaje de intervalos que
cubren a los parámetros.

El siguiente algoritmo calcula la frecuencia de cubrimiento de los intervalos
de confianza usando la generación de muestras aleatorias de tamaño N, de
una cierta distribución de probabilidad. Se recomienda usar un paquete
estadístico tal como el S-Plus para la ejecución

Contadores: / = 0, J = 0, Q = Q

Variables de inicio: HI = 0.63662, H2 = 2,a = .01

1.- Generar muestras de tamaño 400 para una distribución normal están-
dar: Xi ~ N(Q, 1)

2.- Calcular los valores absolutos Yí de la muestra: Y¿ = \Xi\

N

¿£l*íl
3.- Calcular -*- = -^ = =

SX I . N
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4.- Para a dada, calcular los límites inferior: L\ = -£—

v x
y

superior: L2 = I -5— +

,2

5.- Contador: si L\ < HI < 1/2, entonces 1 = 1 + 1

6.- Aplicar corrección: LC\ — LI + -¿=, LC2 = L2 — -¿7=

1- Contador: si LC\ <H\< LC%, entonces J = J +1

8.- Si LC\ < i, entonces calcular límite inferior del intervalo para p:

LPl = ff|g - 45^ ̂ 7(2325 420 259 - 4527 300 OOOLCí )

9.- Si LC\ > |, entonces calcular límite inferior del intervalo para p:

_ ^___
_1_Qx 10s+1 200 1 x 105LCi

10.- Si LC-í < |, entonces calcular límite superior del intervalo para p:

LP2 = §m - 4^3^(2325420259 - 4527 300 OOOZA)

11.- Si LC-i > |, entonces calcular límite superior del intervalo para p:

Lp2 = - 75820 _i.0x 108+1.200 ixioB£,c-2
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12.- Contador: si Lp\ < H? < Lp-¿, entonces Q = Q + 1

13.- Repetir pasos 1 al 11: 1000 veces

14.- Reportar: ICM = ±, ICMC = j£, ICP = $

15.- Repetir pasos 1 al 14 para Q = 0.05, y a — 0.02

16.- Repetir pasos 1 al 15 pero, para una distribución doble
exponencial (Laplace) con media cero y desviación estándar de 1,
y con un tamaño de muestra de 550, en este caso: H\ = 0.5, H-¿ = 1,
con los contadores en ceros: / = O, J = 0. Q = 0.
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