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E s t e t r a b a j o propone u n a representación b a s a d a en índices que t iene como p r o p o s i -
to resolver el p r o b l e m a de o p t i m i z a r portafo l ios de inversión de acuerdo a l a formulación 
de M a r k o w i t z u t i l i z a n d o métodos evolut ivos . Se busca encontrar porta fo l ios óptimos a 
p a r t i r de espacios grandes de acciones, de tamaños que se encuentren en el m i s m o orden 
de m a g n i t u d que mercados completos . E l p r o b l e m a se desea resolver con c a r d i n a l i d a d 
r e s t r i n g i d a , y l a representación p r o p u e s t a m a n e j a esta restricción de f o r m a n a t u r a l . 

L a representación b a s a d a en índices consiste en o p t i m i z a r u n vector que ident i f i ca 
aquellos act ivos que se deben i n c l u i r en el por ta fo l i o , así como el peso que se les debe 
dar . P a r a encontrar cuales son los act ivos que l o g r a n m i n i m i z a r el riesgo y m a x i m i z a r 
e l r e n d i m i e n t o se crea u n a l i s t a o r d e n a d a que los i n c l u y a a todos , y se busca o p t i m i z a r 
u n vector de índices que hace referencia a esta l i s t a . A d y a c e n t e a c a d a índice, se agrega 
u n valor que representa el peso que e l ac t ivo debe de tener en e l por ta fo l i o . 

L a representación basada en índices se comparó con a lgor i tmos u t i l i z a n d o u n a 
representación d i r e c t a que consiste s implemente en u n vector de pesos, en donde l a 
restricción de c a r d i n a l i d a d se m a n e j a u t i l i z a n d o sólo aquellos act ivos que t e n g a n u n 
mayor peso en e l por ta fo l i o . 

Se r e a l i z a r o n pruebas con varios parámetros de aversión a l riesgo, en espacios 
de 100, 417, y 1000 acciones. Se r e p o r t a n curvas de mejor encontrado c o n t r a evalua¬
ciones de l a función ob je t ivo , d iagramas de riesgo contra r e n d i m i e n t o de los mejores 
i n d i v i d u o s encontrados p o r c a d a a l g o r i t m o , y d iagramas de c a j a de las soluciones fina¬
les. Se observó que los a lgor i tmos evolut ivos con u n a representación basada en índices 
obt i enen mejores resul tados , en menos evaluaciones de l a función ob je t ivo que los al¬
gor i tmos con representación d i re c ta . 
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Capítulo 1 

Introducción 

E x i s t e n 1835 acciones en el New York Stock Exchange ( N Y S E ) y 2744 acciones en 
el índice N A S D A Q Composite. S i se qu is iera tener u n por ta fo l i o ópt imo dentro de t o d o el 
mercado de acciones, se tendrían entonces que seguir 4579 acciones, sólo en los mercados 
de Es tados U n i d o s , s in i n c l u i r bonos , futuros , o acciones en mercados extranjeros . S o n 
estas grandes cant idades de acciones las que m o t i v a n el presente t r a b a j o . Se b u s c a 
diseñar u n a l g o r i t m o que p u e d a encontrar portafo l ios en l a f rontera de ef ic iencia a 
p a r t i r de grandes cant idades de act ivos . 

E l m é t o d o u t i l i z a d o más comúnmente p a r a o p t i m i z a r portafo l ios es programación 
cuadrática. S i n embargo , l a restricción de c a r d i n a l i d a d es u n a restricción no l i n e a l , y el 
a l g o r i t m o de programación cuadrática no puede m a n e j a r l a . C u a n d o se m a n e j a n miles 
de acciones, l a restricción de c a r d i n a l i d a d se vuelve p a r t i c u l a r m e n t e i m p o r t a n t e . S i el 
a l g o r i t m o u t i l i z a d o no cuenta con u n mecan i smo p a r a fijar el número de acciones en los 
porta fo l ios que genera, todos estos serían porta fo l ios de mi les de acciones, lo que en l a 
práctica causaría que los costos de transacción se d i sparen , y que l a inversión sea m u y 
difícil de a d m i n i s t r a r . 

E s t e t r a b a j o propone u n a representación b a s a d a en índices que m a n e j a l a r es t r i c -
ción de c a r d i n a l i d a d en f o r m a n a t u r a l , y p e r m i t e a u n a l g o r i t m o evo lut ivo resolver el 
p r o b l e m a en menor t i e m p o y con mejores resultados que otras heurísticas de búsqueda 
que m a n e j a n l a restricción hac iendo u n a reinterpretación de los porta fo l ios encontrados . 
L a representación b a s a d a en índices consiste en separar el p r o b l e m a de optimización 
de portafo l ios en dos subprob lemas : e l p r o b l e m a de cuales acciones, de todas las que se 
encuentran en el espacio, se deben comprar ; y el de cuanto , en términos de porcenta je 
de l por ta fo l i o , se debe c o m p r a r de c a d a u n a . 

Se u t i l i z a r o n dos a lgor i tmos diferentes con l a representación b a s a d a en índices. E l 
p r i m e r o es u n a l g o r i t m o genético, que se encarga de o p t i m i z a r t o d o el c r o m o s o m a y 
así resolver ambos subprob lemas . E l o t ro es u n a l g o r i t m o memético , en el c u a l se b u s c a 
que l a par te e v o l u t i v a de l a l g o r i t m o resuelva que acciones deben entrar en el por ta fo l i o , 
y l a heurística de aprend iza je resuelve cuanto de c a d a acción debe comprarse p a r a u n a 
combinación específica de acciones. 

E l t r a b a j o , en resumen t iene l a siguiente e s t r u c t u r a . Se ofrece u n capítulo con 
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antecedentes que se d i v i d e en dos secciones, administración de inversiones y a lgor i tmos 
genéticos. L a sección de administración de inversiones d a u n a introducción a l concepto 
de acciones. Descr ibe l a f o r m a en que se e s t i m a el prec io fu turo de las acciones, m u e s t r a 
como se a g r u p a n las inversiones en porta fo l ios de inversión, y j u s t i f i c a el uso de estos 
porta fo l i os , como m é t o d o p a r a reduc i r e l riesgo. Se descr iben los métodos y los cr i ter ios 
u t i l i zados p a r a o p t i m i z a r porta fo l i os , y se h a b l a de l a restricción de c a r d i n a l i d a d . 

L a siguiente sección i n t r o d u c e a l lector a los métodos de optimización ciega, part i¬
cu larmente a los a lgor i tmos genéticos. C o m o e jemplo y e s t r u c t u r a básica se describe el 
a l g o r i t m o genético s imple , sus parámetros y sus var iac iones más frecuentes. Se h a b l a de 
los a lgor i tmos meméticos , y luego se descr iben algunos t raba jos que en el pasado h a n 
in tentado resolver el p r o b l e m a de optimización de portafo l ios con métodos evo lut ivos . 

E l capítulo de metodología consiste en descr ib ir e l t r a b a j o que se realizó. Se u t i -
lizó u n enfoque d irecto , que consiste en i n t e n t a r resolver el p r o b l e m a u t i l i z a n d o métodos 
de búsqueda l o c a l de l a f o r m a más i n t u i t i v a posible . Se describe d icho enfoque, y se d a n 
los detalles de l a l g o r i t m o memético u t i l i z a d o , asó como funciones ob je t ivo y l a función 
de v e c i n d a d de los buscadores locales. P o r último se m u e s t r a n los resultados obtenidos 
en cuanto a c a l i d a d de soluciones, y t i e m p o de ejecución de los a lgor i tmos . 
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Capítulo 2 

Antecedentes 

E s t e capítulo se d iv ide en dos secciones. L a sección de Administración de Inver¬
siones d a u n a introducción a l concepto de ins t rumentos de inversión, p r i n c i p a l m e n t e 
acciones. Se describe l a f o r m a en que se e s t i m a n los valores futuros de u n a acción, y 
luego se in t roduce el concepto de por ta fo l i o de inversión. Se genera l i za l a obtención 
de los est imadores a porta fo l i os , y se m u e s t r a c ó m o se puede diversi f icar u n a inversión 
p a r a reduc i r el riesgo. Se m u e s t r a n métodos p a r a obtener porta fo l ios ópt imos, y se in¬
troduce el término de f rontera de ef ic iencia, p a r a t e r m i n a r descr ib iendo el p r o b l e m a de 
optimización de porta fo l ios con restricción de c a r d i n a l i d a d . 

L a segunda sección consiste en f a m i l i a r i z a r a l lector con los métodos de o p t i m i -
zación ciega, en p a r t i c u l a r con los a lgor i tmos genéticos. Se c omi enza p o r descr ib ir de 
f o r m a general los a lgor i tmos genéticos, y def inir algunos de los términos u t i l i zados más 
frecuentemente. Después se describe el a l g o r i t m o genético s imple , que consiste en u n 
a l g o r i t m o genético en lo más esencial . Se descr iben algunas var iac iones , que si b i e n 
hacen que u n a l g o r i t m o genético deje de ser s imple , se acercan más a l a l g o r i t m o pro¬
puesto en este t r a b a j o . Asó m i s m o se descr iben algunos parámetros y los cr i ter ios que se 
deben u t i l i z a r p a r a elegir los valores de estos. L a última parte de esta sección está más 
o r i e n t a d a a este t r a b a j o en p a r t i c u l a r . Se descr iben los a lgor i tmos meméticos y algunos 
t raba jos que h a n u t i l i z a d o métodos de optimización e v o l u t i v a p a r a resolver el p r o b l e m a 
de optimización de porta fo l ios . 

2.1. Administración de Inversiones 

U n a inversión consiste en obtener u n pago a cambio de postergar el consumo. A l 
pago que se obt iene se le l l a m a el rendimiento de u n a inversión. E x i s t e n diversos t ipos 
de ins t rumentos de inversión, que pueden cons ist i r en propiedades , préstamos, acciones, 
futuros , entre otros . E s t e t r a b a j o hablará p r i n c i p a l m e n t e de acciones, pero el análisis 
puede general izarse a cua lquier i n s t r u m e n t o p a r a el c u a l se p u e d a obtener u n es t imador 
del r e n d i m i e n t o fu turo y u n es t imador del riesgo. 

U n a acción es u n i n s t r u m e n t o que representan u n porcenta je de u n a compañía. 
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C u a n d o u n a compañía necesita d inero p a r a expandirse , emite acciones a l mercado . 
E l público puede entonces c o m p r a r estas acciones y se vuelve dueño p a r c i a l de esta 
compañía. U n invers ion i s ta que c o m p r a acciones espera que en el fu turo sucedan u n a de 
dos cosas: l a compañía obt iene gananc ias , las cuales se deben r e p a r t i r equ i ta t i vamente 
a los dueños de acciones, o e l va lor de l a compañía a u m e n t a j u n t o con el precio de 
l a acción, en cuyo caso, e l invers ion i s ta puede vender l a acción a u n precio m a y o r y 
obtener como r e n d i m i e n t o l a d i ferenc ia entre el prec io anter ior y el prec io a c t u a l . 

L a mayoría de las inversiones v i enen acompanadas de u n riesgo. E n el caso de 
u n a acción, e l riesgo es que el prec io de l a acción baje en vez de sub i r , en cuyo caso, e l 
invers ion i s ta deberá vender l a acción a u n precio menor , y perder par te de su c a p i t a l [12]. 
U n inversionista racional es aquel que prefiere acciones con m a y o r r e n d i m i e n t o antes 
que aquel las con m e n o r r e n d i m i e n t o , y acciones con m e n o r riesgo antes que acciones 
con m a y o r riesgo. 

F o r m a l m e n t e , si se c o m p r a u n a acción en u n t i e m p o t — 1, y se vende en u n 
t i e m p o t, se puede def inir e l r e n d i m i e n t o de u n a acción de acuerdo a l a ecuación 

r ( t ) = 
s(t) — s(t — 1) 

s(t — 1) 
s(t) 

s(t — 1) 
— 1 (2.1) 

en donde s(t) es el prec io de l a acción en el t i e m p o t. E l r e n d i m i e n t o se obt iene como 
u n porcenta je porque el r e n d i m i e n t o rea l de u n a inversión depende de l c a p i t a l i n i c i a l . 

2.1.1. Estimadores 

Si u n invers ion i s ta quiere t o m a r u n decisión acerca de u n a inversión, debe poder 
e s t imar el r e n d i m i e n t o que obtendrá en el f u t u r o , y debe es t imar el riesgo de no ob-
tenerlo . D e acuerdo a Eugene F a m a [5], l a serie de t i e m p o de l precio de u n a acción se 
c o m p o r t a de f o r m a s i m i l a r a u n paseo a leator io . Si se supone que los cambios en el 
precio de u n a acción t i enen u n a distribución n o r m a l , entonces el me jor i n d i c a d o r del 
r e n d i m i e n t o fu turo que se puede obtener es el p r o m e d i o de los rend imientos pasados. 
P a r a u n a acción i , def iniremos entonces: 

(2.2) 

como el va lor esperado del r e n d i m i e n t o . 

E l riesgo de u n a inversión representa l a p r o b a b i l i d a d de que el r e n d i m i e n t o sea 
diferente de l esperado. V o l v i e n d o a l a suposición de n o r m a l i d a d de los rend imientos , u n a 
f o r m a de cuant i f i car esta p r o b a b i l i d a d es obteniendo el p r o m e d i o de las desviaciones 
del va lor esperado de r e n d i m i e n t o a través del t i e m p o . P a r a e s t imar el riesgo de u n a 
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inversión se puede u t i l i z a r l a desviación estándar de los rend imientos en el pasado . 

(2.3) 

2.1.2. Portafolios de Inversión 

Si se cuenta con u n c a p i t a l de inversión, u n a f o r m a de reduc i r e l riesgo es d ivers i -
ficar, que s igni f ica d i v i d i r e l c a p i t a l e inver t i r l o en más de u n a acción. A l diversi f icar se 
pueden reduc i r o e l i m i n a r las var iac iones correspondientes a las acciones i n d i v i d u a l e s , 
y obtener inversiones más estables. C o m o u n e jemplo de diversificación supongamos 
que u n a inversión esta c ompues ta p o r cant idades iguales de dos acciones de i n d u s t r i a s 
diferentes. S i c a d a u n a de estas indus t r ias se benef ic ia de l a b a j a en los precios de l a 
o t r a , entonces si u n a acción produce rend imientos pos i t ivos , l a o t r a producirá rendi¬
mientos negat ivos . C o m o l a m i t a d del c a p i t a l se encuentra en c a d a u n a de las acciones, 
los rend imientos obtenidos se cancelarán. Se espera s in embargo que a largo p lazo , am¬
bas acciones t e n g a n u n r e n d i m i e n t o pos i t i vo , y es este r e n d i m i e n t o el que l a inversión 
produce . A u n c a p i t a l que está d i v i d i d o en var ias inversiones se le l l a m a u n por ta fo l i o 
de inversión. 

U n por ta fo l i o de inversión que cuenta con N acciones se puede representar como 
u n vector de pesos 

w [Wi ,W2,. . . ,WN] (2.4) 

Genera lmente se n o r m a l i z a el vector de pesos, de t a l f o r m a que 

i 

(2.5) 

D e esta f o r m a , c a d a peso del vector representa el porcenta je del c a p i t a l i n v e r t i d o en 
esa acción en p a r t i c u l a r , y no u n a c a n t i d a d especif ica. 

E s t r i c t a m e n t e h a b l a n d o , los elementos del vector de pesos pueden t o m a r valores 
menores que cero. C u a n d o el peso de u n a acción en u n por ta fo l i o es m e n o r que cero, se 
dice que esta acción esta vendida en corto. E l t e r m i n o venta en corto quiere decir que 
se p ide p r e s t a d a u n a c a n t i d a d d e t e r m i n a d a de acciones de u n a empresa p a r a venderlas , 
con l a esperanza de que el prec io de las acciones baje . U n a vez que el prec io baje , se 
c o m p r a n de nuevo esas acciones a u n prec io menor y se devue lven a l p rop ie tar i o . D e 
esta f o r m a se saca provecho de los retornos negativos produc idos p o r u n a acción. 

L a s leyes que r egu lan las ventas en corto no siempre p e r m i t e n que mode lar las sea 
t a n fácil como s implemente p e r m i t i r pesos negativos . E s p o r esto que frecuentemente 
se res tr ingen porta fo l i os p a r a i n c l u i r solamente pesos pos i t ivos . E s decir , e l vector de 
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pesos debe c u m p l i r l a condición de que: 

Wi Є [0,1] (2.6) 

R e n d i m i e n t o E s p e r a d o de u n P o r t a f o l i o 

P a r a c a d a acción i en u n por ta fo l i o se puede obtener u n valor esperado de rendi¬
miento r i . D e esta f o r m a se obt iene u n vector de rend imientos 

(2.7) 

E n c a d a m o m e n t o , el r e n d i m i e n t o de u n por ta fo l i o es l a s u m a de sus rend imientos , 
es decir : 

rp(t) = Σ Wiri(t) 
i 

(2.8) 

U s a n d o este resu l tado , se puede ver que el va lor esperado de l r e n d i m i e n t o de u n por¬
tafo l io es 

(2.9) 

como el va lor de los pesos de l por ta fo l i o es constante en el t i e m p o , entonces: 

(2.10) 

que se puede escr ib ir también como l a ecuación m a t r i c i a l 

(2.11) 
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Riesgo E s p e r a d o de u n P o r t a f o l i o 

Se puede der ivar el riesgo esperado de u n por ta fo l i o a p a r t i r de l a v a r i a n z a de l a 
serie de t i e m p o de rendimientos . 

(2.12) 

(2.13) 

(2.14) 

Y a que l a c ovar ianza de dos conjuntos diferentes de datos esta de f in ida p o r 

(2.15) 

Se pueden c o m b i n a r las últimas dos ecuaciones p a r a obtener 

(2.16) 

S i se define u n a m a t r i z de covarianzas de l a f o r m a 

(2.17) 

Entonces l a ecuación 2.16 se puede escr ib ir como: 

(2.18) 

P o r Qué Divers i f icar 

U n a f o r m a más f o r m a l de i l u s t r a r l a reducción de l riesgo que se obt iene de l a 
diversificación es considerar p o r u n m o m e n t o u n por ta fo l i o en que todas las acciones 
p a r t i c i p a n con el m i s m o peso. L a ecuación 2.16 entonces se vuelve 

(2.19) 
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Si s u m a m o s p o r separado las var ianzas y las covarianzas tenemos 

(2.20) 

(2.21) 

E n l a última ecuación se puede ver que los términos entre corchetes corresponden a el 
p r o m e d i o de las var ianzas (σ2i), y a l p r o m e d i o de las covarianzas (σij), respect ivamente . 
Se puede expresar esta u l t i m a ecuación entonces como 

(2.22) 

o fa c tor i zando y a g r u p a n d o términos 

(2.23) 

L a ecuación 2.23 se d i v i d e entonces en dos partes , u n a que es p r o p o r c i o n a l a y 

o t r a que no. C u a n d o N crece, l a p r i m e r a par te de l a ecuación se acerca a cero, de jando 
sólo l a segunda parte . Y a que que l a v a r i a n z a de las acciones i n d i v i d u a l e s sólo aparece 
en esta par te , se puede e l i m i n a r l a contribución de las var ianzas i n d i v i d u a l e s a l riesgo de 
por ta fo l i o si se a u m e n t a el número de acciones. C u a n d o N crece entonces, l a v a r i a n z a 
de l por ta fo l i o sólo depende de l p r o m e d i o de las covar ianzas entre sus componentes [4]. 

2.1.3. Optimización de Portafolios de Inversión 

H a s t a a h o r a se h a n def inido est imadores p a r a predec ir el riesgo y el r e n d i m i e n t o de 
u n a acción, y se genera l i zaron estos est imadores a porta fo l ios de acciones lo que llevó a 
l a conclusión que divers i f i cando u n a inversión se puede reduc i r e l riesgo de l a m i s m a . 
A esta conclusión se llegó suponiendo que se c o m p r a l a m i s m a c a n t i d a d de todas las 
acciones en el espacio. S i n embargo el mode lo de u n por ta fo l i o que se describió p e r m i t e 
as ignar a c a d a acción u n peso diferente y existe , p a r a u n con junto de acciones dado , 
u n con junto de pesos que m i n i m i z a el e s t imador de riesgo. 

H a y que recordar que u n invers ion i s ta r a c i o n a l s iempre elegirá inversiones de me¬
nor riesgo antes que acciones de m a y o r riesgo. S i n embargo , también elegirá acciones 
de m a y o r r e n d i m i e n t o antes que acciones de m e n o r r e n d i m i e n t o . Si ex i s t i e ran dos por¬
tafol ios A y B , en donde el por ta fo l i o A t iene menor riesgo que el por ta fo l i o B , y el 
r e n d i m i e n t o de A es m a y o r que el de B , u n invers ion i s ta r a c i o n a l s iempre elegiría el 
por ta fo l i o A . P o r o t ro lado , si e l por ta fo l i o A t iene menor riesgo que el por ta fo l i o B , 
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pero el por ta fo l i o B t iene m a y o r r e n d i m i e n t o que el por ta fo l i o A , entonces no existe u n 
por ta fo l i o ópt imo que cua lquier invers ion i s ta deba prefer ir , s ino que depende de cuanto 
le disguste el riesgo a l invers ion i s ta , y de cuanto le guste u n aumento en el r e n d i m i e n t o . 
E l p r o b l e m a de o p t i m i z a r u n por ta fo l i o se vuelve entonces u n p r o b l e m a intrínsecamente 
m u l t i o b j e t i v o . 

L a c a n t i d a d de riesgo que u n invers ion i s ta está dispuesto a aceptar a cambio de 
u n m a y o r r e n d i m i e n t o es diferente p a r a c a d a invers ion i s ta y suele ser u n a característica 
difícil de def inir . P o r esta razón, no existe t a l cosa como u n por ta fo l i o ópt imo (o u n 
par de portafo l ios A y B ) , s ino u n a f rontera ópt ima en el sentido de P a r e t o de posibles 
inversiones a l a c u a l se le l l a m a frontera de eficiencia y se m u e s t r a en l a figura 2.1. 

R e n d i m i e n t o 

Po 

Riesgo ( σ ) 

F i g u r a 2.1: Frontera de eficiencia en una gráfica de Rendimiento contra Riesgo. E l 
punto p es el portafolio de tangencia, el punto p0 es la acción de riesgo cero. L a línea 
recta ppo muestra las combinaciones lineales entre el portafolio de tangencia y la 
acción de riesgo cero. L a linea punteada son combinaciones validas si se cuenta con 
la posibi l idad de obtener un préstamo con una tasa de interés igual al rendimiento 
de po. 
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Optimización U t i l i z a n d o Programación Cuadrática 

E l p r o b l e m a de o p t i m i z a r u n por ta fo l i o se puede p lantear como el p r o b l e m a de 
encontrar u n vector w t a l que: 

Sujeto a: 

(2.24) 

(2.25) 

(2.26) 

(2.27) 

Se puede observar que en l a fórmula 2.24 lo que se esta m i n i m i z a n d o es el riesgo 
del por ta fo l i o , y el r e n d i m i e n t o se restr inge a u n valor deseado r en l a restricción 2.25. 
S i se qu is iera obtener t o d a l a f rontera de ef ic iencia de acuerdo a este m é t o d o se puede 
resolver el p r o b l e m a p a r a varios valores de l r e n d i m i e n t o deseado. P a r a obtener el rango 
de valores posibles de r e n d i m i e n t o se puede u t i l i z a r como límite in fer ior l a solución a l 
p r o b l e m a s in i n c l u i r l a restricción 2.25, y como límite super ior el r e n d i m i e n t o de l a 
acción con m a y o r r e n d i m i e n t o de las que se encuentran d isponib les . E l p r o b l e m a t a l 
como se p l a n t e a se puede resolver p o r el m é t o d o de programación cuadrática [4, 8]. 

O t r a opc ión p a r a convert i r el p r o b l e m a m u l t i o b j e t i v o en u n p r o b l e m a de u n sólo 
ob je t ivo es o p t i m i z a r u n a combinación l i n e a l de ambos objet ivos . S i se pretende m a x i -
m i z a r el r e n d i m i e n t o pero m i n i m i z a r el r e n d i m i e n t o , se puede u t i l i z a r u n a función de 
l a f o r m a 

(2.28) 

E n donde ambos parámetros a y son mayores que cero. E n este caso, a es u n a m e d i d a 
de cuanto le g u s t a el aumento en el r e n d i m i e n t o esperado a l invers ion i s ta , α y β es u n a 
m e d i d a de cuanto le d i sgusta e l a u m e n t o en e l riesgo. E n l a práctica es más fácil tener 
u n solo parámetro, así que se pueden uni f i car a y β en u n parámetro λ de aversión a l 
riesgo t a l que λ Є [0,1], α = (1 — λ) y β = λ L a función entonces se vuelve 

(2.29) 

E s fácil observar que el parámetro A, def inido de esta f o r m a p e r m i t e encontrar 
t o d a l a f rontera de ef ic iencia. S i se fija que A = 0, entonces a = 1 y β = 0; es decir , a l 
invers ion i s ta no le d i sgusta el a u m e n t o en el riesgo, y sólo le i m p o r t a e l r e n d i m i e n t o , lo 
c u a l producirá el por ta fo l i o de máx imo riesgo en t o d a l a f rontera . P o r o tro lado si A = 1, 
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entonces ( = 1 y a = 0, y a l invers ion i s ta no le interesa a u m e n t a r el r e n d i m i e n t o , s ino 
sólo encontrar el por ta fo l i o de mínimo riesgo. 

A l s u s t i t u i r las ecuaciones 2.11 y 2.18 se obt iene el p r o b l e m a de optimización: 

(2.30) 

Sujeto a: 

(2.31) 

(2.32) 

L a solución a este p r o b l e m a es u n por ta fo l i o diferente p a r a c a d a va lor de A. L a f rontera 
eficiente se puede obtener reso lv iendo l a función de optimización 2.30 p a r a varios valores 
de A. 

Relación de S h a r p e 

E x i s t e n en el mercado acciones que g a r a n t i z a n u n r e n d i m i e n t o , tales como los bo¬
nos gubernamenta les . A estas aciones se les l l a m a acciones de riesgo cero y su v a r i a n z a , 
asó como su covar ianza con cua lquier o t r a acción de l mercado es cero. E l riesgo y e l 
r e n d i m i e n t o de cua lqu ier combinación de u n a inversión, con l a acción de riesgo cero cae 
sobre l a línea rec ta que une a estos dos act ivos . 

S i los porcentajes de l a combinación se encuentran ambos en e l in terva lo [0, 1], 
entonces el riesgo y e l r e n d i m i e n t o caen en e l segmento de rec ta entre l a acción de riesgo 
cero y el por ta fo l i o riesgoso. S i el peso del por ta fo l i o en l a combinación cumple xp > 1, 
entonces xrf < 0, p o r que se debe c u m p l i r que xp + x r f = 1, y l a combinación cae en u n 
p u n t o de l a línea r e c t a más allá de l por ta fo l i o : esta región se m u e s t r a en l a figura 2.1 
como u n a l inea p u n t e a d a . E s t a combinación es pos ib le si se puede p e d i r u n préstamo 
con u n a tasa de interés i g u a l a l r e n d i m i e n t o de l a acción de riesgo cero. 

A l va lor de l a pendiente de esta línea rec ta se le l l a m a Relación de Sharpe y esta 
dado por : 

(2.33) 

donde rrf es e l r e n d i m i e n t o de l a acción de riesgo cero. E s fácil ver que e l por ta fo l i o 
que m a x i m i z a l a Relación de Sharpe debe encontrarse en l a f rontera de ef ic iencia 2.1. 
A este por ta fo l i o se le l l a m a e l por ta fo l i o de tangenc ia . Se puede ver también en l a 
figura 2.1 que cua lquier por ta fo l i o que se encuentre en l a f rontera de ef ic iencia y que 
tenga u n riesgo m e n o r que el de l por ta fo l i o de tangenc ia , puede ser me jorado con u n a 
combinación de l por ta fo l i o de t a n g e n c i a y l a acción de riesgo cero. S i se cuenta con l a 
p o s i b i l i d a d de obtener préstamos con u n a t a s a de interés i g u a l a rrf, entonces también 
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cua lquier por ta fo l i o sobre l a f rontera de ef ic iencia, con u n riesgo m a y o r a l de l a acción 
de riesgo cero se puede mejorar . D e esta f o r m a , l a nueva f rontera de ef ic iencia consiste 
s iempre en u n a combinación de l por ta fo l i o de t a n g e n c i a con l a acción de riesgo cero, y 
sólo se requiere encontrar este por ta fo l i o de t a n g e n c i a p a r a encontrar t o d a l a f rontera 
eficiente. 

L a relación de Sharpe se m u e s t r a p a r a i l u s t r a r o tro t i p o de formas de o p t i m i z a r 
portafo l ios . E n este t r a b a j o se b u s c a r a l a f rontera de ef ic iencia t a l como se m u e s t r a el 
l a función 2.30, s in considerar l a ex i s tenc ia de u n ac t ivo l ibre de riesgo. Así m i s m o , a 
pesar de que cuando se p e r m i t e a l invers ion i s ta rea l i zar ventas en corto , se puede resol¬
ver e l p r o b l e m a de f o r m a analítica, ex is ten buenos mot ivos p a r a resolver el p r o b l e m a 
s in p e r m i t i r ventas en corto E s t e t r a b a j o se concentrará en o p t i m i z a r portafo l ios de 
inversión en que todos los pesos son mayores que cero. 

2.1.4. Portafolios de Cardinalidad Restringida 

L a restricción de c a r d i n a l i d a d consiste en l i m i t a r e l número de acciones que en¬
t r a n en el por ta fo l i o . Y a que no es pos ib le expresar esta restricción como u n a función 
l inea l de l vector de pesos, no es pos ib le u t i l i z a r e l m é t o d o de programación cuadrática 
p a r a encontrar portafo l ios óptimos con números definidos de acciones. S i n embargo 
ex isten buenas razones p o r las cuales encontrar portafo l ios de c a r d i n a l i d a d r e s t r i n g i d a , 
especialmente si se b u s c a n portafo l ios en espacios grandes de acciones. 

S i se quiere i n v e r t i r en u n por ta fo l i o , se debe ident i f i car u n con junto ópt imo de 
pesos p a r a las acciones con las cuales se cuenta y luego se deben c o m p r a r las acciones 
de acuerdo a este con junto de pesos, a l prec io a c t u a l . Después de u n c ierto t i e m p o , e l 
prec io de estas acciones probab lemente h a y a c a m b i a d o , y con e l , e l c a p i t a l . E s t e cambio 
generalmente s igni f ica que el porcenta je de l c a p i t a l inver t ido en c a d a acción y a no es 
aquel que se identi f ico como u n con junto ópt imo de pesos. E s en este caso cuando hay 
que rebalancear u n por ta fo l i o . E s t o s igni f ica que se deben rea l i zar transacc iones entre 
los act ivos en los que se h a i n v e r t i d o , p a r a vo lver a tener e l c on junto ópt imo de pesos. 

S i se c o m p r a u n por ta fo l i o , y l a intención es conservarlo durante u n p e r i o d o largo , 
este requerirá ser rebalanceado periódicamente. E l costo de este rebalanceo a u m e n t a 
conforme a u m e n t a el número de acciones en e l por ta fo l i o , pues c a d a u n a de las transac¬
ciones que son necesarias t iene u n costo. E s t a es u n a de las razones p o r las cuales es 
preferible tener pocas acciones antes que muchas . A d e m a s de l rebalanceo, e l esfuerzo 
de a d m i n i s t r a r y m o n i t o r e a r u n por ta fo l i o y los costos de transacción en que se incurre 
cuando se quiere a c t u a l i z a r e l por ta fo l i o de acuerdo a nueva información, son algu¬
nos de los argumentos que m o t i v a n l a optimización de portafo l ios con restricción de 
c a r d i n a l i d a d . 

V o l v i e n d o a l a ecuación 2.23, que m u e s t r a el riesgo p a r a u n por ta fo l i o de N acciones 
con i g u a l peso, se puede observar de nuevo que se compone de u n término que se puede 
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e l i m i n a r d ivers i f i cando , y u n t e r m i n o que s iempre se encontrará en el por ta fo l i o , s in 
i m p o r t a r cuantas acciones se i n c l u y a n . S i en el por ta fo l i o se i n c l u y e r a sólo u n a acción, 
el riesgo esperado sería ( σ 2

i ) . S i n embargo , p o r más acciones que se i n c l u y a n , e l riesgo 
s iempre será m a y o r que (σ i j ) . P a r a que el riesgo esperado este a (σi2) p o r e n c i m a el 
mínimo riesgo, e l tamanño del por ta fo l i o está dado por : 

(2.34) 

Se puede def inir l a var iab le 7 como el porcenta je del riesgo de l por ta fo l i o de u n a sola 
acción que se puede e l i m i n a r d ivers i f i cando , de f o r m a que: 

(2.35) 

E l t o n [4] r e p o r t a valores de 7 que se encuentran entre 0.893 y 0.56. L o que quiere 
decir que si se quiere que el riesgo del por ta fo l i o exceda a l mínimo riesgo p o r el 10 % del 
riesgo de u n a sola acción, entonces se neces i tan entre 11 y 18 acciones, dependiendo de l 
va lo r de 7 de l mercado . Se puede observar entonces que el número de acciones que se 
necesita p a r a e l i m i n a r l a m a y o r parte de l riesgo es pequeño. P a r a las siguientes secciones 
de este t r a b a j o se buscarán portafo l ios de c a r d i n a l i d a d r e s t r i n g i d a a 15 acciones, cuando 
se ap l ique esta restricción. 

H a s t a a h o r a se h a def inido métodos p a r a es t imar los resultados de u n a inversión, 
t a n t o p a r a u n a acción como p a r a u n por ta fo l i o de acciones. Se u s a r o n estos estima¬
dores p a r a c o n s t r u i r u n m o d e l o que p e r m i t i e r a obtener portafo l ios que d i s m i n u y e r a n 
efect ivamente e l riesgo de las inversiones. E n lo que resta de l capítulo se describirán los 
a lgor i tmos que se u t i l i z a n en este t r a b a j o , t a n t o como p r o p u e s t a como comparación. 
También se m u e s t r a n algunos t raba jos que se h a n rea l i zado p a r a resolver el p r o b l e m a 
de optimización de porta fo l i os , t a n t o con restricción de c a r d i n a l i d a d como s in restric¬
ciones, u t i l i z a n d o las heurísticas de búsqueda descritas . 

E s t e t r a b a j o se enfocará en resolver e l p r o b l e m a de optimización de porta fo l ios 
con restricción de c a r d i n a l i d a d en espacios grandes de acciones. L o s porta fo l ios que 
se buscarán son de 15 acciones, pues se p u d o en esta sección que no son necesarios 
más act ivos p a r a e l i m i n a r g r a n parte de l riesgo. L a función que deben o p t i m i z a r los 
porta fo l ios buscados es l a m o s t r a d a en 2.30, en donde se establece u n a combinación 
l i n e a l de l riesgo y e l r end imiento , con u n parámetro A de aversión a l riesgo. 
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2.2. Algoritmos Genéticos 
Esta sección da una introducción a los algoritmos genéticos. Se presenta primero 

una definición general del A G como método de búsqueda ciega y optimización. Se 
define el algoritmo genético simple, se describen algunas de las decisiones que hay 
que tomar en el diseño de un algoritmo genético como son el criterio de parado, y 
el tamaño de población. Se describen algunas de las variaciones al algoritmo genético 
simple que se usaron en este trabajo, incluyendo los algoritmos meméticos, que son 
el método de solución propuesto para el problema de optimización de portafolios en 
mercados grandes. Por último se describen un par de trabajos realizados en el pasado 
que uti l izan algoritmos evolutivos para resolver instancias similares del problema. 

Los A G s son una técnica de búsqueda que está inspirada en el mecanismo de 
evolución natural. Se basa esencialmente en util izar la supervivencia del más fuerte para 
explorar el espacio en búsqueda de soluciones óptimas, y en util izar cruce y mutación 
para generar soluciones nuevas a partir de pedazos de soluciones que han funcionado 
bien anteriormente [6]. 

Se espera que para un problema en particular, se cuente con una función a op¬
timizar. A esta función se le llamará función objetivo. A l conjunto X de soluciones 
posibles de la función objetivo se le llamará espacio de búsqueda. U n a posible solución 
del problema se expresa como x donde x E X. Formalmente, la función objetivo f ( x ) 
se define como f : X 
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Y, donde Y debe ser un conjunto ordenado. Si se tienen dos 
soluciones x i y xj, se dice que x i es mejor solución que x j si y sólo si f ( x i ) > f ( x j ) . 

Para util izar un A G , no es necesario conocer la estructura de la función objetivo, 
es por esto que se dice que el A G es un algoritmo de Optimización Ciega. E n general, 
tampoco es necesario que el rango de la función objetivo sea una calificación absoluta, 
siempre que sea un conjunto ordenado. 

E l A G es un método de búsqueda poblacional, lo que significa que en cada paso 
contiene una colección de soluciones independientes entre sí. A esta colección se le 
llamará población, y a cada elemento de esta población se le l lama un individuo. U n 
individuo es una posible solución x E X. L a evaluación de la función objetivo para cada 
individuo se l lama aptitud. 

E n un A G cada individuo es una cadena de caracteres. Es recomendable, pero no 
necesario, que los individuos sean cadenas en un alfabeto de cardinalidad baja. Una 
representación es la transformación del espacio de estas cadenas, al espacio de búsqueda. 
L a elección de una representación es lo más importante para armar un A G que funcione 
eficientemente. Con una representación apropiada, los A G s son sumamente robustos, 
pues no asumen que la función a optimizar es continua y derivable, o que tiene sólo un 
máximo local. 

L a idea básica detrás de un A G es que la función objetivo puede ser una caja 
negra, de la cual no se conoce la estructura o el mecanismo según el cual entrega 



u n a calificación. S i se quiere o p t i m i z a r u n a función ob je t ivo así, es necesario eva luar 
varios intentos , y g u a r d a r el que mejor resu l tado obtenga . E l A G f u n c i o n a como u n a 
f o r m a de elegir que intentos se evaluán, de acuerdo a los intentos que se h a encontrado 
que p r o d u c e n buenos resultados . C a d a i n d i v i d u o generado p o r el A G es uno de estos 
intentos . 

2.2.1. E l Algoritmo Genético Simple 

E l a l g o r i t m o genético s imple ( A G S ) cuenta con tres operadores básicos: 

Reproducc ión 

C r u c e 

• Mutación 

E l pseudocódigo de l A G S se m u e s t r a en l a figura 1. E l a l g o r i t m o com i enza p o r 
generar u n a población de cadenas a leator ias . C a d a u n a de estas cadenas es u n i n d i v i d u o , 
que representa u n in tento de encontrar u n a solución que o p t i m i c e l a función ob jet ivo . 
A n t e s de comenzar e l c ic lo p r i n c i p a l de l a l g o r i t m o , se evalúan los i n d i v i d u o s . Es tos dos 
pasos c ons t i tuyen l a inicialización de l A G . A p a r t i r de aquí c om i enza el c ic lo p r i n c i p a l , 
y c a d a v u e l t a de l ciclo se le l l a m a u n a generación. U n a generación de l A G consiste 
en as ignar copias a los i n d i v i d u o s más aptos de l a población mediante e l operador 
de reproducción. D e esta m a n e r a se e l i m i n a n aquel las soluciones c u y a evaluación es 
b a j a y se favorecen aquel las que m a y o r evaluación tengan . L o s operadores de cruce y 
mutación t i enen como propos i to generar nuevos i n d i v i d u o s a p a r t i r de las piezas que 
c o m p o n e n los i n d i v i d u o s en l a poblac ión a c t u a l . Y a que se as ignaron más copias a los 
i n d i v i d u o s más aptos , los nuevos i n d i v i d u o s se generarán a p a r t i r de estas piezas. E l A G 
entonces t r a t a de o p t i m i z a r l a función ob jet ivo , j u n t a n d o aquel las piezas de solución 
que p r o d u c e n i n d i v i d u o s mejor evaluados. A l final de l a generación, c a d a i n d i v i d u o se 
vuelve a eva luar , y se regresa a l i n i c i o de l c ic lo p r i n c i p a l . A continuación se descr iben 
los operadores básicos de l A G . 
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E l A G S es generac ional . E n u n A G generac ional , c a d a generación se destruye 
t o d a l a población y se sust i tuye con los descendientes. E n u n A G no generac ional , l a 
población no se destruye t o ta lmente , y sólo u n a parte de los i n d i v i d u o s se sust i tuye o 
se concatena a l a población a c t u a l . 

E l operador de reproducción as igna copias a los i n d i v i d u o s de acuerdo a su a p t i t u d 
y sust i tuye a l a población o a u n con junto de ésta p o r u n a nueva población. U n A G 
s imple u t i l i z a selección p r o p o r c i o n a l , que s igni f ica que el va lor esperado de l número de 
copias que se as ignan a u n i n d i v i d u o , es p r o p o r c i o n a l a su a p t i t u d . P a r a i m p l e m e n -
t a r selección p r o p o r c i o n a l , se necesita que l a función ob je t ivo arro je u n a calificación 
a b s o l u t a p a r a c a d a i n d i v i d u o . D i c h o f o rmalmente , si nt e l número de copias que u n 
i n d i v i d u o t iene en l a población en l a generación t, f (x) su a p t i t u d , y ( f ) el p r o m e d i o 
de l a a p t i t u d de todos los i n d i v i d u o s que ac tua lmente se encuentran en l a población, u n 
m é t o d o de reproducción puede l lamarse selección p r o p o r c i o n a l si e l número esperado 
de copias en l a población después de l a reproducción es: 

(2.36) 

Frecuentemente , y especialmente cuando se quiere u t i l i z a r selección p r o p o r c i o n a l , 
l a operación de reproducción se i m p l e m e n t a como u n a ru l e ta . Se as igna a c a d a i n d i v i d u o 
u n espacio p r o p o r c i o n a l a su a p t i t u d en l a r u e d a de l a r u l e t a , que se g i r a tantas veces 
como i n d i v i d u o s se q u i e r a n generar. P o r c a d a g i ro de l a rueda de r u l e t a , e l i n d i v i d u o 
ganador t iene u n a cop ia en l a nueva población. L a r u l e t a es u n m é t o d o de reproducción 
i l u s t r a t i v o , pero inef icaz, y se r e comienda u t i l i z a r otros métodos en l a p r a c t i c a . 

E l operador de cruce de u n p u n t o elige a l azar dos cadenas, y u n p u n t o i n t e r m e d i o 
en ellas. L o s caracteres que s iguen a l p u n t o elegido se i n t e r c a m b i a n , y quedan dos 
nuevas cadenas. E s t a operación se efectúa sobre todos los pares de l a población, elegidos 
a leator iamente . P o r último se a p l i c a e l operador de mutación, que consiste en c a m b i a r 
l igeramente u n o de los números en a lgunas cadenas. 

2.2.2. Ejemplo del Funcionamiento de un Algoritmo Genético 
Simple 

U n e jemplo i l u s t r a t i v o de l func i onamiento de u n A G S está dado p o r G o l d b e r g [6]. 
Se pretende o p t i m i z a r l a función ob je t ivo f (x) = x 2 en el rango [0, 31]. P a r a codi f i car 
el espacio, los i n d i v i d u o s u t i l i zados serán cadenas b inar ias de c inco b i t s , lo que s igni f ica 
que 

0 [00000] 

31 [11111] 



Se selecciona u n a poblac ión a l ea tor ia de c u a t r o i n d i v i d u o s 

0 1 1 0 1 13 
1 1 0 0 0 24 
0 1 0 0 0 8 
1 0 0 1 1 19 

A l e v a l u a r l a , se obt ienen las siguientes apt i tudes 

f ( 0 1 1 0 1) = 1 3 2 = 169 
f ( 1 1 0 0 0) = 2 4 2 = 576 
f ( 0 1 0 0 0) = 8 2 = 64 
f ( 1 0 0 1 1) = 19 2 = 361 

L a e l p r o m e d i o de l a evaluación p a r a este caso es 293, y como c a d a i n d i v i d u o t iene sólo 
u n a cop ia , e l número esperado de copias p a r a c a d a i n d i v i d u o , dado p o r l a ecuación 2.36, 
es 

0 1 1 0 1 0.58 
1 1 0 0 0 1.97 
0 1 0 0 0 0.22 
1 0 0 1 1 1.23 

A l a p l i c a r e l operador de reproducción, se obtiene l a siguiente población: 

0 1 1 0| 1 13 
1 1 0 0| 0 24 
1 1 0| 0 0 24 
1 0 0| 1 1 19 

E n esta nueva poblac ión se puede observar el efecto que se espera de l operador de 
reproducción. A q u e l l o s i n d i v i d u o s con u n a a l t a a p t i t u d (en este caso el 11000 24) 
recibió dos copias en l a nueva población, mientras que e l i n d i v i d u o con menos apti¬
t u d (01000 8) no recibió n i n g u n a . 

Se a p l i c a e l operador de cruce en los puntos ind i cados , y se obt iene l a nueva 
población, que a l ser eva luada , se obt iene 

f ( 0 1 1 0 0) = 12 2 = 144 
f ( 1 1 0 0 1) = 2 5 2 = 625 
f ( 1 1 0 1 1) = 2 7 2 = 729 
f ( 1 0 0 0 0) = 16 2 = 256 

E n este caso, e l p r o m e d i o de las evaluaciones a u m e n t a de 293 a 439. E n este p u n t o , se 
vuelve a a p l i c a r e l operador de reproducción y se continúa con e l resto de l a l go r i tmo . 
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P a r a este e jemplo es suficiente m o s t r a r u n a generación. 
L o que es i m p o r t a n t e n o t a r de este e jemplo , es como son aquel las soluciones que 

descienden de las mejores soluciones las que p r o d u c e n mejores resultados . Se puede ver 
como en l a población i n i c i a l e l i n d i v i d u o con mejor evaluación es 11000 24. A este 
i n d i v i d u o se le o t o r g a r o n dos copias en l a siguiente población. F u e r o n estas dos copias 
las que a l cruzarse con los siguientes mejores i n d i v i d u o s encont raron las soluciones 
mejor e v a l u a d a s 1 . 

2.2.3. Parámetros de un Algoritmo Genético 

E x i s t e n varios parámetros que es necesario elegir p a r a af inar aprop iadamente u n 
a l g o r i t m o genético. L o s más evidentes son l a p r o b a b i l i d a d de cruce ( P c ) y p r o b a b i l i d a d 
de mutación ( P m ) . N o r m a l m e n t e se usa u n a p r o b a b i l i d a d de cruce a l t a ( P c 1) y u n a 
p r o b a b i l i d a d de mutación b a j a ( P m 0.1). 

E l c r i ter io según el c u a l u n A G se debe detener y r e p o r t a r u n a solución es uno 
de los puntos menos t r iv ia l es en el diseno de u n a l g o r i t m o eficiente. U n a l g o r i t m o que 
se deje corr iendo seguirá p roduc i endo nuevas soluciones h a s t a que l a evaluación del 
i n d i v i d u o más fuerte sea sufic ientemente fuerte p a r a que las copias que genera l l enen l a 
población. C u a n d o esto sucede, y a no hay en el A G d i v e r s i d a d suficiente p a r a p r o d u c i r 
soluciones nuevas. E l operador de mutación puede a veces generar nuevos i n d i v i d u o s 
sufic ientemente fuertes p a r a c o m p e t i r con el i n d i v i d u o más fuerte. S i n embargo l a p r o -
b a b i l i d a d de que esto o c u r r a es b a j a , y l a mayoría de las veces sólo se generan i n d i v i d u o s 
que son rápidamente e l iminados p o r las copias de l i n d i v i d u o que ac tua lmente d o m i n a 
l a población. Si l a solución encont rada cuando el A G y a no puede encontrar nuevas 
soluciones es sufic ientemente buena , el c r i ter io de p a r a d o debería detener el a l g o r i t m o , 
de t a l f o r m a que no se p i e r d a t i e m p o eva luando u n a y o t r a vez soluciones iguales . S i n 
embargo , si esta solución no es sufic ientemente buena , entonces se dice que el a l g o r i t m o 
llego a convergencia prematura. 

L a opción más s imple es p a r a r el A G después de u n número d e t e r m i n a d o de 
generaciones. L a v e n t a j a de p a r a r el a l g o r i t m o asá es que se t iene u n a idea m u y acer tada 
de cuánto t i e m p o tomará u n a c o r r i d a . S i n embargo , se debe elegir cu idadosamente l a 
c a n t i d a d de generaciones en las que se detendrá, pues p a r a c a d a p r o b l e m a , l a función 
de crec imiento de l a evaluación de l me jor i n d i v i d u o encontrado p o r e l A G suele ser 
diferente. C u a n d o se detiene e l a l g o r i t m o de acuerdo a u n número de generaciones, se 
corre e l riesgo t a n t o de que se s iga e x p l o r a n d o el espacio y se s igan obteniendo buenas 
soluciones, c omo de que el a l g o r i t m o h a y a convergido m u c h o t i e m p o atrás y t o d o e l 
t i e m p o restante h a s ido desperdic iado . 

O t r a opc ión p a r a detener u n A G es obtener a l g u n a m e d i d a de convergencia , y 
establecer u n va lor límite. L a f o r m a más senc i l la de m e d i r l a convergencia de u n a 

1 Este ejemplo fue tomado del primer capítulo del libro de Goldberg [6] de manera textual 
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poblac ión es l a desviación estándar de l a evaluación de los i n d i v i d u o s . A este t i p o de 
convergencia se le l l a m a convergencia en a p t i t u d . 

E l tamaño de población usado en u n a l g o r i t m o genético debería ser suficiente 
p a r a que e x i s t a u n a a l t a p r o b a b i l i d a d de encontrar l a mayoría de los pedazos de l a 
solución ópt ima en l a población i n i c i a l . C u a n d o se resuelven prob lemas que requieren 
cromosomas m u y grandes, se requieren poblac iones m u y grandes. E s t o suele causar que 
el a l g o r i t m o tome mucho t i e m p o . E l riesgo con u t i l i z a r poblac iones más pequeñas es 
que el a l g o r i t m o forme l a mejor solución que se puede encontrar con las piezas que se 
encuentran en l a población i n i c i a l , pero esta solución se encuentre debajo del ópt imo y 
el a l g o r i t m o conver ja p r e m a t u r a m e n t e . 

2.2.4. Variaciones al Algoritmo Genético Simple 

Selección p o r T o r n e o O t r o m é t o d o de i m p l e m e n t a r reproducción es selección por 
torneo. P a r a i m p l e m e n t a r selección p o r torneo no es necesaria u n a calificación, solo que 
el rango de l a función ob je t ivo sea u n con junto ordenado . P a r a i m p l e m e n t a r selección 
p o r torneo , se define u n tamaño m , se o r d e n a n los i n d i v i d u o s a leator iamente , y se 
hace c o m p e t i r a c a d a i n d i v i d u o con sus m vecinos más cercanos. P o r c a d a competenc ia 
g a n a d a , se as igna u n a cop ia a l i n d i v i d u o en l a nueva población. 

Inyecciones de D i v e r s i d a d U s u a l m e n t e , en especial cuando l a p r o b a b i l i d a d de m u -
tación es b a j a , es difícil que u n a l g o r i t m o que converge p r e m a t u r a m e n t e encuentre 
nuevas soluciones. Incluso si el a l g o r i t m o no se detiene p o r varias generaciones más, 
seguirá encontrando las m i s m a s combinac iones que encont raba antes. P a r a e v i t a r l a 
convergencia p r e m a t u r a , se u t i l i z a n inyecciones de d ivers idad , que consisten en e l imi¬
n a r a los peores i n d i v i d u o s en l a población y remplazar l os p o r i n d i v i d u o s generados 
a leator iamente . D e esta f o r m a se i n t r o d u c e n nuevas piezas a l a población, que el A G 
puede u t i l i z a r p a r a encontrar mejores soluciones. P a r a dec id i r en qué m o m e n t o se quiere 
a p l i c a r inyecciones de d ivers idad , se puede elegir u n número def inido de generaciones, 
o se puede u t i l i z a r algunos de los cr i ter ios de convergencia . 

A l g o r i t m o Genético de G e n e s V i r t u a l e s ( v g G A ) E n [15] se propone u n a for¬
m a a l t e r n a t i v a de i m p l e m e n t a r u n A G t r a d i c i o n a l b i n a r i o . L o s operadores de cruce y 
mutación se pueden t r a d u c i r de u n a l fabeto a o tro a p a r t i r de operaciones de módulo . 
D e esta f o r m a se pueden a p l i c a r estos operadores sobre los i n d i v i d u o s en su represen-
tación n a t u r a l , y obtener el m i s m o resul tado que si se a p l i c a r a n sobre los i n d i v i d u o s 
en u n a l fabeto de c a r d i n a l i d a d b a j a . E s t a implementación p e r m i t e general izar el A G 
t r a d i c i o n a l a al fabetos de cua lquier c a r d i n a l i d a d . 
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M a p e o L i n e a l E l A G S esta def inido en u n a l fabeto de b a j a c a r d i n a l i d a d . D e acuerdo 
a l t eo rema de esquemas [6] e l a l fabeto que más c a n t i d a d de esquemas contiene p o r b i t 
de información es el a l fabeto b i n a r i o , lo que lo hace el más conveniente p a r a codi f icar los 
parámetros de l a función ob je t ivo de u n A G . E l p r o b l e m a es que si se u t i l i z a u n a l fabeto 
b i n a r i o , el rango de estos parámetros s iempre estaró en Z E [0, 2l — 1], en donde l 
es el número de b i t s u t i l i zados . S i se desean codi f i car parámetros que se encuentren 
en u n espacio diferente, se puede usar mapeo lineal p a r a establecer u n a función que 
t rans forme del espacio de los enteros en el rango [0, 2l — 1] a l espacio de los reales en el 

rango [ xmín , x m á x ] . 

Si se t iene u n segmento de c r o m o s o m a b t a l que b E Z A b E [0, 2l — 1], y se quiere 
eva luar u n parámetro x t a l que x E R A x E [xmín, xmáx] se u t i l i z a l a función 
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(2.37) 

L a resolución que se ob tenga sobre el parámetro x dependerá de l número de b i ts l que 
se e l i ja usar . 

2.2.5. Uso de Algoritmos Genéticos para Resolver el Problema 
de Optimización de Portafolios 

V a r i a s t raba jos h a n u t i l i z a d o representaciones diferentes p a r a resolver e l p r o b l e m a 
de optimización de porta fo l ios usando a lgor i tmos genéticos, o a lgor i tmos híbridos. 

E n t r e los pr imeros t raba jos se encuentra el de Chang[2] , que c o m p a r a e l compor¬
t a m i e n t o de tres heurísticas diferentes p a r a resolver e l p r o b l e m a de optimización de 
porta fo l ios con c a r d i n a l i d a d res t r ing ida . L a representación u t i l i z a d a en este t r a b a j o es 
l a m i s m a que l a u s a d a p o r C h a n g . Se explicará a detal le en el capítulo 3, pero con¬
siste básicamente en u n vector de índices que hace referencia a acciones en u n a l i s t a 
o rdenada , y u n vector de pesos que i n d i c a qué peso se le debe de d a r a esa acción en 
el por ta fo l i o . Se u t i l i z o u n a codificación rea l , de f o r m a que ba jo el operador de cruce, 
todas las acciones que se encuentran en el nuevo i n d i v i d u o , se e n c o n t r a b a n en a lguno 
de los padres . Asó m i s m o , los pesos de las acciones es taban adyacentes a los índices, de 
f o r m a que todas las acciones que p a s a r a n a l nuevo i n d i v i d u o , t e n d r á n el m i s m o peso 
que en tenían en e l padre de l que se heredaron . P a r a que los i n d i v i d u o s se m a n t u v i e r a n 
c u m p l i e n d o con las restr icc iones, se utilizó u n operador de reparación que re in terpre ta 
a los i n d i v i d u o s , pero no m o d i f i c a los cromosomas. 

L a s heurísticas que se c o m p a r a r o n fueron u n A G , búsqueda tabú y recoc ido si¬
m u l a d o . Se utilizó u n a l g o r i t m o genético de estado estable, con u n a población de 100 
i n d i v i d u o s y cruce un i forme . Todos los nuevos i n d i v i d u o s e ran modi f i cados p o r el opera¬
dor de mutación, que consistía en m u l t i p l i c a r p o r 1 . 1 o p o r 0. 9 u n e lemento de l vector 



de pesos elegido a leator iamente . E s t e operador de mutación se utilizó también en el 
a l g o r i t m o de búsqueda tabú y en recoc ido s i m u l a d o como función de vec indad . E n el 
a l g o r i t m o de recoc ido s imulado se redujo l a t e m p e r a t u r a c a d a 2 N evaluaciones, d o n -
de N es el número t o t a l de acciones u t i l i z a d a s , y con u n va lor de α = 0.95 P a r a los tres 
a lgor i tmos se l l evaron a cabo 1 0 0 0 N evaluaciones de l a función ob je t ivo . 

L a s pruebas se l l evaron a cabo en c inco conjuntos de datos provenientes de c inco 
índices. C a d a con junto de datos consiste en sólo aquel las acciones que cuentan con 
información de precios semanales entre m a r z o de 1992 y sept iembre de 1997. L o s con -
juntos resultantes fueron 31 acciones de l índice Hang Seng, 85 acciones de l DAX, 89 
acciones de l FTSE, 98 acciones del S&P100 y 225 acciones de l Nikkei. P a r a p r o b a r los 
a lgor i tmos sobre el p r o b l e m a de c a r d i n a l i d a d r e s t r i n g i d a , se buscaron porta fo l ios que 
cons is t ieran de exactamente 10 acciones. 

C h a n g utilizó los tres a lgor i tmos p a r a encontrar l a f rontera de ef ic iencia s in res-
tricción de c a r d i n a l i d a d . E s t a f rontera de ef ic iencia se compará con l a e n c o n t r a d a con el 
m é t o d o de programación cuadrática. Se encontró que l a heurística que más se acercaba 
a l a f rontera de ef ic iencia era el A G . Luego se probó el c o m p o r t a m i e n t o de los tres 
a lgor i tmos a l encontrar l a f rontera de ef ic iencia con l a restricción de c a r d i n a l i d a d . E n 
este caso no se comparó c o n t r a el resu l tado encontrado p o r programación cuadrática, 
s ino que se creó u n a f rontera de ef ic iencia de puntos no dominados entre los puntos en¬
contrados . Se p u d o ver que aunque el A G es l a heurística que más puntos contribuyó a 
esta f rontera de ef ic iencia, los tres a lgor i tmos a p o r t a n u n número de puntos m u y si¬
m i l a r . N o se m u e s t r a n resultados que d i g a n a cuál región de l a f rontera de ef ic iencia 
contr ibuye más c a d a uno de los a lgor i tmos . 

C a r l o s Martínez[10] probó diversos métodos de optimización m u l t i o b j e t i v o p a r a 
encontrar l a f rontera de ef ic iencia con diversas restr icc iones. Se u t i l i z a n c inco conjuntos 
de acciones provenientes de l a B o l s a M e x i c a n a de Valores , con 10, 15, 20, 25 y 50 accio¬
nes. Se utilizó p r i m e r o u n A G generac ional con función ob je t ivo 2.30, con tres valores 
de l parámetro de aversión a l riesgo y u n a representación que consiste s implemente en 
u n vector de pesos. E s t a representación se describe más de ta l ladamente en el capítulo 3 
y se le l l a m a enfoque directo. E s t e a l g o r i t m o se compará con programación cuadrática, 
pero el A G no r e su l ta c o m p e t i t i v o si las restricc iones son l ineales. Se probó también 
u n a heurística p a r a resolver l a restricción de c a r d i n a l i d a d , que consiste en encontrar 
u n por ta fo l i o ópt imo con programación cuadrática, u t i l i z a r solo aquel las k acciones de 
m a y o r r e n d i m i e n t o , y r e n o r m a l i z a r el por ta fo l i o . E l resu l tado i n d i c a que el A G que 
evalúa l a restricción de c a r d i n a l i d a d encuentra portafo l ios con mejor evaluación que l a 
heurística descr i ta . L u e g o se p r o b a r o n diferentes métodos de optimización m u l t i o b j e -
t i vo p a r a resolver el p r o b l e m a con c a r d i n a l i d a d r e s t r i n g i d a , y se encont raron buenos 
resultados sobre u n p r o b l e m a de 50 acciones, con 250 x 10 3 evaluaciones de l a función 
ob je t ivo . 

A r a n h a [1], aprovecho que se puede ver u n por ta fo l i o como u n a combinación de 
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subporta fo l ios , y usó u n a representación de árbol b i n a r i o . C a d a nodo de l árbol tenía 
u n valor , y representaba u n act ivo . E s t e ac t ivo pod ía ser u n a acción rea l , en el caso de 
nodos termina les , o pod ía ser u n subpor ta fo l i o en el que los nodos h i jo e ran los act ivos , 
y el porcenta je de participación es taba dado p o r el va lor de l nodo . Se i m p l e m e n t a r o n 
operadores especiales de cruce, que consistían en i n t e r c a m b i a r ramas enteras. E l p u n t o 
en el c u a l se genera el cruce se obtenía a p a r t i r de l a evaluación de los subárboles. E s t a 
representación mostró ser útil p a r a e l i m i n a r del por ta fo l i o acciones c u y a participación 
no es s i g n i i c a t i v a . 

2.3. Algoritmos Meméticos 

2.3.1. Descripción de los Algoritmos Meméticos 

Los algoritmos meméticos ( A M ) son a lgor i tmos híbridos entre A G s y a l g u n a f o r m a 
de heurística l o c a l , que se u t i l i z a n como m é t o d o de optimización ciega. E s t e m é t o d o 
consiste en u n a población de i n d i v i d u o s , t a l como l a de u n A G , en l a c u a l , a l ser 
evaluado , c a d a i n d i v i d u o es somet ido a algún t i p o de aprend iza je de acuerdo con l a 
heurística l o c a l que se esté u t i l i z a n d o . E l resto de l a l g o r i t m o f u n c i o n a de l a m i s m a 
m a n e r a que u n A G , con los mismos operadores de cruce, mutación y reproducción [9]. 

L a f o r m a en que se d a este aprend iza je es senc i l la . S u p o n i e n d o p o r e jemplo , que 
se u t i l i z a recoc ido s imulado como heurística l o c a l , se debe generar u n a poblac ión de 
i n d i v i d u o s con las m i s m a s características que los de u n A G , pero en el m o m e n t o de 
evaluar los , en vez de hacerlo d i rec tamente en l a función ob je t ivo , se u t i l i z a n estos 
i n d i v i d u o s como puntos in ic ia les de u n a l g o r i t m o de recoc ido s imulado . L a a p t i t u d de 
c a d a i n d i v i d u o es l a evaluación del mejor p u n t o encontrado p o r el a l g o r i t m o de recoc ido 
s imulado , lo que s igni f ica que el i n d i v i d u o más fuerte no es aquel que m a x i m i c e l a 
función ob je t ivo , s ino aquel que tenga u n a m a y o r c a p a c i d a d de me jorar dentro de l a 
heurística l o c a l . 

E x i s t e n en este p u n t o dos opciones: e l i n d i v i d u o puede conservar su f o r m a o r i g i n a l 
y sólo su evaluación es m o d i i c a d a p o r l a heurística l o c a l , o e l nuevo i n d i v i d u o me jorado 
encontrado p o r l a heurística l o c a l puede s u s t i t u i r a l i n d i v i d u o o r i g i n a l . A l a p r i m e r a 
opc ión se le l l a m a efecto Baldwin y a l a segunda Lamarckismo [16]. E n cierto sentido, 
u n A M con efecto B a l d w i n se puede ver como u n A G c o m u n y corr iente , en que l a 
función ob je t ivo contiene u n a heurística l o c a l . 

L a motivación que l l eva a i m p l e m e n t a r u n A M es que el mecan i smo evo lut ivo 
cuente con u n operador a d i c i o n a l , en l a f o r m a de esta heurística l o c a l , que as is ta a los 
operadores de l A G en su búsqueda de soluciones. E s decir , que l a heurística l o c a l debe 
me jorar los i n d i v i d u o s p a r a hacer más fácil a l A G el encontrar el ópt imo. 

L a f i g u r a 2 m u e s t r a el pseudocódigo de u n A M . L a única d i ferenc ia con el A G 
en l a figura 1 es l a sustitución de el operador Evaluación p o r el operador Aprendizaje. 
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D e n t r o de los argumentos a l operador , debe i r l a función ob je t ivo , pero también l a 
heurística l o c a l . S i l a poblac ión o r i g i n a l se m o d i f i c a o si solo se m o d i f i c a su evaluación 
depende de si se u t i l i z a u n A M con L a m a r c k i s m o o con efecto B a l d w i n . 

2.3.2. Trabajos Previos en Algoritmos Meméticos y El Pro-
blema de Optimización de Portafolios 

D a r r e l W h i t l e y [16] l l eva a cabo u n a comparación entre u n A M con L a m a c k i s m o 
y u n o con efecto B a l d w i n . Se m o d e l a de f o r m a analítica e l c o m p o r t a m i e n t o de ambos 
a lgor i tmos y de u n A G s imple a l i n t e n t a r resolver u n p r o b l e m a engañoso, y se p r u e b a n 
exper imenta lmente el desempeño de los tres a lgor i tmos a l resolver prob lemas numéricos 
de optimización. Se concluye que p a r a ciertos prob lemas u n A M con efecto B a l d w i n 
puede tener u n mejor desempeño que el de u n A M con L a m a r c k i s m o . Se observo que 
en algunos de los prob lemas probados , e l A M con efecto B a l d w i n e v i t a con más facili¬
d a d los ópt imos locales, mientras que los otros dos a lgor i tmos convergían a soluciones 
subóptimas. 

Stre ichert [13] usó u n a representación que i n t e n t a b a aprovechar el hecho de que 
los porta fo l ios frecuentemente no i n c l u y e n todas las acciones de l mercado . P a r a esto 
adaptó u n m e c a n i s m o p a r a que e l A G p u d i e r a e l i m i n a r acciones fácilmente de l porta¬
folio. 

Se evaluó e l uso de a lgor i tmos meméticos p a r a resolver e l p r o b l e m a de optimización 
de portafo l ios como u n p r o b l e m a de optimización m u l t i o b j e t i v o . Se utilizó u n a l g o r i t m o 
genético m u l t i o b j e t i v o , con u n a población de 500 i n d i v i d u o s y se g u a r d a b a n 250 puntos 
no dominados con u n a d i s t a n c i a de compartic ión de σ = 0.01. Se utilizó u n con junto 
de 31 acciones, y se b u s c a r o n portafo l ios con c a r d i n a l i d a d r e s t r i n g i d a a 2, 4, y 6 accio¬
nes, y s in restricción de c a r d i n a l i d a d . L a heurística l o c a l u t i l i z a d a fue u n m e c a n i s m o 
de reparación que convertía en porta fo l ios fact ibles aquellos portafo l ios que v i o l a b a n 
a l g u n a restricción. E l a l g o r i t m o memético utilizó este m e c a n i s m o de reparación como 
función de aprend iza je de efecto B a l d w i n , y de L a m a r c k i s m o . 

Se comparó e l c o m p o r t a m i e n t o de dos diferentes representaciones. L a p r i m e r a fue 
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u n a representación d i r e c t a que consistía en u n vector de pesos w, que contiene u n 
elemento wi p o r c a d a acción en el espacio. E n l a o t r a representación, l a p r i m e r a parte 
de l c r o m o s o m a era u n vector de pesos w como el de l a representación d i re c ta , pero 
se le agregaba u n a segunda par te que consistía en u n vector de decisión B , en que 
c a d a elemento era u n número b i n a r i o Bi que decidía si l a acción e n t r a b a a l por ta fo l i o o 
no . Se h i c i e r o n pruebas u t i l i z a n d o efecto B a l d w i n y L a m a r c k i s m o , en donde l a función 
de aprend iza je consistía en u n mecan i smo de reparación que convertía porta fo l ios que 
v i o l a b a n a l g u n a restricción en portafo l ios fact ibles . 

Se concluyó que l a representación e x t e n d i d a con el vector de decisión B obt iene 
mejores resultados que l a representación d i rec ta . Asá m i s m o , se p u d o ver que ambas 
representaciones se benef ic ian fuertemente del uso de L a m a r c k i s m o sobre usar simple¬
mente el efecto B a l d w i n . 

E n u n artículo poster ior , Stre ichert [14] propuso u n a nueva representación que 
consiste en separar el vector de decisión de l vector de pesos, y a p l i c a r los operadores de 
cruce y mutación independientemente . Se r e a l i z a r o n pruebas con los mismos parámetros 
que en [13] y se probo que l a nueva representación es más eficaz que l a representación 
d i re c ta , y que ambas representaciones obt i enen mejores resultados u t i l i z a n d o u n A M 
con L a m a r c k i s m o . 

2.4. Recocido Simulado 

O t r o m é t o d o de optimización ciega es recocido simulado. E s t e a l g o r i t m o es u n 
m é t o d o de búsqueda l o c a l que es u n a generalización de l m é t o d o de búsqueda de al¬
p i n i s t a que p e r m i t e aceptar peores soluciones con el propósito de escapar de óptimos 
locales. 

L a búsqueda de a l p i n i s t a o p e r a sobre u n p u n t o de l espacio de búsqueda a l a vez. 
E n c a d a paso de l a l g o r i t m o se genera u n p u n t o vec ino de acuerdo a u n a función de 
vecindad y se evalúa. S i l a evaluación de l vecino es m a y o r que l a de l p u n t o a c t u a l , e l 
vec ino se t o m a como el nuevo p u n t o a c t u a l . S i no , e l vec ino se descarta y se b u s c a u n 
nuevo vecino. E s t e m é t o d o está garant i zado incomple to , pues si el a l g o r i t m o l lega a u n 
ópt imo l o c a l , no hay f o r m a en que p u e d a sa l i r de él [11]. 

R e c o c i d o s i m u l a d o t iene como ob je t ivo arreglar este defecto p e r m i t i e n d o m o v i -
mientos que alejen de l ópt imo. E s t a basado en el algoritmo de Metropolis, que es u n 
m é t o d o p a r a s i m u l a r el proceso de formación de cristales med iante u n a disminución 
g r a d u a l de l a t e m p e r a t u r a . A esta f o r m a de generar cristales se le l l a m a Recocido 

2.4.1. Funcionamiento 

E n u n s i s tema termodinámico f o rmado p o r u n a colección de partículas a u n a b a j a 
t e m p e r a t u r a , estas t i enden a ordenarse en l a con igurac ión de menor energía. S i l a t e m -
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p e r a t u r a no es cero, existe l a p r o b a b i l i d a d de que las partículas se encuentren en u n a 
configuración que tenga u n a energía mayor . E s t a p r o b a b i l i d a d es m a y o r conforme se 
a u m e n t a l a t e m p e r a t u r a , pero d i sminuye entre m a y o r sea l a d i ferencia entre l a configu¬
ración de m e n o r energía y l a nueva configuración. C u a n d o se f o r m a n cristales p o r med io 
de u n proceso de recoc ido , se espera que en el in i c i o de l proceso, las partículas se orde¬
n e n con m a y o r p r o b a b i l i d a d en configuraciones de b a j a energía, pero que se p e r m i t a n 
mov imientos entre estas partículas que p e r m i t a n elevar l a energía de l s i s tema, de f o r m a 
que en los siguientes mov imientos se p u e d a n encontrar configuraciones de energía aún 
menor . C o n f o r m e se reduce l a t e m p e r a t u r a , estos mov imientos se v a n hac iendo menos 
probables , de f o r m a que el s i s tema empieza a reduc i r su energía a c a d a m o v i m i e n t o , 
s in p e r m i t i r que v u e l v a a sub i r [7]. 

E l m é t o d o de recoc ido s imulado , a l i g u a l que el de búsqueda de a l p i n i s t a , c omienza 
con u n p u n t o i n i c i a l , y requiere de u n a función vecino. C a d a iteración del a l g o r i t m o se 
genera u n vecino. S i f (x t) es l a evaluación de l p u n t o a c t u a l x t , y f (x't) es l a evaluación 
del p u n t o vec ino x' t , el nuevo p u n t o x t + i esta dado p o r l a ecuación 
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Xt+1 = 
x ' t s i f ( x ' t ) 
X si f (x't) 

(2.38) 

E n donde X se elige de acuerdo a l a t e m p e r a t u r a T según 

(2.39) 

2.4.2. Programa de Enfriamiento 

L a m a y o r complicación a l diseñar u n a l g o r i t m o de recoc ido s i m u l a d o es establecer 
u n a programa de enfriamiento. E l p r o g r a m a de enfr iamiento se define como u n m a p e o 
de l espacio de las i teraciones a l espacio de l a t e m p e r a t u r a . E s decir , a que t e m p e r a t u r a 
deberá l levarse a cabo c a d a intento de solución evaluado p o r el a l g o r i t m o . U s u a l m e n t e 
se elige u n a t e m p e r a t u r a i n i c i a l , que debe definirse pensando en el rango de valores de 
l a función ob jet ivo , y se v a d i s m i n u y e n d o de acuerdo a 

T n + i = αT„ (2.40) 

donde a Є [0,1). Genera lmente el va lor de a es grande (> 0.9) de f o r m a que l a t e m -
p e r a t u r a no se v u e l v a ins igni f i cante demasiado rápido. E s i m p o r t a n t e n o t a r que los 
subíndices de las t e m p e r a t u r a s usados en l a ecuación 2.40 son n y no t p a r a i n d i c a r que 
no se reduce l a t e m p e r a t u r a a c a d a iteración. 

U n e jemplo de u n p r o g r a m a de en fr iamiento comúnmente u t i l i z a d a se encuentra 
en [7], en donde se u t i l i z a recoc ido s i m u l a d o p a r a encontrar conf iguraciones de c i r cu i tos 
integrados . E s t a agenda de t e m p e r a t u r a s cuenta con dos ciclos pr inc ipa les anidados . 

f (xt) 

f (xt) 
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Se empieza con u n a t e m p e r a t u r a i n i c i a l , y se hacen i teraciones a u n a t e m p e r a t u r a 
constante h a s t a que se aceptan L puntos , o se h a n evaluado M puntos . E s entonces 
que se m o d i f i c a l a t e m p e r a t u r a , de acuerdo a l a ecuación 2.40 y se vuelve a entrar a 
este c ic lo . U n a vez que h a n pasado C ciclos s in me jo rar el va lor de l a función ob je t ivo , 
e l s i s tema se cons idera congelado, y se detiene el a l go r i tmo . E l a l g o r i t m o 3 m u e s t r a el 
a l g o r i t m o de recoc ido s i m u l a d o con este p r o g r a m a de en fr iamiento . 

E n el artículo de C h a n g [2] se u t i l i z a recoc ido s i m u l a d o p a r a resolver el p r o b l e m a 
de optimización de portafo l ios . L a agenda de t e m p e r a t u r a s es s i m i l a r a l a m o s t r a d a 
en [7] y en el a l g o r i t m o 3, pero en este caso se l l eva a cabo u n a c a n t i d a d de f in ida de 
i teraciones . Se efectúan 2 N iteraciones , en donde N es el número de acciones en el 
espacio, a u n a t e m p e r a t u r a constante antes de r e d u c i r l a según l a ecuación 2.40. E s t e 
c ic lo se l levo a cabo 500 veces, de f o r m a que el número de evaluaciones de l a función 
ob je t ivo fuera 1 0 0 0 N y co inc id i e ra con los otros a lgor i tmos que se es taban probando . 
L a t e m p e r a t u r a i n i c i a l u t i l i z a d a es f(XQ), y se fijó a = 0.95. 



Capítulo 3 

Metodología 

E n este capíítulo se descr iben los exper imentos rea l izados . Se p r o b a r o n dos enfoques 
pr inc ipa les . P r i m e r o u n enfoque directo, que consiste en u t i l i z a r varios a lgor i tmos de 
búsqueda de u n a f o r m a i n t u i t i v a . E l enfoque d irecto se utilizó p a r a encontrar portafo l ios 
óptimos b a j o l a restricción de c a r d i n a l i d a d y s in restr icc iones , en espacios de 100, 417, 
y 1000 acciones. Se descr iben los parámetros u t i l i z a d o s , l a función ob je t ivo y l a función 
de v e c i n d a d u t i l i z a d a p o r los buscadores locales. 

E l segundo enfoque u t i l i z a d o t iene como propósito m a n e j a r n a t u r a l m e n t e l a res-
tricción de c a r d i n a l i d a d , especialmente en espacios grandes de acciones. Cons i s te en 
u n A G y u n A M que u t i l i z a n u n a representación b a s a d a en índices. A l i g u a l que p a r a 
el enfoque d irecto , se m u e s t r a n los parámetros u t i l i zados p a r a los exper imentos , y l a 
función ob je t ivo . 

3.1. Datos Utilizados y Definición del Problema 

L o s conjuntos de datos u t i l i zados p a r a p r o b a r los a lgor i tmos se o b t u v i e r o n a par¬
t i r de acciones del índice Standard&Poor's 500 y del N Y A . Se o b t u v i e r o n precios de 
cierre d iar ios de todas las acciones de ambos índices entre el 1 de enero y el 31 de di¬
c iembre del 2006. A q u e l l a s acciones que t u v i e r a n precios faltantes que no correspon¬
d i e r a n a días inhábiles se e l i m i n a r o n de l con junto . L a s acciones resultantes fueron 417 
acciones de Standard&Poor's 500 y 1579 de l N Y A . Se u t i l i z a r o n dos conjuntos de l 
índice Standard&Poor's 500, uno consiste en las pr imeras 100 acciones del índice Stan-
dard&Poor's 500, y e l o tro de las 417 acciones, e l tercer con junto consiste de las 
pr imeras 1000 acciones de l NYA t o m a d a s en o rden alfabético. 

A p a r t i r de estas serie de t i e m p o , se o b t u v i e r o n rendimientos d iar ios según l a 
ecuación 2.1 
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Se o b t u v o el vector de rend imientos esperados con elementos definidos p o r l a ecuación 



2.2 

así como l a m a t r i z de covarianzas de f in ida en 2.17, cuyo elemento i j es: 

aij = E [ ( r i ( t ) - ri) (rj (t) - r)] 

T a n t o el vector de rend imientos , como l a m a t r i z de covarianzas se a n u a l i z a r o n de 
acuerdo a las ecuaciones most radas en el l i b r o de E d w i n E l t o n [4] 

aij = aij x 252 

(3.1) 

(3.2) 

A p a r t i r de estos vectores de r e n d i m i e n t o y matr i ces de covarianzas , dado u n 

va lor del parámetro A de aversión a l riesgo, se b u s c a o p t i m i z a r l a función ob je t ivo 2.30 

f (x, A) = [(1 - A)r 'w - w(AC) w'] 

T a n t o con l a restricción de c a r d i n a l i d a d como s in e l la . 
P a r a p r o b a r el func i onamiento de los a lgor i tmos en var ias regiones de l a f rontera 

de ef ic iencia, se varía el va lor de el parámetro de aversión a l riesgo A. Se debe hacer 
énfasis en que todos los a lgor i tmos u t i l i zados son a lgor i tmos de optimización de u n 
solo ob je t ivo . E l propos i to de este t r a b a j o no es bar rer t o d a l a f rontera de ef ic iencia, 
s ino encontrar u n a l g o r i t m o que p u e d a encontrar u n b u e n por ta fo l i o p a r a u n va lo r 
def inido de A. S i se qu is iera obtener l a f rontera de ef ic iencia c o m p l e t a usando este 
a l g o r i t m o , se puede hacer corriéndolo p a r a diferentes valores de A elegidos de f o r m a que 
p r o d u z c a n puntos t a n espaciados como se qu iera . L a elección de los valores correctos 
de A p a r a generar puntos igua lmente espaciados no es u n prob lemas t r i v i a l , y esta más 
allá de l ob je t ivo de este t r a b a j o , pero probab lemente varíe de acuerdo a l con junto de 
datos u t i l i z a d o y probab lemente sea mejor opc ión u t i l i z a r u n a l g o r i t m o de optimización 
m u l t i o b j e t i v o como e l u t i l i z a d o en [10]. 

P a r a este t r a b a j o se probó e l a l g o r i t m o con 11 valores diferentes de A en e l ran¬
go (0,1] d i s t r ibu idos según l a función f (x) = x 4 . P a r a c o m p a r a r los a lgor i tmos se fijo u n 
límite de evaluaciones de l a función ob je t ivo de 50 x 10 3 . D e esta f o r m a todos los algo¬
r i t m o s cuentan con l a m i s m a c a n t i d a d de opor tun idades de obtener información de l a 
función ob jet ivo . E n el capítulo 4 se c o m p a r a n los resultados de estas corr idas con los 
resultados de u t i l i z a r programación cuadrática. Asá m i s m o se m u e s t r a n curvas de me jor 
encontrado p a r a p o d e r observar l a evolución de las soluciones conforme se p e r m i t e a l 
a l g o r i t m o hacer más evaluaciones de l a función ob jet ivo . 
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3.2. Solución Utilizando un Enfoque Directo 
Se resolvió e l p r o b l e m a usando u n enfoque d irecto que consiste en a p l i c a r u n algo¬

r i t m o de búsqueda de a l p i n i s t a u n a l g o r i t m o de recoc ido s i m u l a d o y u n A G . Se utilizó l a 
representación más i n t u i t i v a p a r a estos tres a lgor i tmos , y se resolvió e l p r o b l e m a . Se 
u t i l i z o c a d a a l g o r i t m o p a r a encontrar porta fo l ios óptimos de c a r d i n a l i d a d de f in ida y 
porta fo l ios óptimos s in restricción de c a r d i n a l i d a d . 

E l enfoque d irecto no m a n e j a l a restricción de c a r d i n a l i d a d de f o r m a n a t u r a l . P a r a 
obtener portafo l ios con u n número l i m i t a d o de acciones, l a función ob je t ivo u t i l i z a sólo 
aquellos portafo l ios que más peso t e n g a n en el por ta fo l i o . De esta m a n e r a , l a restricción 
de c a r d i n a l i d a d se inc luye en l a función ob jet ivo , a pesar de que el a l g o r i t m o no se l i m i t e 
a puntos en el espacio de búsqueda con u n número def inido de acciones. 

3.2.1. Representación 

L a representación u t i l i z a d a p o r los a lgor i tmos con enfoque d irecto es l a m i s m a que 
se usa en [10]. P a r a resolver el p r o b l e m a en u n espacio de N acciones, se obt iene u n 
vector x de N valores el rango [0,1). Es tos valores se n o r m a l i z a n de acuerdo a 

p a r a obtener u n vector de pesos, y se evalúan de acuerdo a l a función ob je t ivo 2.30. 
P a r a obtener porta fo l ios de c a r d i n a l i d a d r e s t r i n g i d a a k, antes de n o r m a l i z a r se 

t o m a n los k valores más grandes , y el resto se hace cero. D e esta f o r m a el a l g o r i t m o 
m o d i f i c a e l por ta fo l i o p a r a c u m p l i r l a restricción antes de ser evaluado . E s t e enfoque en 
l a restricción de c a r d i n a l i d a d t iene l a desventa ja de que el a l g o r i t m o e x p l o r a u n a g r a n 
c a n t i d a d de puntos redundantes , pues u n a parte de l c r o m o s o m a no se está u t i l i z a n d o . 

E n e l a l g o r i t m o genético se u t i l i z a r o n cromosomas con N segmentos en los que 
c a d a segmento representaba el peso de u n a acción en el por ta fo l i o . Se cod i f i caron los 
segmentos en u n al fabeto b i n a r i o y se u t i l i z a r o n tres b i ts p a r a representar c a d a u n o de 
los pesos. D e esta f o r m a e l va lo r de c a d a u n o de los segmentos es u n número entero en 
e l rango [0, 7] y se utilizó m a p e o l i n e a l p a r a hacer que los pesos se e n c o n t r a r a n en el 
rango [0, 1). 

3.2.2. Función de Vecindad 

E l a l g o r i t m o de recoc ido s i m u l a d o requiere ademas u n a función vecino. Se u t i -
lizó u n a función que representa u n i n t e r c a m b i o de acciones. L a función recibe como 
e n t r a d a u n vector de pesos, y u n tamaño de v e c i n d a d t que se encuentra en el r a n -
go (0,1]. Se el igen dos acciones a l azar en el por ta fo l i o ; l a p r i m e r a es l a vendedora y 
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l a segunda es l a c o m p r a d o r a . E l peso en el por ta fo l i o de l a acción vendedora wv se 
m u l t i p l i c a p o r 1 - T, y a l peso de l a acción c o m p r a d o r a se le s u m a wvT. E s t a función 
vecino t iene l a v e n t a j a de preservar l a s u m a de u n con junto de pesos. E s t o s igni f ica que 
si u n por ta fo l i o se encuentra n o r m a l i z a d o , esta normalización se conserva. 

3.2.3. Parámetros 

Y a que el A G tiene tres b i ts p o r segmento, l a p r o b a b i l i d a d de mutación p o r b i t 

que se uso fue de Pm = 1 - (1 -
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, de t a l f o r m a que, si c a d a i n d i v i d u o t iene N 
segmentos, l a p r o b a b i l i d a d de que u n i n d i v i d u o sufra a l g u n a mutación es de L a 
p r o b a b i l i d a d de cruce P c que se usó p a r a todos los A G es de 1. Se utilizó selección 
de torneo como m é t o d o de selección. P a r a c a d a tamaño de p r o b l e m a , se u t i l i z o como 
tamaño de población el número p a r más cercano a 

T a n t o con e l a l g o r i t m o de de recoc ido s i m u l a d o como e l de búsqueda de a l p i n i s t a 
se utilizó u n tamaño de v e c i n d a d T = P a r a el a l g o r i t m o de recoc ido s imulado , l a 
t e m p e r a t u r a i n i c i a l es i g u a l a l a evaluación de l p r i m e r i n d i v i d u o , y se utilizó u n va lo r 
de a t a l que l a t e m p e r a t u r a se redu jera en u n 90 % c a d a 20 ciclos de t e m p e r a t u r a 
constante . Se r e a l i z a r o n 500 ciclos de t e m p e r a t u r a constante , c a d a uno de estos de 100 
intentos . C o n el a l g o r i t m o de búsqueda de a l p i n i s t a se r e a l i z a r o n 50 x 10 3 evaluaciones 
de l a función ob jet ivo . 

3.3. Solución Utilizando una Representación Basa¬
da en Indices 

Se utilizó u n a representación s i m i l a r a l a u t i l i z a d a en [2]. C o n l a representación 
u t i l i z a d a se puede m a n e j a r l a restricción de c a r d i n a l i d a d de f o r m a n a t u r a l . E s t o se hace 
b u s c a n d o no sólo los pesos de las acciones, s ino cuales acciones deberán ent rar en e l 
por ta fo l i o . Se p r o b a r o n dos a lgor i tmos con esta representación: u n A G y u n A M . E n 
ambos se busca que l a parte e v o l u t i v a de l a l g o r i t m o encuentre e l c on junto de acciones 
que m i n i m i c e n e l riesgo y m a x i m i c e n el r e n d i m i e n t o cuando se i n c l u y e n en u n por ta fo l i o . 
L a d i ferencia es que el A M cuenta con l a a y u d a de u n a l g o r i t m o de búsqueda l o c a l p a r a 
encontrar que peso se le debe de d a r a c a d a acción p a r a o p t i m i z a r l a función ob jet ivo . 

E l operador de Mejora Población es u n a función que recibe el i n d i v i d u o , y m o d i f i c a 
los segmentos de l c r o m o s o m a correspondientes a los pesos, de t a l f o r m a que los pesos 
en e l i n d i v i d u o resultante cor respondan a u n por ta fo l i o ópt imo con ese con junto de 
i n d i v i d u o s . P a r a hacer esto se u t i l i z a u n a l g o r i t m o de búsqueda l o c a l , de l a m i s m a f o r m a 
en que se i m p l e m e n t a n en el enfoque directo . A l m i s m o t i e m p o se debe p e r m i t i r que e l 
A M pase p o r suficientes generaciones como p a r a que explore suficiente del espacio. E l 
a l g o r i t m o de búsqueda l o c a l entonces debe ser u n a l g o r i t m o rápido aunque a p r o x i m a d o . 



P a r a ag i l i zar l o , en l u g a r de u t i l i z a r u n p u n t o i n i c i a l a leator io , se u t i l i z a e l vector de 
pesos a c t u a l . 

3.3.1. Representación 
E n c o n t r a r u n por ta fo l i o ópt imo en u n espacio que i n c l u y a más de 500 acciones 

en el que se i n c l u y a n todas éstas no sólo es impráctico, s ino que r a r a vez sucede. E n 
general los portafo l ios que se encuentran en l a f rontera de ef ic iencia no i n c l u y e n todas 
las acciones del mercado , sino u n con junto reduc ido . P a r a reduc i r el espacio de búsqueda 
del por ta fo l i o ópt imo s in dejar de observar n i n g u n a acción se i n d e x a r o n las acciones y 
se utilizó u n vector de k índices, en donde c a d a elemento corresponde a u n a acción en el 
espacio. D e esta f o r m a se puede elegir cuantas acciones serán i n c l u i d a s en el por ta fo l i o 
y el espacio de búsqueda sólo inc luye aquellos porta fo l ios que satis facen l a restricción 
de c a r d i n a l i d a d . 

A c a d a elemento i del vector de índices, se le asignó u n peso wi. C a d a peso wi se 
colocó adyacente a su ind i ce . D e esta f o r m a , cuando se c r u z a n los i n d i v i d u o s , los indices 
t i e n d e n a cargar consigo el peso que tenían en el c r o m o s o m a padre . E n l a figura 3.1 se 
i l u s t r a c ó m o se f o r m a n los cromosomas. 

V e c t o r de Indices 

C r o m o s o m a 

F i g u r a 3.1: D iagrama de un cromosoma. C a d a cromosoma se forma a part ir de un 
vector de pesos y un vector de índices. Los elementos de los vectores se intercalan, 
para que bajo la operación de cruce se mantenga la proporción de cada acción en el 
individuo anterior 

D a d o que l a función vecino descr i ta en los a lgor i tmos de búsqueda l o c a l produce 
valores no enteros, se utilizó u n m a p e o l i n e a l p a r a convert i r los valores de los enteros 
formados p o r los números b inar ios en el c r o m o s o m a , a números reales. D e esta f o r m a 
se aprovecha que el a l g o r i t m o preserva l a normalización de los i n d i v i d u o s . 

3.3.2. Función Objetivo 

E n el A M l a evaluación de c a d a i n d i v i d u o es aque l la correspondiente a l mejor 
i n d i v i d u o encontrado p o r el a l g o r i t m o de búsqueda l o c a l . E l A G en cambio , evalúa 
d i rec tamente c a d a uno de los i n d i v i d u o s s in u t i l i z a r el a l g o r i t m o de búsqueda l o c a l . L a 
función ob je t ivo u t i l i z a d a p a r a o p t i m i z a r los pesos de l por ta fo l i o rec ibe como parámetro 
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el c romosoma , el vector de rend imientos del espacio entero, l a m a t r i z de covar ianzas , y 
u n parámetro de aversión a l riesgo A. Separa el c r o m o s o m a en u n vector de índices y u n 
vector de pesos. U t i l i z a el vector de índices p a r a obtener u n subvector de rendimientos 
y u n a s u b m a t r i z de covar ianzas , y n o r m a l i z a el vector de pesos de t a l f o r m a que 

U n a vez que se t i enen estos indicadores , se obt iene u n es t imador de l riesgo y el 
r e n d i m i e n t o de l por ta fo l i o de acuerdo a las ecuaciones 2.11 y 2.16. L a evaluación final 
de l por ta fo l i o esta d a d a p o r l a ecuación 2.30 

3.3.3. Parámetros 

P a r a ambos a lgor i tmos basados en índices se u t i l i z o u n a p r o b a b i l i d a d de c r u -
ce P c = 1 y u n a p r o b a b i l i d a d de mutación Pm = 0.01. Se u t i l i z a r o n tres b i t s p a r a 
representar los pesos, t a l como en el enfoque d irecto . P a r a los índices se usó el míni-
m o número de b i ts necesarios p a r a representar a todas las acciones del mercado . Se 
u t i l i z o u n m a p e o l i n e a l p a r a hacer que los segmentos correspondientes a los pesos se 
e n c o n t r a r a n en el rango [0,1) y los segmentos correspondientes a los índices en el rango 
[1, N ] . Se utilizó u n a poblac ión de 20, 50 y 80 p a r a los prob lemas con 100, 417, y 1000 
acciones, respect ivamente . Todos los a lgor i tmos se p a r a r o n a las 50 x 1 0 3 evaluaciones 
de l a función ob je t ivo . Se u t i l i z o u n a l g o r i t m o de búsqueda de a l p i n i s t a , con tamaño 
de v e c i n d a d r = l i m i t a d o a 10 i teraciones como heurística l o c a l de l A M . 

(3.4) 
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Capítulo 4 

Resultados 

E n este capítulo se m u e s t r a n los resultados de u t i l i z a r u n enfoque d irecto y u n e n -
foque basado en índices p a r a encontrar portafo l ios óptimos en espacios de 100, 417, 1000 
acciones. Se utilizó u n a combinación l i n e a l de el riesgo y el r e n d i m i e n t o como función 
ob je t ivo , con u n parámetro A de aversión a l riesgo. P a r a observar el c o m p o r t a m i e n t o 
de los a lgor i tmos en diversos puntos de l a f rontera de ef ic iencia se u t i l i z a r o n 11 valores 
del parámetro A. Se c o m p a r a n los desempeños de los diversos a lgor i tmos , y se m u e s t r a n 
también los resultados obtenidos c o n t r a los resultados obtenidos p o r u n a l g o r i t m o de 
programación cuadrática. 

4.1. Descripción del Análisis de Resultados 

Y a que l a escala de valores de l riesgo y l a del r e n d i m i e n t o son generalmente diferen¬
tes, e l va lor p r o m e d i o de l a evaluación de las soluciones encontradas en l a parte super ior 
de l a f rontera de ef ic iencia suele ser m a y o r que el de aquellas soluciones encontradas en 
l a región de ba j o riesgo. 

E n lugar de l a evaluación d a d a p o r l a ecuación 2.30 se u t i l i z a u n a evaluación 
n o r m a i l z a d a d(x) que consiste en l a d i ferenc ia p o r c e n t u a l entre l a evaluación de u n 
por ta fo l i o según l a función ob je t ivo u t i l i z a d a y l a evaluación de l me jor i n d i v i d u o en¬
contrado p o r u n a l g o r i t m o de programación cuadrática. E s decir , si XPQ(A) es l a solución 
encont rada p o r programación cuadrática p a r a u n va lor de A, y XA(A) es l a solución e n -
c o n t r a d a p o r el a l g o r i t m o A , entonces l a evaluación n o r m a l i z a d a es 
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D e esta f o r m a l a evaluación de u n a solución t o m a valores s imi lares p a r a todos los valores 
de A y l a solución e n c o n t r a d a p o r u n a l g o r i t m o es b u e n a conforme 8 se aprox ime a 0 

E l c o m p o r t a m i e n t o de los a lgor i tmos se observa en cuatro t ipos de figuras. 



C u r v a s de M e j o r E n c o n t r a d o ( C M E ) E l propósito de las C M E es el de m o s t r a r l a 
evolución de las soluciones encontradas p o r los a lgor i tmos . S o n gráficas de l a evaluación 
de l a mejor solución encont rada p o r c a d a a l g o r i t m o cont ra el número de evaluaciones de 
l a función ob je t ivo que se neces i taron p a r a encontrar esa solución. L a s C M E mostradas 
p r o m e d i a n los valores de las soluciones encontradas p o r los a lgor i tmos en c a d a u n a de 
las corr idas , y p a r a diferentes valores de A. 

Solución F i n a l L a s gráficas de las soluciones finales son d iagramas de c a j a que mues¬
t r a n l a c a l i d a d p r o m e d i o de l a mejor solución encont rada p o r c a d a a l g o r i t m o , y l a va¬
riación en estas soluciones. E l propos i to de estas gráficas es eva luar el desempeño final 
de l a l g o r i t m o y l a c o n f i a b i l i d a d en las soluciones que produce . D e m a n e r a s i m i l a r que 
en las C M E , se p r o m e d i a n los valores de 8 p a r a c a d a A y se m u e s t r a n los resultados de 
las diversas corr idas . 

D i a g r a m a s de Riesgo c o n t r a R e n d i m i e n t o ( D i a g r a m a R R ) L a mejor solución 
encont rada p o r c a d a a l g o r i t m o se gráfica en u n d i a g r a m a de Riesgo c o n t r a R e n d i m i e n ¬
to. También se m u e s t r a en este d i a g r a m a l a solución e n c o n t r a d a por programación 
cuadrática. E l propósito de este d i a g r a m a es m o s t r a r que t a n cerca de l a f rontera de 
ef ic iencia están los puntos encontrados . 

4.2. Resultados Obtenidos en un Espacio de 100 ac-
ciones 

L a figura 4.1 m u e s t r a l a localización en u n d i a g r a m a R R de los mejores porta fo l ios 
encontrados p o r c a d a uno de los a lgor i tmos a p a r t i r u n espacio de 100 acciones. L o s 
a lgor i tmos con enfoque d irecto fueron u t i l i zados s in restricción de c a r d i n a l i d a d . E n 
este d i a g r a m a se puede ver que los pocos puntos fuera de l a f rontera e n c o n t r a d a p o r 
programación cuadrática pertenecen todos a l a l g o r i t m o de recocido s imulado . E l resto 
de los a lgor i tmos , inc lu idos los basados en índices, hacen u n b u e n t r a b a j o en encontrar 
valores en l a f rontera de ef ic iencia. 

L o s resultados mostrados en l a figura 4.2 v i enen de agregar l a restricción de car -
d i n a l i d a d a los a lgor i tmos con enfoque d irecto . E l a l g o r i t m o de búsqueda de a l p i n i s t a 
sigue hac iendo u n b u e n t r a b a j o , salvo p o r los puntos de m a y o r r e n d i m i e n t o que se 
quedan u n poco aba jo en l a curva . S i n embargo el A G con enfoque d irecto de ja de 
encontrar buenas soluciones p a r a más allá de los dos pr imeros valores de A. 

L a s figuras 4.3 y 4.4 m u e s t r a n l a evolución p r o m e d i o de los a lgor i tmos en l a búsque-
d a de las soluciones most radas en las figuras 4.1 y 4.2 respect ivamente L a figura 4.3 
m u e s t r a l a C M E de los a lgor i tmos con enfoque d irecto , s in restr icc iones, y de los al¬
gor i tmos basados en índices. R e c o r d a n d o que según l a corrección de l a evaluación, el 
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Riesgo (a) 

F i g u r a 4.1: Puntos en el D iagrama R R encontrados por los algoritmos sin restric-
ción de cardinalidad en un espacio de 100 acciones 
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Riesgo (a) 

F i g u r a 4.2: Puntos en el Diagrama R R encontrados por los algoritmos con cardi -
nalidad restringida en un espacio de 100 acciones 
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F i g u r a 4.3: C M E en el problema con 100 acciones sin restricción de cardinalidad 

propósito de un algoritmo es llegar a cero, se puede ver que el único algoritmo que no 
llega al óptimo es el de recocido simulado. Así mismo, es interesante ver que al principio 
de la curva de este algoritmo, el crecimiento es más lento, y luego se acelera. Este punto 
de inflexión corresponde al valor en el que la temperatura es lo suficientemente baja 
para que el algoritmo deje de aceptar malas soluciones. 

L a evolución del A G de enfoque directo presenta un comportamiento similar, con 
la diferencia de que el retraso de la curva es mayor, pero el algoritmo sí logra encontrar 
el óptimo. E n el caso del A G , este retraso puede ser causado por que la población no 
cuenta con los pedazos de solución suficientes para armar un portafolio óptimo, y el 
crecimiento se acelera cuando aparecen estos pedazos de solución en la población. 

E n la figura 4.4 se puede ver que mientras el comportamiento del algoritmo de 
búsqueda de alpinista mejora un poco al agregar la restricción de cardinalidad, el A G 
de enfoque directo no maneja nada bien esta restricción, pues pierde la capacidad de 
encontrar puntos cercanos al óptimo. E l algoritmo de recocido simulado sigue teniendo 
un desempeño similar, aunque su evaluación mejora un poco. 

Entre todos los algoritmos, el que tarda menos en encontrar una solución cercana 
al óptimo es el A G basado en índices. Se puede ver que ambos algoritmos basados en 
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F i g u r a 4.4: C M E en el problema con 100 acciones con cardinalidad restringida 
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F i g u r a 4.5: Ca l idad de las Soluciones encontradas por cada algoritmo, 100 acciones 

índices se podrían haber p a r a d o a las 20 x 1 0 3 y habrían encontrado u n a solución casi 
t a n b u e n a como l a solución final. E n l a figura 4.5 se puede ver como l a mayoría de 
los a lgor i tmos que l l egan cerca de l ópt imo, lo hacen de m a n e r a consistente. in c luso los 
a lgor i tmos con m a l desempeño l l egan a u n va lor s i m i l a r en c a d a c o r r i d a , con excepción 
del a l g o r i t m o de recoc ido s i m u l a d o con restricción de c a r d i n a l i d a d . 

4.3. Resultados Obtenidos en un Espacio de 417 ac¬
ciones 

Se a u m e n t o el número de acciones a 417. E n l a figura 4.6 se m u e s t r a n mejores por¬
tafol ios encontrados p o r los a lgor i tmos con enfoque basado en índices y los a lgor i tmos 
con enfoque d irecto s in restr icc iones. A d i ferenc ia de l a figura 4.1 en que se m u e s t r a 
el d i a g r a m a equivalente pero con 100 acciones, en este caso el A G de enfoque d irecto 
no encuentra buenas soluciones p a r a ningún va lor de A. E l a l g o r i t m o de recoc ido si¬
m u l a d o , que encont raba algunos puntos en l a parte in fer ior de l a c u r v a , en este caso 
t a m p o c o encuentra portafo l ios cercanos a l ópt imo. inc luso el a l g o r i t m o de búsqueda 
de a l p i n i s t a deja de encontrar buenas soluciones después del cuar to va lor de A. A m b o s 
a lgor i tmos basados en índices encuentran puntos m u y cercanos a los encontrados p o r 
programación cuadrática. 

A pesar de que cuando se restr inge l a c a r d i n a l i d a d ( f igura 4.7) las soluciones 
encontradas p o r los a lgor i tmos directos m e j o r a n , e l a l g o r i t m o de recoc ido s imulado y 
el A G directo s iguen encontrando puntos lejanos de l a f rontera de ef ic iencia salvo p a r a 
el p u n t o mías ba j o de l a c u r v a , en donde sólo se m i n i m i z a el riesgo. E l a l g o r i t m o de 
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Riesgo (a) 

F i g u r a 4.6: Puntos en el D iagrama R R encontrados por los algoritmos sin restric-
ción de cardinalidad en un espacio de 417 acciones 

búsqueda de a l p i n i s t a se acerca más a l a f rontera de ef ic iencia, y obt iene puntos m u y 
cercanos a l ópt imo p a r a los pr imeros c inco valores de A. S i n embargo no a l c a n z a a l l enar 
l a f rontera , y el resto de los puntos quedan cercanos entre sí. 

A l observar l a evolución en el t i e m p o de los a lgor i tmos en las figuras 4.8 y 4.9 
también se puede ver el m i s m o p u n t o de inflexión en el a l g o r i t m o de recoc ido s imula¬
do que en su contrapar te de 100 acciones, especialmente s in c a r d i n a l i d a d r e s t r i n g i d a . 
A p a r e n t e m e n t e , e l A G d irecto no l ogra obtener los pedazos de solución necesarios pa¬
r a encontrar porta fo l ios cercanos a l ópt imo, y l a evolución de las soluciones n u n c a se 
acelera. Se obt iene u n resu l tado l igeramente mejor cuando l a c a r d i n a l i d a d se restr inge , 
que casi i g u a l a a l obten ido p o r recoc ido s imulado . S i n embargo , t a n t o con restricción 
de c a r d i n a l i d a d como s in e l la , el a l g o r i t m o no parece converger, lo que s igni f ica que 
podr ía obtener u n a mejor solución si se de jara correr u n n u m e r o m a y o r de evaluaciones 
de l a función ob je t ivo . 

E l a l g o r i t m o de búsqueda de a l p i n i s t a m e j o r a el desempeño de los otros dos al¬
gor i tmos de enfoque d irecto , aunque de i g u a l m a n e r a se queda en puntos subóptimos, 
como se p u d o ver en los d iagramas R R . A l i g u a l que p a r a 100 acciones, e l a l g o r i t m o 
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Riesgo (a) 

F i g u r a 4.7: Puntos en el Diagrama R R encontrados por los algoritmos con cardi -
nalidad restringida en un espacio de 417 acciones 
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F i g u r a 4.10: Ca l idad de las Soluciones encontradas por cada algoritmo, 417 acciones 

que mejor desempeno t iene es el A G basado en índices. A m b o s a lgor i tmos basados en 
índices t i enen b u e n desempeño, y en ambos casos probab lemente se podrían haber de-
ten ido antes de las 50 x 10 3 . L a figura 4.10 m u e s t r a como todas las soluciones obtenidas 
t i enen p o c a variación en las diferentes corr idas . 

4.4. Resultados Obtenidos en un Espacio de 1000 
acciones 

D e b i d o a que el t i e m p o de ejecución p o r evaluación de l a función ob je t ivo de l A G 
directo a u m e n t a con el tamaño del espacio, y y a que l a c a l i d a d de las soluciones no es 
c o m p e t i t i v a con e l a lgor i tmos de búsqueda de a l p i n i s t a y los basados en índices, este 
a l g o r i t m o se dejo de p r o b a r después de 417 acciones. E s t a sección m u e s t r a los resultados 
obtenidos p o r el resto de los a lgor i tmos en u n p r o b l e m a con 1000 acciones. 

E s i m p o r t a n t e n o t a r en los d iagramas R R (figuras 4.11 y 4.12), que l a escala del 
eje de r e n d i m i e n t o cambió entre el p r o b l e m a con 417 acciones y el p r o b l e m a con 1000 
acciones. E s t o paso p o r que l a acción de máximo r e n d i m i e n t o en el p r o b l e m a con 1000 
acciones t iene u n r e n d i m i e n t o m a y o r que l a acción de máx imo r e n d i m i e n t o de l p r o b l e m a 
con 417 acciones. Además , l a escala del eje de riesgo es s i m i l a r a l eje de riesgo cuando 
sólo se t o m a n 417 acciones. E s t o s igni f ica que l a m a y o r par te de l a f rontera de ef ic iencia 
con 1000 acciones contiene porta fo l ios que d o m i n a n a los porta fo l ios con 417 acciones. 

L a figura 4.11 m u e s t r a los resultados obtenidos p o r los a lgor i tmos cuando l a car -
d i n a l i d a d no se restr inge. E n este caso, se ve como casi todos los valores obtenidos p o r 
recoc ido s imulado caen en u n p u n t o lejos de l a f rontera de ef ic iencia, salvo p o r tres v a -
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Riesgo (a) 

F i g u r a 4.11: Puntos en el Diagrama R R encontrados por los algoritmos sin restric¬
ción de cardinalidad en un espacio de 1000 acciones 

lores que se acercan. L o s puntos encontrados p o r el a l g o r i t m o de búsqueda de a l p i n i s t a 
se acercan u n poco más, s in embargo no a l c a n z a n a l legar a l a f rontera . P o r o t ro lado , 
ambos a lgor i tmos basados en índices d i s t r i b u y e n sus puntos m u y cerca de l a fronte¬
r a de ef ic iencia. D e estos dos últimos a lgor i tmos , e l A G basado en índices cubre más 
cercanamente todos los puntos de l a c u r v a encontrados p o r programación cuadrática, 
mientras el A M no a l c a n z a a l legar a l final de l a c u r v a a l p u n t o de m a y o r r e n d i m i e n t o . 

E l desempeño de ambos a lgor i tmos con enfoque d irecto m e j o r a cuando se inc luye 
l a restricción de c a r d i n a l i d a d . Espec ia lmente e l de l a l g o r i t m o de búsqueda de a l p i n i s t a , 
que cubre u n a par te más a m p l i a de l a curva . E l a l g o r i t m o de recoc ido s i m u l a d o también 
me jora , y sus soluciones y a no se encuentran concentradas en u n sólo p u n t o , pero no 
t a n t o como el a l g o r i t m o de a l p i n i s t a . 

C u a n d o se observa l a evolución del a l g o r i t m o de búsqueda de a l p i n i s t a en las 
figuras 4.13 y 4.14, se puede ver que en ambos casos el a l g o r i t m o no parece haber con¬
vergido a u n valor , s ino que sigue encontrando valores nuevos. E s t o es p a r t i c u l a r m e n t e 
c ierto cuando se inc luye l a restricción de c a r d i n a l i d a d . P r o b a b l e m e n t e si se de jara co¬
rrer a lgunas generaciones más, este a l g o r i t m o encontrará soluciones cercanas a l ópt imo. 
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Riesgo (a) 

F i g u r a 4.12: Puntos en el Diagrama R R encontrados por los algoritmos con cardi -
nalidad restringida en un espacio de 1000 acciones 
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F i g u r a 4.13: C M E en el problema con 1000 acciones sin restricción de cardinalidad 

S i n embargo , las evaluaciones p e r m i t i d a s fueron suficientes p a r a que ambos a lgor i tmos 
basados en índices cons igu ieran soluciones aceptables . 

Se puede ver en l a figura 4.15 como el A G basado en índices sigue siendo el 
me jor a l g o r i t m o , y como todos los a lgor i tmos t i enen p o c a variación en sus resultados . 
E s i m p o r t a n t e recordar que ambos a lgor i tmos basados en índices b u s c a n portafo l ios 
de c a r d i n a l i d a d r e s t r i n g i d a . E s t a puede ser par te de l a razón de que las soluciones 
obtenidas se alejen u n poco de l cero, y de los puntos encontrados p o r programación 
cuadrática. Genera lmente se puede pensar que entre m a y o r sea el número de acciones 
en el espacio, m a y o r será l a d i ferencia entre e l óp t imo s in restricción de c a r d i n a l i d a d , 
y e l ópt imo con c a r d i n a l i d a d r e s t r i n g i d a . 
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F i g u r a 4.14: C M E en el problema con 1000 acciones con cardinal idad restringida 

F i g u r a 4.15: Ca l idad de las Soluciones encontradas por cada algoritmo, 1000 ac¬
ciones 
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Capítulo 5 

Conclusiones 

E n este t r a b a j o se observó el desempeño de a lgor i tmos evolut ivos p a r a encontrar 
portafo l ios óptimos en espacios grandes de acciones. P a r a poder resolver este p r o b l e m a , 
se utilizó u n a representación de u n por ta fo l i o b a s a d a en índices E s t o s a lgor i tmos se 
c o m p a r a r o n con a lgor i tmos de búsqueda l o c a l , y a lgor i tmos evo lut ivos u t i l i z a n d o u n a 
representación d i rec ta . 

5.1. Algoritmos con Enfoque Directo 

E n t r e los a lgor i tmos u t i l i zados con enfoque d irecto , el que mejor desempeño ob tuvo 
fue el a l g o r i t m o de búsqueda de a l p i n i s t a . E s t e es u n a l g o r i t m o senci l lo , que no t iene 
f o r m a de escapar de los óptimos locales. E s interesante además n o t a r que el a l g o r i t m o 
de recoc ido s i m u l a d o t iene u n desempeño más pobre que el de búsqueda de a l p i n i s t a en 
todos los casos. Se puede exp l i car este c o m p o r t a m i e n t o si se recuerda que el a l g o r i t m o 
de recoc ido s imulado es u n a generalización de l a l g o r i t m o de búsqueda de a l p i n i s t a , que 
cuenta con u n mecan i smo que le p e r m i t e escapar de óptimos locales aceptando puntos 
subóptimos en el in i c i o del proceso de búsqueda. S i n embargo , en u n p r o b l e m a s in 
óptimos locales, t o d o lo que este mecan i smo hace es que el a l g o r i t m o br inque entre 
soluciones subóptimas s in avanzar h a s t a que l a t e m p e r a t u r a e m p i e z a a b a j a r t a n t o que 
en a l g o r i t m o se e m p i e z a a c o m p o r t a r como u n a l g o r i t m o de búsqueda de a l p i n i s t a . 

E s i m p o r t a n t e ac larar que el hecho de que el a l g o r i t m o de recoc ido s i m u l a d o tenga 
este desempeño, v a es tr i c tamente l igado a l a función de v e c i n d a d que se u t i l i z a . L o que 
se concluye no es que el a l g o r i t m o de recoc ido s imulado sea peor que el a l g o r i t m o de 
búsqueda de a l p i n i s t a , sino que l a función de v e c i n d a d u t i l i z a d a favorece a l a l g o r i t m o 
de búsqueda de a l p i n i s t a como m é t o d o p a r a resolver este p r o b l e m a en p a r t i c u l a r . 

E l a l g o r i t m o genético con enfoque directo parece tener u n b u e n c o m p o r t a m i e n t o en 
espacios de pocas acciones s in restricción de c a r d i n a l i d a d . L a c u r v a de mejor encontrado 
sugiere que en este caso, el a l g o r i t m o com i enza con u n c o m p o r t a m i e n t o pobre , h a s t a 
que l lega u n p u n t o en el c u a l aparecen en l a poblac ión las piezas de l a población que 
se neces i tan p a r a poder a r m a r buenas soluciones. E s en este p u n t o que el a l g o r i t m o 

49 



acelera su crec imiento , e inc luso le g a n a a l a l g o r i t m o de búsqueda de a l p i n i s t a en l legar 
a l ópt imo. S i n embargo , cuando el espacio de acciones crece, se vuelve c a d a vez más 
difícil que estos pedazos de solución aparezcan en l a población. 

5.2. Algoritmos con Representación Basada en Índi¬
ces 

Se propus i e ron dos a lgor i tmos evolut ivos con representación b a s a d a en índices, uno 
es u n a l g o r i t m o genético y el o t ro es u n a l g o r i t m o memético . P a r a todos los tamaños de 
espacio, se puede ver que este enfoque obt iene resultados más rápido que los a lgor i tmos 
con enfoque d irecto . E n t r e estos dos, es el a l g o r i t m o genético el que l lega a soluciones 
óptimas con menos evaluaciones de l a función ob je t ivo . 

E l a l g o r i t m o memético es u n a generalización del a l g o r i t m o genético que inc luye 
u n mecan i smo de aprend iza je i m p l e m e n t a d o como u n a heurística l o c a l . L a heurística 
l o c a l u t i l i z a d a fue u n a l g o r i t m o de búsqueda de a l p i n i s t a , que u t i l i z a 10 evaluaciones 
de l a función ob je t ivo p a r a t r a t a r de encontrar mejores pesos que los que t iene el 
i n d i v i d u o o r i g i n a l p a r a ese con junto de acciones. L o s resultados obtenidos sugieren 
que este mecan i smo de aprend iza je no m e j o r a considerablemente l a evaluación de los 
i n d i v i d u o s , y estas 10 evaluaciones de l a función ob je t ivo p o r c a d a i n d i v i d u o son u n 
gasto innecesario y que es mejor dedicar le esas evaluaciones a l mecan i smo evo lut ivo de l 
a l g o r i t m o . 

5.3. Orden de Crecimiento en el Tiempo de Ejecu¬
ción 

E l o rden de crec imiento de los a lgor i tmos en términos de evaluaciones de l a función 
ob je t ivo es difícil de def inir , pues depende de l c r i ter io de terminación que se este usando . 
E n este caso se de jaron correr los a lgor i tmos p o r u n número de evaluaciones predetermi¬
n a d o p a r a poder rea l i zar u n a mejor comparación de l a c a l i d a d del por ta fo l i o resul tante . 
S i n embargo , se puede ver en las curvas de mejor encontrado que conforme el número 
de acciones a u m e n t a , se vuelve más c laro como los a lgor i tmos basados en índices t i enen 
u n mejor desempeño que los a lgor i tmos con enfoque d irecto . 

U n a evaluación de l a función ob je t ivo de u n a l g o r i t m o basado en índices t iene u n 
orden de crec imiento m a y o r que l a de u n a l g o r i t m o con enfoque d irecto . E n l a evaluación 
de l a función ob je t ivo de u n a l g o r i t m o basado en índices se extrae u n a s u b m a t r i z de 
riesgos y u n subvector de rend imientos de l tamaño del por ta fo l i o k. L a obtención del 
riesgo de este por ta fo l i o es l a operación con m a y o r o rden de crec imiento y es O(k2). 

P a r a eva luar l a función ob je t ivo del a l g o r i t m o con enfoque d irecto s in c a r d i n a l i d a d 
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r e s t r i n g i d a se debe rea l i zar l a m i s m a operación pero sobre u n a m a t r i z de N 2 e lementos, 
donde N es el tamaño del espacio. E l o rden de crec imiento entonces es de O ( N 2 ) . 

C u a n d o se restringe l a c a r d i n a l i d a d d i sminuye el t i e m p o de ejecución, pues a l i g u a l 
que en l a representación b a s a d a en índices, se puede e v i t a r eva luar aquel las acciones que 
no se incluirán en el por ta fo l i o , y encontrar el riesgo en O ( k 2 ) . S i n embargo , se deben 
extraer los k mayores pesos del por ta fo l i o antes de eva luar lo , lo que t iene u n o r d e n de 
crec imiento O ( N l o g ( N ) ) o O(Nk) dependiendo de si se o rdena t o d o el por ta fo l i o , o si 
se b u s c a el peso m a y o r k veces [3]. 

A menos que el tamaño del por ta fo l i o esperado sea s i m i l a r a l número t o t a l de 
acciones, generalmente se cumple que O ( N l o g ( N ) ) > O ( k 2 ) , lo que s igni f ica que eva luar 
l a función ob je t ivo p a r a el enfoque d irecto t o m a mas t i e m p o que con u n a representación 
b a s a d a en índices. E s t o quiere decir que inc luso si el c o m p o r t a m i e n t o de u n a l g o r i t m o 
basado en índices y u n a l g o r i t m o con enfoque d irecto es equivalente en el sentido de que 
le t o m a l a m i s m a c a n t i d a d de evaluaciones de l a función ob je t ivo encontrar u n a b u e n a 
solución, a u n así debe t o m a r mas t i e m p o a l a l g o r i t m o con enfoque d irecto rea l i zar estas 
evaluaciones. 

5.4. Trabajos Futuros 

E x i s t e n varios puntos que se pueden p r o p o n e r como t raba jos a fu turo . Se hab lo en 
el capítulo 2 que u n cr i ter io que puede ser útil p a r a o p t i m i z a r portafo l ios en merca¬
dos con ciertas características es l a relación de Sharpe . Se puede a d a p t a r programación 
cuadrática p a r a que encuentre portafo l ios óptimos de acuerdo a este c r i ter io . S i n embar¬
go, a l i g u a l que el enfoque usado en este t r a b a j o , esto i m p l i c a u t i l i z a r espacios pequeños 
de acciones, y no i n c l u i r l a restricción de c a r d i n a l i d a d . Se podría p r o b a r el desempeño 
del a l g o r i t m o propuesto en este t r a b a j o a l encontrar porta fo l ios que o p t i m i c e n l a rela¬
ción de Sharpe . 

E x i s t e n ademas diversos est imadores de riesgo mas complejos que l a v a r i a n z a de l 
por ta fo l i o , pero que no se u t i l i z a n p o r que no es pos ib le f o r m u l a r u n p r o b l e m a de 
programación cuadrática que los i n c l u y a . T a l es el caso de i n c l u i r e l sesgo y l a curtos is 
de l a serie de t i e m p o de rendimientos de l por ta fo l i o en l a estimación de l riesgo. 

Así m i s m o , el contar con u n m é t o d o que p e r m i t a o p t i m i z a r u n por ta fo l i o en u n 
con junto de acciones grande , p e r m i t e eva luar l a m e j o r a en l a f rontera de ef ic iencia a l 
u t i l i z a r t o d o el espacio de acciones como p o s i b i l i d a d , en vez de unas cuantas acciones 
seleccionadas según el r end imiento u otros factores mas dudosos. 
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