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RESUMEN 

 

En  el  presente  trabajo  se  investiga  la  estabilidad  dinámica  del  proceso  de  fresado 

considerando al  sistema de mecanizado  como de uno y dos grados de  libertad. Para 

dicho estudio se propone el empleo de  la  función W de Lambert  junto con el uso del 

criterio  de  estabilidad  que  dicta  la  teoría  de  Floquet,  en  la  cual  las  propiedades  de 

estabilidad  están  determinadas  por  los  valores  característicos  de  la  aproximación 

matricial  finita  del  operador  monodrómico.  Los  resultados  analíticos  encontrados 

siguiendo el método propuesto  se  comparan  con  las gráficas de estabilidad de otros 

métodos  disponibles  en  la  literatura,  tales  como  el  método  de  Altintas‐Budak 

(monofrecuencia),  Semidiscretización  y  colocación  de  polinomios  de  Chebyshev,  

además de compararse estos resultados con datos experimentales. 

Es  importante señalar que  los ensayos experimentales se  realizarón en el  laboratorio 

de manufactura de  la Escuela Superior de Ingeniería de  la Universidad del País Vasco. 

Esta  fase experimental  consistió de  tres etapas; en  la primera el  trabajo  se enfocó a 

determinar los coeficientes de fuerza específica de corte necesarios para la estimación 

de las fuerzas de reacción presentes cuando existe remoción de material. En la segunda 

etapa  se  llevaron  a  cabo  ensayos  de  impacto  a  partir  de  los  cuales  fue  posible 

determinar  los  parámetros  modales  del  montaje  experimental.  Finalmente,  en  la 

tercera etapa se adquirieron de forma sincronizada durante el proceso de fresado, una 

señal  relacionada  con  la  frecuencia  de  golpeo  de  la  herramienta  y  una  señal 

relacionada  con  el desplazamiento de  la pieza de  trabajo, bajo  parámetros de  corte 

alrededor de las fronteras de estabilidad predichas analíticamente mediante el método 

propuesto, esto con el fin de validar el grado de precisión de las predicciones analíticas, 

las cuales mostraron alto grado de ajuste con los datos experimentales. 
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PRINCIPALES CONTRIBUCIONES 

 

• La exploración de viabilidad y los alcances que se tienen empleando el método 
de  la  función  W  de  Lambert  para  localizar  fronteras  de  estabilidad  en 
operaciones de fresado, modelando sistemas con uno y dos grados de  libertad 
suponiendo el empleo de herramientas  frontales e  incluyendo el efecto de  la 
fuerza específica de corte como el promedio por periodo de corte tal como  lo 
hicieron Altintas y Budak en (Altintas, 1995). 
 

• Generación de un método algebraico para encontrar la matriz de aproximación 
finita  al  operador  monodrómico  a  partir  de  la  solución  propuesta  para  el 
sistema de ecuaciones diferenciales con retraso y el propio sistema que modela 
el proceso de  fresado,  lo que permite  la utilización del criterio descrito por  la 
teoría de Floquet para localizar las fronteras de estabilidad, en el cual se definen 
las propiedades de estabilidad a partir del  radio espectral de dicha matriz de 
aproximación. 
  

• Demostración  de  la  importancia  de  normalizar  el  tiempo  de  retraso  en  una 
ecuación  diferencial  con  retraso,  en  cuanto  a  simplificación  del  manejo 
algebraico  y  ahorro  en  lo  referente  al  tiempo  de  tratamiento  computacional 
para la obtener su solución.   
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• Participación con el artículo “Milling Stability Lobes by Using the Lambert W Function” 
en el XIII Congreso Internacional Anual de la SOMIM y Congreso Internacional de Metal 
Mecánica 2007, Durango, Durango. México, 19 al 21 de septiembre, 2007. 

 
ABSTRACT 
This paper  illustrates  the  application of  the  Lambert W  function by  following  the procedure 
developed by Yi and Ulsoy to determine the stability bounds in a two‐degree of freedom model 
of  milling  cutting  operations.  However,  we  use  a  different  aproach  to  overcome  the 
mathematical difficulties related to matrix commutative properties that simplifies the numerical 
determination of the stabilty lobes. 
 

• Participación con el artículo “Milling Stability Lobes Computation Through the Lambert 
W  Function”  en  la  Thirty‐Sixth North American Manufacturing  Research Conference, 
ITESM, Monterrey, Nuevo León. México, 20 al 23 de Mayo 2008.  

 
ABSTRACT 
This  paperillustrates  the  application  of  the  Lambert  W  function  to  determine  the  stability 
bounds  in  one  and  two  degrees  of  freedom milling  cutting  operation models.  Because  the 
stability  lobes  obtained  by  the  Lambert W  function  are highly  dependent  on  the  numerical 
computation  algorithm,  a different  appoach  is used  tan developed by Asl  and Ulsoy. Results 
obtained by the Lambert W Function are compared with experimental data and other numerical 
approaches in which the resulting stability lobes have a good agreement with experimental data 
and hop bifurcation behavior but fail in predicting the period doubling bifurcation. 
 

• Envío del articulo “Helical Milling for Hole Making  in Nickel‐Based Alloy With Ball‐End 
Mill”  para  participar  en  la  Thirty‐Seventh  Annual  North  American  Manufacturing 
Research Conference, a llevarse a cabo en Clemson University, South Carolina. USA, 19 
al 22 de Mayo de 2009. 
 
ABSTRACT 
The performance demands for parts in aircraft engines require the utilization of materials that 
maintain their mechanical properties even when operating at high temperatures. Therefore, in 
these  applications,  there  is  a  need  to machine  difficult‐to‐cut materials  such  as  nickel  and 
titanium  alloys.  In  most  cases,  holes  making  operations  for  aerospace  parts  are  highly 
demanding, with significant  impact on unit cost, quality and productivity. This study evaluates 
the  feasibility  of  replacing  conventional  drilling  operations  in  Inconel  718 with  hole making 
operations based on helical milling and applying ball‐nose end mills. Based on hole dimensional 
tolerance and surface roughness, the proposed helical milling approach was successful. 



NOMENCLATURA 

αe [mm] Profundidad radial de corte 

αlim [mm] Profundidad axial de corte límite 

αp [mm] Profundidad axial de corte 

αxx, αxy, αyx, αyy Coeficientes direccionales dinámicos de fuerza 

ck Coeficiente espectral de aproximación por serie de Fourier 

cx, cy [kg/s] Amortiguamiento en la dirección X e Y respectivamente 
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Contador del filo actuante 

k Contador de vibraciones de onda 

kx, ky [N/m] Rigidez en la dirección X e Y respectivamente 

m Función piso 

mx,my [kg] Masa modal en la dirección X e Y respectivamente 

n [rpm] Velocidad del husillo 

p Polinomio arbitrario 

r Número de armónicos de la serie de Fourier 

st [mm] Espesor de viruta estático 

t [s] Tiempo 

t* [s] Variable normalizada 

ti [s] Intervalo de tiempo 

uj Dirección tangencial del filo j 

vc [m/min] Velocidad de corte 

vf [mm/min] Velocidad de avance 

vj Dirección radial del filo j 

wa , wb Coeficientes de peso en semidiscretización 

x, y Coordenadas o desplazamientos en las direcciones X e Y 

respectivamente 

zc [diente] Número eficaz de filos 
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zn [diente] Número de filos en la herramienta 

D Operador de derivación 

D 3 [mm] Diámetro mayor de la herramienta 

Dc [mm] Diámetro concreto de la herramienta 

Dc2 [mm] Diámetro mayor de la herramienta 

De [mm] Diámetro de corte eficaz de la herramienta 

Frj [N] Fuerza de reacción en la dirección radial para el filo j 

Ftj [N] Fuerza de reacción en la dirección tangencial para el filo j 

Fxj, Fyj [N] Fuerzas de reacción en las direcciones X e Y 

respectivamente 

Kn [N/mm 2 ] Fuerza especifica en la dirección radial 

Kr Porcentaje de la fuerza de especifica de corte tangencial en 

la dirección radial 

K s x x , K s x y , K s y x , K s y y [N/mm 2 ] Funciones de fuerza especifica 

Kt [N/mm 2 ] Fuerza de especifica de corte tangencial 

Q [mm 3/min] Tasa de remoción 

T [s] Periodo de paso por filo 

W Función W de Lambert 

W0 Rama fundamental de la función W de Lambert 

Wk k-ésima rama de la función W de Lambert 

X, Y Direcciones cartesianas 

u Vector bajo el cambio a espacio de estados 

rj Vector de posición del filo j 

Vj Grupo de valores de la función evaluada en los puntos de 

colocación j 

Wj Grupo de valores de la función evaluada en los puntos de 

colocación 

A c Matriz de coeficientes direccionales dinámicos de fuerza 

A r Coeficiente del armónico r de la serie de Fourier 

A, B Matrices de coeficientes 

Â, B Matrices evaluadas en los puntos de colocación 

Ci Matriz de coeficientes que define el mapeo, y constituye la 

matriz de transición 

D Matiz de diferenciación 

D Matriz de diferenciación trasladada 

viii 



Di Matriz de coeficientes que define el mapeo, y constituye la 

matriz de transición 

F [N] Vector de fuerzas en direcciones cartesianas 

G Función de transferencia 

I Matriz identidad 

Pi Reducción de los términos que contienen Ai, Bi 

Q Matriz que garantiza la igualdad entre términos no 

conmutativos 

Ri Reducción de los términos que contienen Ai Bi 

S Raíz de la ecuación característica 

U Operador monodrómico 

axx, axy, ayx, a y y Promedio de los coeficientes direccionales dinámicos de 

fuerza 

e Desfasamiento entre huella de vibración 

Zx, Zy Relaciones de amortiguamiento en las direcciones X e Y 

respectivamente 

φk Secuencia de funciones 

ωc [Hz] Frecuencia de Chatter 

ωnx, ωny Frecuencias naturales en las direcciones X e Y 

respectivamente 

φex [°] Posición angular de salida 

φj [°] Posición angular del filo j 

φp [°] Ángulo de paso de la herramienta 

φst [°] Posición angular de entrada 

t Magnitud del intervalo de tiempo discretizado 

x, y Incremento en los desplazamientos dinámicos del filo en las 

direcciones X e Y respectivamente 

K Tangente del ángulo de fase del valor característico 

λ Valor característico 

λI Parte imaginaria del valor característico 

λR Parte real del valor característico 

T [s] Retraso en el tiempo 

Ψ [°] Ángulo de desfasamiento del valor característico 

ω [Hz] Frecuencia de paso por filo 

Ω [rpm] Velocidad del husillo 
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φ Función de preforma 

Vector de incremento en los desplazamientos dinámicos x 

y y 

Vector de valores característicos 

φ Matriz de transición 

Ψ Matriz solución fundamental del sistema adjunto 

0 Matriz nula 
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CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN 

1.1 Descripción del problema 
Las o p e r a c i o n e s d e m e c a n i z a d o ta les c o m o t o r n e a d o , f r e s a d o , t a l a d r a d o , e tc . , en el 

s e n t i d o es t r ic to s o n c o n o c i d a s c o m o o p e r a c i o n e s d e r e m o c i ó n de mater ia l p o r c o r t e de 

v i r u t a , s i e n d o p r o c e s o s d e vital r e p e r c u s i ó n en la e l a b o r a c i ó n d e p r o d u c t o s m e t á l i c o s y 

a c t u a l m e n t e c o n u n a i m p o r t a n c i a espec ia l en la indust r ia a u t o m o t r i z , a e r o n á u t i c a y d e 

f a b r i c a c i ó n d e m o l d e s . En ta les r a m o s d e la ac t iv idad e c o n ó m i c a y p r o d u c t i v a , la c lave 

p a r a m o s t r a r s e al m e r c a d o c o m o u n a o p c i ó n c o m p e t i t i v a rad ica en el h e c h o d e 

m a g n i f i c a r la e f i c ienc ia d e s u s p r o c e s o s , lo cua l es pos ib le c o n s e g u i r m e j o r a n d o la tasa 

c o n q u e el mater ia l es d e s p r e n d i d o d e la p ieza d e t raba jo . En t é r m i n o s del p r o c e s o , tal 

o b j e t i v o s e p u e d e a l c a n z a r i n c r e m e n t a n d o la f r e c u e n c i a c o n q u e la h e r r a m i e n t a de 

c o r t e i n c i d e s o b r e el mate r ia l , a u m e n t a n d o la p r o f u n d i d a d d e d i c h a i n c i d e n c i a , o b ien , 

u n a c o m b i n a c i ó n d e a m b a s e s t r a t e g i a s . 

E s t a s e s t r a t e g i a s t i e n e n r e p e r c u s i o n e s d e re levanc ia en c u a n t o a es tab i l idad del 

p r o c e s o s e re f ie re , es dec i r , p u e d e n or ig inar v i b r a c i o n e s r e g e n e r a t i v a s d e s t r u c t i v a s 

c o m ú n m e n t e c o n o c i d a s c o m o cha t te r , m i s m a s q u e a f e c t a n d i r e c t a m e n t e la ca l idad de 

la s u p e r f i c i e m e c a n i z a d a , la v ida útil d e la h e r r a m i e n t a d e cor te y la f r e c u e n c i a en el 

m a n t e n i m i e n t o r e q u e r i d o p o r la m á q u i n a h e r r a m i e n t a . D i c h a s v i b r a c i o n e s 

r e g e n e r a t i v a s s e p r e s e n t a n en un p r o c e s o de r e m o c i ó n d e mater ia l ba jo c ier tas 

c o n d i c i o n e s d e c o r t e , b á s i c a m e n t e en d o s c a s o s g e n e r a l e s : el p r i m e r o de e l los a p a r e c e 

c u a n d o la r ig idez d e la h e r r a m i e n t a es ba ja y la ines tab i l idad s e p r e s e n t a d e b i d o a la 

v u l n e r a b i l i d a d al m o v i m i e n t o q u e p o s e e , en esta s i tuac ión la v i b r a c i ó n es c o n t r o l a d a 

c o n la m a n i p u l a c i ó n a d e c u a d a d e los p a r á m e t r o s d e c o r t e . El s e g u n d o c a s o o c u r r e 

c u a n d o la g e o m e t r í a d e la p ieza d e t raba jo inc luye e s p e s o r e s d e l g a d o s , d o n d e la m a s a 

d e la p i e z a d e t r a b a j o c a m b i a s i g n i f i c a t i v a m e n t e c o n f o r m e el p r o c e s o t r a n s c u r r e , 

d e b i d o a e s t o s e i n c r e m e n t a la c o m p l e j i d a d para e s t r u c t u r a r f o r m a s d e c o n t r o l , d a d o 

q u e los p a r á m e t r o s m o d a l e s es tán v a r i a n d o a lo la rgo del p r o c e s o ( S e g u y , 2 0 0 8 ) . 
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1.2 Objetivos 
El p r e s e n t e t r a b a j o e s t á e n f o c a d o a lograr : 

• A p l i c a r t r e s d e los p r inc ipa les m é t o d o s c o n o c i d o s para loca l izar f r o n t e r a s d e 

e s t a b i l i d a d en o p e r a c i o n e s d e m e c a n i z a d o , en par t icu lar f r e s a d o . Es tos m é t o d o s 

s o n : m é t o d o d e la f u n c i ó n d e t r a n s f e r e n c i a , m é t o d o de s e m i d i s c r e t i z a c i ó n , y 

m é t o d o d e c o l o c a c i ó n de p o l i n o m i o s d e C h e b y s h e v , los c u a l e s s e r á n ut i l i zados 

en la s o l u c i ó n d e los m o d e l o s resu l tan tes d e las o p e r a c i o n e s d e m e c a n i z a d o en 

u n o y d o s g r a d o s d e l iber tad . 

• D e s a r r o l l a r y ap l icar el m é t o d o q u e invo lucra el e m p l e o d e la f u n c i ó n W de 

L a m b e r t p a r a loca l i zar f r o n t e r a s d e es tab i l idad en o p e r a c i o n e s d e f r e s a d o , c o n 

la c o n s i d e r a c i ó n d e s i s t e m a s m o d e l a d o s c o n u n o y d o s g r a d o s d e l iber tad . 

• C o m p a r a r los r e s u l t a d o s t é c n i c o s g e n e r a d o s por los m é t o d o s c o n o c i d o s c o n los 

r e s u l t a d o s o b t e n i d o s e m p l e a n d o la f u n c i ó n W d e L a m b e r t . 

• L levar a c a b o u n a m e t o d o l o g í a de c o m p r o b a c i ó n e x p e r i m e n t a l para va l idar los 

r e s u l t a d o s t é c n i c o s . 

1.3 Motivación y justificación 
C o n las r e c i e n t e s i n n o v a c i o n e s q u e p o s e e n los c e n t r o s d e m e c a n i z a d o en c u a n t o a 

v e l o c i d a d d e husi l lo ( Ω ) y v e l o c i d a d d e d e s p l a z a m i e n t o del c a b e z a l ( V f ) , la l imi tante 

p a r a g e n e r a r a l tas t a s a s d e r e m o c i ó n d e v i ru ta de ja d e ser a c a u s a d e las r e s t r i c c i o n e s 

en la m á q u i n a - h e r r a m i e n t a , s i e n d o a h o r a ob je t ivos d e m e j o r a y o p t i m i z a c i ó n , por una 

p a r t e , la t e c n o l o g í a i n v o l u c r a d a en el desar ro l lo d e las h e r r a m i e n t a s d e c o r t e así c o m o 

los m a t e r i a l e s y r e c u b r i m i e n t o s q u e las c o n s t i t u y e n , y en o t ro s e n t i d o el p r o c e s o d e 

r e m o c i ó n p e r s é . 

La e x t e n s i v a u t i l i zac ión d e p r o c e s o s d e m e c a n i z a d o en la f a b r i c a c i ó n d e b i e n e s de 

c o n s u m o y b i e n e s d e cap i ta l , m o t i v a a o b t e n e r el m á x i m o p r o v e c h o de la 

i n f r a e s t r u c t u r a d e la cua l s e d i s p o n e , p o r tal razón el e s t u d i o d e a l te rnat ivas q u e 

d e s c r i b a n c o m o in f luyen los p a r á m e t r o s del p r o c e s o d e m e c a n i z a d o , b r inda la 
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o p o r t u n i d a d d e i n c r e m e n t a r la p r o d u c t i v i d a d y la e f ic ienc ia sin d e s c u i d a r en n i n g ú n 

m o m e n t o la c a l i d a d r e q u e r i d a en los resu l tados f ina les . 

Las g r á f i c a s d e es tab i l idad ( t a m b i é n l l a m a d a s lóbu los d e es tab i l idad) p e r m i t e n c o n o c e r 

c o m o la v a r i a c i ó n d e los p a r á m e t r o s d e c o r t e in f luyen en el m e c a n i z a d o , lo cua l a y u d a a 

r e d u c i r los p r o b l e m a s i n h e r e n t e s d e v i b r a c i ó n i n d e s e a d a , m i s m a q u e p r o v o c a r í a un 

d e t e r i o r o en la m a n u f a c t u r a f inal del p r o d u c t o . 

1.4 El proceso de fresado 

El f r e s a d o m o d e r n o es un m é t o d o po l iva lente d e m e c a n i z a d o . En los ú l t imos a ñ o s , d e la 

m a n o de l d e s a r r o l l o d e las m á q u i n a s - h e r r a m i e n t a , el f r e s a d o ha e v o l u c i o n a d o hasta 

c o n v e r t i r s e en un m é t o d o c o n el q u e es pos ib le m e c a n i z a r u n a a m p l i a g a m a d e per f i les . 

C o n las m á q u i n a s mul t i -e je a c t u a l e s , la e l e c c i ó n del m é t o d o ha d e j a d o d e ser d i rec ta : 

a d e m á s d e a p l i c a c i o n e s c o n v e n c i o n a l e s , el f r e s a d o s e uti l iza c a d a v e z m á s para rea l izar 

b a r r e n o s , c a v i d a d e s , s u p e r f i c i e s q u e a n t e s s e t o r n e a b a n , r o s c a s , e tc . El desar ro l lo de las 

h e r r a m i e n t a s h a c o n t r i b u i d o a c r e a r n u e v a s p o s i b i l i d a d e s a d e m á s d e i n c r e m e n t a r la 

p r o d u c t i v i d a d , la f iab i l idad y la ca l idad h o m o g é n e a q u e ha a p o r t a d o la t e c n o l o g í a d e 

p laqu i tas i n t e r c a m b i a b l e s d e meta l d u r o . 

El f r e s a d o c o n s i s t e p r i n c i p a l m e n t e en c o r t e d e meta l c o n u n a h e r r a m i e n t a rotat iva de 

va r ios f i los q u e e j e c u t a m o v i m i e n t o s d e a v a n c e p r o g r a m a d o s s o b r e u n a p ieza en casi 

c u a l q u i e r d i r e c c i ó n . Es e s t a a c c i ó n d e c o r t e la q u e h a c e q u e el f r e s a d o s e a un m é t o d o 

de m e c a n i z a d o t a n versát i l y e f ic iente . C a d a u n o d e los f i los e l imina una c ier ta c a n t i d a d 

de m e t a l , c o n u n a a c t u a c i ó n d e c o r t e l imi tada y, p o r e l lo , la f o r m a c i ó n y sa l ida d e la 

v i ru ta h a n p a s a d o a s e r un p r o b l e m a s e c u n d a r i o . T o d a v í a la a p l i c a c i ó n m á s f r e c u e n t e 

del f r e s a d o es la g e n e r a c i ó n d e s u p e r f i c i e s p l a n a s , c o m o en la o p e r a c i ó n d e p l a n e a d o , 

p e r o c o n t i n ú a n a p a r e c i e n d o o t ras f o r m a s y s u p e r f i c i e s a m e d i d a q u e c r e c e el n ú m e r o 

d e c e n t r o s d e m e c a n i z a d o d e c i n c o e jes y el n ú m e r o d e m á q u i n a s mul t i t a rea . 
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L o s p r i n c i p a l e s t i p o s d e o p e r a c i o n e s d e f r e s a d o , s e g ú n s e c o n s i d e r e el e f e c t o s o b r e la 

p i e z a o el m o v i m i e n t o d e la h e r r a m i e n t a , s e m u e s t r a n en la F igura 1.1. 

Planeado En escuadra De perfiles De cavidades 

De ranuras Torno-fresado De roscas De corte 

De alta velocidad Axial 

Interpolación 
circular 

En rampa 

Trocoidal 

Interpolación 
helicoidal 

Figura 1.1. Principales tipos de operaciones en fresado. Adaptado de 

(Sandvik, 2004). 

1.4.1 Definiciones básicas sobre fresado 

U n a f r e s a ut i l iza u n a o var ias d e las a c c i o n e s de cor te s i g u i e n t e s : radia l , per i fé r ica y 

ax ia l . C o n las v a r i a c i o n e s d e m é t o d o en f r e s a d o , es i m p o r t a n t e d is t ingu i r en t re las 

d i f e r e n t e s d i r e c c i o n e s d e a v a n c e en re lac ión c o n el e je d e ro tac ión d e la h e r r a m i e n t a . 

P o r e j e m p l o : 
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• El p l a n e a d o es u n a c o m b i n a c i ó n d e la a c c i ó n d e c o r t e rea l i zada por los f i los d e 

c o r t e , p r i n c i p a l m e n t e p o r los d e la per i fer ia , y p o r la c a r a f ronta l d e la 

h e r r a m i e n t a . El e je d e g i ro d e la f r e s a f o r m a un á n g u l o rec to c o n la d i r e c c i ó n del 

a v a n c e d e la p i e z a . 

• El f r e s a d o per i fé r ico uti l iza los f i los d e cor te d e la per i fer ia d e la h e r r a m i e n t a . La 

f r e s a g i ra a l r e d e d o r d e un e je para le lo al a v a n c e t a n g e n c i a l . 

• El f r e s a d o axial ut i l iza s o b r e t o d o los f i los d e la par te f ronta l y t r a s e r a d e la 

h e r r a m i e n t a y a q u e a v a n z a en d i r e c c i ó n ax ia l , r ea l i zando una a c c i ó n parc ia l d e 

t a l a d r a d o . 

Para p r e p a r a r la o p e r a c i ó n d e f r e s a d o , d e b e n e s t a b l e c e r s e un n ú m e r o de p a r á m e t r o s , 

m i s m o s q u e d e f i n e n la d i n á m i c a d e la h e r r a m i e n t a , c o n un d i á m e t r o c o n c r e t o (Dc), c o n 

d i á m e t r o s m a y o r e s (Dc2 o D 3 ) , el d e s p l a z a m i e n t o hac ia la p ieza y c o n un d i á m e t r o de 

c o r t e e f i caz (De), la b a s e para la v e l o c i d a d d e c o r t e . E s t o s p a r á m e t r o s s o n i lus t rados en 

la F i g u r a 1.2. 

Figura 1.2. Nomenclatura para medición de diámetros en 
herramientas de fresado. Adaptado de (Sandvik, 2004). 

La v e l o c i d a d d e c o r t e (vc) en m / m i n , ind ica la v e l o c i d a d per i fé r ica c o n la q u e los f i los d e 

c o r t e m e c a n i z a n la p i e z a . E s t e es un va lo r i m p o r t a n t e or ien ta t ivo de la h e r r a m i e n t a y 

pa r te d e los d a t o s d e c o r t e q u e a s e g u r a n q u e la o p e r a c i ó n se e s t á l l evando a c a b o p o r 

la h e r r a m i e n t a e n c u e s t i ó n , t a n e f i c a z m e n t e c ó m o es pos ib le . 
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La v e l o c i d a d d e husi l lo ( n , Ω ) en r p m , es el n ú m e r o d e r e v o l u c i o n e s q u e real iza por 

m i n u t o el hus i l lo d e la m á q u i n a h e r r a m i e n t a . Es un va lor q u e d e p e n d e d e la m á q u i n a y 

s e c a l c u l a a part i r de l va lor d e v e l o c i d a d d e c o r t e r e c o m e n d a d o para c a d a o p e r a c i ó n . 

El a v a n c e p o r m i n u t o , t a m b i é n l l a m a d o a v a n c e d e m e s a , a v a n c e d e m á q u i n a o 

v e l o c i d a d d e a v a n c e ( V f ) en m m / m i n , es la d is tanc ia recor r ida p o r la h e r r a m i e n t a 

c o n t r a la p i e z a p o r u n i d a d d e t i e m p o . 

El g r o s o r m á x i m o d e v i ru ta ( h e x ) en m m , es el i n d i c a d o r d e l imi tac ión m á s i m p o r t a n t e 

para u n a h e r r a m i e n t a en u n a o p e r a c i ó n real . El f i lo d e u n a f r e s a se d i s e ñ a y se p r u e b a 

p a r a q u e t e n g a un va lo r inicial r e c o m e n d a d o , y t a m b i é n u n o s v a l o r e s m á x i m o y 

m í n i m o . 

Figura 1.3. Parámetros del proceso de fresado. Adaptado de 

(Sandvik, 2004). 

El a v a n c e p o r d i e n t e (fz) en m m / d i e n t e es el va lor d e f r e s a d o q u e p e r m i t e ca lcu la r el 

a v a n c e d e m e s a . P u e s t o q u e la f r e s a es una h e r r a m i e n t a c o n mul t i - f i los , se n e c e s i t a un 

va lo r p a r a a s e g u r a r q u e c a d a fi lo m e c a n i c e en c o n d i c i o n e s sa t is fac tor ias , así, la 

d i s t a n c i a q u e r e c o r r e la h e r r a m i e n t a m i e n t r a s un d ien te en c o n c r e t o está i m p l i c a d o en 

el c o r t e , f i ja los l ími tes p a r a la h e r r a m i e n t a . El va lor d e a v a n c e p o r d ien te se ca lcu la a 

part i r de l e s p e s o r d e v i ru ta m á x i m o r e c o m e n d a d o , F igura 1.3. 

El n ú m e r o d e d i e n t e s d e c o r t e d i s p o n i b l e s en la h e r r a m i e n t a ( z n ) p u e d e var iar 

c o n s i d e r a b l e m e n t e y s e ut i l iza para d e t e r m i n a r el a v a n c e d e m e s a m i e n t r a s q u e el 
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n ú m e r o e f i caz d e d i e n t e s (zc) es el n ú m e r o d e d i e n t e s q u e r e a l m e n t e a c t ú a n . El 

m a t e r i a l , la a n c h u r a d e la p i e z a , la es tab i l idad , la p o t e n c i a y el a c a b a d o super f ic ia l 

in f luyen en el n ú m e r o a d e c u a d o d e d ien tes . 

El a v a n c e p o r r e v o l u c i ó n (fn) en m m / r e v , F igura 1.4, es el va lo r q u e se uti l iza 

e s p e c i a l m e n t e p a r a el c á l c u l o del a v a n c e y t a m b i é n a v e c e s para d e t e r m i n a r la 

c a p a c i d a d d e a c a b a d o d e u n a f r e s a . Es un va lor auxi l iar q u e ind ica c u á n t o s e d e s p l a z a la 

h e r r a m i e n t a d u r a n t e la r o t a c i ó n . " 

La p r o f u n d i d a d axial d e c o r t e ( a p ) en m m , F igura 1.3, es la c a n t i d a d d e meta l q u e la 

h e r r a m i e n t a e l i m i n a d e la par te f ronta l d e la p ieza . Es la d is tanc ia a la q u e s e c o l o c a la 

h e r r a m i e n t a p o r d e b a j o d e la s u p e r f i c i e sin m e c a n i z a r . 

La p r o f u n d i d a d radia l c o r t e (ae) en m m , F igura 1.4, es la par te d e la p ieza i m p l i c a d a en 

el c o r t e s e g ú n el d i á m e t r o d e la f r e s a . Es la par te la s u p e r f i c i e q u e s e e s t á m e c a n i z a n d o 

o, si el d i á m e t r o d e la h e r r a m i e n t a es m e n o r , la par te cub ie r ta p o r la h e r r a m i e n t a . 

El e s p e s o r m e d i o d e v i ru ta ( h m ) es un va lo r m u y útil p a r a d e t e r m i n a r la f u e r z a 

e s p e c í f i c a d e c o r t e y, c o n e l la , c a l c u l a r la p o t e n c i a . S e c a l c u l a en re lac ión al t ipo d e 

o p e r a c i ó n q u e rea l i za la f r e s a , y a s e a c o r t e en c o n c o r d a n c i a u o p o s i c i ó n . 

Figura 1.4. Parámetros del proceso de fresado. Adaptado de 
(Sandvik, 2004). 
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La v e l o c i d a d d e a r r a n q u e (Q) es el v o l u m e n d e meta l q u e se e l im ina p o r un idad de 

t i e m p o en m i l i m e t r o s c ú b i c o s , y q u e s e p u e d e c a l c u l a r m e d i a n t e los v a l o r e s d e la 

p r o f u n d i d a d de l c o r t e , la a n c h u r a y el a v a n c e . 

La f u e r z a d e c o r t e e s p e c í f i c a (Kt) es un va lor para el c á l c u l o d e la p o t e n c i a q u e t i ene en 

c u e n t a el mate r ia l e n c u e s t i ó n y el e s p e s o r d e la v i ru ta . Está r e l a c i o n a d o c o n la 

m a q u i n a b i l i d a d y t a m b i é n c o n la v e l o c i d a d d e a v a n c e y de c o r t e . 

1.4.2 Dirección del fresado 

D u r a n t e la o p e r a c i ó n e n f r e s a d o es pos ib le e n c o n t r a r s e c o n d o s c a s o s g e n e r a l e s de la 

i n t e r a c c i ó n h e r r a m i e n t a - p i e z a d e t r a b a j o , u n o en el c u a l la p ieza a v a n z a a favor d e la 

d i r e c c i ó n d e r o t a c i ó n d e la h e r r a m i e n t a y un s e g u n d o q u e es o p u e s t o al p r i m e r o , es te 

f e n ó m e n o t i e n e r e p e r c u s i ó n e s p e c i a l m e n t e al c o m i e n z o y al f inal de l cor te . 

En el f r e s a d o " u p - m i l l i n g " , t a m b i é n l l a m a d o : " f r e s a d o en o p o s i c i ó n " , la d i r e c c i ó n de 

a v a n c e d e la p i e z a es o p u e s t a a la d e la ro tac ión d e la h e r r a m i e n t a en el á rea d e c o r t e , 

p o r lo c u a l , el e s p e s o r d e v i ru ta c o m i e n z a a part ir d e c e r o e i n c r e m e n t a su va lo r has ta 

un m á x i m o h a c i a el f ina l de l c o r t e , F i g u r a 1.5. En d i c h a c i r c u n s t a n c i a , c u a n d o un fi lo d e 

la h e r r a m i e n t a inc ide en la p ieza d e t raba jo , ex is ten f u e r z a s d e r e a c c i ó n q u e t i e n d e n a 

s e p a r a r la h e r r a m i e n t a de la p i e z a , el f i lo t i ene q u e f o r z a r s e para c o m e n z a r su t a r e a de 

r e m o c i ó n d e mate r ia l y es ta c i r c u n s t a n c i a p r o v o c a un e f e c t o d e f r i cc ión o b r u ñ i d o q u e 

e leva la t e m p e r a t u r a d e la r e g i ó n d o n d e el f e n ó m e n o s e p r e s e n t a , s u r g i e n d o c o m o 

c o n s e c u e n c i a en m u c h o s d e los c a s o s un e n d u r e c i m i e n t o super f i c ia l , m i s m o q u e 

p r o v o c a r á m a y o r d i f icu l tad para ser r e m o v i d o por los f i los s u c e s i v o s d e la h e r r a m i e n t a . 

Por o t ra p a r t e , d u r a n t e el f r e s a d o " d o w n - m i l l i n g " , t a m b i é n l l a m a d o : "en 

c o n c o r d a n c i a " , la d i r e c c i ó n d e a v a n c e d e la p ieza es la m i s m a q u e la d e ro tac ión d e la 

h e r r a m i e n t a e n el á r e a d e c o r t e , e s t o t i ene c o m o c o n s e c u e n c i a q u e el e s p e s o r d e v i ruta 

d i s m i n u y e d e s d e un va lo r m á x i m o en el c o m i e n z o d e cor te has ta a l c a n z a r c e r o c u a n d o 

f inal iza el m i s m o , F i g u r a 1.5. Bajo e s t e e s q u e m a el f i lo d e la h e r r a m i e n t a c o m i e n z a 
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c o r t a n d o un e s p e s o r d e v i ru ta s ign i f ica t ivo , lo cua l ev i ta el e f e c t o d e b r u ñ i d o y g e n e r a 

t e m p e r a t u r a s de l p r o c e s o n o t a b l e m e n t e in fer iores q u e m i n i m i z a n el p r o b l e m a d e 

e n d u r e c i m i e n t o s u p e r f i c i a l , c o m o venta ja del h e c h o q u e se p r e s e n t a al c o m e n z a r la 

i n c i d e n c i a c o n un e s p e s o r d e v i ru ta c o n s i d e r a b l e , s e t i ene q u e las f u e r z a s d e r e a c c i ó n 

p r o d u c t o del c o r t e p r o v o c a n u n a e s p e c i e d e a t racc ión d e la p ieza d e t raba jo hac ia la 

h e r r a m i e n t a , e f e c t o b e n é f i c o p a r a la i n c i d e n c i a del f i lo s u c e s i v o . 

Figura 1.5. Fresado en concordancia y fresado en oposición. 
Adaptado de (Sandvik, 2004). 

1.5 Introducción al estado del arte 

Las v i b r a c i o n e s e x i s t e n t e s e n t r e la h e r r a m i e n t a y la p ieza d e t raba jo han s ido c o n o c i d a s 

d e s d e la d é c a d a d e 1 9 6 0 . L o s p r i m e r o s i n v e s t i g a d o r e s q u e a c e r t a r o n al in tentar 

exp l i ca r ta l f e n ó m e n o v ib ra to r io f u e r o n T o b í a s y F ishwick en ( T o b í a s , 1958 ) a d e m á s de 

T l u s t y y P o l a c e k en (T lusty , 1 9 6 3 ) , en b a s e a las o b s e r v a c i o n e s rea l i zadas a una 

o p e r a c i ó n d e t o r n e a d o , d e s c u b r i e n d o d e e l las q u e las f u e n t e s d e m a y o r in f luenc ia en la 

a u t o e x c i t a c i ó n d e un par p ieza d e t r a b a j o - h e r r a m i e n t a , s o n : la e s t r u c t u r a d i n á m i c a d e 

la m á q u i n a h e r r a m i e n t a y la r e t r o a l i m e n t a c i ó n en t re c o r t e s s u b s e c u e n t e s . T o b í a s y 

F i s h w i c k ( T o b í a s , 1 9 5 8 ) c o m b i n a r o n la d i n á m i c a del p r o c e s o d e c o r t e y la e s t r u c t u r a d e 

la m á q u i n a h e r r a m i e n t a e i n c l u y e r o n el e f e c t o d e la r ig idez y a m o r t i g u a m i e n t o en el 

m o d e l o d e e s t a b i l i d a d . D e f o r m a para le la el t r aba jo d e T l u s t y y P o l a c e k , (T lusty , 1 9 6 3 ) 

p r e s e n t ó u n a ley p rác t i ca d e es tab i l idad para s i s t e m a s d e c o r t e o r t o g o n a l , en la c u a l , la 
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p r o f u n d i d a d d e c o r t e l ibre d e c h a t t e r p u e d e s e r ident i f i cada c o m o f u n c i ó n d e la 

d i n á m i c a e s t r u c t u r a l de l pa r m á q u i n a h e r r a m i e n t a - p i e z a d e t raba jo y a d e m á s d e la 

r ig idez d e c o r t e en la d i r e c c i ó n a v a n c e . Es te c o n o c i m i e n t o f u e la b a s e para la 

e s t r u c t u r a c i ó n d e la t e o r í a d e lóbu los d e es tab i l idad , d e s a r r o l l a d a p o r Merr i t t en 

(Merr i t t , 1 9 6 5 ) , la c u a l m e d i a n t e d i a g r a m a s c a r t e s i a n o s de f ine la f r o n t e r a l ímite ent re 

un c o r t e e s t a b l e y u n o i n e s t a b l e , a s i g n a n d o a c a d a va lo r d e v e l o c i d a d d e husi l lo una 

p r o f u n d i d a d d e c o r t e cr í t ica q u e p r o v o c a r í a un p r o c e s o d e m e c a n i z a d o ines tab le . 

E s p e c í f i c a m e n t e p a r a el p r o c e s o d e f r e s a d o las f u e r z a s d e c o r t e s o n d i f íc i lmente 

de f in ib les en f o r m a anal í t ica s i m p l e , p u e s t o q u e d e p e n d e f u n d a m e n t a l m e n t e del 

e s p e s o r d e v i ru ta , m i s m o q u e es var iab le d u r a n t e t o d o el p r o c e s o d e r e m o c i ó n . Es así 

c o m o s u r g e n los c o e f i c i e n t e s d i r e c c i o n a l e s ( c o s e n o s d i r e c t o r e s d e la f u e r z a d e c o r t e y la 

f u n c i ó n d e t r a n s f e r e n c i a o r i e n t a d a en la d i r e c c i ó n del e s p e s o r d e v i ru ta ) . En los 

t r a b a j o s p i o n e r o s s o b r e el t e m a T l u s t y y P o l a c e k en (T lusty , 1 9 6 3 ) , a p l i c a r o n su 

f o r m u l a c i ó n p a r a la es tab i l idad en c o r t e o r t o g o n a l c o n s i d e r a n d o u n a d i recc ión 

p r o m e d i o , al igua l q u e un n ú m e r o d e f i los p r o m e d i o . Opt i z et a l . (Opt i z , 1 9 6 8 ; Opt i z , 

1 9 7 0 ) a p r o x i m a r o n los c o e f i c i e n t e s p e r i ó d i c o s c o n sus v a l o r e s p r o m e d i o . 

P o s t e r i o r m e n t e T l u s t y et a l . (T lus ty , 1 9 8 1 ; T l u s t y , 1 9 8 6 ) , m o s t r a r o n q u e las c o n d i c i o n e s 

d e e s t a b i l i d a d e n f r e s a d o p u e d e n ser e s t i m a d a s c o n s i m u l a c i o n e s e n el d o m i n i o del 

t i e m p o c o n s i d e r a n d o n o l inea l idades y m e c a n i s m o s d e a m o r t i g u a m i e n t o q u e s o n 

p r o p i a m e n t e f u n c i ó n d e la v e l o c i d a d . 

El p r i m e r aná l is is t e ó r i c o e x t e n s o s o b r e la es tab i l idad en f r e s a d o f u e d e s a r r o l l a d o por 

S r i d h a r et a l . (S r idhar , 1 9 6 8 ) . En el cua l s e f o r m u l ó un m o d e l o d i n á m i c o d e f u e r z a s para 

u n a h e r r a m i e n t a c o n f i los r e c t o s , d e b i d o a q u e ex is ten t é r m i n o s p e r i ó d i c o s y c o n 

r e t r a s o ut i l i zaron un a l g o r i t m o d e es tab i l idad b a s a d o en la e v a l u a c i ó n n u m é r i c a d e la 

m a t r i z d e t r a n s i c i ó n de l s i s t e m a . 

P u e s t o q u e el p r o b l e m a d e ines tab i l idad en f r e s a d o s e m o d e l a m e d i a n t e una e c u a c i ó n 

d i f e r e n c i a l c o n r e t r a s o en el t i e m p o , la l i teratura ind ica q u e ex is ten a l g u n o s m é t o d o s 

p a r a ana l i za r e s t o s c a s o s e s p e c i a l e s d e d i c h a s e c u a c i o n e s , ta les c o m o la e c u a c i ó n d e 
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Hil l , p r o c e d i m i e n t o del d e t e r m i n a n t e inf ini to q u e uti l iza el t e o r e m a d e F l o q u e t y la 

e x p a n s i ó n en se r ies d e F o u r i e r d e los c o e f i c i e n t e s p e r i ó d i c o s s e g ú n M a g n u s y W i n k l e r 

en ( M a g n u s , 1 9 6 6 ) . M in is y Y a n u s h e v s k y (Min is , 1 9 9 0 ; Min is , 1 9 9 3 ) ut i l izaron es te 

p r o c e d i m i e n t o p a r a r e s o l v e r s a t i s f a c t o r i a m e n t e la e c u a c i ó n d e es tab i l idad en f r e s a d o 

c o n un m o d e l o d e c o r t e q u e c o n s i d e r a d o s g r a d o s d e l iber tad y e m p l e a n d o el cr i ter io 

d e N y q u i s t p a r a d e t e r m i n a r las f r o n t e r a s de e s t a b i l i d a d , es te t raba jo r e p r e s e n t o un 

a v a n c e s ign i f i ca t ivo al p r o c e d i m i e n t o p r o p u e s t o por S r i d h a r en (Sr idhar , 1 9 6 8 ) . Lee et 

a l . E n ( L e e , 1 9 9 1 a ; L e e , 1 9 9 1 b ) t a m b i é n ut i l izaron el cr i ter io d e Nyqu is t pero 

e m p l e a n d o m é t o d o s n u m é r i c o s . 

P o s t e r i o r m e n t e a m e d i a d o s d e los a ñ o s 1 9 9 0 y c o n s i d e r a n d o la e x p a n s i ó n d e los 

c o e f i c i e n t e s d e c o r t e c o n el u s o d e las ser ies d e Four ie r , f u e f o r m u l a d o p o r los 

i n v e s t i g a d o r e s B u d a k y A l t in tas (Al t intas, 1995 ) un m o d e l o anal í t ico para e x p r e s a r 

f u e r z a s d e c o r t e en f r e s a d o , d i c h o m o d e l o es b a s a d o en el p r o m e d i o de la ser ie d e 

F o u r i e r d e los c o e f i c i e n t e s d i r e c c i o n a l e s , tal a p r o x i m a c i ó n es m u y útil y a q u e c o n d u c e a 

u n a f o r m a d e f i n i d a p a r a e s t a b l e c e r los d i a g r a m a s d e es tab i l idad d e u n a m a n e r a v iab le 

c o n el e m p l e o d e la f u n c i ó n d e t r a n s f e r e n c i a del s i s t e m a d i n á m i c o , c u y o resu l tado 

loca l i za la b i f u r c a c i ó n H o p f en la t e n d e n c i a q u e p r e s e n t a n las ra íces de la e c u a c i ó n 

c a r a c t e r í s t i c a del s i s t e m a , es ta razón lo ident i f ica c o m o un m é t o d o a d e c u a d o para los 

p r o b l e m a s en los q u e la en la h e r r a m i e n t a es el e l e m e n t o v i b r a n t e , d a d o q u e las 

c a r a c t e r í s t i c a s d i n á m i c a s del s i s t e m a no c a m b i a n s i g n i f i c a t i v a m e n t e m i e n t r a s el 

p r o c e s o t r a n s c u r r e . 

En a ñ o s r e c i e n t e s o t r o s m é t o d o s han s ido p u b l i c a d o s en re fe renc ia al t e m a : Bayly 

(Bay ly , 2 0 0 2 ) , e m p l e ó el Aná l is is d e E l e m e n t o s F in i tos en el t i e m p o , el cua l p r e s e n t a 

m a y o r e f e c t i v i d a d en la p r e d i c c i ó n de las f r o n t e r a s para los c a s o s d e i n m e r s i ó n radial 

b a j a . I n s p e r g e r et a l . ( I n s p e r g e r , 2 0 0 3 ; I n s p e r g e r , 2 0 0 4 ) y M a n n et a l . ( M a n n , 2 0 0 3 ) 

a b o r d a r o n la p r o b l e m á t i c a d e s d e la p e r s p e c t i v a del m é t o d o d e s e m i d i s c r e t i z a c i ó n , 

B u t c h e r y N i n d u j a r l a ( B u t c h e r , 2 0 0 5 ) ut i l izaron t a m b i é n una d i s c r e t i z a c i ó n , p e r o es ta es 

i r regu la r s i g u i e n d o los l i n e a m e n t o s d e los p o l i n o m i o s d e C h e b y s h e v 
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E s t o s m é t o d o s r e c i e n t e s t i e n e n la ca rac te r ís t i ca d e p o d e r c a p t u r a r la inestab i l idad d e 

d o b l e p e r i o d o , t a m b i é n l l a m a d a lóbu los Fl ip , s o l u c i ó n q u e no es a l c a n z a d a por el 

m é t o d o d e m o n o - f r e c u e n c i a d e Al t in tas y B u d a k (Al t in tas , 1 9 9 5 ) c i t a d o a n t e r i o r m e n t e . 

S in e m b a r g o , p o s t e r i o r m e n t e es te m é t o d o f u e e x t e n d i d o m e d i a n t e el m a n e j o d e m á s 

c o e f i c i e n t e s en la e x p a n s i ó n d e Four ie r , es ta m e d i d a p e r m i t e loca l izar c o n el m é t o d o 

d e la r e s p u e s t a a la f r e c u e n c i a , las ines tab i l idades d e d o b l e p e r i o d o o r i g i n a d a s por 

i n m e r s i o n e s rad ia les ba jas , o en aque l los c a s o s en q u e el f r e s a d o es a l t a m e n t e 

i n t e r m i t e n t e s e g ú n M e r d o l y Al t in tas ( M e r d o l , 2 0 0 4 ) . 

P o r o t r o l a d o , en el á rea d e las e c u a c i o n e s d i fe renc ia les c o n r e t r a s o , r e c i e n t e m e n t e 

s u r g i ó u n a a p r o x i m a c i ó n n u m é r i c a para e n c o n t r a r s o l u c i o n e s m e d i a n t e el u s o d e la 

f u n c i ó n W d e L a m b e r t c u y a de f in ic ión f u e d o c u m e n t a d a p o r C o r l e s s et a l . (Cor les , 

1 9 9 6 ) , el m é t o d o p a r a reso lver e c u a c i o n e s d i fe renc ia les c o n re t raso fue d o c u m e n t a d o 

p o r AsI y U l s o y (As I , 2 0 0 3 ) y c o n t i n u a d o p o r Yi y U lsoy (Yi , 2 0 0 6 ) , el c u a l s impl i f ica 

n o t a b l e m e n t e el t r aba jo d e e n c o n t r a r la es tab i l idad u n a v e z q u e el p r o b l e m a se ha 

c o n v e r t i d o a e s p a c i o d e e s t a d o c o m o lo ind ican El ias et a l . en (E l ias , 2 0 0 5 ) . 

Ba jo e s t o s a n t e c e d e n t e s es c o m o el p r e s e n t e t raba jo m u e s t r a la i m p l e m e n t a c i ó n del 

m é t o d o q u e uti l iza la f u n c i ó n W d e L a m b e r t para loca l izar las f r o n t e r a s d e es tab i l idad 

p a r a el p r o c e s o d e f r e s a d o en s i s t e m a s m o d e l a d o s c o n u n o y d o s g r a d o s d e l iber tad , 

a q u í se r e c u r r e al cr i ter io d e A l t in tas y B u d a k (Al t intas, 1995 ) para a p r o x i m a r la f u e r z a 

e s p e c i f i c a d e c o r t e c o n el p r i m e r a r m ó n i c o de la ser ie d e Four ie r . Los r e s u l t a d o s 

o b t e n i d o s s o n v a l i d a d o s e x p e r i m e n t a l m e n t e para c o m p r o b a r el g r a d o d e p r e c i s i ó n . 

U n a f o r m a d e u b i c a r la i m p o r t a n c i a del p r e s e n t e t r a b a j o d e n t r o del ac tua l e s t a d o del 

a r te s e p u e d e a p r e c i a r c o n la i n f o r m a c i ó n c o m p a r a t i v a m á s re levan te m o s t r a d a en la 

T a b l a 1.1. 
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Tabla 1.1. Ubicación del presente trabajo en el estado del arte. 

A u t o r A ñ o M é t o d o C h a t t e r H o p f C h a t t e r Flip 

A l t i n t a s - B u d a k 1 9 9 5 F u n c i ó n d e t r a n s f e r e n c i a + ( M o n o f r e c u e n c i a ) X 

Bayly et a l . 2 0 0 2 
F E A † X X 

I n s p e r g e r et al 2 0 0 3 

S e m i d i s c r e t i z a c i ó n † ( I m p l e m e n t a n d o teor ía d e 

F loquet ) 
X X 

Merdo l -A l t in tas 2 0 0 4 F u n c i ó n d e t r a n s f e r e n c i a † (Mult i f r e c u e n c i a s ) X X 

B u t c h e r et al . 2 0 0 5 

C o l o c a c i ó n de p o l i n o m i o s d e C h e b y s h e v † 

( I m p l e m e n t a n d o teor ía de F loquet ) 
X X 

A s l - U l s o y 

Y i - U l s o y 

2 0 0 3 

2 0 0 6 
F u n c i ó n W d e L a m b e r t * § X 

Elias et a l . 2 0 0 5 F u n c i ó n W d e L a m b e r t § X 

O l v e r a - Z ú ñ i g a 2 0 0 8 

F u n c i ó n W d e L a m b e r t t 

( I m p l e m e n t a n d o teor ía d e F loquet ) 
X 

*En el contexto de las ecuaciones diferenciales con retraso. 

§ Para casos de torneado 

+ Para casos de fresado 

3 0 



C A P Í T U L O 2 . I N E S T A B I L I D A D E N E L P R O C E S O D E F R E S A D O 

2.1 Origen y consecuencias. 
El f r e s a d o es un p r o c e s o d e r e m o c i ó n d e mater ia l en el cua l la h e r r a m i e n t a de c o r t e 

i n t e r m i t e n t e m e n t e en t ra y sa le d e la p ieza d e t raba jo , la f r e c u e n c i a o v e l o c i d a d a la q u e 

d i c h a i n t e r m i t e n c i a s e l leva a c a b o , así c o m o la p r o f u n d i d a d de c a d a p e n e t r a c i ó n , 

d e f i n e n la t a s a d e d e s p r e n d i m i e n t o d e mater ia l Q, la cua l t i ene u n a i m p o r t a n t e 

r e p e r c u s i ó n en la p r o d u c t i v i d a d del p r o c e s o . En teor ía los f a b r i c a n t e s d e c e n t r o s de 

m e c a n i z a d o o f r e c e n m a y o r e s t a s a s d e r e m o c i ó n d e mater ia l c o n f o r m e sus n u e v o s 

p r o d u c t o s s a l e n al m e r c a d o , lo q u e c o m ú n m e n t e s u c e d e es q u e las p r o m e s a s d e 

e f i c i e n c i a n o p u e d e n ser a l c a n z a d a s en la p rác t i ca , es to d e b i d o a la inestab i l idad 

i n h e r e n t e a la d i n á m i c a e s t r u c t u r a l de l p r o c e s o d e m e c a n i z a d o . 

En los p r o c e s o s d e c o r t e q u e i n v o l u c r a n ro tac ión d e la h e r r a m i e n t a , o b i e n , ro tac ión d e 

la p i e z a d e t r a b a j o , la ines tab i l idad es p r o v o c a d a p o r la r e g e n e r a c i ó n d e super f i c ie 

o n d u l a d a d u r a n t e c o r t e s s u c e s i v o s (descr i ta a m p l i a m e n t e en la l i teratura al r e s p e c t o ) : 

la s u p e r f i c i e o n d u l a d a q u e de ja el c o r t e prev io , in f luye d i r e c t a m e n t e s o b r e el e s p e s o r 

d e v i ru ta del c o r t e ac tua l h, c o n t r i b u y e n d o así a u n a p o b r e ca l idad del m e c a n i z a d o , 

v o l v i e n d o a resu l ta r en u n a super f i c ie o n d u l a d a q u e t i ene i m p o r t a n t e r e p e r c u s i ó n en el 

c o r t e s i g u i e n t e y así s u c e s i v a m e n t e , lo cua l s e i lustra en la F igura 2 .1 . Esta 

f e n o m e n o l o g í a d e v i b r a c i ó n r e g e n e r a t i v a en p r o c e s o s d e m e c a n i z a d o es c o m ú n m e n t e 

l l a m a d a " c h a t t e r " ( t e r m i n o a d a p t a d o del i d i o m a ing lés) y se m o d e l a m e d i a n t e la teor ía 

d e e c u a c i o n e s d i f e r e n c i a l e s c o n r e t r a s o D D E (por s u s s ig las e n ing lés) , q u e t i e n e n 

e s p e c i a l i m p o r t a n c i a en p r o b l e m a s f ís icos d o n d e u n a a c c i ó n p a s a d a a l tera la r e s p u e s t a 

de l s i s t e m a c u a n d o s e in tenta repet i r la m i s m a a c c i ó n , c o m o en es te c a s o de 

i n m e r s i o n e s repet i t i vas d e c a d a fi lo d e la h e r r a m i e n t a s o b r e el mater ia l q u e c o n s t i t u y e 

la p i e z a d e t r a b a j o . 
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Figura  2.1.  Superficie  ondulada  como  resultado  de  un  corte 
inestable. 

 

Existen varias técnicas para resolver las DDE dentro de  las que destacan las soluciones 

asintóticas,  métodos  numéricos,  o  bien  herramientas  gráficas  (Bellen,  2003).  Es 

conocido que el análisis matemático de  las DDE es  complicado ya que no existe una 

solución cerrada al problema que permita describir con precisión el comportamiento 

cualitativo y cuantitativo del sistema estudiado (Delgadillo, 2005). 

 

 
Figura 2.2. Esquema de fresado con vibración regenerativa, modelo 
de dos grados de libertad. Adaptado de (Altintas, 1995). 

 

Como es posible observar en  la Figura 2.2, cuando existe un desplazamiento  relativo 

variable entre la herramienta y la pieza de trabajo el espesor de viruta   se encuentra 

oscilando  entre  valores mayores  y menores  al  supuestamente  programado  para  ser 

removido,  dicho  comportamiento  del  espesor  de  viruta  genera  fuerzas  de  reacción 

sobre  la herramienta, que  como  consecuencia de  la  variabilidad  vuelven  a  excitar  al 



s i s t e m a . L o s p r inc ipa les e f e c t o s d e r i v a d o s d e es ta s i tuac ión d o n d e s e p r e s e n t a 

v i b r a c i ó n r e g e n e r a t i v a i n d e s e a b l e s o n : el p o b r e a c a b a d o super f ic ia l d e las p i e z a s d e 

t r a b a j o , la i m p r e c i s i ó n d i m e n s i o n a l , el d e s g a s t e p r e m a t u r o d e las h e r r a m i e n t a s de 

c o r t e y el d e t e r i o r o d e los husi l los d e b i d o a d a ñ o s q u e las c a r g a s f l u c t u a n t e s de 

i m p a c t o i n d u c e n a los r o d a m i e n t o s d e los m i s m o s . 

2.2 Relevancia en la manufactura 

La r e l e v a n c i a d e los e s t u d i o s de es tab i l idad en un p r o c e s o d e c o r t e está r e l a c i o n a d o 

c o n la pos ib i l idad d e p r e d e c i r r e g i o n e s d e c o r t e es tab le y reduc i r d e f e c t o s d e super f ic ie 

así c o m o e r r o r e s d e i m p r e c i s i ó n , e s t o para una a m p l i a g a m a de c o m b i n a c i o n e s ent re 

p a r á m e t r o s d e c o r t e , ta les c o m o v e l o c i d a d d e husi l lo H y p r o f u n d i d a d axial d e cor te ap, 

c u a n d o p r e v i a m e n t e se ha de f in ido la v e l o c i d a d d e a v a n c e Vj. Para f ines d e ap l icac ión 

p r á c t i c a el r e s u l t a d o d e un aná l is is d e es tab i l idad a un p r o c e s o d e c o r t e es un grá f ico 

c o m o el q u e s e m u e s t r a en la F i g u r a 2.3 

9 —Frontera de estabilidad 
o Punto estable baja ap 
* Punto estable alta ap 

0 
10 15 20 25 30 

Velocidad de husillo, Q [krpm] 
35 

Figura 2.3. Diagrama de estabilidad para un sistema modelado como 

de dos grados de libertad. Adaptado de (Gradisek, 2005). 

En e s t a F i g u r a 2.3 es pos ib le o b s e r v a r c l a r a m e n t e de f in ida u n a reg ión es tab le p o r 

d e b a j o d e las c u r v a s m o s t r a d a s ( d e n o m i n a d a s lóbu los d e es tab i l idad) y u n a reg ión 
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i n e s t a b l e p o r e n c i m a d e d i c h o s l ími tes . Es e v i d e n t e q u e m e c a n i z a r p o r d e b a j o d e los 

l ími tes resu l ta rá en un p r o c e s o q u e g a r a n t i z a es ta r l ibre d e i m p e r f e c c i o n e s 

d i m e n s i o n a l e s y d e s u p e r f i c i e . S in e m b a r g o , es ta i n f o r m a c i ó n para el o p e r a d o r del 

c e n t r o d e m e c a n i z a d o es d e s c o n o c i d a y él ut i l izará un p r o c e d i m i e n t o prác t ico para 

d e t e r m i n a r los p a r á m e t r o s d e c o r t e a d e c u a d o s , en el p e o r d e los e s c e n a r i o s s e 

d e s c r i b i r í a d i c h o p r o c e d i m i e n t o c o m o s i g u e : d e p e n d i e n d o del mater ia l a m e c a n i z a r , el 

o p e r a d o r c a l c u l a r í a la v e l o c i d a d a n g u l a r de l husi l lo ü y la v e l o c i d a d d e a v a n c e de la 

m e s a Vf ( v e l o c i d a d re lat iva en t re la h e r r a m i e n t a y la p ieza d e t raba jo ) en f u n c i ó n d e la 

g e o m e t r í a d e la h e r r a m i e n t a , la v e l o c i d a d d e cor te vc y el a v a n c e por d ien te fz, da tos 

q u e r e g u l a r m e n t e los p r o v e e d o r e s d e h e r r a m i e n t a s d e c o r t e r e c o m i e n d a n en s u s 

c a t á l o g o s p a r a los m a t e r i a l e s m á s c o m u n e s . 

D a d o q u e e s t a s c o n s i d e r a c i o n e s s o n i n d e p e n d i e n t e s d e la d i n á m i c a es t ruc tura l del 

c o n j u n t o : c e n t r o d e m e c a n i z a d o - p i e z a d e t r a b a j o , podr ía resu l tar para el a v a n c e 

s e l e c c i o n a d o p o r d a r un e j e m p l o u n a v e l o c i d a d de husi l lo í l = 1 5 0 0 0 r p m . Es te va lor 

ind icar ía q u e el p r o c e s o c o n s e r v a su c a r á c t e r d e c o r t e es tab le has ta ap = 0 .8 m m 

( p u n t o m a r c a d o c o n un c í r c u l o en la F igura 2 .3) , s in e m b a r g o , ex is ten c o m b i n a c i o n e s 

q u e b r i n d a r í a n un i n c r e m e n t o s ign i f ica t ivo en la p r o d u c t i v i d a d , por da r un e j e m p l o , un 

v a l o r d e í l = 1 4 4 0 0 r p m p e r m i t e a l c a n z a r n ive les d e p r o f u n d i d a d axial l i g e r a m e n t e 

s u p e r i o r e s a ap = 4 . 5 m m (pun to m a r c a d o c o n u n a c r u z d e la F igura 2 .3) . Es to resa l ta 

la i m p o r t a n c i a d e c o n t a r c o n i n f o r m a c i ó n q u e b r inde v e n t a j a s c o m p e t i t i v a s en c u a n t o a 

p r o d u c c i ó n p a r a o f r e c e r p r o d u c t o s y / o serv ic ios en p e r i o d o s d e t i e m p o m á s c o r t o s sin 

sacr i f i ca r la c a l i d a d d e los m i s m o s . 

2.3 Alternativas de solución 
C e n t r a n d o la a t e n c i ó n en el ob je t ivo d e in terés q u e b u s c a la i m p l e m e n t a c i ó n a nivel 

indust r ia l d e u n a s o l u c i ó n al p r o b l e m a d e ines tab i l idad , han s u r g i d o a l g u n a s 

a l t e rna t i vas q u e in ten tan g e n e r a r las g rá f i cas d e es tab i l idad d e f o r m a ráp ida y 

e f i c i en te , s in o lv idar q u e la s o l u c i ó n d e b e ser lo m á s c e r c a n a pos ib le al 
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c o m p o r t a m i e n t o rea l , e s t o ú l t imo c o m p r o b a d o d e f o r m a e x p e r i m e n t a l p o r los 

i n v e s t i g a d o r e s q u e h a n p u b l i c a d o s u s m e t o d o l o g í a s en los ar t ícu los q u e h a n serv ido de 

base p a r a la m e n c i ó n d e los a c t u a l e s m é t o d o s d e a p r o x i m a c i ó n (Al t intas, 1 9 9 6 ; 

I n s p e r g e r , 2 0 0 3 ; I n s p e r g e r , 2 0 0 4 ; B u t c h e r , 2 0 0 5 ) 

2.3.1 Método de la función de transferencia (Altintas-Budak) 

Este m é t o d o s e p a r e c e a las leyes b á s i c a s d e es tab i l idad d e s a r r o l l a d a s p o r T o b í a s y 

T lus ty p a r a c o r t e o r t o g o n a l , só lo q u e c o n un c a r á c t e r m á s prác t i co . A q u í el m o d e l o 

d i n á m i c o d e f u e r z a s es d e r i v a d o ba jo la c o n s i d e r a c i ó n d e e x p a n d i r en ser ies d e Four ie r 

los c o e f i c i e n t e s d i n á m i c o s d e c o r t e , c o e f i c i e n t e s q u e s o n u n a carac te r í s t i ca prop ia del 

p r o c e s o , y a q u e en su m a y o r í a las h e r r a m i e n t a s p o s e e n var ios f i los q u e e v i d e n t e m e n t e 

p r o v o c a n r e a c c i o n e s va r i ab les en m a g n i t u d y d i r e c c i ó n . B á s i c a m e n t e , el m é t o d o 

c o n s i s t e en hal lar la s o l u c i ó n (gráf ica d e lóbu los d e es tab i l idad ) , a part i r de las ra íces d e 

la e c u a c i ó n c a r a c t e r í s t i c a p r o v e n i e n t e d e u n a e c u a c i ó n d i fe renc ia l c o n re t raso en el 

t i e m p o , la c u a l es la e x p r e s i ó n m a t e m á t i c a ut i l i zada para m o d e l a r el p r o c e s o de 

f r e s a d o . El p r o c e d i m i e n t o c o n s i s t e en s e l e c c i o n a r las f r e c u e n c i a s d e t raba jo a l r e d e d o r 

de los m o d o s d o m i n a n t e s d e v ibrar d e la e s t r u c t u r a , t e n i e n d o espec ia l a t e n c i ó n en q u e 

la p r o f u n d i d a d d e c o r t e axial d e b e s e r s i e m p r e una c a n t i d a d real m a y o r q u e c e r o . 

Bajo e s t e c o n t e x t o las c o m b i n a c i o n e s ent re v e l o c i d a d d e husi l lo y p r o f u n d i d a d axial d e 

cor te l ibres d e c h a t t e r s o n f o r m u l a d a s c o m o d e p e n d i e n t e s d e las f u n c i o n e s de 

t r a n s f e r e n c i a d e la e s t r u c t u r a ( G ) , las c o n s t a n t e s de c o r t e es tá t icas (KtlKr), el n ú m e r o 

de f i los en la h e r r a m i e n t a ( z n ) , y la i n m e r s i ó n radial en el p r o c e s o . 

a) Modelo dinámico de fuerzas en fresado 

Las c a r a c t e r í s t i c a s d i n á m i c a s d e las h e r r a m i e n t a s f ron ta les d e c o r t e s e p u e d e n m o d e l a r 

c o n s i d e r a n d o su c o m p o r t a m i e n t o c o m o un s i s t e m a c o n d o s g r a d o s d e l iber tad c o m o se 

i lustra en la F i g u r a 2 .2 , y s u p o n i e n d o q u e la h e r r a m i e n t a p o s e e un c ie r to n ú m e r o de 
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d ien tes c o n á n g u l o d e hé l ice c e r o . En c u a n t o la h e r r a m i e n t a en t ra en c o n t a c t o c o n la 

p ieza d e t r a b a j o , se g e n e r a n f u e r z a s d e r e a c c i ó n q u e exc i tan el s i s t e m a en la d i r e c c i ó n 

de a v a n c e X, así c o m o t a m b i é n la d i r e c c i ó n o r t o g o n a l Y, m i s m a s q u e p r o v o c a n los 

d e s p l a z a m i e n t o s x y y r e s p e c t i v a m e n t e , los d e s p l a z a m i e n t o s d i n á m i c o s s o n g e n e r a d o s 

por el f i lo a c t u a n t e (y ) y es m á s a d e c u a d o c o n s i d e r a r l o s en la d i r e c c i ó n radial o 

d i r e c c i ó n del e s p e s o r d e v i ru ta , la cua l s e p u e d e loca l izar c o n la t r a n s f o r m a c i ó n 

c o o r d e n a d a : v¡ = — x s i n ( 0 ; ) — y cos (0y) , d o n d e (pj es la i n m e r s i ó n a n g u l a r 

i n s t a n t á n e a del d i e n t e j m e d i d a en d i r e c c i ó n d e las m a n e c i l l a s del reloj d e s d e el eje 

n o r m a l y, a d e m á s es n e c e s a r i o c o n s i d e r a r q u e la h e r r a m i e n t a g i ra a una v e l o c i d a d 

a n g u l a r í í , y q u e la i n m e r s i ó n a n g u l a r var ía c o n r e s p e c t o al t i e m p o c o n la re lac ión 

4>j(t) = Clt. Ba jo e s t a s c o n d i c i o n e s el e s p e s o r d e v i ru ta es tá f o r m a d o p o r d o s 

c o m p o n e n t e s , u n a es tá t ica d e b i d a al m o v i m i e n t o d e c u e r p o r íg ido d e la h e r r a m i e n t a 

s t s i n y u n a d i n á m i c a p r o v o c a d a p o r la v i b r a c i ó n d e la h e r r a m i e n t a en el pe r iodo 

actua l y el p r e v i o . D a d o q u e el e s p e s o r d e v i ru ta es m e d i d o en la d i r e c c i ó n radial v¡, la 

c a r g a to ta l d e v i ru ta se e x p r e s a por : 

h{<t>i) = ist
 s i n ( 0 y ) + vj,o ~ Vj]g((/>j). (2 .1) 

En e s t a e x p r e s i ó n , s t es el a v a n c e p o r d ien te y Vj0,Vj s o n los d e s p l a z a m i e n t o s 

d i n á m i c o s c o r r e s p o n d i e n t e s al p e r i o d o prev io y el ac tua l r e s p e c t i v a m e n t e , g{4>j) es 

una f u n c i ó n d e e s c a l ó n uni tar io q u e s i rve para d e t e r m i n a r c u a n d o el d ien te se 

e n c u e n t r a c o r t a n d o y c u a n d o no t i ene c o n t a c t o c o n la p ieza d e t raba jo , c o m o lo 

d e s c r i b e la s i g u i e n t e c o n d i c i ó n : 

' f o ) = lo, < < p s t o o , ><pex'
 ( 2 2 ) 

así, (f)st y (f>ex r e p r e s e n t a n la i n m e r s i ó n a n g u l a r d e e n t r a d a y d e sa l ida r e s p e c t i v a m e n t e . 

En a d e l a n t e el t é r m i n o es tá t i co del e s p e s o r d e v i ru ta st s i n ( 0 ; ) , es d e s p r e c i a d o p u e s t o 

q u e no c o n t r i b u y e al m e c a n i s m o d i n á m i c o d e r e g e n e r a c i ó n d e v i ru ta . S u b s t i t u y e n d o 

Vj = — x s i n ( 0 y ) — y c o s ( 0 y ) en la e c u a c i ó n (2.1) resu l ta : 
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.3) 
h{4>¡) = [ A x sin(0 y) + A y cos(0 y)]fli(0y), (2

en d o n d e A x = x — x0, A y = y — y 0 , s o n los d e s p l a z a m i e n t o s d i n á m i c o s del fi lo para el 

p e r i o d o prev io y ac tua l r e s p e c t i v a m e n t e . Bajo es tas c o n s i d e r a c i o n e s y s a b i e n d o q u e las 

f u e r z a s t a n g e n c i a l Ftj y radia l Frj- q u e a c t ú a s o b r e el f i lo ;', s o n p r o p o r c i o n a l e s al 

e s p e s o r d e v i ru ta h{<p¡) así c o m o a la p r o f u n d i d a d axial d e c o r t e ( a p ) , s e p u e d e dec i r 

q u e : 

Ftj = Ktavh(4>j); Frj = KrFtj. (2.4) 

De e s t a f o r m a los t é r m i n o s Kt y Kr s o n las c o n s t a n t e s es tá t i cas de cor te (prop ias de 

c a d a m a t e r i a l , Kt es la f u e r z a e s p e c í f i c a d e c o r t e en la d i r e c c i ó n t a n g e n c i a l y Kr es el 

p o r c e n t a j e d e Kt en la d i r e c c i ó n radia l ) , h a c i e n d o una t r a n s f o r m a c i ó n c o o r d e n a d a para 

o b t e n e r las f u e r z a s en t é r m i n o s d e las d i r e c c i o n e s x y y se t i ene q u e : 

FXj = -Ftj cos(0 y) - Frj s in (0 y ) ; Fyj = Ftj s i n (0 ; ) - Frj cos(0 y). (2.5) 

P u e s t o q u e e s t a s s o n las r e a c c i o n e s s o b r e c a d a filo j ind iv idua l , la f u e r z a d i n á m i c a tota l 

a c t u a n d o s o b r e la h e r r a m i e n t a e x p r e s a d a en s u s c o m p o n e n t e s o r t o g o n a l e s e s : 

F = V Z n _ 1 F •• F =YZn~1F • (2 6) rx ¿>y=o rxj • ry ¿->j=o ryj> 

s u b s t i t u y e n d o el e s p e s o r d e v i ru ta , e c u a c i ó n (2 .3 ) , y las f u e r z a s d e r e a c c i ó n s o b r e el 

f i lo , e c u a c i ó n (2 .4 ) , en la e c u a c i ó n (2 .6 ) , s e o b t i e n e , t ras un r e a c o m o d o a la f o r m a 

matr ic ia l lo s i g u i e n t e : 

d o n d e los c o e f i c i e n t e s d i r e c c i o n a l e s d i n á m i c o s d e f u e r z a en f r e s a d o es tán d a d o s por : 

a « = Z ' ^ 1 - 0 ( 0 ; ) [ s i n 2 0 , + Kr{l - eos 2 0 , ) ] , (2 .8a) 

axy = Z " ^ 1 - 5 ( 0 ; ) [ ( l + c o s 2 0 , ) + / f r s i n 2 0 y ] , (2 .8b) 
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ayx = I* ¡ £ 9{4>j)[{l - eos 24>¡) -Kr sin2<¡>j], (2 .8c) 

ayy = Efe1 B(<l>j)[sin2<l>j - Kr(l + eos 2 0 , ) ] . (2 .8d) 

C o n s i d e r a n d o q u e el t é r m i n o (p¡ d e n t r o d e los c o e f i c i e n t e s c a m b i a c o n r e s p e c t o al 

t i e m p o y la v e l o c i d a d a n g u l a r , la e c u a c i ó n (2 .7) p u e d e ser e x p r e s a d a en el d o m i n i o del 

t i e m p o c o m o : 

{Ht)) = -2apKt[Ac(t)]m)}. (2.9) 

C o n f o r m e la h e r r a m i e n t a rea l iza la r o t a c i ó n , los c o e f i c i e n t e s d i r e c c i o n a l e s var ían en el 

t i e m p o [ A ( t ) L Y d e b i d o a q u e d i c h a var iac ión es p e r i ó d i c a a u n a f r e c u e n c i a de p a s o 

por f i lo (o = zníl, o b i e n , e x p r e s a d o c o m o p e r í o d o p o r fi lo T = 2n/ü), es pos ib le h a c e r 

la e x p a n s i ó n en s e r i e s d e Four ie r . 

[ A c ( t ) ] = / ¿ " [ A c C O ] e - ^ d t ) e i r a t , (2 .10) 

aqu í el n ú m e r o d e a r m ó n i c o s r d e la f r e c u e n c i a d e p a s o por f i lo , c o n s i d e r a d o s para 

a p r o x i m a r el c o m p o r t a m i e n t o d e [ A c ( t ) ] d e p e n d e d e las c o n d i c i o n e s d e i n m e r s i ó n y el 

n ú m e r o d e d i e n t e s en el c o r t a d o r (zn), en la f o r m a m á s s i m p l e el p r o m e d i o en la ser ie 

d e F o u r i e r es ut i l i zado c o n r = 0: 

[ A 0 ] = i / 0

T [ A c ( t ) ] d t . (2 .11) 

P u e s t o q u e [ A 0 ] s ó l o es vá l ido e n t r e el á n g u l o d e e n t r a d a (pst y el á n g u l o d e sa l ida (pex 

( d o n d e d e la e c u a c i ó n (2 .2 ) , g{4>¡) = 1 ) , es pos ib le d e d u c i r q u e s e v u e l v e e q u i v a l e n t e 

al p r o m e d i o d e [ A c ( t ) ] p a r a el á n g u l o d e p a s o d e la h e r r a m i e n t a 4>p = 2n/zn. 

[ ^ - ¿ J í r ^ w w - s E Zl ( 2 1 2 ) 

d o n d e los c o e f i c i e n t e s d i r e c c i o n a l e s d i n á m i c o s d e f u e r z a i n t e g r a d o s es tán d e f i n i d o s por 

axx = \ [eos 2 0 - 2Kr4> + Kr s i n 2 0 ] $ « (2 .13a) 

3 8 



axy = \ [ - s i n 2 0 - 2 0 + Kr s i n 2 0 ] J « ( 2 .13b) 

a y x = \ [ - s i n 2 0 + 2 0 + ATr s i n 2 0 ] J « , ( 2 .13c ) 

a y y = £ [ - e o s 2 0 - 2 t f r 0 - Kr s i n 2 0 ] J ^ . (2 .13d) 

F i n a l m e n t e la E c u a c i ó n (2.9) q u e e x p r e s a el f e n ó m e n o d i n á m i c o d e f r e s a d o q u e d a 

r e d u c i d a a lo s i g u i e n t e : 

{ F ( t ) } = i a p / C T [ A 0 ] { A ( t ) } , (2 .14) 

d o n d e [ A 0 ] es la mat r i z d e c o e f i c i e n t e s d e f u e r z a p r o m e d i a d o s , e c u a c i o n e s 2 .13a a 

2 . 1 3 d , i n v a r i a n t e en el t i e m p o p e r o d e p e n d i e n t e d e la i n m e r s i ó n , p u e s t o q u e el 

p r o m e d i o d e f u e r z a d e c o r t e en el p e r i o d o por f i lo es i n d e p e n d i e n t e del á n g u l o d e 

hé l i ce , [ A 0 ] t a m b i é n es vá l ida para h e r r a m i e n t a s f ron ta les he l i co ida les . 

b ) Gráfica de lóbulos de estabilidad 

S e c o m i e n z a p o r def in i r los v e c t o r e s de pos ic ión para un fi lo en el ins tan te ac tua l t y el 

p e r i o d o p o r f i lo p r e v i o t — T: 

{r} = { x ( t ) y ( t ) f , {r0} = { x ( t - T ) y{t-T)}\ (2 .15) 

así es p o s i b l e def in i r las v i b r a c i o n e s en las f r e c u e n c i a s d e c h a t t e r ( í o c ) , en el d o m i n i o 

d e la f r e c u e n c i a c o n el u s o d e f u n c i o n e s a r m ó n i c a s , 

{r(iw c)} = [ G ( i ü ) C ) ] { F } e í w ^ (2 .16a) 

{r0(ícoc)} = e -
£ ^ { r ( i í o c ) } , ( 2 .16b) 

d o n d e [ G ( í o j c ) ] es la f u n c i ó n d e t r a n s f e r e n c i a ident i f icada en la z o n a de c o n t a c t o en t re 

la h e r r a m i e n t a y la p i e z a d e t r a b a j o . S u b s t i t u y e n d o en { A } = { ( x — x 0 ) ( y — y o ) } 7 se 

o b t i e n e : 
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{ A ( í a > c ) } = { r ( ío j c ) - r 0 ( i < u c ) } = [ l - e - ^ e ^ f G C i í u J K F } , (2 .17) 

d o n d e oocT es el d e s f a s a m i e n t o en t re la v i b r a c i ó n d e p e r í o d o s s u c e s i v o s T. A h o r a 

s u b s t i t u y e n d o { A ( i a > c ) } en la e c u a c i ó n d i n á m i c a d e f r e s a d o , e c u a c i ó n (2 .14) 

{ F } e ¿ ^ = \apKt[l - e - £ ^ 7 ' ] [ A o ] [ G ( Í 6 0 c ) ] { F } e

¿ w c t . ( 2 . i 8 ) 

La c u a l t i e n e u n a s o l u c i ó n no tr ivial si su d e t e r m i n a n t e es c e r o 

[ \ } - \ a p K t [ l - e - ^ c T ] [ A o ] { G { i ( i ) c ) ] det = 0. (2 .19) 

La n o t a c i ó n es s i m p l i f i c a d a si se de f ine el e i g e n v a l o r d e es ta e c u a c i ó n carac te r ís t i ca 

c o m o : 

A = —^apKt(l — e~i(úcT), (2 .20) 

r e s u l t a n d o así la e c u a c i ó n c a r a c t e r í s t i c a 

det[\ + A A 0 G ( ¿ í o c ) ] = 0. (2 .21) 

El e i g e n v a l o r d e la e c u a c i ó n an te r io r es o b t e n i d o f á c i l m e n t e para una f r e c u e n c i a de 

c h a t t e r d a d a (coc), u n o s f a c t o r e s d e f u e r z a e s p e c í f i c a d e c o r t e (K^K^ q u e s o n 

d e p e n d i e n t e s de l t ipo d e mater ia l y la g e o m e t r í a d e la h e r r a m i e n t a , i n m e r s i ó n radial y 

la f u n c i ó n d e t r a n s f e r e n c i a d e la e s t r u c t u r a . P u e s t o q u e s e h a n c o n s i d e r a d o en el 

m o d e l o d e f u e r z a s , d o s d i r e c c i o n e s o r t o g o n a l e s , los e l e m e n t o s Gxy y Gyx, se a n u l a n , 

t r a n s f o r m a n d o d e es ta m a n e r a la e c u a c i ó n ca rac te r í s t i ca en la s i g u i e n t e e c u a c i ó n 

c u a d r á t i c a : 

a 0 A
2 + ĉ A + 1 = 0. (2 .22) 

S i e m p r e q u e el p l a n o d e c o r t e ( x , y ) es c o n s i d e r a d o , la e c u a c i ó n p e r m a n e c e c u a d r á t i c a 

i n d e p e n d i e n t e m e n t e al n ú m e r o d e m o d o s s e l e c c i o n a d o s p a r a la e s t r u c t u r a d i n á m i c a 

de l s i s t e m a . P o r o t ro lado , d e b i d o a la na tura leza c o m p l e j a d e la f u n c i ó n d e 
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t r a n s f e r e n c i a , es d e e s p e r a r s e q u e el e i g e n v a l o r s e a t a m b i é n una c a n t i d a d c o m p l e j a d e 

la f o r m a : A = A R + iAi . S u b s t i t u y e n d o es ta ú l t ima e x p r e s i ó n y la i g u a l d a d , e~l(úcT = 

eos (ocT — i sin cocT e n la e c u a c i ó n (2 .20) s e p u e d e o b t e n e r la p r o f u n d i d a d d e cor te 

cr í t ica p a r a u n a f r e c u e n c i a d e c h a t t e r d a d a coc 

_ 2rr rx R ( l -cosa) c T)+Ai sincocT . A.!(l-cosü)cT)-XRSÍn wcT"| . . 
a i i m ~~7^Kt 1 (1-costóeT) + 1 (l-cosco cT) i" [ ¿ ¿ i ) 

P u e s t o q u e la p r o f u n d i d a d axial d e c o r t e l ímite aUm d e b e s e r u n a c a n t i d a d rea l , la par te 

imag inar ia d e la e c u a c i ó n (2 .23) d e b e a n u l a r s e 

A I ( l - c o s ( o c T ) - X R s i n c o c T = 0 , (2 .24) 

t ras un r e a c o m o d o 

K = ^ = _ s in i VT_ 

A R l - cosw c T 

Al a n u l a r s e la par te i m a g i n a r i a en la e c u a c i ó n (2 .23 ) , la c o n d i c i ó n d e p r o f u n d i d a d axial 

de c o r t e l ímite p a r a u n a f r e c u e n c i a d e c h a t t e r se ca lcu la c o m o s i g u e : 

a l i m = - 2 ^ [ l + K2]. (2 .26) 

Las v e l o c i d a d e s d e husi l lo s o n t a m b i é n e n c o n t r a d a s d e u n a f o r m a tr iv ia l , d e la e c u a c i ó n 

(2 .25) la d i s t a n c i a a n g u l a r r e c o r r i d a p o r el fi lo a la f r e c u e n c i a d e c h a t t e r (úc en un 

p e r i o d o p o r f i lo T es c a l c u l a d o c o m o : 

a)cT = e o s - 1 4 ^ = - e o s - 1 2\p. (2 .27) 
C K2+l ^ 

A q u í k = tani¡j es el d e s f a s a m i e n t o del e i g e n v a l o r , así si k es el n ú m e r o tota l e n t e r o 

d e v i b r a c i o n e s d e o n d a d e j a d a s p o r el a rco d e la h e r r a m i e n t a , 

ü)cT = n-2xp + 2kn = e + 2kn, (2 .28) 
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d o n d e xp = t a n 1 K y e = n — 2ij) es el d e s f a s a m i e n t o e n t r e la hue l la de v ib rac ión 

actual y la an te r io r . F i n a l m e n t e la v e l o c i d a d d e husi l lo es s i m p l e m e n t e c a l c u l a d a a 

partir de l v a l o r d e p e r i o d o p o r fi lo T = — ( e + 2kn), lo cua l g e n e r a : 

c) Resultados analíticos 

El m é t o d o a n t e r i o r m e n t e d e s c r i t o para o b t e n e r lóbu los d e es tab i l idad se uti l izó para 

r e p r o d u c i r a l g u n o s e j e m p l o s d e s i s t e m a s m o d e l a d o s c o n u n o y d o s g r a d o s d e l iber tad 

p u b l i c a d o s en la l i teratura r e f e r e n t e al t e m a . El p r i m e r c a s o d e e s t u d i o es el q u e p o s e e 

los p a r á m e t r o s l i s tados en la T a b l a 2 .1 , el cua l c o r r e s p o n d e a un s i s t e m a m o d e l a d o 

c o m o d e un g r a d o d e l iber tad p u b l i c a d o por Al t in tas y B u d a k en (Al t intas, 1 9 9 5 ) . 

Tabla 2.1. Parámetros modales, un grado de libertad. Tomado de 

(Altintas, 1995). 

Parámetros modales Parámetros de corte 

Kt = / f c / J l + K r

2 [N/m2] 

kx = 7.152 x 106 
[N/m] Kr = 0.577 

mx = 56.7506 [kg] *n = 10 [filos] 

Sx = 0.0417 <Pst = 67 [°] 

<únx = 56.5 [Hz] (¡>ex = 139 [°] 

El d i a g r a m a d e es tab i l idad p a r a los p a r á m e t r o s d e la T a b l a 2.1 se m u e s t r a en la F igura 

2 .4 , la r e p r o d u c c i ó n del m é t o d o es idént ica a la p u b l i c a d a p o r Al t in tas y B u d a k en 

(A l t in tas , 1 9 9 5 ) . 
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Figura 2.4. Lóbulos de estabilidad con el método de la función de 
transferencia, un grado de libertad. Parámetros Tabla 2.1, generado 
a partir de (Altintas, 1995). 

Un s e g u n d o c a s o d e e s t u d i o p a r a c o m p a r a r las f r o n t e r a s d e es tab i l idad q u e resu l tan de 

ap l icar e s t e m é t o d o a un s i s t e m a d e un g r a d o d e l iber tad es el m o s t r a d o en la F igura 

2 .5 , c u y o s p a r á m e t r o s m o d a l e s y d e c o r t e a p a r e c e n en la T a b l a 2 .2 . E s t o s d a t o s s o n 

t o m a d o s de l t r a b a j o d e I n s p e r g e r et a l . en ( Insperger , 2 0 0 3 ) , las f r o n t e r a s g e n e r a d a s a 

part i r d e e s t o s d a t o s f u e r o n v a l i d a d a s e x p e r i m e n t a l m e n t e p o r M a n n et a l . En ( M a n n , 

2 0 0 3 ) , c a b e m e n c i o n a r q u e los r e s u l t a d o s del m é t o d o m o n o f r e c u e n c i a d e Al t in tas y 

B u d a k ú n i c a m e n t e s o n c a p a c e s d e loca l izar el c h a t t e r cuas i p e r i ó d i c o ( lóbulo H o p f ) , y 

no así el c h a t t e r d e d o b l e p e r i o d o ( lóbulo Fl ip) , e s t o s c o n c e p t o s se deta l la rán en el 

C a p i t u l o 4 . 

Tabla 2.2. Parámetros modales, un grado de libertad. Tomado de 
(Insperger, 2003). 

Parámetros modales Parámetros de corte 

Kt = 5.5 X 10 8 [N/m2] 

kx = 2.18 x 10 6 [N/m] Kr = 0.3636 

mx = 2.5728 [kg] Zn = 1 [filos] 

0.0032 <Pst = 0 [°] 
146.5 [Hz] <t>ex = 58 [°] 
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Figura 2.5. Lóbulos de estabilidad con el método de la función de 
transferencia, un grado de libertad. Parámetros Tabla 2.2, generado 
a partir de (Insperger, 2003). 

Para el caso de sistemas modelados como de dos grados de libertad se seleccionó de la 

literatura el caso que se presenta en la Tabla 2.3, publicado por Bayly et al. (Bayly, 

2002) en el cual los diagramas de estabilidad se obtienen bajo un análisis de elementos 

finitos. 

Tabla 2.3. Parámetros modales, dos grados de libertad. Tomado de 

(Bayly, 2002). 

Parámetros modales Parámetros de corte 

Grado de libertad x Grado de libertad y 

Kt = 6 X 10 8 [N/m2] 

kx = 1.34 x 10 6 [N/m] ky = 1.34 x 10 6 [N/m] Kr = 0.3333 

mx = 0.0399 my = 0.0399 [kg] Zn = 2 [filos] 

Zx 
= 0.011 Zy = 0.011 φst = 0 [°] 

ωnx = 922 [Hz] ωny = 922 [Hz] φex = 90,180 [°] 

En la Figura 2.6 se presentan los lóbulos de estabilidad para el sistema cuyos 

parámetros modales y de corte se muestran en la Tabla 2.3, son dos casos de diferente 
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p r o f u n d i d a d radia l d e c o r t e , 5 0 y 1 0 0 % r e s p e c t i v a m e n t e , c a b e m e n c i o n a r q u e Bayly et 

al. en (Bay ly , 2 0 0 2 ) y a h a b í a n a p l i c a d o el m é t o d o d e r e s p u e s t a a la f r e c u e n c i a para 

c o m p a r a r s u p r o p u e s t a , los r e s u l t a d o s m o s t r a d o s aqu í c o r r e s p o n d e n p e r f e c t a m e n t e a 

p u b l i c a d o p o r e s t o s i n v e s t i g a d o r e s . 

Velocidad de husillo [krpm] 

Figura 2.6. Lóbulos de estabilidad, con el método de la función de 
transferencia, dos grados de libertad, inmersión radial 50% y 100%. 
Parámetros Tabla 2.3, generado a partir de (Bayly, 2002). 

2.3.2 Método de semidiscretización. Procedimiento de Insperger 

La t é c n i c a d e s e m i d i s c r e t i z a c i ó n para loca l izar las f r o n t e r a s d e es tab i l idad par te del 

m i s m o m o d e l o d e f u e r z a s d e s a r r o l l a d o por Al t in tas y B u d a k en (Al t intas, 1 9 9 5 ) , c o n la 

ú n i c a v a r i a n t e d e q u e no uti l iza Kr (el p o r c e n t a j e d e f u e r z a e s p e c i f i c a t a n g e n c i a l en la 

d i r e c c i ó n rad ia l ) , si no q u e a g r e g a el t é r m i n o Kn (la f u e r z a e s p e c í f i c a en la d i r e c c i ó n 

rad ia l ) , a s a b e r Kn = KrKt. En es te m é t o d o ú n i c a m e n t e los t é r m i n o s q u e s o n 

d e p e n d i e n t e s de l re t raso s o n d i s c r e t i z a d o s y el t i e m p o real no es m o d i f i c a d o en 

a b s o l u t o , c o n t r a r i o a las t é c n i c a s d e d i s c r e t i z a d o c o m p l e t o . Pos te r io r a la 

d i s c r e t i z a c i ó n , la e c u a c i ó n d i fe renc ia l c o n re t raso ( m o d i f i c a d a p o r la d isc re t i zac ión ) se 

e x p r e s a e n e s p a c i o d e e s t a d o y p a r t i e n d o de u n a c o n d i c i ó n inicial p r o p u e s t a se 

d e s a r r o l l a la s o l u c i ó n d e la e c u a c i ó n . Del m a n e j o a l g e b r a i c o d e la s o l u c i ó n se c o n s t r u y e 

la mat r i z d e t r a n s i c i ó n , c u y a f u n c i ó n es la d e serv i r c o m o un o p e r a d o r de 
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t r a n s f o r m a c i ó n en el t i e m p o , es dec i r , d a d a u n a c o n d i c i ó n inicial es c a p a z d e predec i r la 

s o l u c i ó n e n el p e r i o d o pos te r io r , o b i e n , t o m a n d o la c o n d i c i ó n inicial c o m o s o l u c i ó n se 

p u e d e n ident i f icar las c o n d i c i o n e s del p e r i o d o anter ior . Así , el cr i ter io d e estab i l idad se 

d e t e r m i n a p o r la t e o r í a d e F l o q u e t , u s a n d o los m u l t i p l i c a d o r e s ca rac te r í s t i cos d e d icha 

mat r i z d e t r a n s i c i ó n . 

a ) Descripción del método 

C o n s i d e r e la e c u a c i ó n d i fe renc ia l c o n re t raso n - d i m e n s i o n a l 

x = A ( t ) x ( t ) + B ( t ) x ( t - t ) , (2 .30a) 

A ( t ) = A ( t + T) y B ( t ) = B ( t + T ) , (2 .30b) 

d o n d e es p o s i b l e ident i f icar el re t raso d e la e c u a c i ó n ( t ) y el p e r i o d o p o r d ien te (T), 

q u e s o n c a n t i d a d e s pos i t i vas d e p e n d i e n t e s d e las c a r a c t e r í s t i c a s p r o p i a s de l s i s t e m a 

m o d e l a d o . 

Así , el p r i m e r p a s o d e la s e m i d i s c r e t i z a c i ó n es s e g m e n t a r el in terva lo d e t i e m p o 

[ t ¿ , t ¿ + 1 ] d e m a g n i t u d A t , i = 0 , 1 , . . . d e tal f o r m a q u e T = kAt, d o n d e k es un e n t e r o 

q u e p u e d e s e r c o n s i d e r a d o c o m o un p a r á m e t r o d e a p r o x i m a c i ó n en lo q u e se ref iere al 

p e r i o d o d e la e c u a c i ó n (2 .30a ) 

P o s t e r i o r m e n t e s e de f ine un n ú m e r o e n t e r o m q u e d e t e r m i n a el t a m a ñ o d e la matr iz 

d e t r a n s i c i ó n , ta l q u e s e o b t e n g a el e n t e r o i n m e d i a t o infer ior 

T+At/2 
m = —-— 

L At 
(2 .31) 

D i c h o n ú m e r o m , p u e d e ser c o n s i d e r a d o un p a r á m e t r o d e a p r o x i m a c i ó n r e f e r e n t e al 

t i e m p o d e r e t r a s o d e la e c u a c i ó n d i fe renc ia l . 

U s a n d o la n o t a c i ó n x ( t y ) = x ; - , para c u a l q u i e r e n t e r o En el i - é s i m o in terva lo , la 

e c u a c i ó n (2 .30a ) p u e d e ser a p r o x i m a d a c o m o : 
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x = A¿x ( t ) + BíXTÍ, 

d o n d e : 

A¿ = ¿ J t ' í + 1 A ( t ) d t ; B ¿ = ¿ / t ;
¡ + 1 B ( t ) d t . 

i rtf. 

y x T ¿ p r o v i e n e d e la s i g u i e n t e a p r o x i m a c i ó n de l t é r m i n o c o n re t raso 

x ( t - t ) « x ( t ¿ + A ' t / 2 - t ) ~ w b x ¿ _ m + w a x ¿ _ m + 1 = x T j í / 

d o n d e los p e s o s d e X [ _ m y x ¿ _ m + 1 s o n : 

wb = 
T +A t /2 -mAt 

W„ = 
At/2+mAt-T 

At 

(2 .32) 

(2 .33) 

(2 .34) 

(2 .35) 

(2 .36) 

La c l a v e d e la a p r o x i m a c i ó n c o n s i s t e en q u e el t é r m i n o c o n re t raso se a p r o x i m e 

m e d i a n t e u n a c o m b i n a c i ó n l ineal d e p e s o d e los v a l o r e s c o n re t raso d i s c r e t o s x É _ m y 

x ¿ _ m + 1 , v e r F i g u r a 2 .7 . 

ti-m ti+Át/2-X ti-m+l t 

Figura 2.7. Aproximación gráfica del retraso. Adaptado de 

(Insperger, 2004). 

4 7 



Bajo e s t e c o n t e x t o , la s o l u c i ó n d e la e c u a c i ó n (2 .32) para la c o n d i c i ó n inicial 

x ( t ¿ ) = x ¿ , (2 .37) 

resu l ta : 

x ( t ) = e ( A ^ - t ¡ ) ) ( x ¿ + A T ^ t X ^ i ) - A 7 1 B í x T , í . (2 .38) 

S u b s t i t u y e n d o t = t¿ + 1 y u s a n d o la e c u a c i ó n (2 .34 ) , x ¿ + 1 = x ( t ¿ + 1 ) es de f in ida 

c o m o 

x i + 1 = P £x¿ + w a R i x i _ m + 1 + w j , R ¿ X i _ m , (2 .39) 

d e la c u a l 

P¿ = e A ¡ A t ; R¿ = ( e A í A t - OAJ^í , (2 .40) 

en e s t e r e s u l t a d o I r e p r e s e n t a la matr iz i d e n t i d a d . 

Por t a n t o , d e a c u e r d o c o n la e c u a c i ó n (2 .39 ) , un m a p a d i s c r e t o p u e d e ser de f in ido : 

y ¡ + i = C¿y¡, 

d o n d e el v e c t o r d e d i m e n s i ó n n ( m + 1 ) e s : 

y¡ = col(Xi x ¡ _ ! . . . x ¡ _ m ) . 

Por lo t a n t o , la mat r i z del c o e f i c i e n t e a d q u i e r e la f o r m a : 

(2 .41) 

(2 .42) 

0 0 . .. 0 w a R ; wbRf 
/ 0 0 . .. 0 0 0 

0 / 0 . .. 0 0 0 

0 0 o • . 0 0 0 

0 0 0 . .. / 0 0 

L o 0 0 . .. 0 / o J 

(2 .43) 

U n a v e z c o n c l u i d o e s t o , s e p u e d e d e t e r m i n a r la matr iz d e t r a n s i c i ó n <P en t o r n o al 

p e r i o d o pr inc ipa l T = /cAt . Esta s i rve c o m o una a p r o x i m a c i ó n d i m e n s i o n a l m e n t e f inita 
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de la v e r s i ó n , de l o p e r a d o r m o n o d r ó m i c o d i m e n s i o n a l m e n t e inf ini to d e la teor ía de 

F l o q u e t . La mat r i z d e t r a n s i c i ó n g e n e r a la c o n e x i ó n en t re y 0 y yk en la f o r m a : 

yk = *y 0 - (2.44) 

en d o n d e 4> es c o n s t r u i d a a part i r d e : 

4> = C k _ 1 C k _ 2 . . . C 1 C 0 . (2 .45) 

En es te p u n t o es c l a r o q u e el e n t e r o k d e t e r m i n a el n ú m e r o de m a t r i c e s q u e d e b e n ser 

m u l t i p l i c a d a s e n la e c u a c i ó n (2.45). El t a m a ñ o d e 4> q u e d a e s t a b l e c i d o p o r el va lor d e 

m d e f i n i d o en la e c u a c i ó n (2 .31 ) . As í la f r o n t e r a d e es tab i l idad d e la e c u a c i ó n 

d i fe renc ia l c o n r e t r a s o se local iza en el p u n t o d o n d e los e i g e n v a l o r e s d e 4> c r u z a n un 

c í rcu lo un i ta r io en el p l a n o c o m p l e j o , es dec i r , el m o d u l o del e i g e n v a l o r d e b e ser 1. 

b ) Gráfica de lóbulos de estabilidad, un grado de libertad 

La e c u a c i ó n q u e m o d e l a el p r o c e s o d e f r e s a d o c o n s i d e r a n d o 1 g r a d o de l iber tad e s : 

x(t) + 2Sxa)nxm + o j ^ x ( t ) = - (2 .46) 

d o n d e el t é r m i n o Fx es d e r i v a d o d e igual m a n e r a en q u e s e d e d u c e la e c u a c i ó n (2 .9 ) , 

t o m a n d o e n c u e n t a q u e : Kn = KrKt, a d e m á s q u e en c o n un g r a d o d e l iber tad só lo el 

c o e f i c i e n t e d i r e c c i o n a l axx es vá l ido y f i n a l m e n t e q u e el v e c t o r A ( t ) se r e d u c e a la 

e x p r e s i ó n x(t) — x(t — t ) , p o r lo t a n t o Fx p u e d e s e r escr i to c o m o : 

Fx = -aph{t)[x{t) ~x{t- t ) ] , (2 .47) 

d o n d e : 

Kt) = Z^g&j) s i n <¡)j [Ktcos + Kn s i n (2 .48) 
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C o m o a n t e r i o r m e n t e fue m e n c i o n a d o , zn es el n ú m e r o d e f i los, Kt y Kn s o n las 

c o n s t a n t e s e s t á t i c a s d e c o r t e t a n g e n c i a l y n o r m a l , r e s p e c t i v a m e n t e y (p¡ es la pos ic ión 

a n g u l a r de l f i lo d e f i n i d a por : 

<¡>j(t) = ( 2 7 T Ü / 6 0 ) t + j2n/zn, (2 .49) 

d o n d e c o n v i e n e r e c o r d a r q u e fi es la v e l o c i d a d del husi l lo en r p m . La de f in ic ión d e 

g((pj) e s t á d a d a p o r la e c u a c i ó n (2 .2) . 

D e b i d o al e f e c t o d e e x c i t a c i ó n p r o v o c a d o por la i n t e r m i t e n c i a en el c o r t e , / i ( t ) es 

p e r i ó d i c o en el t i e m p o , c o n p e r i o d o d e p a s o por filo t , p o r tal razón para el p r o c e s o de 

f r e s a d o el r e t r a s o es igual al p e r i o d o . C o m o c o n s e c u e n c i a de e l lo , en es te t ipo d e 

aná l is is , las E c u a c i o n e s (2 .31 ) , (2 .35) y (2 .36) t i e n e n p a r á m e t r o s de f in idos 

a p r o x i m a d a m e n t e c o m o m = k y wa = wb = 1 / 2 . De es ta m a n e r a para una v e l o c i d a d 

a n g u l a r d a d a ü en r p m , el re t raso es t = T = 6 0 / z n ü [seg] , y el in terva lo d e t i e m p o 

A t = T/k = 6 0 / / c z n Ü [ s e g ] . 

Ba jo las c o n d i c i o n e s a n t e r i o r e s la e c u a c i ó n d i s c r e t i z a d a t i ene la f o r m a : 

x{t) + 2(X0)nxx(t) + Ulx + ^ ) x ( t ) = ^ * T , ¿ , t 6 [tu ti+1], (2 .50) 

D o n d e : 

hi=±£+1h(t)dt, (2 .51) 

y xT¡i es d e t e r m i n a d o m e d i a n t e la e c u a c i ó n (2 .34 ) . As í , la e c a u a c i ó n (2 .50) p u d e s e r 

escr i t a en e s p a c i o d e e s t a d o c o m o : 

Ü ( t ) = A ¡ u ( t ) + waBiUi„m+1 + WtBiUi-m, (2 .52) 
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de la c u a l , 

a d e m á s , 

(2 .53) 

(2 .54) 

Por lo q u e p a r a c u a l q u i e r e n t e r o j se i n t r o d u c e la n o t a c i ó n : 

«T,í = w a i i £ _ m + 1 + w b u ¿ _ m , (2 .55) 

así, la s o l u c i ó n d e la e c u a c i ó n (2 .52 ) p a r a la c o n d i c i ó n : 

u ( t i ) = u¿, (2 .56) 

resu l ta e n : 

u ( t ) = e t o G - ^ U i + A T ^ í U ^ j ) - A^EiU^. (2 .57) 

S u b s t i t u y e n d o t = t¿ + 1 y u s a n d o la e c u a c i ó n (2 .55 ) , u¿ + 1 = u(t¿ + 1 ) p u e d e ser 

d e f i n i d a c o m o : 

u i + 1 = P¿uÉ + waRiui-m+1 + w b R É u ¡ _ m , (2 .58) 

en la q u e : 

P¡ = e A ¿ A t ; R£ = ( e A ¿ A t - I ) A 7 1 B Í , (2 .59) 

en d o n d e I r e p r e s e n t a la mat r i z i d e n t i d a d . Para el t é r m i n o u¿ + 1 p u e d e c o n s t r u i r s e 

s i m i l a r al p r o c e s o s e g u i d o en la e c u a c i ó n (2 .32) . 

S e o b s e r v a q u e u¿ + 1 d e p e n d e d e x É , X i , X i _ m + 1 y x É _ m , p e r o no X t _ m + i y x ¿ _ m . La 

r a z ó n d e e s t o es q u e x(t — t ) no a p a r e c e en la e c u a c i ó n (2 .46 ) , c o m o c o n s e c u e n c i a la 
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s e g u n d a c o l u m n a d e la mat r i z BÉ es c e r o , y p o r lo t a n t o la s e g u n d a c o l u m n a de la 

mat r i z R¿ t a m b i é n es c e r o . Es to s ign i f ica q u e para el m a p a d i s c r e t o el v e c t o r de 

d i m e n s i ó n ( m + 2 ) e s t á d e f i n i d o m e d i a n t e la e c u a c i ó n : 

z¡ = col(xi ^ Xi-!... Xi_m), (2 .60) 

de e s t a f o r m a el m a p a d i s c r e t o es m á s p e q u e ñ o , e s t o e s , 

"z i + 1 = D¿zt, (2 .61) 

d o n d e el c o e f i c i e n t e mat r ic ia l d e d i m e n s i ó n ( m + 2 ) e s t á d e f i n i d o por : 

"P¿,11 P¡,12 0 0 • • 0 WoRi,ll 
Pí,21 P¿,22 0 0 • • 0 WfcR¿,21 

1 0 0 0 • • 0 0 0 

0 0 1 0 • • 0 0 0 (2 .62) 

0 0 0 o • . 0 0 0 

0 0 0 0 • •• 1 0 0 

L 0 0 0 0 • •• 0 1 0 

A q u í los e l e m e n t o s , P ¿ > h ¡ y R i h j s o n los e l e m e n t o s de las m a t r i c e s P¿ y Rt en el r e n g l ó n 

h y c o l u m n a j , r e s p e c t i v a m e n t e . 

As í la mat r i z d e t r a n s i c i ó n 4> pa ra el p e r i o d o pr inc ipa l T = kAt es d e t e r m i n a n d o 

a c o p l a n d o la e c u a c i ó n (2 .61) para i = 0 , 1 , . . . , k — 1 

4> = D ^ D ^ ... DíDq (2 .63) 

Por lo t a n t o la mat r i z d e t r a n s i c i ó n se c o n s t r u y e s i g u i e n d o el p r o c e s o e x p l i c a d o para las 

c o m b i n a c i o n e s d e p a r e s (co, ap) d e s e a d o , s e g ú n la reg ión q u e s e d e s e e exp lorar , 

c o n v i e n e ac la ra r q u e ío i n te rv iene i n d i r e c t a m e n t e en el p r o c e s o , t ras la e v a l u a c i ó n del 

p e r i o d o p o r f i lo t , d e es ta f o r m a para c a d a par (to, a p ) s e c o n s t r u y e u n a matr iz d e 

t r a n s i c i ó n 4>, d e la c u a l s e o b t i e n e n los e i g e n v a l o r e s (mu l t ip l i cadores ca rac te r í s t i cos ) . 

E n t o n c e s , s e l e c c i o n a n d o el d e m a y o r m ó d u l o A pa ra f o r m a r la te rc ia (¿o, b, s e 

p u e d e c o n s t r u i r u n a s u p e r f i c i e d e m ó d u l o s d e los e i g e n v a l o r e s , la cua l al se r c o r t a d a 
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p o r el p l a n o |A| = 1 g e n e r a u n a c u r v a d e i n t e r s e c c i ó n q u e de f ine las f r o n t e r a s en t re un 

p r o c e s o d e f r e s a d o es tab le y u n o ines tab le , s e g ú n la ap l i cac ión d e la teor ía d e F loque t . 

Es to s e i lustra en la F i g u r a 2.8 en d o n d e para g e n e r a r es ta super f i c ie d e e g i e n v a l o r e s se 

u s a r o n los p a r á m e t r o s d e la T a b l a 2 .1 . 

H a c i e n d o un c o r t e d e la s u p e r f i c i e p o r el p l a n o \A\ — 1, la i n t e r s e c c i ó n resul ta en la 

g rá f i ca d e l ó b u l o s d e es tab i l idad m o s t r a d a en la F igura 2 .9 . C a b e h a c e r m e n c i ó n q u e 

p r á c t i c a m e n t e el r e s u l t a d o d e es ta m e t o d o l o g í a y la p r o p u e s t a p o r B u d a k - A l t i n t a s es 

idént ico , e s t o d e b i d o a q u e el n u m e r o de f i los q u e p o s e e la h e r r a m i e n t a es ta l , q u e la 

h e r r a m i e n t a n o p i e r d e c o n t a c t o c o n el mater ia l d u r a n t e el p r o c e s o . S in e m b a r g o , 

a l g u n a s d i f e r e n c i a s a p a r e c e n en la F igura 2.11 en d o n d e los d a t o s d e la T a b l a 2.2 fe ron 

e m p l e a d o s p a r a g e n e r a r la super f i c ie de m a g n i t u d d e e i g e n v a l o r e s m o s t r a d a en la 

F igura 2 .10 y los l ó b u l o s d e es tab i l idad de la F igura 2 .11 . 

Es p o s i b l e o b s e r v a r d e la F i g u r a 2 .10 q u e ex iste un pa t rón en d o n d e se p r e s e n t a n 

c u r v a s c o n rad io d e c u r v a t u r a c a m b i a n t e . Es te c o m p o r t a m i e n t o es tá a s o c i a d o c o n la 

t e n d e n c i a q u e s i g u e n los v a l o r e s c a r a c t e r í s t i c o s d e la mat r i z d e t r a n s i c i ó n , en d ó n d e las 

c u r v a s d e m a y o r c u r v a t u r a s o n c o m ú n m e n t e c o n o c i d a s c o m o c u r v a s d e es tab i l idad 

Hopf , las c u a l e s s o n cuant i ta t iva y c u a l i t a t i v a m e n t e g e n e r a d a s por el m é t o d o de 

A l t i n t a s - B u d a k . S in e m b a r g o las c u r v a s d e m e n o r rad io d e c u r v a t u r a , c o n o c i d a s c o m o 

c u r v a s d e e s t a b i l i d a d Fl ip , no s o n g e n e r a d a s u s a n d o el m é t o d o d e A l t i n t a s - B u d a k . 

A u n q u e el t i e m p o d e c ó m p u t o n e c e s a r i o para d e t e r m i n a r e s t a s c u r v a s m e d i a n t e el 

m é t o d o d e s e m i d i s c r e t i z a c i ó n es m a y o r , el e s p e c t r o de s o l u c i o n e s d i n á m i c a s d e la 

e c u a c i ó n (2 .46 ) es m e j o r c a p t u r a d o , lo c u a l p e r m i t e t e n e r un m a y o r c o n t r o l del 

c o m p o r t a m i e n t o d i n á m i c o del s i s t e m a a m e d i d a q u e var ían los p a r á m e t r o s d e c o r t e tal 

y c o m o s e i lustra en la F igura 2 . 1 0 . * 

*La extensión del método de Altintas-Budak, desarrolada por Merdol-Altintas (Merdol, 2004), ha conseguido 

capturar las bifurcaciones Flip. 
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Figura  2.8.  Superficie de magnitud de  eigenvalores, obtenida  con  el 
método de semidiscretización, un grado de libertad. Parámetros Tabla 
2.1, generada a partir de (Altintas, 1995). 

 

Figura 2.9. Lóbulos de estabilidad obtenidos con el método de 
semidiscretización, un grado de libertad. Parámetros Tabla 2.1, 
generada a partir de (Altintas, 1995).  

Figura 2.10. Superficie de magnitud de eigenvalores obtenida con el 
método  de  semidiscretización,  un  grado  de  libertad.  Parámetros 
Tabla 2.2, generada a partir de (Altintas, 1995). 

Figura 2.11. Lóbulos de estabilidad obtenidos con el método de 
semidiscretización, un grado de libertad. Parámetros Tabla 2.2, 
generada a partir de (Insperger, 2003). 



c ) Determinación de los lóbulos de estabilidad en dos grados de libertad 

La e c u a c i ó n q u e m o d e l a el p r o c e s o d e f r e s a d o para d o s g r a d o s d e l iber tad e s : 

0 

0 

y^ny 
+ 

ü)¿x o 
0 Oily I v ) " 0 

mr 0 - i 
F , (2 .64) 

d o n d e el t é r m i n o F es un v e c t o r d e f u e r z a s q u e se der iva s i g u i e n d o el p r o c e d i m i e n t o 

d e s c r i t o p a r a la e c u a c i ó n (2.9) y c o n s i d e r a n d o q u e Kn = KrKt, la f u e r z a d e exc i tac ión 

del s i s t e m a es e x p r e s a d a por : 

F = —ar 

hxx(t) h x y ( t ) 

hyx(t) hyy(t) 

(x(t) - x(t - t ) ] 

W ) - y ( t - T ) ) ' 
(2 .65) 

en d o n d e : 

hxx(t) = Ey=ig{.4>j) s i n 4>j [Ktcos 0 ; + Kn s i n 0 ;], 

hxy(t) = Sy=1fl'(0;)cos0;- [ATtcos07- + tfnsin0;], 

ftyx(0 = S j = i ^(0;) S i n 0y [ - /Ct S i n 0; + /fn COS 0y], 

^yy(0 = Sy = ! ^(0;) COS 0; [ - fft S Í n 0y + / f n COS 0 ;], 

(2 .66a) 

(2 .66b) 

(2 .66c ) 

(2 .66d) 

aquí , 0 ; es la p o s i c i ó n a n g u l a r de l f i lo de f in ida por la e c u a c i ó n (2 .49) . Por lo t a n t o la 

e c u a c i ó n (2 .64) s e p u e d e s e r reescr i ta c o m o : 

+ 0 2Sy(úny\ [y] + 
(Onr + • 

aphyxi 

aph-xyi 

2 , ayhyyl 
">ny + 

ty J 

- ciphxxi aphxyi~ 

H -
mx mx 

\ y i -
aphyxi dphyyi 

. my 
lUy . 

O-
(2 .67) 

S u r e p r e s e n t a c i ó n en e s p a c i o d e e s t a d o p u d e s e r e x p r e s a d a c o m o : 

Ú ( t ) = A¿u(t) + WaBiUi-m+i + W b B ¿ U ¿ _ m , (2 .68) 

5 5 



en d o n d e : 

r 0 0 1 0 

0 0 0 1 

A t = -
, , aphxxl 

mx 

0 

TTly 
, . 2 i aphyyi 0 ny 

(2 .69a) 

B ¿ = 

r 0 0 0 o-i 
0 0 0 0 

aphXxi 
0 0 

™x mx 

0 0 

0 0 
. rriy my 

0 0 

(2 .69b) 

u ( t ) = u - «fe) = 

íxj\ 

* ( t y ) 

[mi 
(2 .69c) 

para c u a l q u i e r e n t e r o y wa = wb = 1 / 2 p u e s t o q u e el p e r i o d o es igual al re t raso . 

Para la c o n d i c i ó n inicial u(t¿) = u¿, u ¿ + 1 e s de f in ida d e f o r m a s imi la r a la e c u a c i ó n 

(2 .58 ) , e s t o e s : 

« i + l = P ¿ u ¿ + W a R ¿ U ¡ - m + l + WoRiUi-m, (2 .70) 

d e la c u a l 

P¿ = e A i A t ; R ¿ = ( e A ¡ A t - I ) A 7 1 B ¿ . (2 .71) 

N o t e q u e x ( t — t ) y y(t — t ) no a p a r e c e n en la e c u a c i ó n (2 .64 ) , c o n s e c u e n t e m e n t e 

u í + 1 d e p e n d e d e X t , y i , x i , y i , x i - m + x , y i - m + 1 , x i . m y y ¿ _ m , pe ro no d e p e n d e d e 

x ¿ _ m + 1 , y i _ m + 1 , X i _ m y y ¿ _ m . Por lo tan to , las c o l u m n a s t e r c e r a y cuar ta de las 

m a t r i c e s B¿ y R¡ s o n c e r o s . Por tal razón para el m a p a d i s c r e t o , el v e c t o r d e d i m e n s i ó n 

( 2 m + 4 ) p u e d e s e r d e f i n i d o c o m o : 

z¿ = col(xt y¿ xi y¿ x ¿ _ ! y¿_!... x ¿ _ m y ¿ _ m ) , (2 .72) 
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y p o r lo t a n t o : 

z £ + 1 = D £z £, (2 .73) 

d o n d e el c o e f i c i e n t e matr ic ia l d e d i m e n s i ó n ( 2 m + 4 ) es tá d a d o c o m o : 

• P u i P¡,12 P¡,13 P¡,14 0 • • 0 WaR¡,12 w b R ¿ , n W¡,R¡,12 

P¡,21 P¡,22 P¡,23 P¡,24 0 • • 0 W aR¡,21 WaR¡,22 W bR¡,21 wfaR¡,22 

P¡,31 P¿,32 P¡,33 P¡,34 0 • • 0 W aR¡,31 WaR¡,32 W bR¡,31 wi)R¡,32 

P¡,41 P¿,42 P¡,43 Pi.44 0 • • 0 W aRí,41 WaR¡,42 w 6 R ¿ , 4 2 

1 0 0 0 0 • • 0 0 0 0 0 
0 1 0 0 0 • • 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 1 • • 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 • • 1 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 • • 0 1 0 0 0 

L o 0 0 0 0 • • 0 0 1 0 0 

Los t é r m i n o s , Pi¡hj y RihJ- r e p r e s e n t a n e l e m e n t o s d e las m a t r i c e s P¿ y R¿ en el reng lón 

h y c o l u m n a j r e s p e c t i v a m e n t e . 

F i n a l m e n t e , p a r a el c a s o d e f r e s a d o en d o s g r a d o s d e l iber tad la matr iz d e t rans ic ión <i> 

de d i m e n s i ó n (2m + 4 ) es d e t e r m i n a d a a c o p l a n d o la e c u a c i ó n (2 .73) para i = 

0 , 1 , . . . , k — 1, ta l c o m o es pos ib le o b s e r v a r c o n la s igu ien te e c u a c i ó n : 

4> = D f c _!D f c _ 2 ... DíDq. (2 .75) 

En es te c a s o q u e s e b u s c a ana l i zar un s i s t e m a m o d e l a d o c o n d o s g r a d o s de l iber tad , s e 

r e t o m a el e j e m p l o p u b l i c a d o p o r Bay ly et a l . en (Bayly , 2 0 0 2 ) , las F iguras 2 .12 a 2 .25 s e 

c o n s t r u y e n a par t i r d e los d a t o s m o s t r a d o s en la T a b l a 2 .3 . C o m o ya se hab ía 

m e n c i o n a d o a n t e r i o r m e n t e es te e j e m p l o s e ana l i za para d o s p r o f u n d i d a d e s 

i n m e r s i o n e s d is t in tas , 5 0 y 1 0 0 % . Así , la F igura 2 .12 r e p r e s e n t a la super f ic ie de 

m a g n i t u d d e e i g e n v a l o r e s para ae/D = 5 0 % c o n su c o r r e s p o n d i e n t e grá f ica d e lóbu los 

de e s t a b i l i d a d , F i g u r a 2 .13 y los r e s u l t a d o s en el c a s o d e i n m e r s i ó n c o m p l e t a se 

m u e s t r a n en la F i g u r a 2 .14 para la super f i c ie d e m a g n i t u d d e e i g e n v a l o r e s y la F igura 

2 .15 la c u a l es la g r á f i c a d e lóbu los de es tab i l idad . 
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Figura 2.12. Superficie de magnitud de eigenvalores obtenida con el 
método  de  semidiscretización,  dos  grados  de  libertad,  inmersión 
radial 50%. Parámetros Tabla 2.3, generada a partir de (Bayly, 2002). 

Figura  2.13.  Lóbulos  de  estabilidad  obtenidos  con  el  método  de 
semidiscretización,  dos  grados  de  libertad,  inmersión  radial  50%. 
Parámetros Tabla 2.3, generada a partir de (Bayly, 2002). 

 

   

Figura 2.14.  Superficie de magnitud de eigenvalores obtenida  con el 
método de semidiscretización, dos grados de libertad, inmersión radial 
100%. Parámetros Tabla 2.3, generada a partir de (Bayly, 2002). 

Figura  2.15.  Lóbulos  de  estabilidad  obtenidos  con  el  método  de 
semidiscretización,  dos  grados  de  libertad,  inmersión  radial  100%. 
Parámetros Tabla 2.3, generada a partir de (Bayly, 2002). 



U n a c u e s t i ó n i n t e r e s a n t e d e o b s e r v a r en la F igura 2 .12 , es q u e a p e s a r d e ser un cor te 

c o n i n m e r s i ó n radia l d e 5 0 % , s e p r e s e n t a n p r o t u b e r a n c i a s ( c u r v a s c o n rad io p e q u e ñ o 

d e c u r v a t u r a ) e s t o d e b i d o a q u e la h e r r a m i e n t a p o s e e ú n i c a m e n t e 2 f i los y la 

d i s c o n t i n u i d a d en el c o r t e , o b i e n , la in te rmi tenc ia de l m i s m o es la f u e n t e q u e or ig ina 

tal f e n ó m e n o , a u n q u e e s t e c o m p o r t a m i e n t o no a fec ta los lóbu los de es tab i l idad d e b i d o 

a q u e es tas p r o t u b e r a n c i a s d e m e n o r a m p l i t u d en la super f i c ie d e e i g e n v a l o r e s se 

e n c u e n t r a n p o r e n c i m a del p l a n o '\A\ = 1, sa lvo a l g u n o s p e q u e ñ o s ves t ig ios de este 

c o m p o r t a m i e n t o en la par te m á s p r ó x i m a al e je hor i zonta l m o s t r a d o s en el r e c u a d r o d e 

la F i g u r a 2 .13 a l r e d e d o r d e las 1 8 , 5 0 0 r p m , s in e m b a r g o , su r e p e r c u s i ó n es m í n i m a en 

la g r á f i c a d e e s t a b i l i d a d . 

P a r a el c a s o d e i n m e r s i ó n radia l c o m p l e t a d e la h e r r a m i e n t a y c o n los p a r á m e t r o s 

m o d a l e s y d e c o r t e p r e s e n t a d o s en la T a b l a 2 .3 , s e g e n e r a la s u p e r f i c i e d e m a g n i t u d de 

e i g e n v a l o r e s m o s t r a d a en la F i g u r a 2 .14 en la cua l s e o b s e r v a q u e la b i fu rcac ión Flip es 

p r á c t i c a m e n t e n u l a , p e r o c o n t r a r i o a lo q u e s e e s p e r a r í a , p o r q u e h i p o t é t i c a m e n t e bajo 

e s t a c o n d i c i ó n d e i n m e r s i ó n la h e r r a m i e n t a no p ie rde c o n t a c t o c o n la p ieza 

m e c a n i z a d a , s e c r e e q u e la d i s c o n t i n u i d a d en el c o r t e es la pr inc ipa l razón q u e or ig ina 

e s t e t ipo d e b i f u r c a c i ó n en las s u p e r f i c i e s . En la F igura 2 .14 , a p a r e c e l i g e r a m e n t e una 

s e g u n d a b i f u r c a c i ó n d e m e n o r p r o l o n g a c i ó n en la t e n d e n c i a d e la m a g n i t u d d e los 

e i g e n v a l o r e s , a u n q u e es to n u e v a m e n t e no se o b s e r v a re f le jado en la grá f ica d e lóbu los 

d e e s t a b i l i d a d o b t e n i d o s d e la i n t e r s e c c i ó n del p lano |A| = 1 y la super f i c ie d e 

m a g n i t u d d e e i g e n v a l o r e s m o s t r a d a en la F igura 2 .15 . 

2.3.3 Método de colocación de polinomios de Chebyshev 

En el m é t o d o d e s e m i d i s c r e t i z a c i ó n d o c u m e n t a d o p o r I n s p e r g e r et a l . en ( Insperger , 

2 0 0 3 ) , s e ut i l iza el c o n c e p t o d e div idir los t é r m i n o s d e p e n d i e n t e s del t i e m p o y el 

p e r i o d o p o r d i e n t e an te r io r , en in terva los i g u a l m e n t e e s p a c i a d o s , en es te c o n t e x t o , la 

f ina l idad es e n c o n t r a r la mat r i z d e t rans ic ión q u e r e l a c i o n a las c o n d i c i o n e s a c t u a l e s d e 
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la e c u a c i ó n d i fe renc ia l c o n re t raso c o n la s o l u c i ó n en el p e r i o d o poster io r , o v i c e v e r s a . 

Una v a r i a n t e s e e n c u e n t r a d e s a r r o l l a d a en el t raba jo d e B u t c h e r et a l . en ( B u t c h e r , 

2 0 0 5 ) , en d o n d e s e p l a n t e a u n a s o l u c i ó n bajo los l i n e a m i e n t o s q u e s i g u e n los 

p o l i n o m i o s d e C h e b y s h e v , para es te c a s o la s e g m e n t a c i ó n no s e l leva a c a b o en p u n t o s 

i g u a l m e n t e e s p a c i a d o s s i n o q u e ex is te un e s p a c i a m i e n t o i r regu lar a lo largo del 

in terva lo d e a p r o x i m a c i ó n , al igual q u e c o n la s e m i d i s c r e t i z a c i ó n se t o m a v e n t a j a d e lo 

que ind ica la t e o r í a d e F l o q u e t para ident i f icar las c u r v a s q u e l imitan la z o n a d o n d e los 

p a r á m e t r o s d e c o r t e d a n lugar a un p r o c e s o e s t a b l e , d e a q u e l l o s p a r á m e t r o s d e cor te 

q u e p r o v o c a n ines tab i l idad al p r o c e s o . 

a) Descripción del método 

Este m é t o d o d e a p r o x i m a c i ó n p o r m e d i o d e c o l o c a c i ó n es tá b a s a d o en las p r o p i e d a d e s 

q u e e x h i b e n los p o l i n o m i o s d e C h e b y s h e v ( M a s ó n , 2 0 0 3 ) , la f o r m a usua l d e g e n e r a r un 

p o l i n o m i o d e C h e b y s h e v d e g r a d o d e n o t a d o c o m o 7 } ( t ) e s : 

T y ( t ) = c o s ; ' 0 , 6 = c o s _ 1 t , - 1 < t < 1. (2 .76) 

D e b i d o a las c a r a c t e r í s t i c a s d e e x p a n s i ó n o r t o g o n a l q u e p r e s e n t a n los p o l i n o m i o s d e 

C h e b y s h e v , s e ut i l izan c o m o a l ternat iva para e n c o n t r a r a p r o x i m a c i o n e s a las s o l u c i o n e s 

d e e c u a c i o n e s d i f e r e n c i a l e s o r d i n a r i a s , las c u a l e s p u e d e n resul tar en c ie r tos c o n t e x t o s 

m á s e f e c t i v a s q u e el m é t o d o t rad ic iona l d e d i fe renc ias f in i tas. D i c h a s a p r o x i m a c i o n e s 

s o n d e d o s t i p o s : a p r o x i m a c i ó n e s p e c t r a l y a p r o x i m a c i ó n p s e u d o e s p e c t r a l . 

En la a p r o x i m a c i ó n e s p e c t r a l , la f u n c i ó n q u e r e s u e l v e la e c u a c i ó n d i fe renc ia l , l l á m e s e 

u{x), es r e p r e s e n t a d a p o r u n a e x p a n s i ó n inf inita d e la f o r m a : 

u(t) = I,kck(pk(x), (2-77) 

d o n d e (pk es u n a s e c u e n c i a s e l e c c i o n a d a d e f u n c i o n e s b á s i c a s p r e e s t a b l e c i d a s . Así , se 

p r o c e d e a e n c o n t r a r t a n t o s c o e f i c i e n t e s ck c o m o s e a p o s i b l e , pa ra lograr a p r o x i m a r 

u(x), p o r m e d i o d e la s u m a f in i ta: 
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w r ( t ) = Tk=oCk<pk(x). (2 .78) 

U n a v e n t a j a c la ra q u e p r e s e n t a n los m é t o d o s e s p e c t r a l e s c o n t r a el d e d i fe renc ias 

f in i tas es q u e , u n a v e z q u e los c o e f i c i e n t e e s p e c t r a l e s d e a p r o x i m a c i ó n ( c f c ) s o n 

i d e n t i f i c a d o s , la s o l u c i ó n a p r o x i m a d a p u e d e e v a l u a r s e i n m e d i a t a m e n t e en cua lqu ie r 

p u n t o de l r a n g o d e i n t e g r a c i ó n , m i e n t r a s q u e c o n el m é t o d o d e d i fe renc ias f in i tas, 

c u a l q u i e r p u n t o i n t e r m e d i o a los p u n t o s s e l e c c i o n a d o s para a p r o x i m a r la so luc ión 

r e q u i e r e d e un p a s o ad ic iona l d e i n t e r p o l a c i ó n . 

En el m é t o d o p s e u d o e s p e c t r a l la s o l u c i ó n al p r o b l e m a u(x) es t a m b i é n a p r o x i m a d a por 

una f u n c i ó n d e la f o r m a ur(t), e c u a c i ó n (2 .78 ) , p e r o c o n la d i fe renc ia q u e esta 

a p r o x i m a c i ó n no es r e a l m e n t e r e p r e s e n t a d a p o r el c o n j u n t o d e c o e f i c i e n t e s c k l en vez 

de e l lo , s e r e p r e s e n t a p o r el c o n j u n t o d e va lo res ur(x¡) pa ra un n ú m e r o d i s c r e t o de 

( r + 1 ) p u n t o s los c u a l e s s o n , las f r o n t e r a s x0 y xr a d e m á s d e los r — 1 p u n t o s 

in te rnos d e c o l o c a c i ó n xx ...xr_x. D i c h o s p u n t o s p o d r í a n ser i g u a l m e n t e e s p a c i a d o s , lo 

cual n o r e p r e s e n t a r í a u n a c lara ven ta ja ya q u e los e s p a c i a m i e n t o s i r regu lares 

f r e c u e n t e m e n t e g e n e r a n m e j o r e s r e s u l t a d o s . Para h a c e r u s o d e es ta r e p r e s e n t a c i ó n se 

vue lve n e c e s a r i o f o r m u l a r las d e r i v a d a s de es te p o l i n o m i o en t é r m i n o s de d i c h o s 

puntos d e c o l o c a c i ó n . 

S u p o n i e n d o q u e s e c o n o c e n los va lo res d e c u a l q u i e r p o l i n o m i o p ( x ) d e g r a d o r , en los 

r + 1 p u n t o s xQ, ...xr, e n t o n c e s e s t o s v a l o r e s d e f i n e n el p o l i n o m i o de m a n e r a ú n i c a , y 

t a m b i é n d e t e r m i n a n los v a l o r e s d e la d e r i v a d a p ' ( x ) = dp(x)/dx en los m i s m o s r + 1 

puntos . La d e r i v a d a en c a d a u n o d e d i c h o s p u n t o s , p u e d e ser e x p r e s a d a p o r una 

c o m b i n a c i ó n l ineal d e los v a l o r e s de la f u n c i ó n d a d o s , la re lac ión p u e d e ser escr i ta 

c o m o : 

d 0,0 d, o,r rp(*o) 

r,r ^P(^r) 

(2 .79) 

d r,0 d 

Se p u e d e l l amar m a t r i z d e d i f e r e n c i a c i ó n a D = [d¡ k], d e tal m a n e r a q u e , 

6 1 



P ' O o ) ) ( P ( * o ) ) 

i = D i , (2 .80) 

V'{Xr)) lp(xr)) 

Esta e c u a c i ó n (2 .80) r e l a c i o n a la d e r i v a d a de c a d a p u n t o c o n la e v a l u a c i ó n del 

p o l i n o m i o c o r r e s p o n d i e n t e en el m i s m o p u n t o . S i g u i e n d o el m i s m o p r o c e s o , v é a s e 

S e c c i ó n 10 .5 .1 en ( M a s ó n , 2 0 0 3 ) , se o b t i e n e para la s e g u n d a d e r i v a d a la e x p r e s i ó n : 

P ' ' ( * o ) ) ( P ( * o ) ) 

i = D 2 i , (2 .81) 

p " O r ) j ( p ( x r ) J 

y así s u c e s i v a m e n t e p a r a d e r i v a d a s d e o r d e n s u p e r i o r de d o n d e los c o e f i c i e n t e s {d¡¡k\ 

se p u e d e n o b t e n e r s u p o n i e n d o q u e los r + 1 p u n t o s s o n yk = c o s ^ , los c u a l e s s o n los 

ceros de l p o l i n o m i o Pr+1(x) = ( 1 — x 2 ) ( x ) a d e m á s d e los e x t r e m o s de Tr(x) 

para x en el in te rva lo — 1 < x < 1. La mat r i z d e d i f e r e n c i a c i ó n D en f o r m a g e n e r a l i z a d a 

para un p o l i n o m i o d e g r a d o r p u e d e ser e x p r e s a d a c o m o : 

i ( l + 2 r 2 ) 2 1 

i - y i 
2 1 -

i - y 2 

2 ( _ 1 ) r _ 1 

i - y r - i i ( - l ) r 

i i i i i ( - l ) r - 2 

2 1-yf y i - y z y i - y r - i 2 l + y a 

1 1 1 i y 2 ( - i ) r " 3 i ( - i y - 2 

2 1-y2 y z - y i 2 l - y | y 2 - y r - i 2 l + y 2 

1 (-1)^-1 ( - i ) r - 2 ( - l ) r - 3 1 y r - i 1 1 

2 1-Vr-x y r - i - y i y r - i - y z 2 l - y » _ t 2 l + y r _ t 

_ i ( _ 1 7 - l 2 ( _ 1 ) r _ 1 2 ( _ 1 ) r " 2 • 2 1 - i ( l - 2 r 2 ) _ i ( _ 1 7 - l 
i + y i i + y 2 

l + y r _ ! 
- i ( l - 2 r 2 ) 

A c o n t i n u a c i ó n s e d e s c r i b e el p r o c e s o d e la o b t e n c i ó n d e los lóbu los d e estab i l idad 

m e d i a n t e el m é t o d o d e c o l o c a c i ó n d e p o l i n o m i o s d e C h e b y s h e v . 

b) Gráfica de lóbulos de estabilidad 

C o n s i d e r e el s i s t e m a p e r i ó d i c o l ineal d e n e c u a c i o n e s d i fe renc ia les l inea les c o n re t raso 

igual a t . 
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x = A(t)x(t) + B(t)x(t - t ) , (2 .83a) 

x(t) = <p(t), t 0 - T < t < t 0 l (2 .83b) 

d o n d e x(t) d e d i m e n s i ó n n x 1 q u e r e p r e s e n t a las var iab les d e e s t a d o en el intervalo 

[ t 0 , t ] , <p(t) d e d i m e n s i ó n n x 1 r e p r e s e n t a las var iab les d e e s t a d o en el intervalo 

[—t, trj]/ Y ' a s m a t r i c e s A(t ) y B(t) d e n x n s o n p e r i ó d i c a s c o n p e r i o d o , es to e s : 

Para el c a s o d e f r e s a d o , el re t raso es igual al p e r i o d o p o r d ien te t = T, ba jo esta 

c o n s i d e r a c i ó n , si O ( t ) es la mat r i z f u n d a m e n t a l para la par te h o m o g é n e a sin re t raso de 

la e c u a c i ó n (2 .83 ) , e n t o n c e s 4>(t) = A(t)x(t) . As í m i s m o , si se de f ine 'P ( t ) c o m o la 

matr iz d e la s o l u c i ó n f u n d a m e n t a l de l s i s t e m a a d j u n t o , ta l q u e <I> _ 1 ( t ) = V T ( t ) , 

e n t o n c e s s i g u i e n d o la t e o r í a d e F l o q u e t , el o p e r a d o r m o n o d r ó m i c o d i m e n s i o n a l m e n t e 

inf ini to U(t) p a r a un s i s t e m a p e r i ó d i c o d e e c u a c i o n e s d i f e r e n c i a l e s c o n re t raso p u e d e 

ser d e f i n i d o s e g ú n B u t c h e r et a l . (Bu tcher , 2 0 0 5 ) , m e d i a n t e una e c u a c i ó n 

i n t e g r o d i f e r e n c i a l r e p r e s e n t a d a por : 

Este o p e r a d o r m o n o d r ó m i c o m a p e a f u n c i o n e s c o n t i n u a s d e un interva lo d e n t r o del 

m i s m o in te rva lo , es d e c i r C [ 0 , T] -» C [ 0 , T]. El s i s t e m a p u e d e d e n o m i n a r s e es tab le si el 

m o d u l o de l m á x i m o d e los m u l t i p l i c a d o r e s c a r a c t e r í s t i c o s d e la matr iz m o n o d r ó m i c a U 

es m e n o r a 1, el s i s t e m a es c r í t i c a m e n t e es tab le si el m o d u l o es e x a c t a m e n t e 1 y se 

v u e l v e i n e s t a b l e si el m á x i m o d e los m u l t i p l i c a d o r e s c a r a c t e r í s t i c o s t i ene m o d u l o m a y o r 

q u e 1. 

El m é t o d o d e c o l o c a c i ó n d e C h e b y s h e v a b o r d a la d i f icu l tad n u m é r i c a de ca lcu la r t o d o s 

los e i g e n v a l o r e s d e la mat r i z d i m e n s i o n a l m e n t e inf inita U, a p r o x i m á n d o l a a una matr iz 

de d i m e n s i ó n f in i ta , pa ra la cua l es pos ib le e n c o n t r a r u n a a p r o x i m a c i ó n de l radio 

e s p e c t r a l ( m o d u l o de l m á x i m o m u l t i p l i c a d o r ca rac te r ís t i co ) para def in i r así la 

es tab i l idad de l s i s t e m a . 

A(t) = A(t '+ 7 ) ; B(t) = B(t + T) (2 .84) 

U(t)x(t) = <D(t) [ x ( t ) + J q ^ C s ) B(s)x(s)ds . (2 .85) 
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La idea b á s i c a c o n s i s t e en e n c o n t r a r u n a s o l u c i ó n a p r o x i m a d a , u t i l i zando el va lo r de la 

f u n c i ó n e v a l u a d a en d i f e r e n t e s p u n t o s d a d o s en un in terva lo d e la f u n c i ó n per iód ica . 

D e e s t a m a n e r a la e c u a c i ó n (2 .83) es c o n v e r t i d a en un s i s t e m a a l g e b r a i c o de 

e c u a c i o n e s p a r a los c o e f i c i e n t e s d e C h e b y s h e v d e las m a t r i c e s d e d i m e n s i ó n n x n 

A ( t ) y B ( t ) . Si un n ú m e r o r d e p o l i n o m i o s d e C h e b y s h e v es ut i l i zado en la e x p a n s i ó n , 

e n t o n c e s 2 x n g r u p o s d e e c u a c i o n e s a l g e b r a i c a s d e n x r d e b e n s e r resue l tas para 

c a l c u l a r las m a t r i c e s f u n d a m e n t a l e s <P( t ) y ^ ( t ) . Es to s e p u e d e c o n s e g u i r d e f i n i e n d o v ; 

y Wj, d o n d e j = 1 ,2 ,3 , . . . , r , c o m o g r u p o s d e v a l o r e s d e la f u n c i ó n e v a l u a d a en los 

in te rva los t r a n s f o r m a d o s a los p u n t o s d e c o l o c a c i ó n d e C h e b y s h e v [—t, t 0] y [t 0, t ] , 

r e s p e c t i v a m e n t e . As í y , r e p r e s e n t a los v a l o r e s d e la s o l u c i ó n x ( t ) en el in terva lo [ t 0 , r ] 

y Wj r e p r e s e n t a los v a l o r e s d e la s o l u c i ó n <p(t) en el in terva lo [—t, t 0 ] . N o t e d e la 

F i g u r a 2 . 1 6 q u e la c o n d i c i ó n d e t r a n s i c i ó n ent re los in terva los d e t i e m p o de f in idos 

a n t e r i o r m e n t e , e s t o es en t 0 = 0 , r e q u i e r e q u e w x = vm, p u e s t o q u e los p u n t o s s o n 

o r d e n a d o s d e d e r e c h a a i zqu ie rda d e a c u e r d o a la de f in ic ión d e los p o l i n o m i o s d e 

C h e b y s h e v , e c u a c i ó n (2 .76 ) . 

La f u n c i ó n d e la mat r i z la mat r i z U p u e d e s e r v i s u a l i z a d a e n el e s q u e m a m o s t r a d o en la 

F i g u r a 2 . 1 6 , d o n d e s e r e p r e s e n t a la a p r o x i m a c i ó n p o r p u n t o s d e C h e b y s h e v en el 

in te rva lo [— t , t ] . 

W, = V, m 

-T 0 T 

<p(t) en [ -T ,0 ] x ( í ) en [0,T] 

q»(0+x(t) 

U 

Figura 2.16. Representación gráfica de la matriz monodrómica U. 
Adaptado de (Araya, 2006). 
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Es e v i d e n t e q u e s u s v a l o r e s d e p e n d e n d e la s o l u c i ó n <p(t) en el in terva lo [—T, 0 ] , y x ( t ) 

en [ 0 , T ] . El v a l o r d e los p u n t o s d e in te rpo lac ión en t = 0 es igua l , y de a c u e r d o c o n la 

t eo r í a d e F l o q u e t las c o n d i c i o n e s in ic ia les del p u n t o j s o n las c o n d i c i o n e s f ina les del 

p u n t o j — 1. 

Así la mat r i z d e d e r i v a c i ó n p u e d e m o s t r a r s e c o m o : 

x{t) = ¿ * ( 0 * Dvj, (2 .86) 

d o n d e D r e p r e s e n t a el o p e r a d o r d e d e r i v a c i ó n , e n t o n c e s el va lo r to ta l a p r o x i m a d o de 

la mat r i z U es la s u m a a l g e b r a i c a d e las s o l u c i o n e s <p(t) y x ( t ) en s u s intervalos 

c o r r e s p o n d i e n t e s , p o r lo t a n t o en f o r m a matr ic ia l : 

Dv = Av + Bw, (2 .87) 

d o n d e v « x y w « <p. La re lac ión e n t r e las f u n c i o n e s v y w es pos ib le escr ib i r la c o m o : 

v = Uw. (2 .88) 

La mat r i z d e d i f e r e n c i a c i ó n n e c e s i t a r e - e s c a l a r s e d e o r d e n para q u e la e c u a c i ó n (2 .87) 

se c u m p l a . I n i c i a l m e n t e es d e d i m e n s i o n e s r x r , d o n d e r es el n ú m e r o p u n t o s de 

C h e b y s h e v , así es p o s i b l e def in i r la matr iz d e d i f e r e n c i a c i ó n c o n d i m e n s i o n e s rn x rn 

ut i l i zando de l o p e r a d o r " p r o d u c t o d e K r o n e c k e r " , u n a v e z rea l i zada es ta o p e r a c i ó n , los 

ú l t imos n r e n g l o n e s s e s u b s t i t u y e n por los va lo res [ 0 n 0 n 0 n ••• I n ] , d o n d e 0 n 

es la mat r i z nu la e I n es la mat r i z i d e n t i d a d , a m b a s d e d i m e n s i o n e s n x n. 

Un a s p e c t o d e i m p o r t a n t e r e l e v a n c i a es el h e c h o d e q u e los p o l i n o m i o s d e C h e b y s h e v 

de p r i m e r o r d e n , e c u a c i ó n (2 .76 ) , s o n va l idos en el r a n g o [—1,1] , s in e m b a r g o , c o m o 

c o n s e c u e n c i a d e la n a t u r a l e z a del p r o b l e m a la mat r i z D t i ene q u e s e r c o n s t r u i d a para 

va lo res en el r a n g o [0 , T ] , e s t o es pos ib le lograr lo c o n el u s o d e los p o l i n o m i o s d e 

C h e b y s h e v t r a s l a d a d o s , v é a s e S e c c i ó n 1.3.1 ( M a s ó n , 2 0 0 3 ) . 
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Bajo e s t e c o n t e x t o la mat r i z q u e a p r o x i m a el o p e r a d o r m o n o d r ó m i c o e s : 

U = [ D - Á ] _ 1 B (2 .89) 

D o n d e D e s la mat r i z d e d i f e r e n c i a c i ó n c o n las m o d i f i c a c i o n e s a n t e r i o r m e n t e s e ñ a l a d a s 

y las m a t i c e s Á y B s e d e f i n e n c o m o : 

rA(ti) On • • o n O n l rB(ti) 0 n • • o n 0 n 

o „ A ( t 2 ) • • o n o n 

; B = 

o n B ( t 2 ) • • o n 0 n 

i ¡ • 
; B = 

* i 

0 n • o n 0 n 0 n • • B ( t r _ i ) 0 n 

L o n 0 n 
0 n J L I n 0 n 

• o n O n 

A = 

(2 .90) 

D o n d e A ( t 1 2 ( 3 > r ) y B ( t 1 2 3 i r ) s o n las m a t r i c e s d e la e c u a c i ó n (2 .84) (cuyos 

e l e m e n t o s s e d e f i n e n s e g ú n la e c u a c i ó n (2 .53) en el c a s o de un m o d e l o d e 1 g r a d o d e 

l iber tad y m e d i e n t e la e c u a c i ó n (2 .69) en el c a s o d e un m o d e l o d e 2 g r a d o s d e l ibertad) , 

e v a l u a d a s en los r p u n t o s d e c o l o c a c i ó n . Los ú l t imos n r e n g l o n e s , s o n r e e m p l a z a d o s 

para c u m p l i r c o n las c o n d i c i o n e s p r o p i a s del m e c a n i z a d o en in terva los s u c e s i v o s . De 

esta m a n e r a la es tab i l idad es de f in ida por el e i g e n v a l o r d o m i n a n t e d e la matr iz q u e 

a p r o x i m a al o p e r a d o r m o n o d r ó m i c o , c o m o d a t o ad ic iona l c a b e m e n c i o n a r q u e un 

m a y o r n ú m e r o d e p u n t o s d e c o l o c a c i ó n r ref leja una m e j o r a p r o x i m a c i ó n del o p e r a d o r 

m o n o d r ó m i c o . 

R e t o m a n d o los e j e m p l o s d e e s t u d i o q u e s e han a n a l i z a d o c o n los d o s m é t o d o s 

a n t e r i o r e s , p a r a el c a s o del m é t o d o d e c o l o c a c i ó n p o r p o l i n o m i o s d e C h e b y s h e v , los 

r e s u l t a d o s o b t e n i d o s a part i r d e la i n f o r m a c i ó n q u e se m u e s t r a en la T a b l a 2.1 se 

m u e s t r a n e n las F i g u r a s 2 .17 y 2 .18 , n u e v a m e n t e la F igura 2 .17 en la cua l s e i lustra la 

s u p e r f i c i e d e m a g n i t u d d e e i g e n v a l o r e s y m i e n t r a s q u e en la F igura 2 .18 s e m u e s t r a n 

los l ó b u l o s d e es tab i l idad o b t e n i d o s en el p l a n o d o n d e las m a g n i t u d e s d e los 

e i g e n v a l o r e s c r u z a n p o r 1. D e e s t a F igura 2 .18 se o b s e r v a q u e an tes de 3 5 0 r p m q u e 

hay u n a i n t e r r u p c i ó n en la t e n d e n c i a q u e s i g u e la f r o n t e r a d e es tab i l idad , al igual q u e 

en el r e s u l t a d o o b t e n i d o a p l i c a n d o el m é t o d o d e s e m i d i s c r e t i z a c i ó n , es to s e p u e d e 
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atr ibui r a q u e e s a i n t e r r u p c i ó n f o r m a par te d e la p e r t u r b a c i ó n Fl ip , f e n ó m e n o q u e só lo 

es c a p t u r a d o n a t u r a l e m e n t e p o r los m é t o d o s d e s e m i d i s c r e t i z a c i ó n y p o r c o l o c a c i ó n d e 

p o l i n o m i o s d e C h e b y s h e v . 

Para el s e g u n d o c a s o d e e s t u d i o , c u y o s p a r á m e t r o s m o d a l e s y d e c o r t e s e p r e s e n t a n en 

la T a b l a 2 .2 t o m a d o s d e ( I n s p e r g e r , 2 0 0 3 ) , se o b s e r v a q u e es tá o p e r a c i ó n d e f r e s a d o 

p r e s e n t a c h a t t e r c u a s i p e r i ó d i c o y c h a t t e r de d o b l e p e r i o d o , lóbu los H o p f y Flip 

r e s p e c t i v a m e n t e . A q u í el m é t o d o p o r c o l o c a c i ó n d e p o l i n o m i o s de C h e b y s h e v e x h i b e 

una r e s p u e s t a s imi la r a la g e n e r a d a c o n el m é t o d o d e s e m i d i s c r e t i z a c i ó n , la ap l icac ión 

de e s t a m e t o d o l o g í a resu l ta en la super f i c ie d e m a g n i t u d d e e i g e n v a l o r e s m o s t r a d a en 

la F i g u r a 2 .19 m i e n t r a s q u e en la F igura 2 .20 se m u e s t r a n los lóbu los d e es tab i l idad . 

De m a n e r a s imi la r , t r a s ap l icar el m é t o d o d e c o l o c a c i ó n d e p o l i n o m i o s de C h e b y s h e v al 

c a s o q u e c o n s i d e r a el s i s t e m a c o m o un m o d e l o de d o s g r a d o s d e l iber tad c u y o s da tos 

m o d a l e s y d e c o r t e s e m u e s t r a n en la T a b l a 2 .3 , se o b t i e n e n s u p e r f i c i e s de m a g n i t u d d e 

e i g e n v a l o r e s m o s t r a d a s en las F iguras 2 .21 y 2 .23 para i n m e r s i o n e s rad ia les d e 5 0 y 

1 0 0 % r e s p e c t i v a m e n t e , c a d a u n a a c o m p a ñ a d a c o n los d i a g r a m a s d e es tab i l idad 

c o r r e s p o n d i e n t e s y m o s t r a d o s en las F iguras 2 .22 y 2 .24 . De e s t o s d i a g r a m a s 

m o s t r a d o s p u e d e c o n c l u i r s e q u e c o n el e m p l e o de los d a t o s m o s t r a d o s en la T a b l a 2 .3 , 

ú n i c a m e n t e c h a t t e r cuas i p e r i ó d i c o ( lóbu los Hopf ) se p r e s e n t a . 
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Figura  2.17.  Superficie  de magnitud  de  eigenvalores obtenida  con  el 
método  de  colocación  de  polinomios  de  Chebyshev,  un  grado  de 
libertad. Parámetros Tabla 2.1, generado a partir de (Altintas, 1995). 

Figura  2.18.  Lóbulos  de  estabilidad  obtenidos  con  el  método  de
colocación  de  polinomios  de  Chebyshev,  un  grado  de  libertad. 
Parámetros Tabla 2.1, generado a partir de (Altintas, 1995). 

   
Figura  2.19.  Superficie  de magnitud  de  eigenvalores obtenida  con  el 
método  de  colocación  de  polinomios  de  Chebyshev,  un  grado  de 
libertad. Parámetros Tabla 2.2, generado a partir de (Insperger, 2003). 

Figura  2.20.  Lóbulos  de  estabilidad  obtenidos  con  el  método  de
colocación  de  polinomios  de  Chebyshev,  un  grado  de  libertad. 
Parámetros Tabla 2.2, generado a partir de (Insperger, 2003). 



 
 

69 
 

   
Figura 2.21. Superficie de magnitud de eigenvalores obtenida con el 
método  de  colocación  de  polinomios  de  Chebyshev,  dos  grados  de 
libertad,  inmersión 50%. Parámetros Tabla 2.3, generado a partir de 
(Bayly, 2002). 

Figura  2.22.  Lóbulos  de  estabilidad  obtenidos  con  el método  de 
colocación  de  polinomios  de  Chebyshev,  dos  grados  de  libertad, 
inmersión 50%. Parámetros Tabla 2.3, generado a partir de (Bayly, 
2002). 

   

Figura 2.23.  Superficie de magnitud de eigenvalores obtenida  con el 
método  de  colocación  de  polinomios  de  Chebyshev,  dos  grados  de 
libertad,  inmersión 100%. Parámetros Tabla 2.3, generado a partir de 
(Bayly, 2002). 

Figura  2.24.  Lóbulos  de  estabilidad  obtenidos  con  el  método  de 
colocación  de  polinomios  de  Chebyshev,  dos  grados  de  libertad, 
inmersión 100%. Parámetros Tabla 2.3, generado a partir de (Bayly, 
2002). 



C A P Í T U L O 3 . L A F U N C I Ó N W D E L A M B E R T 

3.1 Origen y definición 

El p r e s e n t e t r a b a j o s e e n c u e n t r a e n f o c a d o a e n c o n t r a r ot ra o p c i ó n a l ternat iva para dar 

s o l u c i ó n al p r o b l e m a d e ines tab i l idad en f r e s a d o m e d i a n t e el u s o d e u n a h e r r a m i e n t a 

m a t e m á t i c a d i f e r e n t e , d i c h a o p c i ó n es ap l icab le d e b i d o a las p r o p i e d a d e s anal í t icas q u e 

e x h i b e y es d e n o m i n a d a la f u n c i ó n W d e L a m b e r t , en h o n o r al m a t e m á t i c o J o h a n n 

H e i n r i c h L a m b e r t ( 1 7 2 8 - 1 7 7 7 ) ; es ta s e c c i ó n t i ene c o m o ob je t ivo h a c e r una breve 

d e s c r i p c i ó n i n t r o d u c t o r i a q u e s i rva para e s t a b l e c e r las b a s e s s o b r e las c u a l e s , se 

c o n s t r u i r á la m e t o d o l o g í a en el cap í tu lo s i g u i e n t e . 

La F u n c i ó n W d e L a m b e r t o t a m b i é n d e n o m i n a d a f u n c i ó n o m e g a rec ibe es te n o m b r e 

d e b i d o a q u e e s t a f u n c i ó n es d e s a r r o l l a d a a part ir d e un c a s o e s p e c i a l d e la s o l u c i ó n a la 

e c u a c i ó n t r i n o m i a l : 

x = q + xm, (3 .1) 

para la c u a l , L a m b e r t en 1 7 5 8 o b t u v o la s o l u c i ó n d e s a r r o l l a n d o una ser ie para x en 

p o t e n c i a s d e q y q u e l u e g o e x t e n d i ó la ser ie para o b t e n e r l a d e la m i s m a m a n e r a en 

p o t e n c i a s d e x. P o s t e r i o r m e n t e Eu ler t r a n s f o r m o la e c u a c i ó n d e L a m b e r t en u n a f o r m a 

c o n m a y o r s i m e t r í a : 

xa - xP = ( a - p)vxa+p (3 .2) 

S u b s t i t u y e n d o x~@ p o r x, d e f i n i e n d o m = a / ? , y q = ( a — ¡3)v la v e r s i ó n d e Eu ler para 

la s o l u c i ó n en s e r i e s o b t e n i d a p o r L a m b e r t e s : 

1 1 1 

xn = 1 + nv + ~n(n + a + (3)v2 + -n(n + a + 2 / ? ) ( n + 2a + ¡3)v3 + —n(n + a + 

3p)(n + 2a + 2/3)(n + 3a +p)v4 + ... (3.3) 
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D e s p u é s d e d e s a r r o l l a r las s e r i e s , Eu le r e x a m i n ó c ie r tos c a s o s e s p e c i a l e s , c o m e n z a n d o 

c o n a = p. C o n la i n t e n s i ó n d e o b s e r v a r la t r a s c e n d e n c i a s o b r e la e c u a c i ó n t r inomia l 

o r i g i n a l , s e p r o c e d e d i v i d i e n d o la e c u a c i ó n (3.1) p o r (a — / ? ) y h a c i e n d o /? - * a se 

o b t i e n e : 

l o g x = vxa (3.4) 

E u l e r n o t ó q u e si se p o d í a r e s o l v e r e c u a c i ó n (3 .4) para a = 1, e n t o n c e s se podr ía 

r e s o l v e r p a r a c u a l q u i e r a =é 0. Para o b s e r v a r e s t o , s e p u e d e mul t ip l icar la e c u a c i ó n 

(3.4) p o r a, s i m p l i f i c a r a\ogx c o n \ogxa, def in i r z = Xa y u = av. O b t e n i é n d o s e así 

l o g z = uz, la c u a l es la e c u a c i ó n (3 .4) c o n a = 1. Para r e s o l v e r es ta e c u a c i ó n 

u t i l i zando la e c u a c i ó n (3 .3 ) , Eu le r en p r i m e r a ins tanc ia def in ió a = /? = 1 y e n t o n c e s 

r e e s c r i b i ó la e c u a c i ó n (3 .3) c o m o u n a ser ie para ( x n — l ) / n , e n t o n c e s def in ió n = 0 

para o b t e n e r \ogx en el lado i z q u i e r d o d e la e c u a c i ó n , o b t e n i e n d o del lado d e r e c h o lo 

s i g u i e n t e : 

2 1 3 2 4 3 5* 
l o g x = t 7 H — v 2 H — v 3 H v4 H — v 5 + ••• (3.5) 

° 2! 3! 4! 5! 

Esta se r i e c o n v e r g e para \v\ < Ve> d e f i n i e n d o la f u n c i ó n T(v) =-W(—v) l l a m a d a la 

f u n c i ó n á r b o l , en d o n d e t é r m i n o W(z) es la f u n c i ó n W d e L a m b e r t , y es de f in ida c o m o 

a q u e l l a q u e s a t i s f a c e la e c u a c i ó n : 

W(z)ewiz) = z (3.6) 

3.2 Ramas de la función de Lambert 

Si x es real ex is ten d o s p o s i b l e s v a l o r e s rea les d e W{x), v é a s e F i g u r a 3 .1 . C o m ú n m e n t e 

s e d e n o t a la r a m a q u e s a t i s f a c e —1 < W(x) por V / 0 ( x ) o s i m p l e m e n t e W(x) en c a s o 

d e q u e no ex is ta pos ib i l idad d e c o n f u s i ó n ( l ínea c o n t i n u a ) , y a la r a m a q u e sa t is face 

W(x) < —1 p o r V K _ x ( x ) ( l ínea p u n t e a d a ) . W Q ( X ) en la l i teratura es u s u a l m e n t e 

d e n o m i n a d a c o m o : " la r a m a pr inc ipa l d e la f u n c i ó n W d e L a m b e r t " . 71 



Figura 3.1. Las dos ramas reales de la función W de Lambert. 

En algunos casos particulares, tales como en la solución de ecuaciones diferenciales 

con retraso, se vuelve de gran importancia analizar el comportamiento de esta 

herramienta cuando se trabaja en el plano complejo. Por ello, para extender el uso de 

la función W al plano complejo es necesario definir todas las ramas de W(z). Si se 

establece que Ω = W (z) y z = Ω e w , se pueden localizar las fronteras que dividen el 

plano Ω, y así encontrar las imágenes de esas curvas de frontera, las cuales son las 

ramas que cortan en el plano z. Sea Ω = ξ + in y z = x + iy, asi: 

x = eξ(ξ cos n — N sin n) (3.7) 

y = EΞ (N Cos n + ξ sin n) (3.8) 

Se deben localizar las fronteras que genera W sobre el plano z y posteriormente 

considerar las imágenes en el plano ω del eje real negativo de z . Si y = 0 en la 

ecuación (3.8) entonces: 

N = 0 o ξ = —n cotn (3.9) 

Adicionalmente ξ cos n — N sin n < 0 , así que las imágenes se encuentran 

precisamente en el eje real negativo de z. En la Figura 3.2 se indican las regiones 

numeradas en el plano ω, denotando las ramas de W en cada región k por medio de 
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Wk(z), d o n d e s e o b s e r v a q u e las f r o n t e r a s d e c a d a r a m a s o n as in tó t icas a las l íneas 

p u n t e a d a s , las c u a l e s s o n h o r i z o n t a l e s en múl t ip los d e n. 

Im(W) 5_Tt__ 

— —— 4ti 

_ 3n _ 

Rama k = 2 

IL_ 

Rama k = 1 

Rama principal k = 0 _ __ _ _ . _ 

;2TC_, Rama k = -1 

__ . _ _ _ -3JI_, 

,_ _ _r4n_. 

Rama k = -2 r 5 r c _ 

-6TI _ 

, 

-Re(W) 

Figura 3.2. Rangos de las ramas de W(z). Generado a partir de 

(Corless, 1996) 

La c u r v a q u e s e p a r a la r a m a pr inc ipa l W0, de las r a m a s W_x y Wx e s : 

{-rjcotrj + rji: - n <r¡ <n) (3 .10) 

J u n t o c o n - 1 , q u e es el va lo r l ímite para rj. F i n a l m e n t e , las c u r v a s q u e s e p a r a n las r a m a s 

r e s t a n t e s s e p u e d e n def in i r c o m o : 

{-r¡cotry + n i : - 2kn < ±r¡ < (2k + l)n] para k = 1,2,3,... (3 .11) 

E s t a s c u r v a s s o n las i m á g e n e s i n v e r s a s de l e je n e g a t i v o real ba jo el m a p e o a> -> íoe w 

q u e d i v i d e n el p l a n o co. 

WQ{z) es un c a s o e s p e c i a l , y es la ún ica r a m a q u e c o n t i e n e en su r a n g o c u a l q u i e r 

n ú m e r o r e p r e s e n t a d o en el e je pos i t ivo , y c o m o s e ha h e c h o c o n an te r io r idad es 

l l a m a d a la r a m a pr inc ipa l . 
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3.3 Algunas aplicaciones de interés 

D e b i d o a la s i m p l i c i d a d q u e p r e s e n t a la f u n c i ó n W d e L a m b e r t para m a n e j a r 

e x p r e s i o n e s q u e c o n t i e n e n al n ú m e r o e , es pos ib le e n c o n t r a r un g r a n n ú m e r o d e c a s o s 

para los c u a l e s e s t a h e r r a m i e n t a es ap l icab le , a m a n e r a d e e j e m p l o , en es ta s e c c i ó n se 

p r e s e n t a n c a s o s en los c u a l e s s e ha fac i l i tado el c a m i n o hac ia la s o l u c i ó n m e d i a n t e la 

a p l i c a c i ó n d i r e c t a d e la f u n c i ó n W d e L a m b e r t o c u a n d o es n e c e s a r i o reso lver una 

e c u a c i ó n d i f e r e n c i a l . 

3.3.1 Solución de un modelo de combustión 

El p r o b l e m a s e p l a n t e a c o n la e c u a c i ó n : 

^ = y 2 ( l - t ) , y ( 0 ) = e > 0 (3 .12) 

D i c h o m o d e l o es u s a d o p o r O ' M a l l e y en (O 'Ma l ley , 1 9 9 1 ) y Re iss en ( R e i s s , 1 9 8 0 ) para 

e x p l o r a r los m é t o d o s d e p e r t u r b a c i ó n . C o r l e s s et a l . en ( C o r l e s s , 1 9 9 6 ) d e m o s t r a r o n 

q u e es p o s i b l e ha l lar e x p l í c i t a m e n t e u n a s o l u c i ó n anal í t ica en t é r m i n o s d e W, y así los 

r e s u l t a d o s de l m é t o d o d e p e r t u r b a c i ó n d e O ' M a l l e y p u e d e n ser c o m p a r a d o s c o n la 

s o l u c i ó n e x a c t a . El m o d e l o de l p r o b l e m a es s e p a r a b l e , por lo q u e , d e la i n t e g r a c i ó n se 

o b t i e n e u n a s o l u c i ó n d e f o r m a impl íc i ta y ( t ) : 

i + l o g ( i _ 1 ) = i + l o g ( i _ 1 ) _ t ( 3 . 1 3 ) 

La c u a l p u e d e s e r resue l ta p a r a o b t e n e r 

y = i + w i u e ^ ( 3 ' 1 4 ) 

D o n d e u = 1 / e — 1. U n a i n s p e c c i ó n en la e c u a c i ó n d i fe renc ia l m u e s t r a q u e 0 < £ < 

y < 1 y e s t o i m p l i c a q u e la r a m a pr inc ipa l W0 d e b e ser u t i l i zada . 
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3.3.2 Solución de ecuaciones diferenciales lineales con retraso 

Esta es p r o b a b l e m e n t e la a p l i c a c i ó n d e la f u n c i ó n W d e L a m b e r t d e m a y o r i m p o r t a n c i a . 

M u c h a s d e las p r o p i e d a d e s q u e e x h i b e la f u n c i ó n W d e L a m b e r t en el m a n e j o de 

v a r i a b l e c o m p l e j a h a n s ido p r o b a d a s en el c a m p o d e las e c u a c i o n e s d i fe renc ia les c o n 

r e t r a s o , m o t i v a d o s p o r la s i m p l i c i d a d q u e se o b s e r v a en la s o l u c i ó n de e c u a c i o n e s 

c o m o la s i g u i e n t e : 

y ( t ) = a y ( t - 1 ) (3 .15) 

S u j e t a a la c o n d i c i ó n y ( t ) = / ( t ) , u n a f u n c i ó n c o n o c i d a s o b r e el in terva lo 0 < t < 1. 

Este e j e m p l o r e p e r c u t e d e f o r m a i m p o r t a n t e en el e s t u d i o d e la estab i l idad d e 

e c u a c i o n e s n o l inea les c o n r e t r a s o . 

U n a a p r o x i m a c i ó n p a r a r e s o l v e r es te p r o b l e m a es s u p o n e r q u e la s o l u c i ó n es de la 

f o r m a y = e s t p a r a a l g ú n va lo r d e s . As í se o b t i e n e d e m a n e r a d i rec ta q u e sest = 

aeste~s, o b ien 5 = Wk(á), pa ra c u a l q u i e r r a m a Wk. Si e W k ^ t es la s o l u c i ó n de 

y = a y ( t — 1 ) , e n t o n c e s p o r l ineal idad resu l ta 

y = Y%=-<x>ckew^t (3 .16) 

Para un n ú m e r o r a z o n a b l e de c o e f i c i e n t e s ck. De f o r m a i n m e d i a t a es pos ib le o b s e r v a r 

q u e la s o l u c i ó n c r e c e r á e x p o n e n c i a l m e n t e si c u a l q u i e r a d e los Wk(a) t i e n e n par te real 

pos i t i va , y e s t o o t o r g a u n a p a u t a i m p o r t a n t e a los t e o r e m a s d e es tab i l idad d e la teor ía 

d e e c u a c i o n e s d i f e r e n c i a l e s . 

Esta a p r o x i m a c i ó n p u e d e s e r g e n e r a l i z a d a para m a n e j a r s i s t e m a s de e c u a c i o n e s 

d i f e r e n c i a l e s c o n r e t r a s o y c o e f i c i e n t e s c o n s t a n t e s , a d e m á s d e e c u a c i o n e s e s c a l a r e s de 

la f o r m a : 

y = o y ( t - 1 ) + by{t) (3 .17) 

T a m b i é n es p o s i b l e r e s o l v e r y = A y ( t ) + B y ( t — 1 ) d o n d e A y B s o n m a t r i c e s 

c o n m u t a t i v a s 
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3.4 Herramientas de cálculo 

La f u n c i ó n W d e L a m b e r t y a s e e n c u e n t r a ¡ m p l e m e n t a d a en la m a y o r í a del s o f t w a r e de 

c á l c u l o s m a t e m á t i c o s , p o r c i tar a l g u n o s : M A T L A B , M a p l e , M a t h e m a t i c a ; por el 

c o n o c i m i e n t o p r e v i o s e el ig ió M A T L A B para desar ro l l a r los a l g o r i t m o s q u e ut i l izan la 

m e t o d o l o g í a p r ó x i m a a def in i r . 

C o m o par te de l t r a b a j o inicial s e e x p l o r ó la agi l idad q u e p o s e e M A T L A B para t raba jar 

c o n la f u n c i ó n W d e L a m b e r t , p u e s t o q u e el a l g o r i t m o para loca l izar las f ron te ras de 

e s t a b i l i d a d ut i l izará r e p e t i d a s v e c e s el c á l c u l o d e d i c h a f u n c i ó n . Por esta r a z ó n , se 

i m p l e m e n t o el e je rc ic io d e c a l c u l a r la f u n c i ó n d e W L a m b e r t en su r a m a pr inc ipa l , 

F i g u r a 3 .3 , p a r a el d o m i n i o — ̂  < x < 1 0 en 1 0 0 0 p u n t o s i g u a l m e n t e d is t r ibu idos , bajo 

t res a l t e rna t i vas : 

• La f u n c i ó n p r o p i a d e Mat lab , d e n o m i n a d a l a m b e r t w . 

• U n a a p r o x i m a c i ó n n u m é r i c a loca l i zada en la p á g i n a w e b d e M A T L A B , en 

h t t p : / / w w w . m a t h w o r k s . c o m / m a t l a b c e n t r a l / f i l e e x c h a n g e / 6 9 0 9 , p r o g r a m a d a 

p o r P a s c a l G e t r e u e r y m o d i f i c a d a p o r Did ier C l a m o n d , a m b o s desar ro l los es tán 

b a s a d o s en el t r a b a j o d e C o r l e s s et a l . ( C o r l e s s , 1 9 9 6 ) , la c u a l s e r á d e n o m i n a d a 

p a r a es te t r a b a j o c o m o la f u n c i ó n I a m b e r t w 2 . 

• U n a a p r o x i m a c i ó n n u m é r i c a , m á s s i m p l e q u e la anter io r p e r o q u e s o l a m e n t e es 

c a p a z d e t raba ja r la r a m a f u n d a m e n t a l d e la f u n c i ó n W, d e n o m i n a d a 

I a m b e r t w 3 . 

S e c o n s i d e r ó c o m o r e s u l t a d o e x a c t o , el e m i t i d o por la f u n c i ó n in te rna ¡ m p l e m e n t a d a 

en M A T L A B . Por t a n t o , ba jo es ta c o n s i d e r a c i ó n los r e s u l t a d o s d e es ta y las d o s 

a p r o x i m a c i o n e s s e m u e s t r a n en la T a b l a 3 .1 . 

Tabla 3.1. Comparación de las opciones para calcular la función IV. 

Función evaluada Tiempo de cálculo Magnitud del error 

lambertw 4.906 segundos 0 

Iambertw2 0.125 segundos 2.8567 x 10~9 

Iambertw3 0.063 segundos 0.0056 
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E v i d e n t e m e n t e la c a n t i d a d d e t i e m p o r e q u e r i d a para c o m p u t a r c o n m a y o r p rec is ión el 

v a l o r d e la f u n c i ó n W es e x c e s i v a , por lo c u a l , c o n s i d e r a n d o q u e será ut i l izado 

r e p e t i d a s v e c e s en el a l g o r i t m o d e loca l i zac ión d e f r o n t e r a s d e es tab i l idad , s e o p t o por 

s e l e c c i o n a r la o p c i ó n I a m b e r t w 2 p u e s t o q u e el e r ro r es p r á c t i c a m e n t e d e s p r e c i a b l e y el 

t i e m p o es 9 7 % m e n o r . La t e r c e r a o p c i ó n es aún m á s r á p i d a , p e r o la m a g n i t u d d e error 

q u e p r o v i e n e d e ut i l izar e s t a a l te rnat iva c o m i e n z a a s e r s ign i f ica t ivo c o m o s e p u e d e 

ver i f i ca r d e la T a b l a 3 .1 , a d e m á s c a b e m e n c i o n a r q u e e s e a l g o r i t m o só lo es c a p a z de 

t r a b a j a r c o n la r a m a f u n d a m e n t a l . 

Conjunto de los reales x 

Figura 3.3. Resultados de la evaluación en la rama 0 de la función W 
de Lambert. Generado a partir de (Corless, 1996). 

C o m o m é t o d o para ver i f i car la p rec is ión del a l g o r i t m o d e n o m i n a d o I a m b e r t w 2 , se 

s e l e c c i o n a r o n d i f e r e n t e s r e g i o n e s en el p l a n o c o m p l e j o para s e r e v a l u a d a s , es dec i r , si 

un n ú m e r o c o m p l e j o es de f in ido en par te real e imag inar ia c o m o : z — x + yi los 

v a l o r e s d e x y y d e s t i n a d o s a la e v a l u a c i ó n f u e r o n : 

- 1 0 m < x < 1 0 m , - 1 0 m < y < 1 0 m pa ra m = 0 , 1 , 2 , 3 , 4 , 5 (3 .18) 

D i c h o s in te rva los f u e r o n d i s c r e t e a d o s en 1 0 0 p u n t o s i g u a l m e n t e e s p a c i a d o s , de es ta 

m a n e r a , d e f i n i e n d o a Z c o m o el c o n j u n t o d e los z = x + yi v a l o r e s c o m p l e j o s q u e s o n 

el a r g u m e n t o d e la f u n c i ó n W d e L a m b e r t y a ü c o m o el m a p e o q u e g e n e r a n los 

v a l o r e s de l c o n j u n t o Z , c u a n d o s o n e v a l u a d o s bajo d i f e r e n t e s r a m a s d e d icha f u n c i ó n , 
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se obtuvieron los resultados most rados en la Figura 3.4, considerando para fines 

práct icos sólo las ramas — 3 , - 2 , - 1 , 0 , 1 , 2 , 3 . En esta Figura 3.4, la curva que corta el 

eje horizontal en -1 es el límite de la rama fundamenta l , de forma ascendente 

e n c o n t r a m o s los límites de las ramas 1, 2 y 3, y de forma descendente los límites de las 

ramas - 1 , - 2 , -3 de la misma manera q u e en la Figura 3.2. Cabe mencionar que cada 

franja de puntos desplazándose de izquierda a derecha, representa el resultado de la 

eva luac ión del conjunto definido con la ecuac ión (3.18) en la función de Lambert , bajo 

cada rama menc ionada , s iendo m = 0 la franja de la izquierda y m = 5 la franja en el 

ex t remo derecho . Es importante resaltar que los puntos en rojo son la evaluación en la 

rama 0, los azules la evaluación en la rama -1 y 1, los verdes en la rama -2 y 2, y por 

úl t imo los cian evaluados en la rama -3 y 3. Observándose que no existe error en los 

resul tados que se obt ienen con el a lgor i tmo estudiado para aproximar la función de 

Lamber t , ya que es evidente que ningún punto en el área estudiada excede los límites 

de la rama en que fue evaluado, por lo cual es aceptable el uso de la aproximación 

l lamada Iambertw2. 

Figura 3.4. Mapeo Ω del conjunto Z y límites de las ramas -3 a 3 de la 
función W de Lambert. 
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C A P Í T U L O 4 . D E S A R R O L L O E X P E R I M E N T A L 

4.1 Antecedentes de aplicación a los procesos de torneado y fresado 

C ó m o f u e p o s i b l e o b s e r v a r en el Cap í tu lo II, los p r o c e s o s d e m e c a n i z a d o r e l a c i o n a d o s 

c o n o p e r a c i o n e s d e t o r n e a d o y f r e s a d o , p u e d e n ser m o d e l a d o s m a t e m á t i c a m e n t e , 

m e d i a n t e e c u a c i o n e s d i fe renc ia les c o n re t raso T , m i s m o q u e v i e n e i n d u c i d o por el 

t é r m i n o d e f u e r z a en la e c u a c i ó n d e m o v i m i e n t o , y el cua l es f u n c i ó n d i rec ta del 

e s p e s o r d e v i ru ta . Es to p u e d e a p r e c i a r s e en la s i g u i e n t e e c u a c i ó n q u e d e s c r i b e una 

o p e r a c i ó n d e m e c a n i z a d o en un g r a d o d e l iber tad: 

x ( t ) + 2Zx(únx(t) + ü>lxx(t) = 

F * ( t - T ) 

mx 

(4.1) 

Para el c a s o d e d o s g r a d o s d e l iber tad , el re t raso q u e d a inc lu ido en el v e c t o r d e f u e r z a 

d e la e c u a c i ó n m o s t r a d a 

(x\ \2Sxü)nx 0 l (x\ 0 0). Q=\7 0 
F ( t - T ) . (4.2) 

A d v i e r t a q u e las e c u a c i o n e s d i fe renc ia les an te r io res t i e n e n s e m e j a n z a a las e c u a c i o n e s 

d i f e r e n c i a l e s o r d i n a r i a s . S in e m b a r g o , la d i fe renc ia rad ica en el t é r m i n o d e f u e r z a del 

lado d e r e c h o d e la e c u a c i ó n q u e exc i ta al s i s t e m a , y a q u e es te c o n s i d e r a los e f e c t o s 

a n t e r i o r e s , C a p í t u l o 2 s e c c i ó n 2 .3 .1 , s e g ú n el m o d e l o d e f u e r z a s p l a n t e a d o p o r A l t in tas 

y B u d a k (A l t in tas , 1 9 9 5 ) , el t é r m i n o de f u e r z a en g e n e r a l se de f ine c o m o : 

F = ¿ O p / f T [ A ( t ) ] { A ( t ) } . (4.3) 

(x(t) — x(t — T)) 
D o n d e , { A ( t ) } = | ^ _ _ T ^ j r e p r e s e n t a los d e s p l a z a m i e n t o s a c t u a l e s y 

a n t e r i o r e s del s i s t e m a d i n á m i c o . Para faci l i tar la s o l u c i ó n d e la e c u a c i ó n (4.2) es 

p r á c t i c a c o m ú n e m p l e a r su r e p r e s e n t a c i ó n en e s p a c i o d e e s t a d o s , e s t o e s : 

x = A ( t ) x ( t ) + B ( t ) x ( t - T ) , (4 .4) 
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D o n d e los c o e f i c i e n t e s d e la e c u a c i ó n s o n p e r i ó d i c o s , es d e c i r A(t) = A(t + T) y 

B(t) = B(t — T). 

E c u a c i o n e s d e la f o r m a d e s c r i t a por la e c u a c i ó n (4 .4) f u e r o n resue l tas por As i y U lsoy 

e n (As i , 2 0 0 3 ) y Yi y U l s o y en(Y i , 2 0 0 6 ) m e d i a n t e la f u n c i ó n W d e L a m b e r t para descr ib i r 

la e s t a b i l i d a d en un p r o c e s o d e t o r n e a d o , en el q u e las f r o n t e r a s q u e d e f i n e n la 

t r a n s i c i ó n e n t r e c o r t e e s t a b l e e ines tab le , f u e r o n d e t e r m i n a d a s e m p l e a n d o un m é t o d o 

d e s o l u c i ó n (el c u a l g e n e r a l m e n t e t i ene la f o r m a d e u n a e c u a c i ó n e x p o n e n c i a l ) , q u e s e 

b a s a en ident i f icar el p u n t o en el q u e la par te real d e las ra íces d e la e c u a c i ó n 

c a r a c t e r í s t i c a c a m b i a n su s i g n o d e n e g a t i v o a pos i t ivo , es to d e b i d o a q u e un s i g n o 

n e g a t i v o s ign i f i ca r ía un d e c r e c i m i e n t o e x p o n e n c i a l y p o r t a n t o u n a t e n d e n c i a a la 

e s t a b i l i d a d , c a s o c o n t r a r i o a u n s i g n o pos i t ivo q u e se ref le jar ía c o m o un c r e c i m i e n t o 

e x p o n e n c i a l q u e e v i d e n t e m e n t e g e n e r a r í a un c o m p o r t a m i e n t o ines tab le , en b r e v e es te 

p r o c e d i m i e n t o s e exp l i ca c o n m a y o r deta l le en la s e c c i ó n s i g u i e n t e . 

4.2 Implementación de la función W de Lambert 

A c o n t i n u a c i ó n s e d e s c r i b e el m é t o d o p r o p u e s t o p a r a s o l u c i o n a r el p r o b l e m a de 

ines tab i l idad e n f r e s a d o , el cua l e m p l e a la f u n c i ó n W d e L a m b e r t p a r a hal lar la s o l u c i ó n 

de la e c u a c i ó n c a r a c t e r í s t i c a p r o p i a d e la e c u a c i ó n d i fe renc ia l c o n re t raso q u e m o d e l a 

la o p e r a c i ó n d e f r e s a d o , p o s t e r i o r m e n t e se p lan tea la t é c n i c a e m p l e a d a p a r a f o r m u l a r 

la a p r o x i m a c i ó n al o p e r a d o r m o n o d r ó m i c o (matr iz d e t r a n s i c i ó n ) , m i s m a q u e p e r m i t e 

h a c e r u s o d e la t e o r í a d e F l o q u e t para d e t e r m i n a r la ines tab i l idad de l s i s t e m a . 

4.2.1 Modelo de fuerzas y planteamiento del problema 

P a r t i e n d o de l m o d e l o d e f u e r z a s p l a n t e a d o por Al t in tas y B u d a k en (Al t intas, 1 9 9 5 ) en 

d o n d e s e t o m a c o m o f u n d a m e n t o q u e c u a n d o el f i lo d e la h e r r a m i e n t a s e e n c u e n t r a 

c o r t a n d o , s u r g e n s o b r e él f u e r z a s d e r e a c c i ó n en la d i r e c c i ó n radial y la d i r e c c i ó n 

t a n g e n c i a l , s in e m b a r g o , e s n e c e s a r i o h a c e r u n a t r a n s f o r m a c i ó n de l s i s t e m a d e 

re fe renc ia p a r a e x p r e s a r d i c h a s r e a c c i o n e s e n un s i s t e m a d e e jes c a r t e s i a n o s x — y, 
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) 
véase sección 2 .3 .1 . Así, finalmente las reacciones en componentes cartesianas 

considerando que la herramienta (o la pieza de trabajo) tiene libertad de 

desplazamiento en dos direcciones, vienen descritas como: 

F - í F * ] - _ \ K s x x Ksxy\[x(t) - x(t - T)~) 

*~\Fy) ap[Ksvx Ksvv\ ly( t ) - y(t - T ) j ' 1 4 ' b ) 

donde: 

Ksxx(.t) = E y ^ 1 g(.<Pj)[Kt eos <¡>j + Kn sin 0 ; ] sin 0;-, (4.6a

K « y ( 0 = g((pj)[Kt eos(pj + /Y n sin0 ; ] cos0 y, (4.6b) 

Ksyx(t) = Y^TQ1 g((pj)[~Kt sin <¡)j +Kn eos 0 ; ] sin ty, (4.6c) 

Ksyy{t) = Z ^ ñ 1 5 ( 0 ; ) [ - ^ t sin 0; +tfn eos 0 y ] eos 0 ; , (4.6d) 

Recordando que en la sección 2 .3 .2 que se definió a Kn = KrKt y considerando que las 

fuerzas específicas Ks(t) son función directa del tiempo ya que 0 cambia con este, 

entonces queda claro que esta definición de Ks propicia que esta fuerza sea 

dependiente del tiempo, caso contrario a los coeficientes de direccionamiento (a) 

dados por la ecuación (2 .8) los cuales únicamente indican la dirección de las reacciones. 

De esta manera, la ecuación de movimiento puede ser escrita como: 

Ta) 2 0 

•ap 

mx 0 - 1 

0 m . 

m)} \2<;x(onx 0 lfx(t)) 
Í K O i I 0 2 c > n y H y ( t ) j + _ 

r ' p ^ C O ^ ( 0 ] f x ( t ) - x ( t - T ) ) 

J [KsyM KSyy(t)\{y(t)-y(t-T)y 

2 n ' fx( t ) ) 

ly(OJ 
nx 

2 (ONY 

(4.7) 

La s o l u c i ó n d e la e c u a c i ó n (4.7) en t é r m i n o s de l t i e m p o d e c ó m p u t o , es m u y inef ic iente 

d e b i d o al t é r m i n o d e re t raso T . C o m o u n a f o r m a d e o p t i m i z a r su s o l u c i ó n , s e p r o p o n e 

h a c e r un c a m b i o d e v a r i a b l e para T d e la f o r m a : e = 1 / T , t = t*/e, x(t) -* x(t*). Es 

fáci l d e m o s t r a r q u la e c u a c i ó n (4.7) p u e d e ser escr i ta c o m o : 
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i n n ) + T i nx 
O 2£. 

O i r * ( t * 

yCO n yJ(y(t* y(t*)í . o < ] l y ( t * ) j 

2 r m % o i - 1 p f s * * C O / G x y ( t * ) l f x ( t * ) - x ( f - 1 ) ) 

a P T [ O myJ [/Y s y x (t*) i f w ( f ) J l y ( f ) - y ( C * - l ) J ' 
c u y a r e p r e s e n t a c i ó n en e s p a c i o d e e s t a d o v i e n e d a d a por : 

X(t*) = AX(t*) + BX(t* - 1 ) , 

en d o n d e : 

X ( t * ) = 
I y(t*) 

A = -

0 

0 

0 

o 

T 2 ( ca 2 , "p̂ sxas 

T¿a„K, 
pnsxy 

mx 
T 2 Í > 2 

ny 

1 

o 

2T^xO)nx 

0 

B = 

r 0 0 0 Oí 
0 0 0 0 

T2apKsxx T2 dp Ksxy 
0 0 

mx mx 

0 0 

T2üp KSyX X2 Q,p KSyy 
0 0 

my 

TUy 
0 0 

o 
1 

o 

2r^y(ony 

(4.8) 

(4.9) 

(4 .10a) 

, (4 .10b) 

(4 .10c) 

Para el c a s o d e 1 g r a d o d e l iber tad , la e c u a c i ó n (4.7) p u e d e escr ib i rse c o m o : 

x(t) + 2Sxü)nxx(t) + ulxx(t) = -%-Ksxx(f)[x(t) - x(t - T ) ] , (4 .11) 

y en f o r m a n o r m a l i z a d a e s : 

áf(f) + 2r^x(onxx(n + T 2 o) 2 ^(t*) = -^Ksxx(t)[x(n ~ *(t* - 1 ) ] . (4 .12) 
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En e s p a c i o d e e s t a d o , e s t a e c u a c i ó n (4 .12) p u e d e s e r escr i ta en f o r m a a n á l o g a a la 

e c u a c i ó n (4 .9) e n d o n d e a h o r a se t i e n e q u e : 

(4 .13a) 

A = -
0 1 

mx 

(4 .13b) 

B = 
0 0 

T2apKsxx (4 .13c) 

En la s i g u i e n t e s e c c i ó n se p r o c e d e r á a desar ro l la r la s o l u c i ó n de l s i s t e m a (4.9) u s a n d o la 

f u n c i ó n W d e L a m b e r t . 

4.2.2 Solución empleando la función W de Lambert 

La m e t o d o l o g í a q u e s e desar ro l l a en es ta s e c c i ó n es a n á l o g a a la m e t o d o l o g í a 

i m p l a n t a d a p o r Asi y U l s o y en (Asi , 2 0 0 3 ) a d e m á s d e Yi y U lsoy en (Yi , 2 0 0 3 ) . Sin 

e m b a r g o , y h a s t a d o n d e la rev is ión d e la l i teratura l legó , e s t á m e t o d o l o g í a no a b a r c a 

s o l u c i o n e s d e e c u a c i o n e s d i f e r e n c i a l e s c o n re t raso q u e d e s c r i b a n el c o m p o r t a m i e n t o 

d i n á m i c o d e o p e r a c i o n e s d e f r e s a d o para d o s o m á s g r a d o s d e l iber tad . 

A c o n t i n u a c i ó n s e p r o c e d e r á a rev isar los p a s o s n e c e s a r i o s para d e t e r m i n a r la s o l u c i ó n 

g e n e r a l d e la e c u a c i ó n (4 .9) u s a n d o la f u n c i ó n W d e L a m b e r t . 

c ) Metodología 

C o m o o r i g i n a l m e n t e f u e p l a n t e a d o por Asi y U lsoy en (Asi , 2 0 0 3 ) , s u p o n e m o s q u e la 

e c u a c i ó n (4 .9) t i e n e u n a s o l u c i ó n d e la f o r m a : 

X ( t * ) = est\ (4 .14) 
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en d o n d e la mat r i z S es la raíz d e la e c u a c i ó n carac te r ís t i ca de l s i s t e m a a resolver , 

e c u a c i ó n 4 . 9 . 

La d e r i v a d a d e la e c u a c i ó n (4 .14) p r o p u e s t a c o n r e s p e c t o al t i e m p o e s : 

X ( t * ) = S e s t \ (4 .15) 

s u b s t i t u y e n d o la e c u a c i ó n (4 .14) y (4 .15) en la e c u a c i ó n (4.9) s e t i e n e : 

S e s t * = A e s t * + B e ^ * " 1 ) , (4 .16) 

de la c u a l , m u l t i p l i c a n d o p o r el t é r m i n o e _ s t * se o b t i e n e la e c u a c i ó n carac te r ís t ica d e la 

e c u a c i ó n (4 .9 ) 

S = A + B e s , (4 .17) 

C a b e r e c o r d a r de l C a p í t u l o 3 q u e la f u n c i ó n W d e L a m b e r t , es aque l l a q u e c u m p l e c o n 

la i g u a l d a d . 

W{Z)ewm = Z . (4 .18) 

Para u s a r e s t a i d e n t i d a d e n la e c u a c i ó n (4 .17 ) , es n e c e s a r i o reescr ib i r la d e la s igu ien te 

m a n e r a : 

( S — A ) e s e _ A = B e - A , (4 .19) 

en g e n e r a l ese~A =é es~A d e b i d o a q u e las m a t r i c e s S y A s o n no c o n m u t a t i v a s (Yi, 

2 0 0 6 ) e n t o n c e s , s e i n t r o d u c e u n a mat r i z d e s c o n o c i d a Q q u e g a r a n t i c e q u e ese~A = 

e s _ A Q p o r lo t a n t o la e c u a c i ó n (4 .19) p u e d e s e r escr i ta c o m o : 

( S - A ) e s ~ A = Q. (4 .20) 

La c o m p a r a c i ó n e n t r e las e c u a c i o n e s (4 .20) y (4 .18) p e r m i t e c o n c l u i r q u e 

W ( Q ) = ( S - A ) , (4 .21) 
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por lo t a n t o , s e t i e n e : 

S = W ( Q ) + A. (4 .22) 

S u b s t i t u y e n d o la e c u a c i ó n (4 .22) en la e c u a c i ó n (4 .17) , se g e n e r a 

Vf(Q) = Be~w^-A, (4 .23) 

Los e l e m e n t o s d e la mat r i z Q q u e s a t i s f a c e n la e c u a c i ó n (4 .23) p u e d e n o b t e n e r s e 

n u m é r i c a m e n t e p a r a c a d a c o m b i n a c i ó n d e p a r á m e t r o s d e c o r t e q u e m o d i f i q u e n las 

m a t r i c e s A y B. U n a v e z e n c o n t r a d o s los e l e m e n t o s s e p u e d e u s a r la e c u a c i ó n (4 .22) 

para d e t e r m i n a r los t é r m i n o s d e la mat r i z S. D e p e n d i e n d o d e los v a l o r e s q u e t e n g a n los 

e l e m e n t o s d e la mat r i z S se p o d r á d e t e r m i n a r el t ipo d e c o m p o r t a m i e n t o q u e la 

s o l u c i ó n d e la e c u a c i ó n d i fe renc ia l c o n re t raso t e n d r á , lo cua l permi t i rá c o n o c e r si el 

c o m p o r t a m i e n t o de l s i s t e m a s e r á es tab le o no . 

4.2.3 Operador monodrómico 

Para el c a s o p l a n t e a d o en la s e c c i ó n 4 . 2 . 1 , s e o b t u v o q u e la e c u a c i ó n d i fe renc ia l c o n 

r e t r a s o en f o r m a matr ic ia l (4 .9) d e la cua l se in tenta p r e d e c i r el c a r á c t e r es tab le o 

i n e s t a b l e , e s : 

En la l i tera tura s e m e n c i o n a q u e m e d i a n t e la teor ía d e F l o q u e t , es pos ib le loca l izar para 

s i s t e m a s r e p r e s e n t a d o s p o r e c u a c i o n e s d i fe renc ia les c o n re t raso la es tab i l idad del 

m i s m o m e d i a n t e la a p r o x i m a c i ó n f inita de l o p e r a d o r m o n o d r ó m i c o U ( B u t c h e r , 2 0 0 5 ; 

M a , 2 0 0 5 ) , la c u a l a c t ú a c o m o matr iz d e t rans ic ión en t re el t é r m i n o ac tua l y el t é r m i n o 

c o n r e t r a s o , en e s t e c a s o d i c h a a p r o x i m a c i ó n s e r e p r e s e n t a r í a de la s i g u i e n t e m a n e r a : 

X(t*) = AX(t*) + BX(t* - 1 ) . (4 .24) 

X(t) = UX(t - 1 ) . (4 .25) 

Si r e t o m a m o s la s u b s t i t u c i ó n d e la e c u a c i ó n (4 .15) en (4 .24) t e n e m o s q u e : 
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SX(t') = AX(t*) + B X ( f - 1 ) , (4 .26) 

puesto q u e s e g ú n la e c u a c i ó n (4 .14) X(t*) = est", d e a c u e r d o a lo anter ior se p u e d e 

r e a c o m o d a r (4 .26 ) d e tal m a n e r a q u e : 

X(t*) = (S - A)~ 1 BX(t* - 1 ) , (4 .27) 

lo q u e c l a r a m e n t e ind ica q u e la a p r o x i m a c i ó n f inita del o p e r a d o r m o n o d r ó m i c o e s : 

U = (S - A ) _ 1 B . (4 .28) 

Sin e m b a r g o , s a b e m o s d e (4 .17) q u e S d e p e n d e d e A y B, d e m a n e r a q u e 

s u b s t i t u y e n d o (4 .17 ) en (4 .28 ) , s e o b t i e n e : 

U = (A + B e - S - A ) _ 1 B = e s (4 .29) 

Por lo c u a l , s i g u i e n d o la t e o r í a d e F loque t la es tab i l idad del s i s t e m a d i n á m i c o q u e 

m o d e l a la i n t e r a c c i ó n e n t r e la h e r r a m i e n t a y la p ieza d e t raba jo (4 .24) para 

o p e r a c i o n e s d e f r e s a d o , d e p e n d e del radio e s p e c t r a l d e la a p r o x i m a c i ó n al o p e r a d o r 

m o n o d r ó m i c o U = es, es dec i r , pa ra c o n d i c i o n e s de c o r t e e s t a b l e s , d i c h o radio 

e s p e c t r a l d e b e s e r m e n o r a la u n i d a d , c a s o c o n t r a r i o a las c o n d i c i o n e s ines tab les , en las 

c u a l e s el rad io e s p e c t r a l d e U s e r á m a y o r q u e la u n i d a d . 

4.2.4 Algoritmo de la obtención numérica de S 

Y a q u e la e s t a b i l i d a d del s i s t e m a d i n á m i c o d e p e n d e d e los va lo res d e las ra íces d e la 

e c u a c i ó n c a r a c t e r í s t i c a (4 .17 ) , la matr iz S, la m a n e r a d e ident i f icar si una o p e r a c i ó n de 

m e c a n i z a d o s e c o m p o r t a r á d e f o r m a es tab le o ines tab le s e f u n d a m e n t a en el u s o d e la 

t e o r í a d e F l o q u e t , la c u a l ind ica q u e el c o m p o r t a m i e n t o es es tab le s i e m p r e y c u a n d o la 

m a g n i t u d de l e i g e n v a l o r d o m i n a n t e d e la matr iz d e t rans ic ión es m e n o r q u e la u n i d a d , 

y es i n e s t a b l e c u a n d o la m a g n i t u d del e i g e n v a l o r d o m i n a n t e d e d i c h a matr iz t i ene un 

v a l o r igua l o s u p e r i o r a la u n i d a d , Asi y U lsoy en (Asi , 2 0 0 3 ) m e n c i o n a n q u e la 

e s t a b i l i d a d de l s i s t e m a es d o m i n a d a p o r la r a m a f u n d a m e n t a l d e la f u n c i ó n W de 
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L a m b e r t . B a s a d o e n e s t o , en la s o l u c i ó n d e la e c u a c i ó n (4 .17) só lo se c o n s i d e r a la r a m a 

f u n d a m e n t a l d e la f u n c i ó n W d e L a m b e r t , así, la mat r i z d e t r a n s i c i ó n , t a m b i é n l l amada 

a p r o x i m a c i ó n f in i ta al o p e r a d o r m o n o d r ó m i c o , p u e d e s e r de f in ida c o m o : 

U = <D = es. (4 .30) 

Para d e t e r m i n a r los v a l o r e s c a r a c t e r í s t i c o s d e la matr iz d e t r a n s i c i ó n d a d a por la 

e c u a c i ó n (4 .30 ) , s e s i g u e el a l g o r i t m o d e s c r i t o en b r e v e , F igura 4 .1 , d i c h o a lgor i tmo se 

d e s a r r o l l ó p a r a o p e r a c i o n e s d e f r e s a d o p e r o en e s e n c i a es el m i s m o q u e d e b e usarse 

p a r a r a d e t e r m i n a r lóbu los d e es tab i l idad en o p e r a c i o n e s d e t o r n e a d o . 
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Figura 4.1 Diagrama de flujo que sigue el algoritmo para localización 
de lóbulos de estabilidad 
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Def in i r los v a l o r e s d e los p a r á m e t r o s m o d a l e s del s i s t e m a 

o F r e c u e n c i a s n a t u r a l e s ü)nx y ü)ny. 

o R e l a c i o n e s m o d a l e s d e a m o r t i g u a m i e n t o $xy £y. 

o M a s a s m o d a l e s mx,my, o b ien la r ig idez en c a d a d i r e c c i ó n kx,ky para 

c a l c u l a r las m a s a s m o d a l e s . 

Def in i r p a r á m e t r o s del c o r t e 

o C o e f i c i e n t e s d e c o r t e radial y t a n g e n c i a l Kt, Kn. 

o N ú m e r o d e f i los en la h e r r a m i e n t a zn. 

o R e l a c i ó n d e i n m e r s i ó n radial ae/D. 

Def in i r el á r e a a exp lora r , l ími tes m í n i m o y m á x i m o para v e l o c i d a d d e husi l lo , al 

igual q u e p a r a p r o f u n d i d a d axial d e c o r t e . 

C a l c u l a r las f u e r z a s e s p e c í f i c a s Ksxx,Ksxy,Ksyx,Ksyy c o n los p a r á m e t r o s del 

c o r t e . H a c i e n d o un anál is is s imi lar al rea l i zado p o r A l t in tas y B u d a k (Al t intas, 

1 9 9 5 ) p a r a la e c u a c i ó n (2 .12) o b t e n i e n d o el va lor p r o m e d i o d e las f u e r z a s 

e s p e c í f i c a s d e c o r t e d e s d e la e n t r a d a has ta la sa l ida del f i lo s o b r e la p ieza d e 

t r a b a j o . 

P r o c e d i m i e n t o d e loca l i zac ión d e las f r o n t e r a s d e es tab i l idad para t o d o el r a n g o 

d e f i n i d o d e v e l o c i d a d d e husi l lo c o n s i d e r a n d o c a d a i n c r e m e n t o en la 

p r o f u n d i d a d axial d e c o r t e , pa ra c a d a c o m b i n a c i ó n de p a r á m e t r o s : 

o C a l c u l a r los e l e m e n t o s d e las m a t r i c e s A y B . 

o R e s o l v e r la e c u a c i ó n (4 .23) para o b t e n e r el va lo r d e la matr iz Q. 

o C o n la mat r i z Q o b t e n e r la mat r i z S m e d i a n t e la e c u a c i ó n (4 .22 ) . 

o C a l c u l a r la matr iz d e t r a n s i c i ó n <I>. 

o O b t e n e r la m a g n i t u d del e i g e n v a l o r d o m i n a n t e de la mat r i z de t rans ic ión 

4> (u a p r o x i m a c i ó n al o p e r a d o r m o n o d r ó m i c o U), rad io e s p e c t r a l , y 

a l m a c e n a r los v a l o r e s d e : v e l o c i d a d d e husi l lo , p r o f u n d i d a d axial d e 

c o r t e y la m a g n i t u d del va lor ca rac te r í s t i co d o m i n a n t e . 

G r a f i c a r en el p l a n o v e l o c i d a d d e h u s i l l o - p r o f u n d i d a d axial d e c o r t e , las 

c o m b i n a c i o n e s q u e resu l tan en una m a g n i t u d d e e i g e n v a l o r igual a la u n i d a d . 
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La o p t i m i z a c i ó n de l a l g o r i t m o para reduc i r el t i e m p o d e c ó m p u t o p u e d e lograrse 

m e d i a n t e : 

1. La n o r m a l i z a c i ó n d e la e c u a c i ó n d i fe renc ia l (4 .7) y / o (4 .11) lo cua l g e n e r a q u e el 

t i e m p o q u e e m p l e a la f u n c i ó n fso lve d e M A T L A B , para local izar la raíz d e la 

e c u a c i ó n (4 .23 ) , s e r e d u z c a n o t a b l e m e n t e . 

2. El a l g o r i t m o d e n o m i n a d o , para es te t raba jo , " I a m b e r t w 2 " el cua l r e d u c e hasta 

e n 9 7 . 4 6 % el t i e m p o d e c o m p u t o de l t i e m p o e m p l e a d o por la func ión 

p r e d e f i n i d a para d e t e r m i n a r el va lo r d e la f u n c i ó n W d e L a m b e r t p rop ia d e 

M A T L A B . 

3. La ut i l i zac ión d e las s o l u c i o n e s an te r io res c o m o c o n d i c i o n e s in ic ia les . Para hal lar 

la s o l u c i ó n d e la e c u a c i ó n (4 .23 ) . se uti l iza in ic ia lmente la mat r i z i d e n t i d a d , para 

i n c r e m e n t o s en los v a l o r e s d e la p r o f u n d i d a d axial d e c o r t e s e uti l iza la s o l u c i ó n 

a n t e r i o r c o m o c o n d i c i ó n in ic ia l , a s e g u r a n d o c o n es to una b u e n a c o n v e r g e n c i a y 

q u e la s o l u c i ó n s iga u n a t e n d e n c i a pe r t inen te . 

4.2.5 Procedimiento experimental 

L o s i n s t r u m e n t o s y d i s p o s i t i v o s q u e s e d e s c r i b e n , así c o m o los p r o c e d i m i e n t o s q u e se 

d i s c u t e n a c o n t i n u a c i ó n , p e r t e n e c e n y f u e r o n l l evados a c a b o en la E s c u e l a S u p e r i o r de 

I n g e n i e r í a d e B i lbao d e la U n i v e r s i d a d de l País V a s c o U P V / E H U c o m o par te del 

c o n v e n i o d e c o l a b o r a c i ó n I T E S M - U P V / E H U f i r m a d o en F e b r e r o d e 2 0 0 8 . 

a) Determinación de las fuerzas especificas de la herramienta 

B á s i c a m e n t e e s t e p r o c e d i m i e n t o s e s i g u e para c o n o c e r las f u e r z a s e s p e c í f i c a s d e c o r t e , 

a s a b e r , Kt y Kn, f u e r z a e s p e c i f i c a t a n g e n c i a l y radia l r e s p e c t i v a m e n t e . El 

p r o c e d i m i e n t o q u e a c o n t i n u a c i ó n s e exp l ica só lo ap l ica a m o d e l o s d e u n o o d o s g r a d o s 

d e l iber tad , c o m o los d i s c u t i d o s en el Cap í tu lo II, y a q u e si s e t o m a en c u e n t a q u e la 

h e r r a m i e n t a , la p i e z a d e t raba jo o a m b a s , t i e n e n la l iber tad d e d e s p l a z a r s e t a m b i é n en 

la d i r e c c i ó n de l e je del husi l lo en o p e r a c i o n e s d e m e c a n i z a d o d e p a r e d e s d e l g a d a s , una 
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c o n s t a n t e m á s d e b e i n t r o d u c i r s e , la cua l estar ía r e l a c i o n a d a c o n la f u e r z a e s p e c i f i c a en 

la d i r e c c i ó n ax ia l . 

En e s t a s e c c i ó n s e d e s c r i b e n en p r i m e r a i n s t a n c i a , y b r e v e m e n t e , los e l e m e n t o s q u e 

in f luyen en el p r o c e s o d e la c a r a c t e r i z a c i ó n . 

( 1 ) E l e m e n t o s d e l p r o c e d i m i e n t o 

A c o n t i n u a c i ó n s e d e s c r i b e para c a d a e l e m e n t o c u a l e s s o n los f a c t o r e s q u e in f luyen en 

su c a r a c t e r i z a c i ó n d i n á m i c a . 

(a) Herramienta 

De a c u e r d o al m o d e l o q u e s e p l a n t e a , en el cua l la in f luenc ia del á n g u l o d e hé l ice es 

d e s p r e c i a d a , e s p o s i b l e h a c e r u s o d e u n a h e r r a m i e n t a f ronta l . S e s e l e c c i o n ó la 

h e r r a m i e n t a K E N D U 4 2 0 0 6 1 q u e p o s e e las s i g u i e n t e s ca rac te r í s t i cas : 

Tabla 4.1. Parámetros de la herramienta KENDU 42 0061. 

Característica Valor 

Diámetro de la herramienta De 16 mm 

Número de filos zn 2 

Ángulo de hélice cp 25° 

Longitud de filo / 16 mm 

(b) Pieza de trabajo 

La p i e z a d e t r a b a j o q u e s e p r e p a r ó para la rea l i zac ión d e los c o r t e s es d e A l u m i n i o A I S I -

S A E 7 0 7 5 T 6 y p o s e e u n a g e o m e t r í a c o m o la m o s t r a d a en la F igura 4 .2 . La cua l es un 

p r i s m a r e c t a n g u l a r c o n d o s b a r r e n o s d e 12 m m para su f i jac ión al d i n a m ó m e t r o 

m e d i a n t e to rn i l los . 

(c) Dinamómetro 

La m e d i c i ó n d e las f u e r z a s d i n á m i c a s se real izó m e d i a n t e el d i n a m ó m e t r o K I S T L E R 

9 2 5 5 B , n ú m e r o d e ser ie S N 5 8 1 1 2 2 c u y a á rea d e t raba jo es 2 6 0 m m x 2 6 0 m m , F igura 
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4.3, la c a p a c i d a d d e m e d i c i ó n q u e p o s e e d i c h o i n s t r u m e n t o y o t ras ca rac te r í s t i cas se 

listan en la T a b l a 4 . 2 . 

48 

170 

2X012 

15 140 

5,7 

Figura 4.2. Vista superior y frontal de la pieza para los ensayos de 

caracterización, dimensiones en mm. 

Tabla 4.2. Características principales del dinamómetro empleado. 

Especificación Rango de medida 

Fuerza X, Y ±20 kN 

Fuerza Z -10 kN a 40 kN 

Sensibilidad X, Y = -8 pC/N 

Sensibilidad Z = -3.7 pC/N 

Frecuencia natural X, Y = 2kHz 

Frecuencia natural Z = 3.3 kHz 

Temperatura de operación 0 a 70° C 

Largo 260 mm 

Ancho 260 mm 

Alto 95 mm 

Conexión Fischer 9 pol. neg. 

Masa 52 Kg 

E s t e d i n a m ó m e t r o t i e n e la c a p a c i d a d d e emi t i r c o m o seña l d e sa l ida f u e r z a s en las t res 

d i r e c c i o n e s c a r t e s i a n a s y m o m e n t o s en c a d a u n o d e los e jes , sin e m b a r g o , en el 

p r e s e n t e t r a b a j o s ó l o s o n r e q u e r i d a s las f u e r z a s q u e s e g e n e r a n c o m o r e s p u e s t a a la 

p e n e t r a c i ó n d e la h e r r a m i e n t a en el mate r ia l , es por e s t o q u e el i n s t r u m e n t o p o s e e un 

9 2 



s u m a d o r q u e e l i m i n a los c a n a l e s q u e reg is t ran los m o m e n t o s y ú n i c a m e n t e a l imenta al 

a m p l i f i c a d o r c o n las s e ñ a l e s d e f u e r z a s d e r e a c c i ó n p r o d u c t o d e la in te racc ión ent re la 

h e r r a m i e n t a a la p ieza d e t r a b a j o . 

(dj Amplificador 

La s e ñ a l e m i t i d a p o r el d i n a m ó m e t r o es t ra tada por un a m p l i f i c a d o r , el f abr ican te 

r e c o m i e n d a el m o d e l o K I S T L E R 5 0 1 7 B , q u e t r a n s f o r m a la seña l d e sa l ida p r o v e n i e n t e de 

los p i e z o e l é c t r i c o s q u e c o n s t i t u y e n el f u n d a m e n t o f ís ico del d i n a m ó m e t r o y los e n t r e g a 

al a n a l i z a d o r d e v i b r a c i o n e s en f o r m a d e vo l ta je . La s e ñ a l d e sa l ida del a m p l i f i c a d o r se 

e n c u e n t r a e n t r e ± 1 0 V . C a b e h a c e r m e n c i ó n d e q u e c a d a d i n a m ó m e t r o p o s e e c ier tos 

v a l o r e s d e s e n s i b i l i d a d , los c u a l e s se ut i l izan c o m o par te d e la c o n f i g u r a c i ó n del 

a m p l i f i c a d o r p a r a el t r a t a m i e n t o d e la s e ñ a l , es i m p o r t a n t e ut i l izar e s t a i n f o r m a c i ó n 

para adqu i r i r las f u e r z a s rea les q u e es tán a c t u a n d o d u r a n t e el p r o c e s o d e m e c a n i z a d o . 

(e) Analizador de vibraciones y software de tratamiento de señales 

F i n a l m e n t e , el r e c o r r i d o q u e s i g u e la seña l t e r m i n a en el a n a l i z a d o r de v i b r a c i o n e s y 

s o n i d o , el c u a l es d e m a r c a O R O S m o d e l o O R 3 5 q u e s e e n c u e n t r a a c o m p a ñ a d o c o n un 

s o f t w a r e d e t r a t a m i e n t o d e s e ñ a l e s , las p r inc ipa les a p l i c a c i o n e s del c o n j u n t o ana l i zador 

d e v i b r a c i o n e s - s o f t w a r e s o n , e n t r e o t ras : adqu is ic ión d e s e ñ a l e s d e f u e r z a s d i n á m i c a s , 

aná l is is d e p r u e b a s d e i m p a c t o para c o n o c e r p a r á m e t r o s m o d a l e s ( func ión d e 

r e s p u e s t a a la f r e c u e n c i a ) , a d q u i s i c i ó n d e s e ñ a l e s p r o v e n i e n t e s d e a c e l e r ó m e t r o s y 

t a c ó m e t r o s , b a l a n c e o , i n t e n s i d a d d e s o n i d o , ca l idad d e s o n i d o , e tc . 

Figura 4.3. Dinamómetro KISTLER 9255B. 
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La c o m u n i c a c i ó n de l a n a l i z a d o r d e v i b r a c i o n e s c o n el s o f t w a r e d e t r a t a m i e n t o d e las 

seña les e s a t r a v é s d e u n a c o n e x i ó n E t h e r n e t a 1 0 0 M b i t s / s . 

(f) Centro de mecanizado 

El c e n t r o d e m e c a n i z a d o en el cua l se l levan a c a b o las p r u e b a s es u n o d e la m a r c a 

I B A R M I A m o d e l o Z V 2 5 / U 6 0 0 , el c u a l c o n s t a d e 5 e jes , c o n un husi l lo c u y a p o t e n c i a y 

v e l o c i d a d a n g u l a r m á x i m a s o n : 2 5 k W y 2 4 0 0 0 r p m , r e s p e c t i v a m e n t e . La h e r r a m i e n t a 

c u e n t a c o n t r e s d e s p l a z a m i e n t o s l inea les , c o n r e c o r r i d o s m á x i m o s X = 6 0 0 m m , Y = 4 2 5 

m m y Z = 4 1 0 m m a d e m á s , el d iv isor d e 2 e jes i n t e g r a d o en la b a n c a d a , dota a la m e s a 

de 2 g r a d o s d e l iber tad : un e je de inc l inac ión (eje A) y un e je d e ro tac ión (eje C ) , 

p e r m i t i e n d o el m e c a n i z a d o d e f o r m a s c o m p l e j a s en 5 e jes o el m e c a n i z a d o mul t icara 

de p i e z a s en un ú n i c o a m a r r e , t o d o lo an te r io r c o m a n d a d o p o r un cont ro l d e la m a r c a 

H E I D E N H A I N . F i g u r a 4 .4 . 

Figura 4.4. Centro de Mecanizado IBARMIA ZV 25/U600. 

( 2 ) F l u j o d e l a s e ñ a l 

C o m o p u e d e o b s e r v a r s e en la F igura 4 . 5 , el p r o c e d i m i e n t o es c o m o s i g u e : la 

h e r r a m i e n t a r e m u e v e mater ia l d e la p ieza d e t raba jo , la c u a l , s e e n c u e n t r a en a m a r r e 

so l idar io al d i n a m ó m e t r o p o r m e d i o d e 2 torn i l los , p o r t an to , las c a r g a s t r a n s m i t i d a s d e 
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la h e r r a m i e n t a a la p ieza s o n d e t e c t a d a s p o r las d e f o r m a c i o n e s q u e e x p e r i m e n t a n los 

p i e z o e l é c t r i c o s q u e c o n s t i t u y e n el f u n d a m e n t o del d i n a m ó m e t r o . 

Herramienta 

Pieza de trabajo 

Dinamómetro 

PC 

Amplificador 

Analizador de 

vibraciones 

Figura 4.5. Diagrama de flujo que sigue la señal tratada en ensayos 
de caracterización. 

D i c h a d e f o r m a c i ó n d e t e c t a d a por el d i n a m ó m e t r o es emi t ida c o m o seña l d e r e s p u e s t a 

hac ia el a m p l i f i c a d o r , el c u a l t r a n s f o r m a la e n t r a d a a u n a s e ñ a l d e sa l ida en f o r m a d e 

vo l ta je , así el a n a l i z a d o r d e v i b r a c i o n e s a d q u i e r e e s a i n f o r m a c i ó n para f i n a l m e n t e 

m o s t r a r l a re f le jada en u n i d a d e s d e f u e r z a p o r m e d i o del s o f t w a r e d e t r a t a m i e n t o de 

s e ñ a l e s N V G a t e . 

( 3 ) P r o c e d i m i e n t o d e c a r a c t e r i z a c i ó n 

L o s e n s a y o s r e a l i z a d o s p a r a la c a r a c t e r i z a c i ó n d e la h e r r a m i e n t a se m u e s t r a n en la 

T a b l a 4 . 3 . Es ta t a b l a c o n s t i t u y e la g u í a q u e regu la la e t a p a e x p e r i m e n t a l d e los e n s a y o s 

d e c a r a c t e r i z a c i ó n , d e e s t a m a n e r a se rea l i zaron los c o r t e s ba jo las c o n d i c i o n e s 

i n d i c a d a s en la T a b l a 4 .3 y el r e s u l t a d o o b t e n i d o del t r a t a m i e n t o d e la s e ñ a l (bajo la 

t r a y e c t o r i a q u e s i g u e e s t a , s e g ú n la F i g u r a 4 .5 ) , es u n a grá f i ca q u e m u e s t r a las 

t e n d e n c i a s q u e s i g u e n las f u e r z a s en las 3 d i r e c c i o n e s o r t o g o n a l e s del d i n a m ó m e t r o 

c o n f o r m e el t i e m p o t r a n s c u r r e , ta l y c o m o p u e d e v e r s e en la F igura 4 .6 . Para c a d a u n o 

d e los 2 0 e n s a y o s , s e a d q u i r i ó la i n f o r m a c i ó n de la v a r i a c i ó n d e las f u e r z a s c o n r e s p e c t o 

al t i e m p o en un r a n g o d e a p r o x i m a d a m e n t e 5 a 6 s e g u n d o s en c o r t e c o n t i n u o . 
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Tabla 4.3. Parámetros de corte de los ensayos de caracterización. 

Profundidad 

axial (op) [mm] 

Avances por diente (/z) [mm/diente] 

1 0.05, 0.10, 0.15 y 0.20 

Velocidad del husillo (0) 2000 rpm 2 0.05,0.10, 0.15 y 0.20 

Profundidad radial (ae) 16 mm 3 0.05, 0.10, 0.15 y 0.20 

4 0.05, 0.10, 0.15 y 0.20 

5 0.05, 0.10, 0.15 y 0.20 

C a b e m e n c i o n a r q u e el m o d e l o t e ó r i c o d e f u e r z a s es tá p l a n t e a d o para el f i lo de la 

h e r r a m i e n t a , y los d a t o s a d q u i r i d o s c o n los e x p e r i m e n t o s es tán r e f e r e n c i a d o s al 

s i s t e m a c o o r d e n a d o del d i n a m ó m e t r o , una t r a n s f o r m a c i ó n del s i s t e m a d e re fe renc ia 

d e b e s e r r e a l i z a d a p a r a q u e d i c h o s d a t o s s e a n c o n g r u e n t e s . 

El m a n e j o d e la i n f o r m a c i ó n p r o d u c t o de la e t a p a e x p e r i m e n t a l q u e v i e n e a 

c o n t i n u a c i ó n , s e rea l i zo c o n un s o f t w a r e c o n s t r u i d o en la U P V / E H U c o m o resu l tado del 

t r a b a j o d e s a r r o l l a d o p o r A . Lamik i z en (Lamik iz , 2 0 0 3 ) y M. A . S a l g a d o en ( S a l g a d o , 

2 0 0 4 ) . 
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La p r i m e r a e t a p a c o n s i s t e en h a c e r el c a m b i o del s i s t e m a d e re fe renc ia c o o r d e n a d o , 

u b i c a n d o las r e a c c i o n e s q u e se p r e s e n t a n s o b r e el f i lo d e la h e r r a m i e n t a , p u e s t o q u e el 

m o d e l o t e ó r i c o e s t á p l a n t e a d o ba jo d i c h a c o n s i d e r a c i ó n . 

La s e g u n d a e t a p a b á s i c a m e n t e c o n s i s t e en o b t e n e r el p r o m e d i o d e la f u e r z a en c a d a 

d i r e c c i ó n p a r a un n ú m e r o de f in ido d e c ic los de la h e r r a m i e n t a en c a d a c o m b i n a c i ó n 

a p ~ fz ( P r o f u n d i d a d axial d e c o r t e - A v a n c e por d ien te ) . Para la c a r a c t e r i z a c i ó n de esta 

h e r r a m i e n t a s e s e l e c c i o n a r o n 10 c ic los lo cua l r e p r e s e n t a un in terva lo r a z o n a b l e para 

o b t e n e r el va lo r p r o m e d i o . 

La t e r c e r a e t a p a c o n s i s t e en rea l izar un a juste l ineal para c a d a p r o f u n d i d a d e n s a y a d a , 

el a jus te s e rea l iza para ident i f icar la t e n d e n c i a q u e s i g u e el p r o m e d i o d e la fuerza 

c o n f o r m e s e i n c r e m e n t a el a v a n c e por d ien te , la F i g u r a 4 .7 m u e s t r a la t e n d e n c i a de las 

c o m p o n e n t e s d e f u e r z a c o n el a v a n c e p o r d ien te , el c u a l c o m o p u e d e a p r e c i a r s e es 

l ineal . As í , d e la F i g u r a 4 . 7 , c a d a u n a d e las t res r e a c c i o n e s p u e d e n s e r def in idas 

m e d i a n t e la e c u a c i ó n : 

Fx,y,z ~ f7- ' Cx,y,z cizalladura ^x,y,z rozamiento (4-1) 

0.1 0.15 
f [mm] 

0.25 

Figura 4.7. Detalle del método para aproximar linealmente el 
comportamiento de la fuerza en función del avance por diente, caso 
correspondiente a un valor de ap = 3 mm. 
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La e t a p a f inal t i e n e c o m o ob je t ivo h a c e r u s o d e c a d a u n a d e es tas c o n s t a n t e s de 

c i z a l l a d u r a y r o z a m i e n t o p r o v e n i e n t e s d e la a p r o x i m a c i ó n l ineal p r e v i a m e n t e c a l c u l a d a 

p a r a o b t e n e r los c o e f i c i e n t e s d e f u e r z a e s p e c i f i c a s e g ú n el m o d e l o de l c o m p o r t a m i e n t o 

d e f u e r z a s p l a n t e a d o p o r A . Lamik i z (Lamik i z , 2 0 0 3 ) . En la T a b l a 4 .4 s e r e s u m e n los 

v a l o r e s e x p e r i m e n t a l e s d e las f u e r z a s d e t e r m i n a d o s c o n el p r o c e d i m i e n t o d e s c r i t o . 

A d v i e r t a q u e la f u e r z a d e c i za l l adura p r e v a l e c e , y a q u e la f u e r z a d e f r icc ión no t iene 

m a y o r i n f l u e n c i a e n el c o m p o r t a m i e n t o d i n á m i c o del c o r t e en es ta h e r r a m i e n t a . Los 

v a l o r e s d e e s t o s c o e f i c i e n t e s Kt y Kn p u e d e n c o m p r o b a r s e s i m u l a n d o a l g u n a s d e las 

c o n d i c i o n e s e m p l e a d a s para el c á l c u l o d e los m i s m o s , c o m o se m u e s t r a en la F igura 4 .8 

en la q u e s e o b s e r v a n t res e j e m p l o s de f u e r z a s d e r e a c c i ó n adqu i r idas 

e x p e r i m e n t a l m e n t e . 

Tabla 4.4. Coeficientes experimentales de la fuerza de corte. 

Parámetro Valor 

Coeficiente tangencial de fuerza específica Kt = 774.44 N/mm2 

Coeficiente radial de fuerza específica Kn = 80.08 N/mm2 

En los c a s o s e m p l e a d o s para c o m p r o b a r la s i m u l a c i ó n d e f u e r z a s se o b s e r v a en la 

F i g u r a 4 .8 la c o r r e s p o n d e n c i a e n t r e los d a t o s o b t e n i d o s e x p e r i m e n t a l m e n t e para el 

p l a n o d e c o r t e , es dec i r , las f u e r z a s en la d i r e c c i ó n X y Y. En lo re fe ren te a las f u e r z a s 

q u e s e p r e s e n t a n en la d i r e c c i ó n axial d e la h e r r a m i e n t a , la a p r o x i m a c i ó n no es tan 

b u e n a , p e r o de ja d e s e r i m p o r t a n t e p u e s t o q u e es ta d i r e c c i ó n se c o n s i d e r a 

i n f i n i t a m e n t e r íg ida en la o p e r a c i ó n d e m e c a n i z a d o p r o p u e s t a . 
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Experimental ap=1 mm, fz=0.15 mm/diente Simuación a =1 mm, f =0.15 mm/diente 

200 

150 

9 100 

P * 

A ñ A A A 

0 0.025 0.05 0.075 0.1 0.125 0.15 
Tiempo [s] 

0.025 0.05 0.075 0.1 0.125 0.15 
Tiempo [s] 

600 
Experimental ap= 3 mm, f2=0.2 mm/diente 

600 
Simulación ap=3 mm,fz=0.2 mm/diente 

-400 0 0.025 0.05 0.075 0.1 0.125 0.15 
Tiempo [s] 

-400. 0 0.025 0.05 0.075 0.1 0.125 0.15 
Tiempo [s] 

Experimental ap=5 mm, fz=0.2 mm/diente Simulación a =5 mm, f =0.2 mm/diente 
p z 

0 0.025 0.05 0.075 0.1 0.125 0.15 
Tiempo [s] 0 0.025 0.05 0.075 0.1 0.125 0.15 

Tiempo [s] 

Figura 4.8. Ejemplos de fuerzas experimentales y simuladas fl =2000 
rpm y o e = 16 mm para herramienta con características citadas en la 
Tabla 4.1. 
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b) Obtención de los parámetros modales 

Para facilitar  la  libertad de vibración de  la pieza en forma controlada, es decir, en una 

dirección determinada, se hizo uso de un arreglo que  incrementa  la  flexibilidad de  la 

pieza de trabajo en dicha dirección, esto se consigue montando  la pieza de trabajo en 

dos  soportes que  son de  paredes  relativamente delgadas  y por  lo  tanto  flexibles,  el 

conjunto completo se une rígidamente por medio de tornillos a  la mesa del centro de 

mecanizado.  Tal  y  como  se  muestra  en  la  Figura  4.9,  cabe  mencionar  que  por 

conveniencia,  el  sistema  de  referencia  mostrado  coincide  con  el  del  centro  de 

mecanizado, así la mayor flexibilidad de la pieza se encuentra en la dirección  , que es 

la dirección en  la que se hizo  la medición de  los parámetros modales,  los cuales serán 

utilizados  posteriormente  para  realizar  el  análisis  de  la  estabilidad  en  los  cortes 

tomando el eje  como la dirección de avance. 

 

 
Figura  4.9.  Pieza  de  trabajo  y  sujeción  empleados  para  los 
experimentos de estabilidad. 

 

La  instrumentación  utilizada  para  hacer  las  pruebas  de  impacto  que  reflejaron  la 

función  de  respuesta  a  la  frecuencia  y  por  tanto  los  parámetros modales,  se  lista  a 

continuación:  

• Acelerómetro unidireccional modelo PCB352C2 de la marca PCB Piezotronics 

• Martillo de impacto modelo PCB 086C03 de la marca PCB Piezotronics 



• A n a l i z a d o r d e v i b r a c i o n e s y s o n i d o O R 3 5 d e la m a r c a O R O S y s o f t w a r e de 

t r a t a m i e n t o d e s e ñ a l e s N V G a t e . 

El p r o c e d i m i e n t o d e o b t e n c i ó n d e la f u n c i ó n d e r e s p u e s t a a la f r e c u e n c i a es 

b á s i c a m e n t e el m o s t r a d o en la F igura 4 .10 . C o n s i s t e en c o l o c a r el a c e l e r ó m e t r o en una 

cara d e la p i e z a h a c i e n d o co inc id i r la d i recc ión del d e s p l a z a m i e n t o d e la m i s m a c o n la 

d i r e c c i ó n en la q u e el i n s t r u m e n t o es tá p r e p a r a d o p a r a m e d i r , rea l izar i m p a c t o s c o n el 

mart i l lo i n s t r u m e n t a d o en la c a r a o p u e s t a y e v a l u a r la ca l idad y va l idez del i m p a c t o 

(ca l idad s e re f ie re a ev i tar d o b l e s i m p a c t o s , ru ido en la seña l e i n t e r r u p c i o n e s en la 

m e d i d a ) , s e g ú n los r e s u l t a d o s q u e m u e s t r a la inter faz g rá f i ca de l so f tware d e 

t r a t a m i e n t o d e s e ñ a l e s en la m o d a l i d a d de e n s a y o s d e i m p a c t o . Es to ú l t imo repet ido el 

n ú m e r o d e v e c e s n e c e s a r i o para h a c e r un p r o m e d i o es tab le (en es te c a s o 10 p r u e b a s 

s e c o n s i d e r a r o n s u f i c i e n t e s ) . 

Software para 

tratamiento de señales 

Analizador de señales H 

Figura 4.10. Esquema de disposición instrumental para ensayo de 

impacto. 

As í , el r e s u l t a d o q u e e n t r e g a el s o f t w a r e N V G a t e es la f u n c i ó n d e r e s p u e s t a a la 

f r e c u e n c i a c o m o un p r o m e d i o de l n ú m e r o d e e n s a y o s r e a l i z a d o s , F i g u r a 4 . 1 1 . 
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Frecuencia [Hz] 

Figura 4.11. Función de respuesta a la frecuencia, promedio de 10 
ensayos. 

Es ta i n f o r m a c i ó n f u e p r o c e s a d a p o s t e r i o r m e n t e c o n el s o f t w a r e C U T P R O el cua l o f r e c e 

u n a in ter faz g r á f i c a d e a p r o x i m a c i ó n , la cual var ia los p a r á m e t r o s m o d a l e s hasta 

loca l i zar u n a c o r r e c t a c o r r e s p o n d e n c i a en t re el resu l tado e x p e r i m e n t a y el a juste c o n 

los c o e f i c i e n t e s m o d a l e s . L o s r e s u l t a d o s o b t e n i d o s se m u e s t r a n en la T a b l a 4 .5 . 

Tabla 4.5. Parámetros modales obtenidos del ensayo de impacto. 

Parámetro Valor 

Frecuencia Natural u>nx = 74.91 Hz 

Relación de amortiguamiento = 0.0417 

Rigidez en la dirección del desplazamiento kx = 2720.6 N/mm 

Masa modal mx = 12.2778 kg 

c ) Fronteras de estabilidad obtenidas del análisis teórico 

U n a v e z q u e s e p o s e e n los c o e f i c i e n t e s d e f u e r z a e s p e c í f i c a y los p a r á m e t r o s m o d a l e s 

del s i s t e m a , es p o s i b l e g e n e r a r las grá f i cas d e es tab i l idad resu l tan tes d e apl icar la 

m e t o d o l o g í a d e s c r i t a en la s e c c i ó n 4 .2 .2 . C o n los c o e f i c i e n t e s d e f u e r z a ha l l ados q u e se 

m u e s t r a n en la T a b l a 4 .4 y los p a r á m e t r o s m o d a l e s d e la T a b l a 4 . 5 , s e exp lo ran un 

c i e r t o in te rva lo d e v e l o c i d a d e s d e husi l lo y p r o f u n d i d a d e s d e c o r t e . La o p e r a c i ó n q u e se 
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decidió e s t u d i a r es un f r e s a d o en c o n c o r d a n c i a c o n p r o f u n d i d a d radial de 3 m m , para 

la h e r r a m i e n t a c u y a s c a r a c t e r í s t i c a s se e x h i b e n en la T a b l a 4 .1 . 

Con el p r o p ó s i t o d e act ivar r e g i o n e s d e es tab i l idad - ines tab i l idad d e dob le per iodo 

( lóbulos F l ip ) , s e h i z o u n a s i m u l a c i ó n t e ó r i c a s i g u i e n d o el m é t o d o de c o l o c a c i ó n de 

p o l i n o m i o s de C h e b v s h e v , e l c u a l t i e n e la c a r a c t e r í s t i c a de c a p t u r a r es te t ipo de 

r e g i o n e s d e f o r m a na tu ra l , F i g u r a 4 . 1 2 . 

Velocidad de husillo [rpm] 

Figura 4.12. Planificación experimental y limites de estabilidad para 

corte en concordancia, o e = 3 mm. Generado a partir de datos 

experimentales propios. 

d) Comprobación experimental de los límites de estabilidad 

El p r o c e s o d e c o m p r o b a c i ó n e x p e r i m e n t a l para va l idar las f r o n t e r a s d e es tab i l idad q u e 

s e o b t i e n e n m e d i a n t e las s i m u l a c i o n e s t e ó r i c a s se f u n d a m e n t ó en la o b t e n c i ó n de d o s 

s e ñ a l e s . U n a r e l a c i o n a d a c o n el d e s p l a z a m i e n t o q u e t i e n e la p ieza c u a n d o una 

o p e r a c i ó n d e c o r t e s e e j e c u t a , para es to se c o l o c ó un a c e l e r ó m e t r o en un e x t r e m o de 
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la p i e z a , p r o c u r a n d o q u e la d i r e c c i ó n en la q u e el i n s t r u m e n t o t raba ja c o i n c i d a c o n la 

d i r e c c i ó n e n la q u e la p ieza t i e n e la l iber tad de v ibrar , tal y c o m o s e i lustra en la F igura 

4 . 1 3 . La s e g u n d a s e ñ a l q u e s e b u s c a adqui r i r es tá r e l a c i o n a d a c o n la f r e c u e n c i a 

d i n á m i c a d e g o l p e o d e la h e r r a m i e n t a s o b r e la p ieza d e t raba jo . Es to s e c o n s i g u e c o n la 

a y u d a d e un t a c ó m e t r o láser y u n a c in ta a d h e s i v a re f le jante q u e se ub ica s o b r e el 

p o r t a h e r r a m i e n t a s , d e tal f o r m a q u e s e reg is t ra c a d a g i ro d e la h e r r a m i e n t a en 

c o i n c i d e n c i a c o n la r e s p u e s t a en a c e l e r a c i ó n q u e e n t r e g a el a c e l e r ó m e t r o . 

Acelerómetro 

Software para tratamiento 

de señales 

Cinta reflejante 

( U M B — i Tacómetro láser 

Fuente de CC 

B B 
» n „ 

Analizador de señales 

Figura 4.13. Diagrama esquemático de la instrumentación para 
pruebas de estabilidad. 

La i n s t r u m e n t a c i ó n ut i l i zada se lista a c o n t i n u a c i ó n : 

• A c e l e r ó m e t r o u n i d i r e c c i o n a l m o d e l o P C B 3 5 2 C 2 d e la m a r c a P C B P iezo t ron ics 

• A n a l i z a d o r d e v i b r a c i o n e s y s o n i d o O R 3 5 d e la m a r c a O R O S y s o f t w a r e de 

t r a t a m i e n t o d e s e ñ a l e s N V G a t e . 

• T a c ó m e t r o láser 

• F u e n t e d e c o r r i e n t e c o n t i n u a m a r c a G R E L C O m o d e l o G V D 3 0 5 c o n vol ta je y 

a m p e r a j e r e g u l a b l e s . 
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La e j e c u c i ó n d e la p r u e b a e x p e r i m e n t a l es c o m o s i g u e : m i e n t r a s la h e r r a m i e n t a 

r e m u e v e mater ia l d e la p ieza d e t raba jo , se c a p t u r a n s i m u l t á n e a m e n t e las d o s seña les 

d e s c r i t a s , la s e ñ a l d e d e s p l a z a m i e n t o q u e t i e n e el a c e l e r ó m e t r o y la seña l del 

t a c ó m e t r o láser p o r c a d a g i ro d e la h e r r a m i e n t a , m i s m o q u e es a l i m e n t a d o por una 

f u e n t e d e c o r r i e n t e c o n t i n u a . A m b a s s e ñ a l e s s o n a d q u i r i d a s p o r el ana l i zador de 

v i b r a c i o n e s y ru ido , y c a p t u r a d a s m e d i a n t e el s o f t w a r e N V G a t e para t r a t a m i e n t o de las 

s e ñ a l e s , un e n s a y o t íp ico d e es te est i lo es el m o s t r a d o en la F i g u r a 4 .14 . 

Tiempo [s] Tiempo [s] 

Figura 4.14. Señales de desplazamiento y frecuencia de golpeo en 

prueba de estabilidad. Generado a partir de datos experimentales 

propios. 

E s t á s s e ñ a l e s s o n t r a t a d a s n u m é r i c a m e n t e para def in i r si el c o r t e t i ene 

c o m p o r t a m i e n t o es tab le o n o , m e d i a n t e el p r o c e d i m i e n t o q u e se d i s c u t e a 

c o n t i n u a c i ó n . 

En p r i m e r a i n s t a n c i a , se o b t i e n e n los v a l o r e s d e las f r e c u e n c i a s d o m i n a n t e s q u e 

p r e s e n t a el d e s p l a z a m i e n t o c o n el e m p l e o de u n a t r a n s f o r m a c i ó n d e Four ie r , en la 

m i s m a g r á f i c a s e s e ñ a l a n los v a l o r e s d e los múl t ip los e n t e r o s d e la f r e c u e n c i a de 

g o l p e o , al igual q u e los v a l o r e s i n t e r m e d i o s d e d i c h o s múl t ip los d e la f r e c u e n c i a d e 

g o l p e o tal c o m o s e o b s e r v a en la F igura 4 . 1 5 . 
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83.4Hz Picos de frecuencia 
O Múltiplos de la frecuencia de golpeo 
X Semi-múltiplos de la frecuencia de golpeo 

5̂0 ~ 100 * Í50~® 200* 
Frecuencia [Hz] 

•00 350 400 

Figura 4.15. Frecuencias dominantes, múltiplos enteros y semi-
múltiplos de la frecuencia de golpeo. Generado a partir de datos 
experimentales propios. 

C o n e s t a p r i m e r a i n f o r m a c i ó n es pos ib le ident i f icar p a r c i a l m e n t e la es tab i l idad , o en su 

d e f e c t o el t i po d e ines tab i l idad q u e se p r e s e n t a en el cor te ba jo las c o n d i c i o n e s 

e j e c u t a d a s , es dec i r , si el p ico d e m a y o r a m p l i t u d c o i n c i d e p e r f e c t a m e n t e c o n la 

f r e c u e n c i a d e g o l p e o o a l g ú n múl t ip lo e n t e r o ( m a r c a s c i r c u l a r e s c o n una x dent ro ) 

ind icar ía q u e el c o r t e rea l i zado es e s t a b l e , p u e s t o q u e la v i b r a c i ó n es d i r e c t a m e n t e 

p r o v o c a d a p o r la i n c i d e n c i a d e un fi lo en la p ieza d e t r a b a j o , tal c o m o es el c a s o d e la 

F i g u r a 4 . 1 5 . 

Si d i c h a c o i n c i d e n c i a m e n c i o n a d a a n t e r i o r m e n t e no s e p r e s e n t a r á ex is ten d o s o p c i o n e s 

q u e ind ica r ían i n e s t a b i l i d a d , la p r i m e r a y m u y par t icu lar , es q u e el p ico d e f r e c u e n c i a 

d e m a y o r a m p l i t u d s e p r e s e n t e e x a c t a m e n t e en un s e m i - m ú l t i p l o d e la f r e c u e n c i a d e 

g o l p e o , lo c u a l ind icar ía q u e s e e n c u e n t r a p r e s e n t e v ib rac ión d e cha t te r t ipo Fl ip , la 

s e g u n d a o p c i ó n ser ía q u e el p ico d e f r e c u e n c i a d e m a y o r a m p l i t u d se e n c u e n t r e en 

c u a l q u i e r p u n t o i n t e r m e d i o e n t r e los múl t ip los e n t e r o s y los s e m i - m ú l t i p l o s , es te 

c o m p o r t a m i e n t o s e ñ a l a r í a q u e s e t ra ta t a m b i é n d e una v i b r a c i ó n d e cha t te r , pero ser ía 

la d e n o m i n a d a ines tab i l idad t ipo Hopf . 

El p a s o s i g u i e n t e , c o n s i s t e en s i n c r o n i z a r la s e ñ a l de l t a c ó m e t r o láser y el 

c o m p o r t a m i e n t o d e la a c e l e r a c i ó n q u e de f ine la s e ñ a l c a p t u r a d a p o r el a c e l e r ó m e t r o , 

e s t o s e logra c o n s i d e r a n d o la v e l o c i d a d a n g u l a r del husi l lo y el n ú m e r o d e f i los q u e 

p o s e e la h e r r a m i e n t a en e s t u d i o . El p r o c e d i m i e n t o c o n s i s t e en s i n c r o n i z a r la f r e c u e n c i a 

d e g o l p e o e x p e r i m e n t a l , pa ra ident i f icar el va lor d e a c e l e r a c i ó n q u e p o s e e el 
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d e s p l a z a m i e n t o del a c e l e r ó m e t r o en in terva los d e t i e m p o q u e s e p a r a n el i m p a c t o de 

un f i lo de l s u b s e c u e n t e . La m u e s t r a d e d i c h a s i n c r o n i z a c i ó n es i lust rada en la F igura 

4 .16 . 

Aceleración 10 vueltas 
4 

—Aceleración experimental 
* Impactos de la herramienta 

— i — 
4.7 4.75 4.8 4.85 4.9 

Tiempo [s] 

Figura 4.16. Sincronización de la aceleración con la frecuencia de 
golpeo experimental. Generado a partir de datos experimentales 
propios. 

C a b e c o m e n t a r q u e los p u n t o s s o n los v a l o r e s d e a c e l e r a c i ó n d e t e c t a d o s en c a d a 

i m p a c t o d e la h e r r a m i e n t a s o b r e la p ieza d e t raba jo . La t e n d e n c i a a c o n s e r v a r el m i s m o 

v a l o r a p r o x i m a d o e x p r e s a r í a q u e el c o r t e es e s t a b l e , un c o m p o r t a m i e n t o d e m a s i a d o 

e r r á t i c o r e g u l a r m e n t e s e r e l a c i o n a c o n v ib rac ión d e c h a t t e r t ipo Hopf , y una 

p o l a r i z a c i ó n en d o s e x t r e m o s o p u e s t o s es ident i f i cada c o m ú n m e n t e c o n el c h a t t e r t ipo 

Fl ip. El d i a g r a m a d e P o i n c a r é ac la ra m e j o r es tos a s p e c t o s , en la F i g u r a 4 . 1 7 s e p u e d e 

a p r e c i a r lo q u e s u c e d e ba jo u n a c o n d i c i ó n d e c o r t e es tab le . 

Poincaré 

2 Impactos de 
la herramienta DI 

ra i 

4) 
O 
< -2 

-2 0 
Aceleración 2 0 [g] 

2 

Figura 4.17. Diagrama de Poincaré para un corte estable. Generado a 
partir de datos experimentales propios. 
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Así , los p u n t o s e x p e r i m e n t a l e s m o s t r a d o s en las F iguras 4 . 1 5 a 4 . 1 7 p r e s e n t a n las 

c a r a c t e r í s t i c a s d e o p e r a c i o n e s d e m e c a n i z a d o es tab le . M i e n t r a s q u e en la F igura 4 .18 

se i lustra un c o r t e ines tab le t ipo Hopf , es to d e b i d o a q u e : 

67ÜÍFIZ 

10000h 

5000 

A . 

Picos de frecuencia 
O Múltiplos de la frecuencia de golpeo 
X Semi-múltiplos de la frecuencia de golpeo 

i W < i 4 — i -
I ^ CRIN 

^ • y ^ -

20i 300 400 ~ 500 
Frecuencia [Hz] 

Aceleración 10 vueltas 

600 700 800 

Poincaré 

900 

Aceleración experimental 
• Impactos de la herramienta 

„ 4 
u¡ 

: í 2 

Impactos de 
la herramienta 

2.86 2.94 2.86 
Tiempo [s] 

-2 2 
nr,2C 

Figura 4.18. Análisis del comportamiento de chatter tipo Hopf. 

Generado a partir de datos experimentales propios. 

• La f r e c u e n c i a d o m i n a n t e d e la v i b r a c i ó n se e n c u e n t r a en un p u n t o in te rmed io 

e n t r e los m ú l t i p l o s e n t e r o s d e la f r e c u e n c i a d e g o l p e o y los s e m i - m ú l t i p l o s . 

• La a c e l e r a c i ó n c o r r e s p o n d i e n t e a in terva los d e t i e m p o q u e s e p a r a n el i m p a c t o 

d e f i los s u c e s i v o s t i e n e c a r á c t e r e r rá t ico , ta l y c o m o s e o b s e r v a en las grá f icas 

in fe r io res d e la F i g u r a 4 .18 . 

• El d i a g r a m a d e P o i n c a r é m u e s t r a u n a t e n d e n c i a a f o r m a r una f igura pa rec ida a 

un c í r c u l o o e l ipse , ca rac te r ís t i ca p rop ia d e los c o r t e s i n e s t a b l e s t ipo H o p f 

(Bay ly , 2 0 0 2 ; M a n n , 2 0 0 3 ) . 

La ines tab i l idad d e d o b l e p e r i o d o ( lóbu los Flip) es m o s t r a d a en la F igura 4 . 1 9 es to 

d e b i d o a q u e : 

• La f r e c u e n c i a d o m i n a n t e q u e m u e s t r a el d e s p l a z a m i e n t o c o i n c i d e 

p e r f e c t a m e n t e c o n un s e m i - m ú l t i p l o de la f r e c u e n c i a d e g o l p e o . 
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• La a c e l e r a c i ó n c o r r e s p o n d i e n t e a in terva los d e t i e m p o q u e s e p a r a n el i m p a c t o 

d e f i los s u c e s i v o s , t i e n e c a r á c t e r po la r i zado en d o s e x t r e m o s . 

• E n el d i a g r a m a d e P o i n c a r e la po la r i zac ión s e v u e l v e m á s q u e e v i d e n t e c o n la 

c o n c e n t r a c i ó n d e los p u n t o s d e a c e l e r a c i ó n en d o s e x t r e m o s c l a r a m e n t e 

i d e n t i f i c a d o s . Ta l y c o m o s e i lustra en las g rá f i cas in fer iores d e la F igura 4 .19 . 

2 

1.5! 
"O 
H i 
I 

0.5 

0 

a 2 

x10 

66.6Hz 

4 -

Picos de frecuencia 
O Múltiplos de la frecuencia de golpeo 
X Semi-múltiplos de la frecuencia de golpeo 

4 ^3¿0 A 400 " 500 ~ !$0 
Frecuencia [Hz] 

Aceleración 10 vueltas 

100 

Aceleración experimental 
• Impactos de la herramienta 

~700 

3 

I 2 

" 1 
«> 
8 o 
< 

-1 

8Ü0 900 

Poincaré 

t Impactos de 
la herramienta 

• 
3.36 3.38 3.4 3.42 3.44 

Tiempo [s] 
3.46 3.48 

Aceleración^ [g] 

Figura 4.19. Análisis del comportamiento de chatter tipo Flip. 
Generado a partir de datos experimentales propios. 

De e s t a m a n e r a , la rev is ión d e c a d a u n o d e los p u n t o s p l a n e a d o s para la e x p l o r a c i ó n 

e x p e r i m e n t a l s i rve c o m o ver i f i cac ión d e las f r o n t e r a s d e es tab i l idad p r e d i c h a s por el 

m é t o d o t e ó r i c o p l a n t e a d o , lo c u a l p u e d e o b s e r v a r s e en la F igura 4 . 2 0 , en d o n d e los 

c o r t e s e s t a b l e s s e r e p r e s e n t a n por m e d i o del s í m b o l o ( o ) , y los c o r t e s ines tab les se 

r e p r e s e n t a n p o r el s í m b o l o ( x ) , s e o b s e r v a q u e existe u n a m u y b u e n a c o r r e s p o n d e n c i a 

e n t r e lo c a l c u l a d o a n a l í t i c a m e n t e c o n los r e s u l t a d o s e x p e r i m e n t a l e s . 

C o m o p u e d e o b s e r v a r s e d e la F i g u r a 4 .20 , los m é t o d o s d e s e m i - d i s c r e t i z a c i ó n y 

c o l o c a c i ó n d e p o l i n o m i o s d e C h e b y s h e v t i e n e n m u y b u e n a c o r r e s p o n d e n c i a c o n la 

v a l i d a c i ó n e x p e r i m e n t a l , o b s e r v á n d o s e q u e só lo 11 d e los 1 1 4 p u n t o s e n s a y a d o s no 

c o n c u e r d a n c o r r e c t a m e n t e en las d o s c l a s e s d e ines tab i l idad , H o p f y Fl ip , c a s o 
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c o n t r a r i o del r e s u l t a d o o b t e n i d o c o n el m é t o d o d e la f u n c i ó n W d e L a m b e r t , el cua l 

p a r e c e p r o m e d i a r la f r o n t e r a e n t r e los lóbu los Flip y Hopf , e s t o p r o b a b l e m e n t e es 

c o n s e c u e n c i a d e la a p r o x i m a c i ó n q u e se real izó a los c o e f i c i e n t e s d e f u e r z a espec i f i ca 

d i r e c c i o n a d o s , en los c u a l e s s e o b t u v o un p r o m e d i o en el p e r i o d o d e c o r t e , s i tuac ión no 

p r e s e n t e e n los m é t o d o s d e S e m i - d i s c r e t i z a c i ó n y p o r c o l o c a c i ó n d e p o l i n o m i o s d e 

C h e b y s h e v , d e b i d o a q u e e s t o s m é t o d o s ut i l izan el perf i l de f u e r z a c o m o u n a f u n c i ó n 

de l t i e m p o d i s c r e t i z a d a , s i t u a c i ó n difíci l d e a b o r d a r c o n el m é t o d o d e L a m b e r t p u e s t o 

q u e e s t o s v a l o r e s a p a r e c e n c o m o e l e m e n t o s d e las m a t r i c e s d e c o e f i c i e n t e s . 
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Figura 4.20. Resultados experimentales alrededor de las fronteras de 
estabilidad predichas. Generado a partir de datos experimentales 
propios. 
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4.2.6 Comparación entre métodos analíticos 

C o m o s e m e n c i o n ó en la S e c c i ó n 2 .3 , ex is ten d is t in tas a l te rnat ivas q u e h a n in ten tado 

dar le s o l u c i ó n al p r o b l e m a d e p r e d e c i r las f r o n t e r a s d e es tab i l idad en un p r o c e s o d e 

f r e s a d o , u t i l i zando d i f e r e n t e s m é t o d o s para loca l izar una r e s p u e s t a lo m á s c e r c a n o 

p o s i b l e a la rea l idad del f e n ó m e n o , y en a l g u n o s c a s o s ex is ten c o m p r o b a c i o n e s 

e x p e r i m e n t a l e s q u e va l idan las p r e d i c c i o n e s ana l í t icas , p o r da r un e j e m p l o v é a s e 

( I n s p e r g e r , 2 0 0 3 ) . 

En e s t e s e n t i d o , la p r o p u e s t a del p r e s e n t e t raba jo d e e m p l e a r la f u n c i ó n W d e L a m b e r t 

p a r a p r e d e c i r los l ó b u l o s d e es tab i l idad en o p e r a c i o n e s d e f r e s a d o s e c o m p a r a c o n t r a 

los m é t o d o s e x i s t e n t e s c o n el a fán d e ub ica r las v e n t a j a s o d e s v e n t a j a s q u e s u g i e r e la 

i m p l e m e n t a c i ó n de l m é t o d o c o m o una a l ternat iva d e s o l u c i ó n al p r o b l e m a p l a n t e a d o . 

P a r a los d a t o s p r e s e n t a d o s en la T a b l a 2 .2 , p u b l i c a d o s en ( I n s p e r g e r , 2 0 0 3 ) los 

r e s u l t a d o s q u e o f r e c e n las d is t in tas a l ternat ivas para loca l izar las f r o n t e r a s de 

e s t a b i l i d a d c o n s i d e r a n d o la o p e r a c i ó n d e f r e s a d o c o m o d e un g r a d o d e l iber tad , 

e c u a c i o n e s (4 .9) y (4 .13 ) , s e c o m p a r a n en t re sí para ident i f icar pos ib les d i fe renc ias , ve r 

F i g u r a 4 . 2 1 . 

2^00 3100 3300 3500 3700 3900 2^00 3100 3300 3500 3700 3900 
Velocidad de husillo [rpm] Velocidad de husillo [rpm] 

Figura 4.21. Gráfica comparativa entre diversos métodos y el 
método de Lambert, un grado de libertad. Parámetros Tabla 2.2. 
Generado a partir de (Insperger, 2003). 
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En e s t a F i g u r a 4 . 2 1 , es p o s i b l e o b s e r v a r q u e la z o n a ines tab le loca l i zada en los 

e x t r e m o s a la d e r e c h a d e c a d a lóbulo (b i fu rcac ión Fl ip) no es c a p t u r a d a por los 

m é t o d o s A l t i n t a s - B u d a k m o n o f r e c u e n c i a y L a m b e r t , c a s o con t ra r io a lo q u e se 

ident i f ica c o n las a l te rna t ivas q u e o f r e c e n los m é t o d o s d e c o l o c a c i ó n d e p o l i n o m i o s de 

C h e b y s h e v y S e m i d i s c r e t i z a c i ó n , la r a z ó n , es q u e e s t o s ú l t imos m é t o d o s s o n c a p a c e s de 

ut i l izar los per f i les c o m p l e t o s d e la f u e r z a e s p e c í f i c a para t o d o el p e r i o d o por f i lo, 

s i tuac ión d is t in ta d e lo e m p l e a d o en los m é t o d o s d e A l t i n t a s - B u d a k m o n o f r e c u e n c i a y 

la f u n c i ó n W d e L a m b e r t , en los c u a l e s , es te perf i l d e f u e r z a e s p e c í f i c a se p r o m e d i ó 

para m a n i p u l a r s e c o m o u n a c a n t i d a d esca la r y es la r a z ó n p o r la c u a l es tos m é t o d o s al 

p r o m e d i a r la f u e r z a e s p e c í f i c a p r á c t i c a m e n t e d e s c r i b e n la m i s m a t rayec tor ia . 

C u a l i t a t i v a m e n t e lo a n t e r i o r m e n t e m e n c i o n a d o es a p r e c i a b l e en la F igura 4 . 2 2 . 

S e o b s e r v a c o m o en la F i g u r a 4 . 2 2 a , s e p r e s e n t a un c a m b i o a b r u p t o en la t e n d e n c i a 

q u e s i g u e la s u p e r f i c i e d e m a g n i t u d d e e i g e n v a l o r e s , e s a c a r e n c i a es la b i fu rcac ión Fl ip, 

q u e c l a r a m e n t e a p a r e c e en la F igura 4 . 2 2 b y la F i g u r a 4 . 2 2 c . C a b e m e n c i o n a r q u e la 

i n t e r s e c c i ó n e n t r e e s t a par te d e la s o l u c i ó n q u e el m é t o d o d e la f u n c i ó n W d e L a m b e r t 

no es c a p a z d e loca l i zar (b i fu rcac ión Flip) y la b i f u r c a c i ó n Hopf , no es u n a f ron te ra 

d e f i n i d a , si no q u e p a r e c e ser un e s t a d o d e t r a n s i c i ó n , en el c u a l , g r a d u a l m e n t e el 

c o m p o r t a m i e n t o del va lo r ca rac te r í s t i co de ja d e p e r t e n e c e r a b i fu rcac ión H o p f y 

c o m i e n z a a p e r t e n e c e r a la b i fu rcac ión Fl ip , e s t o se h a c e e v i d e n t e en o t ros c a s o s , en los 

c u a l e s inc lus ive el lóbu lo H o p f se i n t e r r u m p e a b r u p t a m e n t e p o r la a u s e n c i a d e la 

i n f l u e n c i a q u e t i e n e el lóbu lo Fl ip. 
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a) Método de la función W de Lambert

 
b) Método de polinoimios de Chebyshev 

 
c) Método de Semidiscretización

Figura 4.22 Superficies de magnitud de valores  característicos bajo 
las  diferentes  metodologías  de  análisis,  un  grado  de  libertad. 
Parámetros Tabla 2.2, generado a partir de (Insperger, 2003). 

   



U n c a s o m á s d e anál is is n u m é r i c o ya an tes p u b l i c a d o (Bayly , 2 0 0 2 ) es el q u e se 

p r e s e n t a a c o n t i n u a c i ó n , F i g u r a 4 . 2 3 . En es te e j e m p l o , s e c o n s i d e r a n a la o p e r a c i ó n de 

f r e s a d o c o m o d e d o s g r a d o s d e l iber tad , e c u a c i o n e s (4.9) y (4 .10 ) , y al igual q u e en el 

e j e m p l o a n t e r i o r las g r á f i c a s d e los d is t in tos m é t o d o s se s u p e r p o n e n para ident i f icar las 

d i f e r e n c i a s p r i n c i p a l e s . 

• Chebyshev 
« Semidiscretización 
+ Lambert 

I 
% 

+ 
+ 

4 

• 
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10 15 
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20 

Figura 4.23. Gráfica comparativa entre diversos métodos y el 
método de Lambert, dos grados de libertad, inmersión radial 100%. 
Parámetros Tabla 2.3, generado a partir de (Bayly, 2002). 

En e s t e e j e m p l o se ident i f ica un l igero d e s p l a z a m i e n t o hac ia la d e r e c h a d e los lóbu los 

d e e s t a b i l i d a d o b t e n i d o s p o r el m é t o d o d e la f u n c i ó n W d e L a m b e r t , a p e s a r d e las 

d i s c r e p a n c i a s , las i n t e r s e c c i o n e s e n t r e lóbu los y el l ímite in fer ior d e la f r o n t e r a d e 

e s t a b i l i d a d c o i n c i d e n d e m a n e r a a c e p t a b l e c o n los o t ros m é t o d o s ana l í t icos , la razón 

d e el lo es q u e p a r a e s t a o p e r a c i ó n d e f r e s a d o de f in ida por los p a r á m e t r o s d e la T a b l a 

2 .3 . S ó l o ex is te ines tab i l idad c u a s i - p e r i o d i c a , lóbu los Hopf . 
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C O N C L U S I O N E S 

E n el p r e s e n t e t r a b a j o se inves t igó por p r i m e r a v e z la v iab i l idad q u e t i ene el u s o d e la 

f u n c i ó n W d e L a m b e r t j u n t o c o n el e m p l e o d e la T e o r í a d e F l o q u e t para la o b t e n c i ó n de 

l ó b u l o s d e es tab i l idad para el p r o c e s o d e f r e s a d o c o n s i d e r a n d o s i s t e m a s de 

m e c a n i z a d o d e u n o y d o s g r a d o s d e l iber tad . Es to m o t i v a d o p o r la ap l icab i l idad q u e 

t i e n e la f u n c i ó n W d e L a m b e r t para o b t e n e r s o l u c i o n e s e x a c t a s d e e c u a c i o n e s 

d i f e r e n c i a l e s c o n re t raso , las c u a l e s s e e m p l e a n para m o d e l a r el c o m p o r t a m i e n t o 

d i n á m i c o d e s i s t e m a s f ís icos . 

P a r a el c o r r e c t o u s o del cr i ter io d e es tab i l idad q u e d ic ta la teor ía d e F loque t , fue 

n e c e s a r i o rea l izar el d e s a r r o l l o m a t e m á t i c o para e n c o n t r a r la mat r i z d e d i m e n s i ó n 

f in i ta q u e a p r o x i m a al o p e r a d o r m o n o d r ó m i c o d i m e n s i o n a l m e n t e inf ini to U. Es to 

c o n s i s t i ó en m a n i p u l a r a l g e b r á i c a m e n t e la e c u a c i ó n d i ferenc ia l matr ic ia l q u e m o d e l a el 

p r o c e s o d e f r e s a d o y la s o l u c i ó n p r o p u e s t a para d i c h a e c u a c i ó n , lo cua l se deta l la en la 

S e c c i ó n 4 . 2 . 3 . Es to t u v o c o m o r e s u l t a d o q u e la a p r o x i m a c i ó n f ini ta para el o p e r a d o r 

m o n o d r ó m i c o en el c a s o e s p e c i a l de p r o b l e m a s q u e i n v o l u c r a n la es tab i l idad en 

m e c a n i z a d o es U = es, es te resu l tado s impl i f ica n o t a b l e m e n t e la f o r m a d e o b t e n e r 

d i c h a m a t r i z , p u e s t o q u e d e p e n d e ú n i c a m e n t e d e la s o l u c i ó n para la e c u a c i ó n 

c a r a c t e r í s t i c a del s i s t e m a d e e c u a c i o n e s d i fe renc ia les c o n re t raso . 

A d e m á s , los r e s u l t a d o s ana l í t i cos e n c o n t r a d o s para las e c u a c i o n e s d i fe renc ia les q u e 

d e s c r i b e n el p r o c e s o d e f r e s a d o c o n el u s o d e la f u n c i ó n W d e L a m b e r t s e c o m p a r a r o n 

c o n las g r á f i c a s d e es tab i l idad de o t ros m é t o d o s , ta les c o m o el m é t o d o d e A l t in tas -

B u d a k ( m o n o f r e c u e n c i a ) , S e m i d i s c r e t i z a c i ó n y c o l o c a c i ó n de p o l i n o m i o s d e C h e b y s h e v 

así c o m o c o n d a t o s e x p e r i m e n t a l e s . 

L o s r e s u l t a d o s ana l í t i cos ind ican q u e es te m é t o d o d e la f u n c i ó n W de L a m b e r t es c a p a z 

d e ident i f icar c o r r e c t a m e n t e c h a t t e r c u a s i - p e r i ó d i c o , lóbu los Hopf , tal c o m o lo h a c e el 

m é t o d o d e A l t i n t a s - B u d a k m o n o f r e c u e n c i a en aque l los c a s o s d e i n m e r s i ó n radial alta o 
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bien , c u a n d o la h e r r a m i e n t a p o s e e un n ú m e r o e l e v a d o d e f i los , y a q u e bajo e s t e t ipo 

de c o n d i c i o n e s ú n i c a m e n t e s e p r e s e n t a c h a t t e r c u a s i - p e r i ó d i c o . S in e m b a r g o , en 

o p e r a c i o n e s d e f r e s a d o c o n ba ja i n m e r s i ó n radial o un r e d u c i d o n ú m e r o d e f i los en la 

h e r r a m i e n t a , a p a r e c e c h a t t e r d e d o b l e p e r i o d o , c o m ú n m e n t e c o n o c i d o c o m o lóbu los 

Fl ip , y s e o b s e r v a q u e al c o m p a r a r los r e s u l t a d o s q u e o f r e c e el m é t o d o d e la f u n c i ó n W 

d e L a m b e r t c o n t r a r e s u l t a d o s d e los m é t o d o s d e S e m i d i s c r e t i z a c i ó n y c o l o c a c i ó n de 

p o l i n o m i o s d e C h e b y s h e v , el m é t o d o p r o p u e s t o en el p r e s e n t e t raba jo es i n c a p a z 

p r e d e c i r c o r r e c t a m e n t e e s t a par te i m p o r t a n t e d e la s o l u c i ó n , f e n ó m e n o q u e los 

m é t o d o s d e s e m i d i s c r e t i z a c i ó n y c o l o c a c i ó n d e p o l i n o m i o s d e C h e b y s h e v p r e d i c e n 

a d e c u a d a m e n t e , p e r o no el m o n o f r e c u e n c i a d e A l t i n t a s - B u d a k . 

En lo q u e s e re f ie re la e t a p a e x p e r i m e n t a l de l p r e s e n t e t r a b a j o , s e p u e d e dec i r q u e el 

m é t o d o s e g u i d o para la o b t e n c i ó n d e los c o e f i c i e n t e s d e f u e r z a e s p e c i f i c a , s e c c i ó n 

4 . 2 . 5 , m o s t r ó e x c e l e n t e s r e s u l t a d o s al c o m p r o b a r s e p o r m e d i o d e s i m u l a c i o n e s 

n u m é r i c a s las c o n d i c i o n e s d e c o r t e p r e v i a m e n t e rea l i zadas , en las c u a l e s se o b s e r v a 

u n a c o r r e c t a c o r r e s p o n d e n c i a en t re los per f i les d e f u e r z a o b t e n i d o s 

e x p e r i m e n t a l m e n t e y los per f i les d e f u e r z a g e n e r a d o s a part i r d e los c o e f i c i e n t e s d e 

f u e r z a e s p e c í f i c a c a l c u l a d o s , c o m o lo ind ica la F igura 4 .8 . 

La a d q u i s i c i ó n d e d a t o s del c o m p o r t a m i e n t o v ib ra tor io q u e t i ene el m o n t a j e 

e x p e r i m e n t a l p a r a c o n d i c i o n e s de c o r t e a l r e d e d o r de las f r o n t e r a s d e es tab i l idad 

d e t e r m i n a d a s a n a l í t i c a m e n t e , reve ló q u e d e b i d o a q u e la o p e r a c i ó n se p r o g r a m ó c o n 

u n a i n m e r s i ó n radia l ba ja ex is ten d o s z o n a s de inestab i l idad c l a r a m e n t e ident i f i cab les 

e x p e r i m e n t a l m e n t e , un lóbu lo Flip para el r a n g o d e v e l o c i d a d d e husi l lo c o m p r e n d i d o 

e n t r e 3 2 5 0 y 4 7 5 0 r p m , a d e m á s d e un lóbulo H o p f q u e c o m i e n z a en 4 2 5 0 r p m y se 

e x t i e n d e m á s alla d e las 6 7 5 0 r p m . Es tos d a t o s e x p e r i m e n t a l e s c o n c u e r d a n 

c o r r e c t a m e n t e c o n las p r e d i c c i o n e s rea l i zadas por los m é t o d o s d e S e m i d i s c r e t i z a c i ó n y 

c o l o c a c i ó n d e p o l i n o m i o s d e C h e b y s h e v . 

P o r o t ra par te en c a s o s c o m o el ut i l i zado en la c o m p r o b a c i ó n e x p e r i m e n t a l , d ó n d e el 

f e n ó m e n o d e c h a t t e r d e d o b l e p e r i o d o t i ene una p r e s e n c i a i m p o r t a n t e , s e o b s e r v a q u e 
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la e x i s t e n c i a d e ines tab i l idad d e d o b l e p e r i o d o t i e n e un e f e c t o m u y s ign i f ica t ivo s o b r e 

la t e n d e n c i a d e la f r o n t e r a Hopf , p o r e l lo, en es te c a s o d e ba ja i n m e r s i ó n radial la 

p r e d i c c i ó n r e a l i z a d a p o r el m é t o d o q u e e m p l e a la f u n c i ó n W d e L a m b e r t ú n i c a m e n t e 

a p r o x i m a la ines tab i l idad c u a s i - p e r i o d i c a sin c a p t u r a r los e f e c t o s d e la inestab i l idad d e 

d o b l e p e r i ó d o . Es to es u n a c o n s e c u e n c i a del m a n e j o q u e s e le d io a a l g u n o s e l e m e n t o s 

d e las m a t r i c e s d e c o e f i c i e n t e s q u e a p a r e c e n la e c u a c i ó n (4 .9 ) , los c u a l e s s o n f u n c i ó n 

d e los c o e f i c i e n t e s d e f u e r z a e s p e c í f i c a d i r e c c i o n a d a , q u e d e p e n d e d e la va r iac ión 

a n g u l a r c o n r e s p e c t o al t i e m p o de los f i los d e la h e r r a m i e n t a , p o r lo t an to , la d i f icu l tad 

d e m a n e j a r el perf i l d e f u e r z a c o m o u n a f u n c i ó n del t i e m p o y en lugar d e el lo e m p l e a r 

el p r o m e d i o p o r p e r i o d o d e c o r t e tal c o m o lo h ic ie ron Al t in tas y B u d a k en (Al t intas, 

1 9 9 5 ) , l imita los a l c a n c e s q u e es ta a l ternat iva o f r e c e , a b r i e n d o á r e a s d e o p o r t u n i d a d 

p a r a los t r a b a j o s f u t u r o s q u e s u c e d a n al p r e s e n t e d o c u m e n t o . 
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TRABAJO FUTURO 

 

• Buscar  alternativas  para  considerar  las  fuerzas  específicas  de  corte  como 
funciones del tiempo para el periodo por filo, ya que el uso de  la aproximación 
con el primer armónico de su expansión en series de Fourier, límita los alcances 
para generar fronteras de estabilidad. 
 

• Extender  el  alcance  a  sistemas  de  tres  grados  de  libertad,  considerando  la 
variación en el ángulo de hélice en los filos de la herramienta, una vez corregido 
el problema referente a la ausencia del lóbulo Flip (chatter de doble periodo). 
 

• Hacer un replanteamiento del modelo de  fuerzas para dos grados de  libertad, 
que evite el problema de  indeterminación que se genera al  incluir parámetros 
modales cruzados,  lo cual  limita  la posibilidad de estudiar chatter de pieza con 
dicho modelo de fuerzas. 
 

• Implementar  una metodología  experimental  para  sistemas  de  dos  grados  de 
libertad  donde  se  considere  a  la  herramienta  como  elemento  vibratorio, 
mediante el empleo de un vibrómetro laser o técnica alternativa, para evitar el 
ruido en la señal que los elementos estructurales del cabezal inducen cuando un 
acelerómetro es empleado para capturar el espectro de vibración. 
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ABSTRACT 

This paper illustrates the application of the Lambert W function by following the procedure developed by 
Yi-Ulsoy to determine the stability bounds in a two-degree of freedom model of milling cutting 
operations. However, we use here a different approach to overeóme the mathematical difñculties related to 
matrix commutative properties that simplifies the numerical determination of the stability lobes. 

RESUMEN 

Este artículo tiene como objetivo emplear la función W de Lambert para encontrar las zonas de estabilidad 
del modelo matemático de dos grados de libertad del proceso de fresado empleando el método 
desarrollado por Yi y Ulsoy. Sin embargo, para evitar los problemas matemáticos relacionados con la no 
conmutatividad de las matrices resultantes, en este artículo se hace una suposición diferente a la adoptada 
por Yi y Ulsoy lo cual permite simplificar numéricamente la determinación de los lóbulos de estabilidad. 

Keywords: Stability lobes, milling operation, Lambert W Function, delay differential equations. 
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NOMENCLATURE 

A 
B DDE DOF 
F, Fr 
H 

Kc 

K, 

Kr 

N 
ODE 
Q 
s 

Periodic coefficient matrix 
Delay periodic coefficient matrix 
Delayed Differential Equation 
Degree of Freedom 
Cutting forces in the X and Y 
directions, N 
Tangential forcé component, N 
Radial forcé component, N 
Lambert Function illustrative matrix 
Cutting forcé variation stiffhess 
coefficient matrix 
Tangential stiffhess cutting 
coefficient, MPa 
Radial stiffhess cutting coefficient, 
MPa 
Number of teeth 
Ordinary Differential Equation 
Matrix Lambert function 
Matrix of the characteristic equation 
W 

Xn 

Yo 

S h 

mx my 

t 

Lambert function 
Principal branch of Lambert function 
Initial perturbation amplitude in X 
direction 
Initial perturbation amplitude in Y 
direction 
Time dependent - directional 
coefficients 
Depth of cut, mm 
Damping of the system, kg/sec 
Unit step function 
Feed per tooth, mm 
Tooth number 
Stiffhess components for the tool, 
N/m 
Modal mass components, kg 
Feed rate per tooth, mm/rpm 
Running time, sec 
Cutting speed, m/min 
Displacement in the X direction, mm 
Velocity in the X direction, mm/sec 
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Acceleration in the X direction, 
mm/sec 2 

Y Displacement in the Y direction, m m 
Y Veloci ty in the Y direction, mm/sec 

Acceleration in the Y direction, 
^ mm/sec 2 

^ T ime dependent - directional 
coefficient matrix 

AXI AY Dynamic Displacements o f the cutter 
Q Spindle speed, rpm 

Immersion angle dependant -
^ directional coefficient matrix 

y* ^ components 
r - Damping ratios in the X and Y 
*** ^ directions 
T Delay t ime, sec 

<l>j Tooth-j immersion angle, radians 

<f)st, <f)ex Start and exit immersion angles, 
radians 

Natural angular frequency in the X 
"y and Y directions, rad/sec 

INTRODUCTION 

M i l l i n g operation is a process widely used in the 
manufacturing industry for machining fíat or 
contoured surfaces, slots, grooves, recesses, 
threads, gears, spirals, and other configurations 
needed to develop a product. Therefore, the 
specifícation o f accurate cutting machine 
parameter valúes is important to guarantee end 
product quality. One o f the most common 
problems encounter in mi l l ing operations is 
related to the specifícation o f the depth o f cut 
and spindle speed parameter valúes since these 
are related to machine productivity. In this 
sense, to have a smoothly cutting operation, we 
require accurate identif ication o f the cutting 
parameters in the machine tool structure [1] 
since the opt imal choice o f its valúes becomes 
fundamental because o f the cost associated w i th 
these manufacturing cutting processes. 

Since mi l l i ng operation is a cutting process 
which involves intermittent cutt ing, we need to 
determine the stability bounds to elimínate 
undesirable motions o f the cutting tool which 
influences surface quality o f the work ing piece. 
Several techniques have been developed to 
predict stabil ity bounds but most o f these tend to 
overestimate experimental valúes or cannot 
predict certain dynamic phenomena. In an 
attempt to fu l ly captured the dynamics o f 
m i l l i ng operations and to mitígate chatter 
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problems, in this paper we shall use the Lambert 
W function because o f its mathematical 
properties that al low us to find the exact solution 
o f several delay differential equations that arise 
in different fields o f mathematics, physics and 
engineering [2] . One o f the advantages o f using 
the Lambert W function to solve delay 
differential equations lies in the fact that its 
derived general solution is analogous to the 
ordinary differential equations and henee, the 
concept o f the state transition matrix in Ordinary 
Differential Equations (ODEs) can be 
generalized to DDEs [3] . 

For the ODEs the stability conditions are 
obtained by finding the roots o f its characteristic 
equation but the stability o f the whole system 
depends on all the roots o f the infinite spectrum. 
However the stability o f the system is dominated 
by the roots associated wi th the principal branch 
o f the Lambert function W 0 [2, 4 ] . 

EQUATION OF MOTION 

The mechanical model used to simúlate the 
cutting mi l l ing processes is based on the wel l -
know model proposed by Altintas and Budak 
[5]. There, Alt intas and Budak considered that 
the mi l l ing cutting process can be modeled as 
two-degrees o f freedom system (DOF) as 
fol lows in Figure 1. 

Figure 1. Mil l ing 2-DOF Mechanical Model 

Thus, the dynamic behavior o f the tool during 
the cutting process can be mathematically 
represented by the fo l lowing second order delay 
differential equation: 

~mx 0 " m \ + 
\ o " 

0 my \mí 

X(T) 
Y(T) 

« 0 1 

= K c ( í) 
( l ) 



WHERE x AND y DENOTE THE POSITION OF THE 

WORKPIECE RELATIVE TO THE MILLING STRUCTURE, mx 

AND my DENOTE THE MODAL M A S S COMPONENT OF THE 

WORKPIECE, c x AND C Y REPRESENT THE D A M P I N G OF 

THE SYSTEM IN THE HORIZONTAL AND VERTICAL 

DIRECTION, AND ky ARE THE STIFFHESS COMPONENTS 

FOR THE TOOL, Kc IS THE CUTTING FORCÉ VARIATION 

STIFFNESS COEFFICIENT MATRIX, A X AND A Y ARE THE 

D Y N A M I C DISPLACEMENTS OF THE CUTTER, AND t IS THE 

RUNNING TIME. 

FORCÉ MODEL 

T H E ACTING FORCES IN THE MILLING PROCESS ARE 

USUALLY IDENTIFIED AS TANGENTIAL AND RADIAL FORCÉ 

COMPONENTS B Y USING THIS FORCES W E CAN GET THE 

VERTICAL AND HORIZONTAL COMPONENTS, AS 

ILLUSTRATED IN FIGURE 2 . T H I S TOOL FORCÉ MODEL CAN 

HELP IN PREDICTING THE FORCES THAT ARISE DURING THE 

MILLING PROCESS INCLUDING THE EFFECTS OF TOOL 

ROTATION, VARIATIONS IN THE CONTACT ÁREA AND FORCÉ 

DIRECTIONS. 

FIGURE 2. CUTTING FORCÉ COMPONENTS 

NOTE FROM FIGURE 2 THAT THE FORCÉ COMPONENTS 

ACTING ON THE j TOOTH IN THE x AND y DIRECTIONS CAN 

BE CAN BE OBTAINED B Y USING THE FOLLOWING FORCÉ 

EQUILIBRIUM EQUATIONS: 

Fxj = - F v EOS <j>j - FrJ SIN ^ , U ) 

FyJ =FIJsm,rij-Fr]cos<f>J. ( 3 ) 

S U M M I N G THE CUTTING FORCES CONTRIBUTED B Y ALL 

TEETH N FROM E Q . ( 2 ) AND E Q . ( 3 ) , THE TOTAL 

D Y N A M I C MILLING FORCES ACTING ON THE CUTTER ARE 

FOUND AS: 

3 
N-\ 

Fx — £ Fxj, 

Fy = ?•?»• 

(4) 

T H E D Y N A M I C CHIP THICKNESS CAN BE EXPRESSED AS: 

K*j) = 

(S , SIN <¡>¡ + Ax SIN ^ + Ay EOS <¡>j )g{(¡)j), 
( 5 ) 

WHERE s, IS THE FEED RATE PER TOOTH AND <jy¡ IS THE 

I M M E R S I O N ANGLE. IF THE STATIC COMPONENT OF h(<f>) 

IN E Q . ( 5 ) IS NEGLECTED THEN THE CHIP THICKNESS 

BECOMES: 

Ktj) = ( A X SIN (¡>j + Ay EOS 0 , )g{<t>j), ( 6 ) 

WHERE Ax = x(t) - x(t - t) AND 

Ay = y(t) - y(t - R ) , REPRESENT THE PREVIOUS AND 

PRESENT DISPLACEMENT OF THE CUTTER AND t 

REPRESENTS THE TOOTH PASSING PERIOD. 

SINCE THE TANGENTIAL AND RADIAL CUTTING FORCES 

ACTING ON THE TOOTH j ARE GIVEN B Y : 

Fr = KrF„ 
( 7 ) 

THE TOTAL FORCÉ COMPONENTS CAN BE DETERMINED B Y 

ADDING THE FORCÉ PRODUCED B Y ALL TEETH IN EACH 

DIRECTION: 

J=o 

N-\ 

; = 0 

( 8 ) 

AT-1 ( 9 ) 

T H E RESULTING FORCÉ EXPRESSIONS IN THE x A N D y 

DIRECTIONS ACTING ON THE CUTTER CAN BE FOUND B Y 

SUBSTITUTING E Q S . ( 6 ) AND ( 7 ) INTO E Q S . ( 8 ) AND 

( 9 ) , THIS YIELDS: 

= -J6K,G(¿, ) [A^SIN2¿, + K,(L-COS2¿,) ) 

+ AY((L + COS2(¡Í,) + Kr SIN 2^.)], 

Fr=^bK,g(</>j)[AX((L - EOS2fj) + Krsm2¿j) 

+ A X S I N 2 ^ - A"R(L + COS2^)) ] , 



which can be written into matrix form as 

where 

A = 

(12) 

(13) 

in which the forcé coefficients a,¡ are given by: 

ai, = Z - g^j )(sin(2(í) + Kr (1 - cos(2(¿,)), (13.a) 

«u = Z-g(TIW + cos(20J)+ Kr(sin(2</,)), O^.b) 

«2 , = 2 g ( ^ X ( l - c o s ( 2 ^ ) - ^ ( s i n ( 2 í ) ) ) > < 1 3 - c ) 
j'O 

« 2 2 = lW J )(s¡n(2 í í ) - / : r ( l + cos(2 ,̂)). ( 1 3 - d ) 

Therefore, the directional coefficient matrix may 
be either expressed in time domain or depends 
on the immersion angle; thus, to calcúlate the 
matrix A as a function of the immersion angle, 
we expand a¡j terms given by Eqs. (13.a) -
(13.d) into Fourier Series, to get: 

[A(0)] = ¿ J [ A ( / ) t y = £ 
2K 

(14) 

where, 

aa = I [ cos(20-2tf,¿ + tf,s¡n(2«*);£, (14.a) 

« v = | [ -sin(2¿)-2¿ + A-pcos(2*)£, (14.b) 

AY*=^[ -sin(2^) + 2̂  + A:rcos(2^)]^", (14.c) 

a w = ^ r -a>s(2¿)-2Kr0-Krsin(20)f". (H.d) 

Thus, equation (12) can be written as: 

(15) 

After substitution of eq. (15) into eq. (1), we get 
the corresponding equation of motion that 

4 
models the dynamical behavior of the milling 
cutting process: 

x(t) 

M 

0 

c„ 
0 Y_ MY 

M mx 

0 

K.bN 
Un "Y, 

0 

MY\ 

mx 

m„ 

*(')] 
y(t)¡ 

(16) 

In the next Section, we shall discuss the solution 
of Equation (16) by using the Lambert W 
function. 

APPLICATION OF THE LAMBERT W 
FUNCTION 

To derive the solution of Equation (16) by using 
the Lambert W function, and by following the 
procedure described by Yi and Ulsoy in [6], we 
first need to rewrite Eq. (16) into state space by 
introducing the following change of variables: 

*i =*> y¡ = y> 

x = xt, y = y v 

Thus, Eq. (16) can be written as: 

(17) 

i , (O 

> i ( 0 

K.bN 

4TC «„ 
y YY 

m„ m„ 

x(f-r) 

y(t-r) 

0 0 

{*.(')! mx 

0 
my 

U ( O J 0 

(18) 

x (0] 

y(t)\ 

Notice that Eq. (18) may be written in matrix 
form as: 

X % Á X { % ^ - \ (,9) 

Y{T)\ \NT)\ \ r « - T ) ¡ K ' Here, clm = 2 q c o „ , k/m = o ) * , and A and B are 

a 4 x 4 matrices defined as: 



A 2 1 A 2 2 

WHICH ELEMENTS ARE: 

O O 

0 o I' 

1 o" 
O 1 

2 KfiNa» 
-<om -

4xmx 

4nm„ 

4mnx 

, K.bNa,, 

4nm„ 

O 

O 

AND, 

B = 

O 

47cmx 

-K,aNay 

471171 „ 

O 
-K,aNax 

4nmx 

-K,aNay 

47tm„ 

O O 

O O 

O O 

O O 

(20 ) 

(20.A) 

(20.B) 

¡' (20.C) 

(20.D) 

( 2 1 ) 
IN ACCORDANCE WITH Y I AND ULSOY [6] PROCEDURE, 

WE ASSUME THAT THE SOLUTION OF EQ. (19 ) IS OF THE 

FORM 

n o
 e

 U 
( 2 2 ) 

WHERE S IS n X n MATRIX. AFTER SUBSTITUTING EQ. 

(22 ) INTO EQ. (19) , WE GEF. 

(23 ) 

WHOSE CHARACTERISTIC EQUATION CAN BE WRITTEN AS: 

S - A - B e " s r = 0 . (24) 

EQUATION (24 ) MAY BE CAST AS: 

r(S-A)e s í " = T B (25 ) 

CONSEQUENTLY, TO WRITE THE SOLUTION IN TERMS OF A 

MATRIX LAMBERT FUNCTION, EQ. (25 ) NEEDS TO 

SATISFY THE FOLLOWING DEFINITION: 

W ( H ) e W ( H ) = H (26 ) 
4000 5000 
Spindle Speed (RPM) 

8000 

FIGURE 3. UP-MILLING STABILITY LOBES 
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Note that in general, matrices S and A in Eq. 
(25) do not commute [6] and then, Eq. (25) can 
not be written in the form of Eq. (26). To 
overeóme this problem, Yi and Ulsoy introduce 
the relation r ( s - A ) e r < s _ A ) = rBQ however, we 
assume a different approach by considering that 

T(S-A)eT(s'A) = Q (27) 

in which Q is an unknown matrix that need to 
be determined. Thus, by comparing Eqs. (25) 
and (26), we have that 

r ( S - A ) = W(Q) (28) 

Note that now Equation (28) can be written in 
terms of the Lambert W Function as: 

S = - W ( Q ) + A (29) 
T 

Substitution of Eq. (29) into Eq. (24), yields: 

w ( Q > [ w ( Q > r A , = z B ( 3 0 ) 

which can be used to determined the unknown 
coefficients of Q. Once these valúes are known, 
we now can find the stability bounds of Eq. (19) 
by computing the eigenvalues of S from Eq. (29) 
[6]. 

NUMERICAL SIMULATION 

To compare the stability lobes obtained from our 
derived solution given by Eq. (29) with those 
obtained from Altintas and Budak [5] procedure, 
we use the following parameter valúes for a half 
immersion up milling process for an aluminum 
workpiece find in [5]: N = 8 teeth, co =389 

Hz, KX = 5 . 5 4 x l 0 7 N/m, MX=9.27 kg, 

$•,=0.04, = 348 Hz, ^ = 2 . 1 4 x l 0 7 N/m, 

MY=4A7 kg, GY=0.\, K, =1500 MPa and 

KR =0 .3 . 

To calcúlate the element valúes of the matrix Q, 
it was used the MatLab software. The resulting 
stability lobes obtained by using the above 
parameter valúes are illustrated in Figure 3. 
Here, solid Unes indícate stability lobes obtained 
from Altintas and Budak procedure, while the 
unfilled circles are Lambert solution. It can be 
seen 
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from Figure 3, that both solutions are almost 
identical. This confirms the aecuracy of our 
derived solution by the Lambert W function. 

As seen in the graphics the Lambert solution 
plots slightly above of the Altintas method. 

Through the simulation, matrix Q takes a critic 
role in boundary limits search, it is clear that the 
exactitude of results depends on this matrix 
guess; also a highly precise computing analysis 
must be carried in order to obtain a valid model 
for stability boundaries. Thus, it is confirmed 
that Lambert Function is a reliable method to 
calcúlate machining stability. 

CONCLUSIONS 

Since the mathematical modeling of the milling 
cutting process is based on delayed differential 
equations, the Lambert W function seems to be a 
good choice to characterize the dynamical 
system response. Besides, from the above 
results, that the stability lobes obtained by using 
this Lambert W function closely follows those 
obtained by Altintas and Budak approach. 
Nevertheless, the stability lobes obtained from 
Eq. (29) are highly dependent on the numerical 
computation algorithm to determine the element 
valúes of the matrix Q. In an attempt to 
overeóme this problem, in this paper we have 
assumed a different approach to deal with the 
fact that A and B matrices do not commute. This 
simplifíes the numerical determination of the 
stability lobes shown in Figure 3. At present, we 
are dealing with the solution of the 
corresponding modeling equations that describe 
the milling cutting operation by considering 
different cutting parameter effeets with results 
that are very encouraging. However, these 
results will be published somewhere else. 
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behavior but fail in predicting the period doubling bifurcation. 
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ABSTRACT 

This paper ¡llustrates the application of the 
Lambert W function to determine the stability 
bounds in one and two degrees of freedom 
milling cutting operation models. Since the 
stability lobes obtained by the Lambert W 
function are highly dependent on the numerical 
computation algorithm, here we use a different 
approach than that developed by Asi and Ulsoy 
to overeóme the mathematical difficulties related 
to matrix commutative properties that simplifies 
the numerical determination of the stability lobes. 
At the end of the paper, we compare the results 
obtained by the Lambert W function with 
experimental data and other numerical 
approaches in which the resulting stability lobes 
have good agreement with experimental data and 
hopf bifurcation behavior but fail in predicting the 
period doubling bifurcation. 
LIST OF SYMBOLS 

A Periodic coefficient matrix 
B Delay periodic coefficient matrix 
b Depth of cut, mm 
CX , Cy Damping of the system, kg/sec 
H Lambert function illustrative matrix 

Cutting forcé coefficient matrix 
KSyy Average specific forcé, N/mm2 

Kr,K¡ Radial and Tangential cutting coefficients, MPa 
Stiffness components for the tool, N/m 

mx my Modal mass components, kg 
N ' Number of teeth 
Q Unknown Matrix for Lambert W function 
S Root matrix of the characteristic equation 
f Running time, sec 
V Feed rate, mm/min 
W Lambert W function 
W0 

Principal branch of Lambert W function 
Xo ,Y0 

Initial perturbation amplitude in X and Y direction 

* , y Displacements in the X and Y direction, mm 

*>y Velocities in the X and Y direction, mm/sec 

* . y Accelerations in the X and Y direction, mm/sec2 

&xx¡ &xy> Directional coefficient matrix elements 
üyxt üyy 
A X, Ay Dynamic Displacements of the cutter 
Á Helix angle, degrees 

SxXy Damping ratios in the X and Y directions 

1 
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Yst'Tex Tooth start'ing and exit angular position, radians 
Q Spindle speed, rpm 

Natural angular frequency in the X and Y 
"y directions Wnx. <*}, 

INTRODUCTION 

Milling operations are widely used in the 
manufacturing industry for production of fíat or 
contoured surfaces, slots, grooves, recesses, 
threads, gears, spirals, and other configurations 
needed to develop a product. Therefore, the 
specification of appropriate machining parameter 
valúes is important to guarantee end product 
quality. One of the most common problems 
encountered in milling operations is related to the 
specification of the depth of cut, whose 
combination strongly influence the production 
performance and the possibility of process 
instabilities such as chatter. 

Since milling operation is a cutting process 
which involves intermittent cutting, we need to 
determine the stability bounds to elimínate 
undesirable regenerative vibrations (chatter). 
Several techniques have been developed to 
predict stability bounds (Tlusty et al. 1983). 
(Altintas and Budak 1995). (Mann et al. 2003). 
(Duncan et al. 2006). (Schmitz et al. 2004). 

In an attempt to fully capture the dynamics of 
milling operations and to mitígate chatter 
problems, in this paper we shall use the Lambert 
W function because of its mathematical 
properties that allow us to find the exact solution 
of several delay differential equations that arise in 
different fields of mathematics, physics and 
engineering (Corless et al. 1996). One of the 
advantages of using the Lambert W function to 
solve delay differential equations lies in the fact 
that its derived general solution is analogous to 
the ordinary differential equations and henee, the 
concept of the state transition matrix in Ordinary 
Differential Equations (ODE's) can be 
generalized to Delay Differential Equations 
(DDE's) (Asi and Ulsoy 2003). (Yi et al. 2007). 

For the ODE's, the stability conditions are 
acquired by finding the roots of its characteristic 
equation. Although the stability of the whole 
system depends on all the roots of the infinite 
spectrum, it is dominated only by the roots 
associated with the principal branch W0 of the 
Lambert W function (Asi and Ulsoy 2003). (Yi et 
al. 2007). 

2 
MILLING DYNAMIC AL MODEL 

Equation of Motion for a Two Degree of 
Freedom System 

The mechanical model used to simúlate the 
cutting milling processes is based on the well-
known model derived by Altintas and Budak 
(Altintas and Budak 1995). 

FIGURE 1. MILLING 2-DOF MECHANICAL MODEL. 

In accordance with (Altintas and Budak 1995). 
The dynamic behavior of the tool during the 
cutting process can be mathematically 
represented by the following second order delay 
differential equation: 

mx 0 
0 m„ 

x(tj 
y(t). 
K 0 
0 K 

cx 0 

0 c„ 
*(?) 

?(t) 
(1) 

where x and y denote the workpiece position 
relative to the milling structure, mx and my 

desígnate the modal mass component, cx and Cy 
represent the damping of the system in the 
horizontal and vertical direction, kx and /cy are the 
stiffness components, Kc is the cutting forcé 
coefficient matrix, A x and A y are the dynamic 
displacements of the cutter, and t is the running 
time. 

The elements of the Kc matrix can be written in 
terms of the angular displacement instead of 
time, following the procedure described by 
Altintas and Budak in (Altintas Budak 1995). 
Equation (1) becomes: 
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lm 
0 0 

mx 

{ m \ + 

mx 
0 \mí 0 ky_ my my <*xy _K,bN mx mx 4tt "yx 

5 ^ 

my my 

x{t) 

y{t) 

(2) 

where K, is the experimental ly measured 
tangential cutting coefficient, b is the depth of cut, 
N number of teeth and a¡j represent the 
directional dynamic milling forcé coefficients as 
function of each flute angular displacement while 
the tool is in contact with the workpiece and may 
be determined by using the following equations: 

(3.a) a„ = ̂ [ cos(2<»)- 2K,<¡> +
a*y~\[ - S Í n ( 2 f l - 2 * + r C , C O S ( 2 0 ) £ , ^ 

ayx = I [ - sin(2^) + 2<¡> + K, cos (2^ ) ] ' " , 

a„ = | [ -coit2*)-2Krfi-K

(3-C) 

(3.d) 

where (f> represents the flute angular position, 

from the start (pst to the exit (f)ex and K, is the 

radial cutting coefficient. 

The next section discusses the solution of 
Equation (2) by using the Lambert Wfunction. 

SOLUTION T H R O U G H THE L A M B E R T W 
FUNCTION 

To solve Eq. (2) through the Lambert W 
funct ion, we fol low the procedure described by Yi 
and coworkers in (Yi et al . 2007). Notice that the 
space state form of Eq. (2) may be written as 

l / ( 0 j I 7 ( 0 J \Y(t-r) (4) 

3

 Krsm(2<p)£, 
^ 

rsm'2+)1fa 

Observe that in eq. (4) A and B are a 4 x 4 
matrices defined as: 

A A 
" 2 1 " 2 2 , 

(5) 

in which the sub-matrix elements A¡¡ are given by: 

o o 

o o 

i o" 

o i 

- o>L + -KmbN 4mix KmvbN 4mn, 
4nm„ KsyfbN 

4TWT\„ •2gxo}nx 0 
0 -2ffya>„ 

(6.a) 

(6.b) 

(6.c) 

(6.d) 

where 2gcon = c/m, a>l = klm- The e

are: 

0 

0 

-KsxxbN 4mnx ~KsyxbN 
4nm„ 

0 

0 

-KsxybN 4nmx •KsyybN 
<\7an„ 

0 0 

0 0 

0 0 

0 0 

(7) 

where Ksxx, Ksxy, Ksyx, and Ksyy 
forcé profiles in a cutting period which are 
independent to the proposed forcé model. 

W e assume that the solution of Eq. (4) is in the 
following form in accordance with Yi et. al. 
procedure (Yi et al. 2007). 

X { t \ - e " 

Y(ty-e 

(8) 

where S is the matrix that allows to find the 
stability bounds of the dynamical system. After 
substituting Eq. (8) into Eq. (4), we get: 

Se s< 

St Xr Be 
S ( í - r ) J * o 1 

O) 
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WHOSE CHARACTERISTIC EQUATION CAN BE WRITTEN AS: 

S - A - B ( É T S ' ) = 0 . ( 10 ) 

TO WRITE THE SOLUTION IN TERMS OF A MATRIX 
LAMBERT W FUNCTION, EQ. ( 1 0 ) NEEDS TO SATISFY THE 
FOLLOWING DEFINITION: 

W ( H ) E W < H ) = H . ( 1 1 ) 

THUS, EQ. ( 1 0 ) CAN BE WRITTEN AS: 

R ( S - A ) E S ' = Í B , (12 ) 

NOTE THAT IN GENERAL, MATRICES S AND A IN EQ. 

(12) DO NOT COMMUTE. A S A CONSEQUENCE, IT CAN 

NOT BE WRITTEN IN THE FORM OF EQ. ( 1 1 ) . T O 

OVEREÓME THIS PROBLEM, YI AND COWORKERS 

ASSUMED THAT r(S - A)ER{S'K) = Í B Q IN WHICH Q IS 

AN UNKNOWN MATRIX THAT NEEDS TO BE DETERMINED 

(YI ET AL. 2007 ) . IN THIS PAPER, WE USE A DIFFERENT 

APPROACH BY CONSIDERING THAT: 

R ( S - A ) E " Q , ( 1 3 ) 

THEN, BY TOUOWING THE LAMBERT W FUNCTION 
DE1\N'rt\ON, 1RORR> EQS. ( 1 1 ) AND ( 1 3 ) , WE GEUHAT 

r ( S - A ) = W ( Q ) . ( 1 4 ) 

NOTE THAT NOW EQUATION (14) CAN BE WRITTEN IN 
TERMS OF THE LAMBERT WFUNCTION AS: 

S = - W ( Q ) + A . 
r 

(15 ) 

SUBSTITUTION OF EQ. ( 1 5 ) INTO EQ. (10 ) , YIELDS: 

W ( Q ) E [ W ( Q ) + , A ] = rB, (16 ) 

WHICH CAN BE USED TO DETERMINE THE UNKNOWN 
COEFFICIENTS OF Q . ONCE THESE VALÚES ARE FOUND, 
WE CAN DETERMINE THE STABILITY BOUNDS OF EQ. ( 4 ) 
BY COMPUTING THE EIGENVALUES OF S FROM EQ. (15 ) , 
AS INDICATED BY YI ET AL. IN (YI ET AL. 2007) . 

C A S E S T U D I E S 

C A S E 1. SINGLE DEGREE OF FREEDOM MILLING 

THE CUTTING FORCÉ MODEL FOR A BALL-END MILI TOOL 
IS USED IN THIS CASE, BUT WITH A SPECIAL 
CONSIDERATION. THE SYSTEM STIFFNESS IN THE 
ORTHOGONAL DIRECTION TO FEED RATE IS CONSIDERABLY 
HIGHER THAN THE ONE PRESENTED ON THE FEED RATE 
DIRECTION ITSELF. THEREFORE, A MODEL SIMPLIFICATION 
BY USING A SINGLE DEGREE OF FREEDOM CAN BE 
ASSUMED WITHOUT CAUSING A SIGNLFICANT CHANGE IN 
THE STABILITY BOUNDS. 

THUS, THE FORCÉ TERM IN THE RIGHT SIDE EQ. ( 2 ) FOR 

THIS CASE YIELDS: 

1 
BKSMAY. (17 ) 

THE CORRESPONDING EQUATION OF MOTION CAN BE 

WRITTEN AS: 

Y ( F ) + 2GYCONYY{T) + W%Y{T) = 

K ™ B N

 A Y . 
4;RM „ 

( 1 8 ) 

THEREFORE, MATRICES A AND B ARE SIMPLIFIED TO: 

0 
, K ^ b N 

4;im„ 

B = 

0 

\ 4ron„ 

(19 ) 

(20 ) 

AN EXPERIMENTAL END-MILLING TEST WAS PERFORMED 
ON AN ALUMINUM PIECE 7075 T 6 , WITH A BALL-END 
MILI WITH DIAMETER D = 1 2 M M , HELIX ANGLE OF K = 
30° , WITH 4 FLUTES TOOL FOR A HALF RADIAL IMMERSION 
DOWN MILLING AND DIFFERENT LEVÉIS OF AXIAL 
IMMERSION (1 , 2, 4 AND 8 M M ) . 

THE SYSTEMS MODAL FLEXIBILITY PARAMETERS AS 
MEASURED IN AN IMPACT TEST IN THE Y DIRECTION ARE: 
Q Y =0.0307, K=1753426 .87 N / M , OJ N Y =70 .33 HZ. 

K S Y Y AVERAGE SPECIFIC FORCÉ FOR BALL-END MILI IS 
CALCULATED BY NUMERICAL INTEGRATION AND 
PRESENTED IN THE NEXT FIGURE: 

560 

3 4 5 6 7 
AXIAL DEPTH OF CUT, B, (MM) 

FIGURE 2. KSYY A V E R A G E S P E C I F I C F O R C É . 

10 
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To assess the accuracy of our proposed 
solution developed by using the Lambert W 
function, we will compare the stability lobes 
obtained by using Eqs. (13)-(16) with 
experimental data as well as the stability lobes 
obtained from the Chebyshev method solution 
derived in (Elias-Zuñiga et al. 2007). W e may 
see from Figure 3 that the main difference 
between Chebyshev and Lambert solutions 
relays in the fact that the first one is able to find a 
period doubl ing bifurcation while Lambert W 
function solution fails. This could be due, to the 
fact that we have considered and average valué 
in the cutting milling forces. 

10, 

I 

ó 6 

1 1 R— 1 i 1 1 \ ñ 

0 LAMBTRTMTTHML 0/ 0 / 
— CH«BYITWVM«TH«<T *• o / • -
• EJ£P«RTM«ITÍL5T4BI«POFRWT 

« V 
A EXP*RIMAMA)UNS»L>L* POTAN 

0 f 0 f 0 / 

• A A 
0 / 

0 / 1 A A 0 / 

• A - • • s¿/ 

• 

Tooth PTMTNG FRAQUINCY n/un 

FIGURE 3. CASE 1 STABILITY LOBES. 

Figure 3 shows experimental data compared to 
numerical results obtained by using the Lambert 
Wfunction solution given by Eq. (15). It is clearly 
seen in Figure 3 that the predicted stability lobes 
fit well experimental data. The main 
discrepancies are located cióse to the tooth 
passing frequency ratio of 1.5. 

C a s e 2. Altintas Two Deqrees of Freedom 
Milling - Compar ison to Altintas and Budak 

To compare the stability lobes obtained from 
our derived solution given by Eq. (15) with those 
obtained from Altintas procedure, we used the 
fol lowing parameter valúes for a half immersion 
up mill ing process for an aluminum workpiece 
found in (Altintas and Budak 1995). N=8 teeth, 
o j n j < = 389 Hz, k x = 5.54 x 1 0 7 N/m, m x = 9.27 kg, c;x 

= 0.04, w n y = 3 4 8 Hz, k y =2.14 x 10 7 N/m, m y =447 
kg, g y = 0 . 1 , K,=1500 MPa and K r = 4 5 0 MPa. 

5 
To calcúlate the unknown element valúes of the 
matrix Q, we have used MatLab software. The 
resulting stability lobes are ¡llustrated in Figure 4. 
Here, unfilled circles indícate stability lobes 
obtained from Altintas and Budak procedure, 
while the solid dots are Lambert W function 
solution. It can be seen from Figure 4, that both 
solutions are almost identical. This confirms the 
accuracy of our derived solution of Eq. (2) by the 
Lambert Wfunction. 

o i 1 1 i 1 1 1 1 
1000 3300 3000 4000 5000 6000 7000 8000 

SrjrdeS)DEED,mrprn) 
FIGURE 4. COMPARISON OF LAMBERT W 
FUNCTION AND ALTINTAS-BUDAK STABILITY 
LOBES. 

C a s e 3. Two Pegrees of Freedom Milling -
Compar ison Between Lambert and 
Chebyshev 

By using the same tool cutting forcé model 
proposed by Altintas and Budak in (Altintas and 
Budak 1995). And by considering a zero helix 
tool angle with experimentally measured radial 
and tangential cutting forcé coefficients of 62.84 
MPa and 870.4 MPa, respectively, we may use 
Chebyshev method to assess the accuracy of our 
derived solution given by Eq. (15). for a 2 flute 16 
mm diameter end mili in a half immersion milling 
process (Elias-Zúñiga et al. 2007). 

The multi-modal experimental parameter valúes 
used to obtain the Chebyshev stability lobes 
shown in Figure 5 are tabulated in Table 1. Note 
that experimental parameter valúes related to 
mode 1 were used to obtain the stability lobes by 
the Lambert W function shown in Figure 5 in 
which Chebyshev polynomial solution is able to 
capture both, the flip and hopf bifurcations while 
the Lambert W function fails in predicting well flip 
phenomena. 
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TABLE 1. TWO DEGREE OF FREEDOM MODAL 
PARAMETERS. 

Wnx U)ny «V 

Hz Hz % % 
Model 609.01 633.4 0.0329 0.0402 
Mode2 918.1 915.9 0.0405 0.0253 
Mode3 1407.1 1474.77 0.0316 0.0193 

k, k v 

N/m N/m 
Model 7.0909e6 9.0924e6 
Mode2 2.0437e7 1.5137e7 
Mode3 1.4832e7 1.7713e7 

l i l i 

Cteb/shwMithod 

i l l I l I I 
4000 5000 6000 7000 8000 9000 

Spirde Speed, Q (rpm) 
FIGURE 5. COMPARISON OF LAMBERT W 
FUNCTION AND CHEBYSHEV POLYNOMIAL 
STABILITY LOBES. 

CONCLUSIONS AND FUTURE WORK 

Conclusions 

Since the mathematical modeling of the milling 
cutting process is based on delayed differential 
equations, the Lambert W function seems to be a 
good choice to characterize the dynamical 
system response. 

Besides, from the above results, the stability 
lobes obtained by using this Lambert W function 
closely follow those obtained by Altintas and 
Budak approach. Nevertheless, the stability lobes 
derived from Eq. (15). are highly dependent on 
the numerical computation algorithm to determine 
the element valúes of the matrix Q. In an attempt 
to overeóme this problem, in this paper we have 
assumed a different approach to deal with the 
fact that A and B matrices do not commute. This 
simplifies the numerical determination of the 
stability lobes shown in the Figures 3 to 5. 
PUB71 

In cases 1 and 3, we note that the Lambert W 
function solution given by Eq. (15). can not 
predict the period doubling bifurcation. This 
shortcoming could be due to the fact that we 
have assumed an average valué in the cutting 
milling torces. However, Chebyshev polynomials 
provide good qualitative and quantitative 
behavior that match well experimental data since 
its predicted stability lobes are obtained by its 
time domain construction that allows to capture 
both types of bifurcation. 

Future Work 

The planned future work related to this paper 
includes the following: 

• To apply the proposed solving method to 
Three Degrees of Freedom Systems, and 
thus find other types of bifurcations within 
the solution. 

• To compare, in case 3, analytical results 
obtained from two degrees of freedom 
model with experimental data. 

• To optimize the Lambert W function 
solution to reduce computational time. 
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K E Y W O R D S 

Inconel, hole making, dril l ing, helical milling, ball-
nose end mili 

A B S T R A C T 

The performance demands for parís in aircraft 
engines require the utilization of materials that 
maintain their mechanical properties even when 
operat ing at high temperatures. Therefore, in 
these applications, there is a need to machine 
difficult-to-cut materials such as nickel and 
t i tanium alloys. In most cases, holes making 
operat ions for aerospace parts are highly 
demanding, with significant impact on unit cost, 
quality and productivity. This study evaluates 
the feasibility of replacing conventional drilling 
operat ions in Inconel 718 with hole making 
operat ions based on helical milling and applying 
ball-nose end milis. Based on hole dimensional 
tolerance and surface roughness, the proposed 
helical milling approach was successful. 

INTRODUCTION 

Nowadays, drill ing is widely used in the 
industry because of the t ime saving when this 
process is applied. Nevertheless, this operation 
produces low quality results that demand 
subsequent operations such as reaming, with 
the corresponding time expense. This "low 
quality" concept with conventional hole making 
refers to dimensional deviations on diameter, 
high levéis of roughness and burr formation, 
inherent in the drilling operations. 

Despite the limitations in the understanding of 
the physical - chemical phenomena during high 
speed cutting of superalloys (titanium and nickel 
based alloys), an important increase on 
productivity has been observed in the last two 
decades (Ezugwu, 2005). Several authors have 
investigated the wearing mechanisms on cutting 
tools for low machinability materials (Costes et 
al. , 2007; Ezugwu et al.,2005; Li et al, 2002; W u 
and Fang, 2006), as well as the cutting 
parameters influence on forces behavior (Li et 
al, 2002; Pawade et al., 2007) and the 
geometry influence on the workpiece surface 
integrity (Pawade et al., 2008; Mannan and 
Alsagoff, 2004). These and other works have 
focused on studying turning and milling of hard 
difficult-to-cut materials. In the other hand, 
literature on drilling of hard materials is rather 
limited (Klocke et al., 2005; Li et al., 2007). 

The limited machinability of these materials 
(Dudzinski et al., 2004; Sandvik, 2004) is 
explained by the following reasons: 



• The material maintains its mechanical 
properties at high temperatures which 
causes the high forces during cutting. 

• Low thermal conductivity causes the heat to 
flow towards the tool rather than to the chip 
or workpiece, eventually producing an early 
wear of the tool (high temperatures) 

• The present carbides in the material are 
prone to produce abrasive wear 
phenomena 

• Super alloys are materials that can reach 
up to 45 H R C by heat treatment 

• Nickel and titanium based alloys have 
chemical affinity with the tool's constitutive 
materials that will induce diffusion wear 
modes 

• Materials that are strongly prone to harden 
due to deformation, this will lead to plástic 
deformation wear modes in the cutting axial 
direction. 

Inconel 718 and TÍ6AI4V are widely used 
alloys on aerospace parts. These are used in 
engine components that are subjected to high 
temperatures. They must also withstand 
corrosive environments since they might be part 
of gas turbines, vapor turbines, nuclear and 
chemical plants, etc (Ezugwu et al., 2003; 
Rahman et al., 1997). These applications 
demand high dimensional precisión and 
excellent sruface roughness. 

Therefore, the main challenge is defined by 
the need of producing components with high 
mechanical properties that will be part of thin (3 -
5 mm) rotational elements and under strict 
geometric and surface tolerances. Because of 
this, a correct selection of cutting conditions is 
fundamental for the best tool performance on 
terms of tool life, quality and machining time. 

S C O P E 

The need of an optimization of the 
conventional drilling process when the part 
geometry shows flexibility in the tool axial 
direction draws the motivation of this study. The 
investigation goal is to characterize a reliable 
procedure that will result on a progressive and 
controlled tool wear and then production 
improvement. 

Nonetheless, continuous testing of new 
materials on cutting tools induces the conception 
and research on new alternative processes that 
can improve the drilling performance (Tónshoff 

2 
et al., 2001; Yagishita, 2008). Helical milling is 
proposed as a possible solution for the following 
reasons: 
• Hole diameter high flexibility 
• Better precisión and surface finishing, due 

to its larger stiffness than that shown on 
drills. 

• Smaller pushing forces in the tool axial 
direction that help in the reduction of forced 
and self-inducted vibration. 

• Burr minimization. This is achieved by using 
a mili, the mili tool does not push material 
that would cause material crushing but cuts 
it and this generates smaller vertical forces 
than those presented in conventional 
drilling. 

M E T H O D O L O G Y 

P r o c e s s 

A medium-large diameter round part with an 
outer flange (thinner than 5 mm) that does not 
stiff on the exterior during final machining, hole 
drilling with 8.98 mm diameter. Subsequently, 
and to improve precisión and finishing, reaming 
and countersinking procedures are carried out. 
Specified tolerances are +/-0.18 mm in diameter 
and 1.6 pm in R a roughness. 

Alternative Techn iques . 

Helical milling proves to be an efficient and 
feasible operation as an alternative to 
conventional drilling for this case study. (1) Chip 
evacuation is more efficient, avoiding chip 
permanence between tool flut.es and work-piece, 
which reduces tool life and/or quality in the 
machined surface. (2) Helical milling produces 
axial forcé reactions considerably smaller than 
those presented in the drilling process; as a 
result, geometric problems are reduced because 
the work-piece deformation is minimized (lyer et 
al., 2007). 

Ball helical milling (BHM). 

Helical milling is based on the integration of two 
basic movements: a mili rotary movement on its 
own axis and a translation movement where the 
tool axis describes a helix path trajectory. The 
tool movement is governed by 3 parameters: 
cutting speed v c, helix step p , and feed per tooth 
fz, Figure 1. 

http://flut.es


v c = 90 [m/min] 

fz = 0.05 [mm/tooth] 

p = 0.5 [mm/helix turn] 

FIGURE 1. BALL HELICAL MILLING S K E T C H AND 
PARAMETERS FOR THE OPERATION DEFINITION. 

Under this kind of operation the flute section 
mostly used to remove material and to make the 
final machined surface is the spherical section of 
the tool, in this way the flute cylindrical section is 
not used, therefore a second alternative is 
proposed in order to obtain the máximum benefit 
from the whole tool flute and as a result to 
genérate a better machined surface quality; the 
new strategy proposed is contouring ball helical 
milling (CBHM). 

v c = 90 

fz = 0.05 

p = 0.5 

[m/min] 

[mm/tooth] 

[mm/helix turn] 

Stage 1 

FIGURE 2. S K E T C H FOR THE CONTOURING 
BALL HELICAL MILLING PARAMETERS FOR THE 
OPERATION DEFINITION. 

Contouring ball helical milling (CBHM). 

The CBHM strategy (Figure 2) is a variation from 
the BHM and it could be defined as a 
combination between the helical milling process 
described before and a circular contouring of the 
entire hole machining surface. This is achieved 
by using the cylindrical section of the tool in 
order to get a better quality decreasing the 
resulting roughness from the operation and 
obtaining máximum profit from the cutting tool. 
At stage 2, the radial immersion is 0.05 mm and 
the axial immersion is the full píate thickness 
(5.5 mm) 
Aerospace Material 

The tests were carried out with Inconel 718, this 
is the commercial ñame for the nickel based 
alloy with a high Cr concentration and small 
percentage of Fe, Al, Ti and other elements, it is 
used in corrosive environments and cases 
where temperature goes over 750°C (i.e. 
combustión cameras in gas turbines). The 
material is used tempered, obtaining a hardness 
valué of 45 HRC (an average of 5 hardness 
tests). 

Experimental Procedure 

For quality evaluation purposes, upon finishing 
the test, the following parameters were 
measured: 

Tool wear 
Diameter deviation 
Angular deviation 
Roughness 
Operation time per hole 
Burr identification 

88 holes were machined with a diameter of 
8.98 ± 0.18 mm. Tests were conducted on 200 x 
100 mm rectangular Inconel 718 plates, 5.5 mm 
thick. The tools used were 07 mm tungsten 
carbide ball milis, two flutes of 14 mm length of 
cut with surface coating and 09 mm drills. A 
HSK63 tool holder was utilized with gage 
lengths of L = 38 mm y L = 42 mm for milling 
and drilling, respectively. Flood coolant was 
used in all cases. 

Experimental setup. 

In order to reproduce the stiffness conditions in 
the work-piece a radial section from the 
specimen was taken to quantify the flexibility 
grade that the work-piece posses, this specimen 
experiments elastic deformation caused by the 
axial forcé transmitted from the tool to the píate, 
in that way the stiffness from the piece in this 
study was modeled in a software by the Finite 
Element Model using the single extreme 
embedded beam hypothesis. 

Once the information that describes the 
mechanical behavior of the piece was estimated 
the geometry of the cantilever length for the test 
plates can be adjusted in order to obtain the 
equivalent stiffness valué. 
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This can be seen, through the next relation: 

5 = (FL3)I3EI 
To reproduce the flexibility conditions of the 

real piece in the test plates the cantilever length 
of the beam is varied to reach that valué (Figure 
3). The increasing line is the relationship 
between the deformation per load unit as a 
function of the cantilever length, cross section 
geometry and the mechanical properties as the 
equation 2 shows: 

6/F = L73EI (2) 

At the same time the figure offers a 
representative diagram of the set up geometry, 
in the horizontal axis origin the píate fixing is 
positioned and the cantilever length is reached 
until the tool axis crosses the test píate. It is 
possible to set the área of interest for the 
deformation valúes per load units in the range 
between 0.10 and 0.15 pm/N, that indicates the 
position for the hole machining located between 
40 and 46 mm considering the Young's Module 
as 208 GPa. In Figure 3 the proportion in which 
the píate stifmess decreases as the beam free 
length increases is shown. 

0 25 32 37 40 43 46 48 51 53 55 
Cantilever length[mm] 

FIGURE 3. RELATIONSHIP BETWEEN THE 
CANTILEVER LENGTH OF THE BEAM AND THE 
DEFORMATION P E R LOAD UNIT. 

Experimental Conditions. In Table 1 the test 
conditions are listed for the strategies mentioned 
above (BHM and CBHM) additionally to the 
conventional drilling test. Upon conducting 
machining and drilling operations on the material 
with the selected diameters mentioned in Table 
2 the performance of the three options will be 
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(1) 
compared and the one with the best results will 
be identified. 

TABLE 1. EXPERIMENTAL CONDITIONS FOR THE 
MACHINING P R O C E S S E S BHM, CBHM AND 
CONVENTIONAL DRILLING. 

MILLING CONDITIONS 

Cutting speed 

Feed rate 

Helix step 

v c = 90 

fz = 0.05 

p = 0.5 

[m/min] 

[mm/tooth] 

[mm/helix turn] 

DRILLING CONDITIONS 

Cutting speed v c = 25 [m/min] 

Feed per revolution fn= 0.06 [mm/rev] 

TABLE 2. PROGRAMED DIMENSIONS AND 
MACHINING TIMES UNDER BOTH MILLING 
S T R A T E G I E S AND CONVENTIONAL DRILLING. 

BHM CBHM 

D
R

IL
L 

Stage 1 Stage 2 D
R

IL
L 

Diameter [mm] 8.98 8.88 8.98 9 

Time [s] 22 26 22 

R E S U L T S 

Experimental results demónstrate that there is 
a difference between the proposed strategies in 
terms of quality and number of holes that 
qualified on the specified tolerances. The 
parameters used to evalúate such quality 
include: cylindricity, concentricity and 
roughness. The following charts compare the 
strategies and identify the benefits that each one 
provides defining the tendencies of the 
parameters mentioned above. 

For the cylindricity analysis, a CNC Zeiss 850 
coordínate machine was used to measure four 
points on the inner wall of each hole on two 
parallel planes to the plate's upper surface at 1 
mm and 4 mm level, these are named upper 
diameter (UD) and lower diameter (LD) 
respectively on the graphs. These valúes must 
be between the upper limit (UPJJMIT) and the 
lower limit (LOWJJMIT), as seen in Figure 4. 



9.22 
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T + + + * + + + + + +
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9.16 4-

• UD_DRllL 
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• LD_BHM 
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HN 

FIGURE 4. COMPARATION BETWEEN DIAMETERS UNDER THE BHM, CBHM AND CONVENTIONAL DRILLING 
S T R A T E G I E S . ML (MACHINING LENGTH), HN (HOLE NUMBER). 

0.28 5.92 11.57 17.21 22.85 

11 21 31 41 51 61 71 81 

M L [ m ] 

HN 

FIGURE 5. HOLE AXIS ANGULAR DEVIATION RELATED TO THE E X P E C T E D ORIENTATION. ML (MACHINING 
LENGTH), HN (HOLE NUMBER) 
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2.90 
H ^ R a BHM 

0.28 5.92 11.57 17.21 22.85 

1 11 21 31 41 51 61 71 81 

FIGURA 6. AVERAGE RUGHNESS (Ra) IN THE INNNER SURFACE MACHINED UNDER THE BHM, CBHM Y 
CONVENCIONAL DRILLING STRATEGIES. ML (MACHINING LENGTH), HN (HOLE NUMBER) 
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Figure 5 shows the angular deviation found 
between the measured circles at upper plañe 
and lower plañe, thus obtaining the error in the 
hole's concentricity. 

The roughness behavior along the inner 
surface of the machined holes can be observed 
in Figure 6, a Taylor Hobson surtronic 3+ 
profilometer with a 0.01 pm resolution was used 
to conduct the measurements for this case the 
máximum average roughness allowed is 1.6 pm 
R a . 

The progressive wear behavior on the tool's 
flute is shown in Figure 7, it can be observed 
that for both milling strategies, wear was 
identified using a microscope that is able to 
measure in two orthogonal directions with a 1 pm 
sensitivity, it is important to note that in BHM 
wear is progressively growing during the whole 
test and the tool seems to be capable to keep 
machining holes, in the other hand, CBHM 
showed the same growing wear until the 7 2 n d 

hole, at some point between the 73 r d and 8 0 m 

hole a significant material detachment at the 
tool's flute was observed, this phenomenon is 
addressed on the roughness tendency for the 
last 8 holes. 
BHM T O O L 

New 122 um 242 um 

DRILL I ING T O O L 

New 58 um 174 pm 

0 Holes 40 Holes 88 Holes 

FIGURE 7. FLANK WEAR MEASUREMENT IN 
TERMS OF THE MACHINED HOLE NUMBER. 



DISCUSIÓN 

The presented results demónstrate that under 
the BHM strategy all the operations fall into the 
range of the specified tolerance 0=8.98±O.18 
mm, meanwhile by following the CBHM strategy 
a negative outcome is observed in the lower 
diameter of the hole, since only 60 out of 88 
holes satisfy the established quality requirement 
as shown in Figure 4. In the other hand, in 
conventional drilling it can be observed that the 
diameter deviation is too large for the specified 
limits. Since the drill diameter is very cióse to 
the hole diameter specification all the drilled 
holes turned out to be machined out of 
specification because the upper and lower 
diameter overeóme the dimensional superior 
limit. However, this systematic error can be 
easily compensated with a drill with smaller 
diameter by approximately 0.18 mm. 

Regarding concentricity, from Figure 5 it can 
be seen that applying CBHM strategy the results 
are significantly better than when BHM strategy 
is used. Nonetheless, in this last strategy the 
máximum angular deviation is under 0.9 
degrees, which can be interpreted as an 
eccentricity of 0.11 mm in diameter as the 
máximum error, this valué can be considered 
insignificant. 

The roughness measurements shown in 
Figure 6 indícate that the inner hole surface 
finishing is not dependant on the helical milling 
strategy (BHM vs. CBHM), with the exception of 
the subsequent operations to the 78th hole in the 
CBHM strategy. At this point a catastrophic 
failure in the ball-nose end mili is the most like 
cause for the sudden increase in surface 
roughness. Thus, the BHM strategy 
overwhelmingly fulfills the requirements in terms 
of surface finishing tolerances (see Figure 6), in 
contrast CBHM strategy meets the requirement 
in only 83 out of 88 holes. Finally, the 
conventional drilling method demonstrates that 
using this strategy the results would be around 
the roughness limit from the first machined hole 
and even after the 65th hole the tendeney 
worsens. 

CONCLUSIONS 

Helical milling turns out to be a feasible 
alternative to conventional drilling for the hole 
machining in low machinability materials such as 
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the Inconel 718 since it shows great flexibility 
and precisión to adjust to the desired diameter 
and as a result the machined superficial quality 
is superior. This can be seen as a time saving 
improvement avoiding later re-machining and 
tool changing. 

Contouring ball helical milling (CBHM) was 
proposed in this study as an improvement to ball 
helical milling (BHM). This way, the machined 
hole quality would increase in terms of surface 
roughness because the contouring at the 
second stage is achieved with a small radial 
immersion (although the axial immersion in the 
full píate thickness). 

The results show that orientation and quality of 
the inner hole surface is not dependant on the 
strategy used but the cylindricity factor is 
relatively affected in the CBHM, due to the high 
depth of cut the tool flexes towards the hole 
center which causes the lower diameter to 
decrease rapidly, this generates holes that fall 
under the lower limit valué in addition to the 
evident wear increase larger than the one 
presented in BHM. 

Future work will concéntrate on similar hole 
making operations based on helical milling for in 
titanium alloys. The parameters of interest are 
tool wear, dimensional deviations and surface 
roughness. In addition, further work on process 
modeling is planned for both nickel and titanium 
based alloys. 
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