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RESUMEN

En el presente trabajo se investiga la estabilidad dinamica del proceso de fresado
considerando al sistema de mecanizado como de uno y dos grados de libertad. Para
dicho estudio se propone el empleo de la funcidn W de Lambert junto con el uso del
criterio de estabilidad que dicta la teoria de Floquet, en la cual las propiedades de
estabilidad estan determinadas por los valores caracteristicos de la aproximacion
matricial finita del operador monodrémico. Los resultados analiticos encontrados
siguiendo el método propuesto se comparan con las graficas de estabilidad de otros
métodos disponibles en la literatura, tales como el método de Altintas-Budak
(monofrecuencia), Semidiscretizacién y colocacion de polinomios de Chebyshey,

ademas de compararse estos resultados con datos experimentales.

Es importante sefalar que los ensayos experimentales se realizarén en el laboratorio
de manufactura de la Escuela Superior de Ingenieria de la Universidad del Pais Vasco.
Esta fase experimental consistid de tres etapas; en la primera el trabajo se enfocé a
determinar los coeficientes de fuerza especifica de corte necesarios para la estimacion
de las fuerzas de reaccion presentes cuando existe remocién de material. En la segunda
etapa se llevaron a cabo ensayos de impacto a partir de los cuales fue posible
determinar los parametros modales del montaje experimental. Finalmente, en la
tercera etapa se adquirieron de forma sincronizada durante el proceso de fresado, una
sefial relacionada con la frecuencia de golpeo de la herramienta y una sefial
relacionada con el desplazamiento de la pieza de trabajo, bajo parametros de corte
alrededor de las fronteras de estabilidad predichas analiticamente mediante el método
propuesto, esto con el fin de validar el grado de precisién de las predicciones analiticas,

las cuales mostraron alto grado de ajuste con los datos experimentales.



PRINCIPALES CONTRIBUCIONES

La exploracion de viabilidad y los alcances que se tienen empleando el método
de la funcion W de Lambert para localizar fronteras de estabilidad en
operaciones de fresado, modelando sistemas con uno y dos grados de libertad
suponiendo el empleo de herramientas frontales e incluyendo el efecto de Ila
fuerza especifica de corte como el promedio por periodo de corte tal como lo
hicieron Altintas y Budak en (Altintas, 1995).

Generacion de un método algebraico para encontrar la matriz de aproximacién
finita al operador monodromico a partir de la solucién propuesta para el
sistema de ecuaciones diferenciales con retraso y el propio sistema que modela
el proceso de fresado, lo que permite la utilizacién del criterio descrito por la
teoria de Floquet para localizar las fronteras de estabilidad, en el cual se definen
las propiedades de estabilidad a partir del radio espectral de dicha matriz de
aproximacion.

Demostracion de la importancia de normalizar el tiempo de retraso en una
ecuacion diferencial con retraso, en cuanto a simplificacion del manejo
algebraico y ahorro en lo referente al tiempo de tratamiento computacional
para la obtener su solucion.
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e Participacién con el articulo “Milling Stability Lobes by Using the Lambert W Function”
en el XIll Congreso Internacional Anual de la SOMIM y Congreso Internacional de Metal
Mecanica 2007, Durango, Durango. México, 19 al 21 de septiembre, 2007.

ABSTRACT

This paper illustrates the application of the Lambert W function by following the procedure
developed by Yi and Ulsoy to determine the stability bounds in a two-degree of freedom model
of milling cutting operations. However, we use a different aproach to overcome the
mathematical difficulties related to matrix commutative properties that simplifies the numerical
determination of the stabilty lobes.

e Participacién con el articulo “Milling Stability Lobes Computation Through the Lambert
W Function” en la Thirty-Sixth North American Manufacturing Research Conference,
ITESM, Monterrey, Nuevo Ledn. México, 20 al 23 de Mayo 2008.

ABSTRACT

This paperillustrates the application of the Lambert W function to determine the stability
bounds in one and two degrees of freedom milling cutting operation models. Because the
stability lobes obtained by the Lambert W function are highly dependent on the numerical
computation algorithm, a different appoach is used tan developed by Asl and Ulsoy. Results
obtained by the Lambert W Function are compared with experimental data and other numerical
approaches in which the resulting stability lobes have a good agreement with experimental data
and hop bifurcation behavior but fail in predicting the period doubling bifurcation.

e Envio del articulo “Helical Milling for Hole Making in Nickel-Based Alloy With Ball-End
Mill” para participar en la Thirty-Seventh Annual North American Manufacturing
Research Conference, a llevarse a cabo en Clemson University, South Carolina. USA, 19
al 22 de Mayo de 2009.

ABSTRACT

The performance demands for parts in aircraft engines require the utilization of materials that
maintain their mechanical properties even when operating at high temperatures. Therefore, in
these applications, there is a need to machine difficult-to-cut materials such as nickel and
titanium alloys. In most cases, holes making operations for aerospace parts are highly
demanding, with significant impact on unit cost, quality and productivity. This study evaluates
the feasibility of replacing conventional drilling operations in Inconel 718 with hole making
operations based on helical milling and applying ball-nose end mills. Based on hole dimensional
tolerance and surface roughness, the proposed helical milling approach was successful.
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CAPITULO 1. INTRODUCCION

1.1 Descripcion del problema

Las operaciones de mecanizado tales como torneado, fresado, taladrado, etc., en el
sentido estricto son conocidas como operaciones de remocidn de material por corte de
viruta, siendo procesos de vital repercusién en la elaboracion de productos metalicos y
actualmente con una importancia especial en la industria automotriz, aeronautica y de
fabricaciéon de moldes. En tales ramos de la actividad econdmica y productiva, la clave
para mostrarse al mercado como una opciéon competitiva radica en el hecho de
magnificar la eficiencia de sus procesos, lo cual es posible conseguir mejorando la tasa
con que el material es desprendido de la pieza de trabajo. En términos del proceso, tal
objetivo se puede alcanzar incrementando la frecuencia con que la herramienta de
corte incide sobre el material, aumentando la profundidad de dicha incidencia, o bien,

una combinacion de ambas estrategias.

Estas estrategias tienen repercusiones de relevancia en cuanto a estabilidad del
proceso se refiere, es decir, pueden originar vibraciones regenerativas destructivas
comunmente conocidas como chatter, mismas que afectan directamente la calidad de
la superficie mecanizada, la vida uatil de la herramienta de corte y la frecuencia en el
mantenimiento requerido por la maquina herramienta. Dichas vibraciones
regenerativas se presentan en un proceso de remocidn de material bajo ciertas
condiciones de corte, basicamente en dos casos generales: el primero de ellos aparece
cuando la rigidez de la herramienta es baja y la inestabilidad se presenta debido a la
vulnerabilidad al movimiento que posee, en esta situacidn la vibracion es controlada
con la manipulacion adecuada de los parametros de corte. El segundo caso ocurre
cuando la geometria de la pieza de trabajo incluye espesores delgados, donde la masa
de la pieza de trabajo cambia significativamente conforme el proceso transcurre,
debido a esto se incrementa la complejidad para estructurar formas de control, dado

que los pardametros modales estan variando a lo largo del proceso (Seguy, 2008).
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1.2 Objetivos

El presente trabajo esta enfocado a lograr:

e Aplicar tres de los principales métodos conocidos para localizar fronteras de
estabilidad en operaciones de mecanizado, en particular fresado. Estos métodos
son: método de la funcion de transferencia, método de semidiscretizacion, y
método de colocacién de polinomios de Chebysheyv, los cuales seran utilizados
en la solucion de los modelos resultantes de las operaciones de mecanizado en
uno y dos grados de libertad.

e Desarrollar y aplicar el método que involucra el empleo de la funcion W de
Lambert para localizar fronteras de estabilidad en operaciones de fresado, con
la consideracion de sistemas modelados con uno y dos grados de libertad.

e Comparar los resuftados técnicos generados por los métodos conocidos con los
resultados obtenidos empleando ia funcién W de Lambert.

e Llevar a cabo una metodologia de comprobacion experimental para validar los
resultados técnicos.

1.3 Motivacion y justificacion

Con las recientes innovaciones que poseen los centros de mecanizado en cuanto a
velocidad de husillo () y velocidad de desplazamiento del cabezal (vy), la limitante
para generar altas tasas de remocidn de viruta deja de ser a causa de las restricciones
en la maquina-herramienta, siendo ahora objetivos de mejora y optimizacién, por una
parte, la tecnologia involucrada en el desarrollo de las herramientas de corte asi como

los materiales y recubrimientos que las constituyen, y en otro sentido el proceso de

remocion per sé.

La extensiva utilizacion de procesos de mecanizado en la fabricacion de bienes de
consumo y bienes de capital, motiva a obtener el maximo provecho de la
infraestructura de la cual se dispone, por tal razén el estudio de alternativas que

describan como influyen los parametros del proceso de mecanizado, brinda la
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oportunidad de incrementar la productividad y la eficiencia sin descuidar en ningun

momento la calidad requerida en los resultados finales.

Las graficas de estabilidad (también llamadas l6bulos de estabilidad) permiten conocer
como la variacion de los parametros de corte influyen en el mecanizado, lo cual ayuda a
reducir los problemas inherentes de vibracion indeseada, misma que provocaria un

deterioro en la manufactura final del producto.

1.4 El proceso de fresado

El fresado moderno es un método polivalente de mecanizado. En los dltimos afios, de la
mano del desarrollo de las maquinas-herramienta, el fresado ha evolucionado hasta
convertirse en un método con el que es posible mecanizar una amplia gama de perfiles.
Con las maquinas multi-eje actuales, la eleccion del método ha dejado de ser directa:
ademas de aplicaciones convencionales, el fresado se utiliza cada vez mas para realizar
barrenos, cavidades, superficies que antes se torneaban, roscas, etc. El desarrolio de las
herramientas ha contribuido a crear nuevas posibilidades ademas de incrementar la
productividad, la fiabilidad y la calidad homogénea que ha aportado la tecnologia de

plaquitas intercambiables de metal duro.

El fresado consiste principalmente en corte de metal con una herramienta rotativa de
varios filos que ejecuta movimientos de avance programados sobre una pieza en casi
cualquier direccidn. Es esta accidon de corte la que hace que el fresado sea un método
de mecanizado tan versatil y eficiente. Cada uno de los filos elimina una cierta cantidad
de metal, con una actuacion de corte limitada y, por ello, la formacidn y salida de la
viruta han pasado a ser un problema secundario. Todavia la aplicacion mas frecuente
del fresado es la generacion de superficies planas, como en la operacion de planeado,
pero contintian apareciendo otras formas y superficies a medida que crece el numero

de centros de mecanizado de cinco ejes y el numero de maquinas multitarea.
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Los principales tipos de operaciones de fresado, segun se considere el efecto sobre la

pieza o el movimiento de la herramienta, se muestran en la Figura 1.1.

Planeado En escuadra De perfiles
- < %
De ranuras Torno-fresado De roscas

¢
o
4

Interpolacion
helicoidal

De alta velocidad Axial En rampa

) ol

Interpolacion
circular

Trocoidal
Figura 1.1. Principales tipos de operaciones en fresado. Adaptado de

(Sandvik, 2004).

1.4.1 Definiciones basicas sobre fresado

Una fresa utiliza una o varias de las acciones de corte siguientes: radial, periférica y
axial. Con las variaciones de método en fresado, es importante distinguir entre las
diferentes direcciones de avance en relacién con el eje de rotacién de la herramienta.

Por ejemplo:
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e El planeado es una combinacion de la accién de corte realizada por los filos de
corte, principalmente por los de la periferia, y por la cara frontal de Ila
herramienta. El eje de giro de la fresa forma un angulo recto con la direccién del
avance de la pieza.

e El fresado periférico utiliza los filos de corte de la periferia de la herramienta. La
fresa gira alrededor de un eje paralelo al avance tangencial.

e El fresado axial utiliza sobre todo los filos de la parte frontal y trasera de la
herramienta ya que avanza en direccion axial, realizando una accién parcial de
taladrado.

Para preparar la operacion de fresado, deben establecerse un numero de parametros,
mismos que definen la dinamica de la herramienta, con un diametro concreto (D), con
didmetros mayores (D.; o D3), el desplazamiento hacia la pieza y con un diametro de
corte eficaz (D,), la base para la velocidad de corte. Estos parametros son ilustrados en

la Figura 1.2.

Dc

!
A

Figura 1.2. Nomenclatura para medicion de diametros en
herramientas de fresado. Adaptado de (Sandvik, 2004).

La velocidad de corte (v.) en m/min, indica la velocidad periférica con la que los filos de
corte mecanizan la pieza. Este es un valor importante orientativo de la herramienta y
parte de los datos de corte que aseguran que la operacion se esta llevando a cabo por

la herramienta en cuestion, tan eficazmente como es posible.
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La velocidad de husillo (n,Q) en rpm, es el nimero de revoluciones que realiza por
minuto el husillo de la maquina herramienta. Es un valor que depende de la maquina y

se calcula a partir del valor de velocidad de corte recomendado para cada operacion.

El avance por minuto, también llamado avance de mesa, avance de maquina o
velocidad de avance (v;) en mm/min, es la distancia recorrida por la herramienta

contra la pieza por unidad de tiempo.

El grosor maximo de viruta (h,,) en mm, es el indicador de limitacion mas importante
para una herramienta en una operacion real. El filo de una fresa se disefia y se prueba
para que tenga un valor inicial recomendado, y también unos valores maximo y

minimo.

S
OB/ gL
0

= J’ m
S e

A El

QZQA._.:.,*W.-_:._

l ap

asp

Figura 1.3. Parametros del proceso de fresado. Adaptado de
(Sandvik, 2004).

El avance por diente (f;) en mm/diente es el valor de fresado que permite calcular el
avance de mesa. Puesto que la fresa es una herramienta con multi-filos, se necesita un
valor para asegurar que cada filo mecanice en condiciones satisfactorias, asi, la
distancia que recorre la herramienta mientras un diente en concreto esta implicado en
el corte, fija los limites para la herramienta. El valor de avance por diente se calcula a

partir del espesor de viruta maximo recomendado, Figura 1.3.

El nimero de dientes de corte disponibies en la herramienta (z,) puede variar

considerablemente y se utiliza para determinar el avance de mesa mientras que el
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nimero eficaz de dientes (z.) es el nimero de dientes que realmente actuan. El
material, la anchura de la pieza, la estabilidad, la potencia y el acabado superficial

influyen en el nimero adecuado de dientes.

El avance por revolucién (f,) en mm/rev, Figura 1.4, es el valor que se utiliza
especialmente para el cdlculo del avance y también a veces para determinar la
capacidad de acabado de una fresa. Es un valor auxiliar que indica cuanto se desplaza la

herramienta durante la rotacion.

La profundidad axial de corte {(a,) en mm, Figura 1.3, es la cantidad de metal que la
herramienta elimina de la parte frontal de la pieza. Es la distancia a la que se coloca la

herramienta por debajo de la superficie sin mecanizar.

La profundidad radial corte (a,) en mm, Figura 1.4, es la parte de la pieza implicada en
el corte segun el diametro de la fresa. Es la parte la superficie que se esta mecanizando

o, si el diametro de la herramienta es menor, la parte cubierta por la herramienta.

El espesor medio de viruta (h,) es un valor muy util para determinar la fuerza
especifica de corte y, con ella, calcular la potencia. Se calcula en relacién al tipo de

operacion que realiza la fresa, ya sea corte en concordancia u oposicion.

Figura 1.4. Parametros del proceso de fresado. Adaptado de
(Sandvik, 2004).
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La velocidad de arranque (Q) es el volumen de metal que se elimina por unidad de
tiempo en milimetros cubicos, y que se puede calcular mediante los valores de la

profundidad del corte, la anchura y el avance.

La fuerza de corte especifica (K;) es un valor para el calculo de la potencia que tiene en
cuenta el material en cuestion y el espesor de la viruta. Esta relacionado con la

maquinabilidad y también con la velocidad de avance y de corte.

1.4.2 Direccién del fresado

Durante la operacién en fresado es posible encontrarse con dos casos generales de la
interaccion herramienta-pieza de trabajo, uno en el cual la pieza avanza a favor de la
direccion de rotacion de la herramienta y un segundo que es opuesto al primero, este

fendmeno tiene repercusion especialmente al comienzo y al final del corte.

En el fresado “up-milling”, también llamado: “fresado en oposicidon”, la direccion de
avance de la pieza es opuesta a la de la rotacidn de la herramienta en el drea de corte,
por lo cual, el espesor de viruta comienza a partir de cero e incrementa su valor hasta
un maximo hacia el final del corte, Figura 1.5. En dicha circunstancia, cuando un filo de
la herramienta incide en la pieza de trabajo, existen fuerzas de reaccion que tienden a
separar la herramienta de la pieza, el filo tiene que forzarse para comenzar su tarea de
remocién de material y esta circunstancia provoca un efecto de fricciéon o bruiido que
eleva la temperatura de la region donde el fendmeno se presenta, surgiendo como
consecuencia en muchos de los casos un endurecimiento superficial, mismo que

provocara mayor dificultad para ser removido por los filos sucesivos de la herramienta.

Por otra parte, durante el fresado “down-milling”, también Illamado: “en
concordancia”, la direccidon de avance de la pieza es la misma que la de rotacion de la
herramienta en el area de corte, esto tiene como consecuencia que el espesor de viruta
disminuye desde un valor maximo en el comienzo de corte hasta alcanzar cero cuando

finaliza el mismo, Figura 1.5. Bajo este esquema el filo de la herramienta comienza
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cortando un espesor de viruta significativo, lo cual evita el efecto de brufiido y genera
temperaturas del proceso notablemente inferiores que minimizan el problema de
endurecimiento superficial, como ventaja del hecho que se presenta al comenzar la
incidencia con un espesor de viruta considerable, se tiene que las fuerzas de reaccion
producto del corte provocan una especie de atraccidon de la pieza de trabajo hacia la

herramienta, efecto benéfico para la incidencia del filo sucesivo.

Figura 1.5. Fresado en concordancia y fresado en oposicion.
Adaptado de (Sandvik, 2004).

1.5 Introduccion al estado del arte

Las vibraciones existentes entre la herramienta y la pieza de trabajo han sido conocidas
desde la década de 1960. Los primeros investigadores que acertaron al intentar
explicar tal fendmeno vibratorio fueron Tobias y Fishwick en (Tobias, 1958) ademas de
Tlusty y Polacek en (Tlusty, 1963), en base a las observaciones realizadas a una
operacidn de torneado, descubriendo de ellas que las fuentes de mayor influencia en la
autoexcitacion de un par pieza de trabajo-herramienta, son: la estructura dinamica de
la maquina herramienta y la retroalimentacidon entre cortes subsecuentes. Tobias y
Fishwick (Tobias, 1958) combinaron la dinamica del proceso de corte y la estructura de
la maquina herramienta e incluyeron el efecto de la rigidez y amortiguamiento en el
modelo de estabilidad. De forma paralela el trabajo de Tlusty y Polacek, (Tlusty, 1963)

presentod una ley practica de estabilidad para sistemas de corte ortogonal, en la cual, la
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profundidad de corte libre de chatter puede ser identificada como funcion de la
dindmica estructural del par maquina herramienta-pieza de trabajo y ademas de la
rigidez de corte en la direccidn avance. Este conocimiento fue la base para la
estructuracion de la teoria de l6bulos de estabilidad, desarrollada por Merritt en
(Merritt, 1965), la cual mediante diagramas cartesianos define la frontera limite entre
un corte estable y uno inestable, asignando a cada valor de velocidad de husillo una

profundidad de corte critica que provocaria un proceso de mecanizado inestable.

Especificamente para el proceso de fresado las fuerzas de corte son dificilmente
definibles en forma analitica simple, puesto que depende fundamentalmente del
espesor de viruta, mismo que es variable durante todo el proceso de remocidn. Es asi
como surgen los coeficientes direccionales {(cosenos directores de la fuerza de corte y la
funcién de transferencia orientada en la direccién del espesor de viruta). En los
trabajos pioneros sobre el tema Tlusty y Polacek en (Tlusty, 1963), aplicaron su
formulacion para la estabilidad en corte ortogonal considerando una direccidén
promedio, al igual que un numero de filos promedio. Optiz et al. (Optiz, 1968; Optiz,
1970) aproximaron los coeficientes periddicos con sus valores promedio.
Posteriormente Tlusty et al. (Tlusty, 1981; Tlusty, 1986), mostraron que las condiciones
de estabilidad en fresado pueden ser estimadas con simulaciones en el dominio del
tiempo considerando no linealidades y mecanismos de amortiguamiento que son

propiamente funcién de la velocidad.

El primer andlisis tedrico extenso sobre la estabilidad en fresado fue desarrollado por
Sridhar et al. (Sridhar, 1968). En el cual se formulé un modelo dinamico de fuerzas para
una herramienta con filos rectos, debido a que existen términos periddicos y con
retraso utilizaron un algoritmo de estabilidad basado en la evaluacién numérica de la

matriz de transicion del sistema.

Puesto que el problema de inestabilidad en fresado se modela mediante una ecuacidn
diferencial con retraso en el tiempo, la literatura indica que existen algunos métodos

para analizar estos casos especiales de dichas ecuaciones, tales como la ecuacion de
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Hill, procedimiento del determinante infinito que utiliza el teorema de Floquet y la
expansion en series de Fourier de los coeficientes periddicos segun Magnus y Winkler
en (Magnus, 1966). Minis y Yanushevsky (Minis, 1990; Minis, 1993) utilizaron este
procedimiento para resolver satisfactoriamente la ecuacion de estabilidad en fresado
con un modelo de corte que considera dos grados de libertad y empleando el criterio
de Nyquist para determinar las fronteras de estabilidad, este trabajo represento un
avance significativo al procedimiento propuesto por Sridhar en (Sridhar, 1968). Lee et
al. En (Lee, 1991a; Lee, 1991b) también utilizaron el criterio de Nyquist pero

empleando métodos numéricos.

Posteriormente a mediados de los afos 1990 y considerando la expansién de los
coeficientes de corte con el uso de las series de Fourier, fue formulado por los
investigadores Budak y Altintas (Altintas, 1995) un modelo analitico para expresar
fuerzas de corte en fresado, dicho modelo es basado en el promedio de la serie de
Fourier de los coeficientes direccionales, tal aproximacion eS muy util ya que conduce a
una forma definida para establecer los diagramas de estabilidad de una manera viable
con el empleo de la funcidn de transferencia del sistema dinamico, cuyo resultado
localiza la bifurcaciéon Hopf en la tendencia que presentan las raices de la ecuacion
caracteristica del sistema, esta razén lo identifica como un método adecuado para los
problemas en los que la en la herramienta es el elemento vibrante, dado que las
caracteristicas dinamicas del sistema no cambian significativamente mientras el

proceso transcurre.

En afios recientes otros métodos han sido publicados en referencia al tema: Bayly
(Bayly, 2002), empled el Analisis de Elementos Finitos en el tiempo, el cual presenta
mayor efectividad en la prediccién de las fronteras para los casos de inmersion radial
baja. Insperger et al. (Insperger, 2003; Insperger, 2004) y Mann et al. (Mann, 2003)
abordaron la problematica desde la perspectiva del método de semidiscretizacion,
Butcher y Nindujarla (Butcher, 2005) utilizaron también una discretizacion, pero esta es

irregular siguiendo los lineamentos de los polinomios de Chebyshev
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Estos métodos recientes tienen la caracteristica de poder capturar la inestabilidad de
doble periodo, también llamada Iébulos Flip, solucion que no es alcanzada por el
método de mono-frecuencia de Altintas y Budak (Altintas, 1995) citado anteriormente.
Sin embargo, posteriormente este método fue extendido mediante el manejo de mas
coeficientes en la expansion de Fourier, esta medida permite localizar con el método
de la respuesta a la frecuencia, las inestabilidades de doble periodo originadas por
inmersiones radiales bajas, o en aquellos casos en que el fresado es altamente

intermitente segun Merdol y Altintas (Merdol, 2004).

Por otro lado, en el area de las ecuaciones diferenciales con retraso, recientemente
surgié una aproximacion numérica para encontrar soluciones mediante el uso de la
funcion W de Lambert cuya definicion fue documentada por Corless et al. (Corles,
1996), el método para resolver ecuaciones diferenciales con retraso fue documentado
por Asl y Ulsoy (Asl, 2003) y continuado por Yi y Ulsoy (Yi, 2006), el cual simplifica
notablemente el trabajo de encontrar la estabilidad una vez que el problema se ha

convertido a espacio de estado como lo indican Elias et al. en (Elias, 2005).

Bajo estos antecedentes es como el presente trabajo muestra la implementacién del
método que utiliza la funcion W de Lambert para localizar las fronteras de estabilidad
para el proceso de fresado en sistemas modelados con uno y dos grados de libertad,
aqui se recurre al criterio de Altintas y Budak (Altintas, 1995) para aproximar la fuerza
especifica de corte con el primer arménico de la serie de Fourier. Los resultados
obtenidos son validados experimentalmente para comprobar el grado de precision.
Una forma de ubicar la importancia del presente trabajo dentro del actual estado del
arte se puede apreciar con la informacién comparativa mas relevante mostrada en la

Tabla 1.1.
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Tabla 1.1. Ubicacién del presente trabajo en el estado del arte.

Método Chatter Hopf

Chatter Flip

(Implementando teoria de Floquet)

Altintas-Budak 1995 Funcidn de transferencia t (Mono frecuencia) x

Bayly et al. 2002 FEAT X X
Semidiscretizacién t (Implementando teoria de

I

Insperger et a 2003 Floguet) X X

Merdol-Altintas 2004  Funcion de transferenciat (Multi frecuencias) X X
Colocacién de polinomios de Chebyshev t ‘

h l. ,

Butcher et 3 2005 (Implementando teoria de Floquet) X X

Asl-Ulsoy 2003 Funcion W de Lambert * § «

Yi-Ulsoy 2006

Elias et al. 2005 Funcion W de Lambert § X
Funcion W de Lambertt

Olvera-Zuiiga 2008 X

*En el contexto de las ecuaciones diferenciales con retraso.

§ Para casos de torneado
t Para casos de fresado
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CAPITULO 2. INESTABILIDAD EN EL PROCESO DE FRESADO

2.1 Origen y consecuencias.

El fresado es un proceso de remocion de material en el cual la herramienta de corte
intermitentemente entra y sale de la pieza de trabajo, la frecuencia o velocidad a la que
dicha intermitencia se lleva a cabo, asi como la profundidad de cada penetracion,
definen la tasa de desprendimiento de material @, la cual tiene una importante
repercusion en la productividad del proceso. En teoria los fabricantes de centros de
mecanizado ofrecen mayores tasas de remocion de material conforme sus nuevos
productos salen al mercado, lo que comunmente sucede es que las promesas de
eficiencia no pueden ser alcanzadas en la practica, esto debido a la inestabilidad

inherente a la dinamica estructural del proceso de mecanizado.

En los procesos de corte que involucran rotacidn de la herramienta, o bien, rotacion de
la pieza de trabajo, la inestabilidad es provocada por la regeneracion de superficie
ondulada durante cortes sucesivos (descrita ampliamente en la literatura al respecto):
la superficie ondulada que deja el corte previo, influye directamente sobre el espesor
de viruta del corte actual h, contribuyendo asi a una pobre calidad del mecanizado,
volviendo a resultar en una superficie ondulada que tiene importante repercusién en el
corte siguiente y asi sucesivamente, lo cual se ilustra en la Figura 2.1. Esta
fenomenologia de vibracidn regenerativa en procesos de mecanizado es comunmente
llamada “chatter” (termino adaptado del idioma ingiés) y se modela mediante la teoria
de ecuaciones diferenciales con retraso DDE (por sus siglas en inglés), que tienen
especial importancia en problemas fisicos donde una accién pasada altera la respuesta
del sistema cuando se intenta repetir la misma acciéon, como en este caso de
inmersiones repetitivas de cada filo de la herramienta sobre el material que constituye

la pieza de trabajo.

31



Figura 2.1. Superficie ondulada como resultado de un corte
inestable.

Existen varias técnicas para resolver las DDE dentro de las que destacan las soluciones
asintdticas, métodos numéricos, o bien herramientas graficas (Bellen, 2003). Es
conocido que el andlisis matematico de las DDE es complicado ya que no existe una
solucién cerrada al problema que permita describir con precisién el comportamiento

cualitativo y cuantitativo del sistema estudiado (Delgadillo, 2005).

pieza de trabajo
marcas de vibracion a

causa del diente ()

\
marcas de vibracion a

causa del diente(j—1)

marcas de vibracidéna
causadel diente(j-2)

Figura 2.2. Esquema de fresado con vibracion regenerativa, modelo
de dos grados de libertad. Adaptado de (Altintas, 1995).

Como es posible observar en la Figura 2.2, cuando existe un desplazamiento relativo
variable entre la herramienta y la pieza de trabajo el espesor de viruta se encuentra
oscilando entre valores mayores y menores al supuestamente programado para ser
removido, dicho comportamiento del espesor de viruta genera fuerzas de reaccion

sobre la herramienta, que como consecuencia de la variabilidad vuelven a excitar al
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sistema. Los principales efectos derivados de esta situacidn donde se presenta
vibracion regenerativa indeseable son: el pobre acabado superficial de las piezas de
trabajo, la imprecision dimensional, el desgaste prematuro de las herramientas de
corte y el deterioro de los husillos debido a dafios que las cargas fluctuantes de

impacto inducen a los rodamientos de los mismos.

2.2 Relevancia en la manufactura

La relevancia de los estudios de estabilidad en un proceso de corte esta relacionado
con la posibilidad de predecir regiones de corte estable y reducir defectos de superficie
asi como errores de imprecision, esto para una amplia gama de combinaciones entre
parametros de corte, tales como velocidad de husillo  y profundidad axial de corte a,,
cuando previamente se ha definido la velocidad de avance vy. Para fines de aplicacion
practica el resultado de un anadlisis de estabilidad a un proceso de corte es un grafico

como el que se muestra en la Figura 2.3

w0

—Frontera de estabilidad
4 © Punto estable baja ap
x Punto estable alta ap

o
T

p

- ~
T T

o L2
T T

w
T

Profundidad de corte axial, a_ [mm]
N

-h
¥

(-]

10 15 20 25 30 35
Velocidad de husillo, Q [krpm]

Figura 2.3. Diagrama de estabilidad para un sistema modelado como
de dos grados de libertad. Adaptado de (Gradisek, 2005).

En esta Figura 2.3 es posible observar claramente definida una regién estable por

debajo de las curvas mostradas (denominadas |6bulos de estabilidad) y una region
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inestable por encima de dichos limites. Es evidente que mecanizar por debajo de los
limites resultara en un proceso que garantiza estar libre de imperfecciones
dimensionales y de superficie. Sin embargo, esta informacion para el operador del
centro de mecanizado es desconocida y él utilizard un procedimiento practico para
determinar los parametros de corte adecuados, en el peor de los escenarios se
describiria dicho procedimiento como sigue: dependiendo del material a mecanizar, el
operador calcularia la velociQad angular del husillo Q y la velocidad de avance de la
mesa vy (velocidad relativa entre la herramienta y la pieza de trabajo) en funcion de la
geometria de la herramienta, la velocidad de corte v, y el avance por diente f,, datos
que regularmente los proveedores de herramientas de corte recomiendan en sus

catalogos para los materiales mas comunes.

Dado que estas consideraciones son independientes de la dindmica estructural del
conjunto: centro de mecanizado-pieza de trabajo, podria resultar para el avance
seleccionado por dar un ejemplo una velocidad de husillo © = 15 000 rpm. Este valor
indicaria que el proceso conserva su caracter de corte estable hasta a, = 0.8 mm
(punto marcado con un circulo en la Figura 2.3), sin embargo, existen combinaciones
que brindarian un incremento significativo en la productividad, por dar un ejemplo, un
valor de Q = 14400 rpm permite alcanzar niveles de profundidad axial ligeramente
superiores a a, = 4.5 mm (punto marcado con una cruz de la Figura 2.3). Esto resalta
la importancia de contar con informacién que brinde ventajas competitivas en cuanto a
produccidn para ofrecer productos y/o servicios en periodos de tiempo mds cortos sin

sacrificar la calidad de los mismos.

2.3 Alternativas de solucion

Centrando la atencién en el objetivo de interés que busca la implementacion a nivel
industrial de una solucidon al problema de inestabilidad, han surgido algunas
alternativas que intentan generar las graficas de estabilidad de forma rapida y

eficiente, sin olvidar que la solucidbn debe ser lo mas cercana posible al
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comportamiento real, esto ultimo comprobado de forma experimental por los
investigadores que han publicado sus metodologias en los articulos que han servido de
base para la mencion de los actuales métodos de aproximacion (Altintas, 1996;

Insperger, 2003; Insperger, 2004; Butcher, 2005)

2.3.1 Método de la funcién de transferencia (Altintas-Budak)

Este método se parece a las leyes basicas de estabilidad desarrolladas por Tobias y
Tlusty para corte ortogonal, sélo que con un caracter mas practico. Aqui el modelo
dinamico de fuerzas es derivado bajo la consideracion de expandir en series de Fourier
los coeficientes dinamicos de corte, coeficientes que son una caracteristica propia del
proceso, ya que en su mayoria las herramientas poseen varios filos que evidentemente
provocan reacciones variables en magnitud y direccion. Bdasicamente, el método
consiste en hallar la solucion (grafica de I6bulos de estabilidad), a partir de las raices de
la ecuacidn caracteristica proveniente de una ecuacién diferencial con retraso en el
tiempo, la cual es la expresidon matematica utilizada para modelar el proceso de
fresado. El procedimiento consiste en seleccionar las frecuencias de trabajo alrededor
de los modos dominantes de vibrar de la estructura, teniendo especial atencién en que

la profundidad de corte axial debe ser siempre una cantidad real mayor que cero.

Bajo este contexto las combinaciones entre velocidad de husillo y profundidad axial de
corte libres de chatter son formuladas como dependientes de las funciones de
transferencia de la estructura (G), las constantes de corte estaticas (K;, K-}, el nimero

de filos en la herramienta (z,), y la inmersién radial en el proceso.

a) Modelo dinamico de fuerzas en fresado
Las caracteristicas dinamicas de las herramientas frontales de corte se pueden modelar
considerando su comportamiento como un sistema con dos grados de libertad como se

ilustra en la Figura 2.2, y suponiendo que la herramienta posee un cierto numero de
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dientes con angulo de hélice cero. En cuanto la herramienta entra en contacto con la
pieza de trabajo, se generan fuerzas de reaccion que excitan el sistema en la direccién
de avance X, asi como también la direccién ortogonal Y, mismas que provocan los
desplazamientos x y y respectivamente, los desplazamientos dindmicos son generados
por el filo actuante (j) y es mas adecuado considerarlos en la direccion radial o
direccion del espesor de viruta, la cual se puede localizar con la transformacion
coordenada: v; = —x sin(d),-) — ycos(¢;), donde ¢; es la inmersion angular
instantanea del diente j medida en direccién de las manecillas del reloj desde el eje
normal y, ademas es necesario considerar que la herramienta gira a una velocidad
angular Q, y que la inmersidon angular varia con respecto al tiempo con la relacién
¢;(t) = Qt. Bajo estas condiciones el espesor de viruta estd formado por dos
componentes, una estatica debida al movimiento de cuerpo rigido de la herramienta
s¢sin (¢;), y una dinamica provocada por la vibracién de la herramienta en el periodo
actual y el previo. Dado que el espesor de viruta es medido en la direccion radial v;, la

carga total de viruta se expresa por:
h(¢]) = [St Sll’l(¢j) + vj,O - v]]g((;b}) (21)

En esta expresion, s; es el avance por diente y v, v; son los desplazamientos
dindmicos correspondientes al periodo previo y el actual respectivamente, g(¢1-) es
una funciéon de escaldn unitario que sirve para determinar cuando el diente se

encuentra cortando y cuando no tiene contacto con la pieza de trabajo, como lo

describe la siguiente condicion:

1; s j ex
9(#;) = { Pse < 0y <9 (2.2)

O' ¢j < ¢st 0 ¢j > ¢ex'
asi, Ps¢ Y Doy representan la inmersion angular de entrada y de salida respectivamente.
En adelante el término estatico del espesor de viruta s, sin(d)]-), es despreciado puesto
que no contribuye al mecanismo dinamico de regeneracion de viruta. Substituyendo

v, =—Xx sin(gbj) — ycos(¢;) en la ecuacion (2.1) resulta:
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h(¢;) = [Axsin(@;) + Ay cos(;)]g (@), (2.3)

en donde Ax = x — xy, Ay = y — y,, son los desplazamientos dinamicos del filo para el
periodo previo y actual respectivamente. Bajo estas consideraciones y sabiendo que las
fuerzas tangencial Fy; y radial F,.; que actua sobre el filo j, son proporcionales al
espesor de viruta h(¢;) asi como a la profundidad axial de corte (a,), se puede decir

que:

Fij = Keaph(¢;); Frj = K Fyj. (2.4)

De esta forma los términos K; y K, son las constantes estaticas de corte (propias de
cada material, K; es la fuerza especifica de corte en la direccién tangencial y K, es el
porcentaje de K; en la direccion radial), haciendo una transformacion coordenada para

obtener las fuerzas en términos de las direcciones x y y se tiene que:

Frj = —Fyjcos(¢;) — Fyjsin(¢;); Fy; = Fyjsin(¢;) — Frjcos(¢;).  (2.5)

Puesto que estas son las reacciones sobre cada filo j individual, la fuerza dinamica total

actuando sobre la herramienta expresada en sus componentes ortogonales es:

E = Zzn_lFx

Zn—1
o Fxjs By =Xl Fyjo (2.6)

substituyendo el espesor de viruta, ecuacion (2.3), y las fuerzas de reaccion sobre el
filo, ecuacion (2.4), en la ecuacién (2.6), se obtiene, tras un reacomodo a la forma

matricial lo siguiente:

Fx . 1 axx axy Ax
{Fy} =3 [ayx ayy] {Ay}' (27)

donde los coeficientes direccionales dinamicos de fuerza en fresado estan dados por:
Zn—1 .
Qe = I —g(¢;)[sin2¢; + K, (1 — cos 2¢;)], (2.8a)
ey = 205" —g(@p[(1 + cos 2¢;) +K, sin2¢], (2.8b)
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=yt g(@[(1 - cos2¢;) —K, sin 24, (2.8c)
=%t g(d)[sin2¢; — K, (1 + cos 2¢;)]. (2.8d)

Considerando que el término ¢; dentro de los coeficientes cambia con respecto al

tiempo y la velocidad angular, la ecuacién (2.7) puede ser expresada en el dominio del

tiempo como:

(FO) = L,k [, OIAD). (29)

Conforme la herramienta realiza la rotacidn, los coeficientes direccionales varian en el
tiempo [A(t)], y debido a que dicha variacién es periddica a una frecuencia de paso
por filo w = 2,0, o bien, expresado como periodo por filo T = 2n/w, es posible hacer

la expansion en series de Fourier.

[Ac(0)] = T35 (3 [y [A(D] e dt ) e, (2.10)

aqui el numero de armonicos r de la frecuencia de paso por filo, considerados para
aproximar el comportamiento de [A.(t)] depende de las condiciones de inmersion y el
nimero de dientes en el cortador (z,), en la forma mas simple el promedio en la serie

de Fourier es utilizado conr = 0:

[Ao] = [, [Ac(D)] de. (2.11)

Puesto que [A,] solo es valido entre el angulo de entrada ¢, vy el dngulo de salida ¢,
(donde de la ecuacién (2.2), g(¢;) = 1), es posible deducir que se vuelve equivalente

al promedio de [A ()] para el dngulo de paso de la herramienta ¢, = 21/z,.

[A0)] = - [=TA B dd = 2[7 7], (2.12)

Ayx  Qyy

donde los coeficientes direccionales dinamicos de fuerza integrados estdn definidos por

xx = 5[OS 2 — 2K, + K, sin 26155, (2.13a)
38



(yy = 5[~ sin2¢ — 2¢ + K, sin 265, (2.13b)

Qyx = 2 [ sin2¢ + 26 + K, sin 2614, (2.13c)

N

ay, = =[—cos 2¢ — 2K,¢ — K, sin 2¢]5°*. (2.13d)

Finalmente la Ecuacion (2.9) que expresa el fendmeno dinamico de fresado queda

reducida a lo siguiente:

(F()} = 5 g, K [A.]{AD)}, (2.14)

donde [A,] es la matriz de coeficientes de fuerza promediados, ecuaciones 2.13a a
2.13d, invariante en el tiempo pero dependiente de la inmersién, puesto que el
promedio de fuerza de corte en el periodo por filo es independiente del angulo de

hélice, [Ay] también es vélida para herramientas frontales helicoidales.

b) Grdfica de I6bulos de estabilidad
Se comienza por definir los vectores de posicion para un filo en el instante actual t y el

periodo por filo previot — T
{r}={x@® y®F, K}={&CE-T) y-N), (2.15)

asi es posible definir las vibraciones en las frecuencias de chatter (w,), en el dominio

de la frecuencia con el uso de funciones armédnicas,
{r(ine)} = [G(iwy)]{Fe'®<t, (2.16a)

{ro(iwy)} = e M {r(iw,)}, (2.16b)

donde [G(iw.)] es la funcidn de transferencia identificada en la zona de contacto entre
la herramienta y la pieza de trabajo. Substituyendo en {A} = {(x — x5) (¥ — yo)}" se

obtiene:
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{AGiw)} = {r(iw) — ro(iw)} = [1 - e7 Tl [G(iw ) [{F},  (2.17)

donde w.T es el desfasamiento entre la vibraciéon de periodos sucesivos T. Ahora

substituyendo {A(iw,)} en la ecuacién dindmica de fresado, ecuacién (2.14)
{Flei@ct = %apKt[l — e~ T [A][G(iw,) ] {Fletoet, (2.18)

La cual tiene una solucion no trivia(l si su determinante es cero
det [[l] - %apl(t[l - e‘i“’CT][AO][G(iwC)]] = 0. (2.19)

La notacion es simplificada si se define el eigenvalor de esta ecuacion caracteristica

como:
A=—=aK (1 —emiocT), (2.20)
resultando asi la ecuacion caracteristica
det[1 + AA(G(iw,)] = 0. (2.21)

El eigenvalor de la ecuacién anterior es obtenido facilmente para una frecuencia de
chatter dada (w,), unos factores de fuerza especifica de corte (K, K,) que son
dependientes del tipo de material y la geometria de la herramienta, inmersion radial y
la funcidn de transferencia de la estructura. Puesto que se han considerado en el
modelo de fuerzas, dos direcciones ortogonales, los elementos ny y Gy, se anulan,
transformando de esta manera la ecuacion caracteristica en la siguiente ecuacion

cuadratica:
agA? + a;,A+ 1 =0. (2.22)

Siempre que el plano de corte (x,y) es considerado, la ecuacion permanece cuadratica
independientemente al nimero de modos seleccionados para la estructura dinamica

del sistema. Por otro lado, debido a la naturaleza compleja de la funcion de
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transferencia, es de esperarse que el eigenvalor sea también una cantidad compleja de
la forma: A = Ag + iA;. Substituyendo esta ultima expresion y la igualdad, e~'@cT =
cosw.T —isinw.T en la ecuacion (2.20) se puede obtener la profundidad de corte

critica para una frecuencia de chatter dada w,

2 [Ar(1—-cosw T)+A;sinw:T . A1(1—cos w¢T)—AR sin w T
_ [R( cT)+A c LI( ¢T)-Ar c] (2.23)

a . frp—
lim zZnK¢ (1-cosw¢T) (1-coswT)

Puesto que la profundidad axial de corte limite a;;,,, debe ser una cantidad real, la parte

imaginaria de la ecuacién (2.23) debe anularse
A1 = coswT) — Ag sinw.T = 0, (2.24)
tras un reacomodo

K== Sinecl (2.25)

AR 1-coswcT’

Al anularse la parte imaginaria en la ecuacién (2.23), la condicién de profundidad axial

de corte limite para una frecuencia de chatter se calcula como sigue:

2TAR [1 4+ k2], (2.26)
K

Aiim — n

Las velocidades de husillo son también encontradas de una forma trivial, de la ecuacion
(2.25) la distancia angular recorrida por el filo a la frecuencia de chatter w, en un
periodo por filo T es calculado como:

2_
w.T = cos™?! z2+i = —cos™! 21. (2.27)

Aqui k = tany es el desfasamiento del eigenvalor, asi si k es el numero total entero

de vibraciones de onda dejadas por el arco de la herramienta,

w.T =n—2Y + 2kn = € + 2km, (2.28)
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donde Y =tan 1k y € = m — 21 es el desfasamiento entre la huella de vibracién

actual y la anterior. Finalmente la velocidad de husillo es simplemente calculada a

partir del valor de periodo por filo T = wi (€ + 2km), lo cual genera:

n=-—. (2.29)

c) Resultados analiticos

El método anteriormente descrito para obtener Iébulos de estabilidad se utilizé para
reproducir algunos ejemplos de sistemas modelados con uno y dos grados de libertad
publicados en la literatura referente al tema. El primer caso de estudio es el que posee
los parametros listados en la Tabla 2.1, el cual corresponde a un sistema modelado

como de un grado de libertad publicado por Altintas y Budak en (Altintas, 1995).

Tabla 2.1. Parametros modales, un grado de libertad. Tomado de

(Altintas, 1995).

Parametros modales Parametros de corte

K= k./J1+K? [N/m?]

ky= 7.152x105  [N/m] K, = 0577
my= 567506 [kg] zy= 10 [filos]
o= 0.0417 b= 67 [°]
Wz = 565 [Hz] bex = 139 ]

El diagrama de estabilidad para los parametros de la Tabla 2.1 se muestra en la Figura
2.4, la reproduccién del método es idéntica a la publicada por Altintas y Budak en

(Altintas, 1995).
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Figura 2.4. Lébulos de estabilidad con el método de la funcién de
transferencia, un grado de libertad. Parametros Tabla 2.1, generado
a partir de (Altintas, 1995).

Un segundo caso de estudio para comparar las fronteras de estabilidad que resultan de
aplicar este método a un sistema de un grado de libertad es el mostrado en la Figura
2.5, cuyos parametros modales y de corte aparecen en la Tabla 2.2. Estos datos son
tomados del trabajo de Insperger et al. en (Insperger, 2003), las fronteras generadas a
partir de estos datos fueron validadas experimentalmente por Mann et al. En (Mann,
2003), cabe mencionar que los resultados del método mono frecuencia de Altintas y
Budak unicamente son capaces de localizar el chatter cuasi periddico (I6bulo Hopf), y
no asi el chatter de doble periodo (l6bulo Flip), estos conceptos se detallaran en el
Capitulo 4.

Tabla 2.2. Parametros modales, un grado de libertad. Tomado de
(Insperger, 2003).

Parametros modales Parametros de corte

K= 55x10° [N/m?]
ky= 218x106  [N/m] K, = 03636

m, = 25728 [kg] zZ,= 1 [filos]
Ze= 0.0032 e = O ]
Wny = 1465 [Hz] Pox = 58 [°1
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Figura 2.5. Lébulos de estabilidad con el método de la funcién de
transferencia, un grado de libertad. Parametros Tabla 2.2, generado
a partir de (Insperger, 2003).

Para el caso de sistemas modelados como de dos grados de libertad se seleccioné de la
literatura el caso que se presenta en la Tabla 2.3, publicado por Bayly et al. (Bayly,

2002) en el cual los diagramas de estabilidad se obtienen bajo un analisis de elementos

finitos.
Tabla 2.3. Parametros modales, dos grados de libertad. Toquo de
(Bayly, 2002).
Parametros modales Parametros de corte
Grado de libertad x Grado de libertad y
K.= 6x108 [N/m?)
ke=. 134x10° [N/m] k, = 134x10° [N/m] K, = 03333
m, = 0.0399 [kg] m, = 0.0399 kgl zZy,= 2 [filos]
{,= 0011 {y= 0011 o= O [°]
Wy = 922 [Hz]  wny= 922 [Hz] Gex = 90,180 [°]

En la Figura 2.6 se presentan los Iébulos de estabilidad para el sistema cuyos

parametros modales y de corte se muestran en la Tabla 2.3, son dos casos de diferente
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profundidad radial de corte, 50 y 100 % respectivamente, cabe mencionar que Bayly et
al. en (Bayly, 2002) ya habian aplicado el método de respuesta a la frecuencia para
comparar su propuesta, los resultados mostrados aqui corresponden perfectamente a

publicado por estos investigadores.
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Figura 2.6. Lébulos de estabilidad, con el método de la funcién de
transferencia, dos grados de libertad, inmersion radial 50% y 100%.
Parametros Tabla 2.3, generado a partir de (Bayly, 2002).

2.3.2 Método de semidiscretizacion. Procedimiento de Insperger

La técnica de semidiscretizacion para localizar las fronteras de estabilidad parte del
mismo modelo de fuerzas desarrollado por Altintas y Budak en (Altintas, 1995), con la
Unica variante de que no utiliza K, (el porcentaje de fuerza especifica tangencial en la
direccién radial), si no que agrega el término K, (la fuerza especifica en la direccion
radial), a saber K, = K,.K;. En este método unicamente los términos que son
dependientes del retraso son discretizados y el tiempo real no es modificado en
absoluto, contrario a las técnicas de discretizado completo. Posterior a la
discretizacion, la ecuacion diferencial con retraso (modificada por la discretizacion) se
expresa en espacio de estado y partiendo de una condicion inicial propuesta se
desarrolla la solucion de la ecuacion. Del manejo algebraico de la solucién se construye

la matriz de transicion, cuya funcidn es la de servir como un operador de
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transformacion en el tiempo, es decir, dada una condicion inicial es capaz de predecir la
solucién en el periodo posterior, o bien, tomando la condicidn inicial como solucién se
pueden identificar las condiciones del periodo anterior. Asi, el criterio de estabilidad se
determina por la teoria de Floquet, usando los multiplicadores caracteristicos de dicha

matriz de transicién.

a) Descripcion del método

Considere la ecuacion diferencial con retraso n-dimensional
x = A()x(t) + B(t)x(t — 1), (2.30a)
A(t)=A(t+T) y Bt) =B(t+T), (2.30b)

donde es posible identificar el retraso de la ecuacion (7) y el periodo por diente (T),
que son cantidades positivas dependientes de las caracteristicas propias del sistema

modelado.

Asi, el primer paso de la semidiscretizacion es segmentar el intervalo de tiempo
[t;, ti+1] de magnitud At, i = 0,1, ... de tal forma que T = kAt, donde k es un entero
que puede ser considerado como un parametro de aproximacion en lo que se refiere al

periodo de la ecuacién (2.30a)

Posteriormente se define un nimero entero m que determina el tamaiio de la matriz

de transicion, tal que se obtenga el entero inmediato inferior

[MJ (2.31)

At

Dicho numero m, puede ser considerado un pardmetro de aproximacién referente al

tiempo de retraso de la ecuacién diferencial.

Usando la notacién x(t;) = X;j, para cualquier entero j. En el i-ésimo intervalo, Ia

ecuacion (2.30a) puede ser aproximada como:
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X = AiX(t) + Bix”-, (232)

donde:

1 pt; 1 rtj
Ap=f T AMde; By = [ " B(Dd, (2.33)

y X ; proviene de la siguiente aproximacion del término con retraso
X(t—1) = x(t; + At/2 — 1) = WpX;_pm + WoXi—me1 = X i) (2.34)

donde los pesos de X;_,, Y X;_m4+1 SON:

+At/2-mAt
p = (2.35)
__ At/2+mAt-t
a= " - (2.36)

La clave de la aproximacién consiste en que el término con retraso se aproxime
mediante una combinacion lineal de peso de los valores con retraso discretos X;_,, Y

Xi—m+1, ver Figura 2.7.

x T
Ximtl Xi | Xt
Xi-m
1 >\ T ¥ T
tim tim+1  tik lik+t ti |t t

o T=kA _ _| “g+Ai2

]

wa At __weAt

Xui Xi-m+1

e AL 21)

tim til%-At/Z-'c ti-m+1 t

Figura 2.7. Aproximacion grafica del retraso. Adaptado de

(Insperger, 2004).
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Bajo este contexto, la solucion de la ecuacion (2.32) para la condicion inicial

x(t;) = x;, (2.37)
resulta:
x(t) = (A=) (x; + AT'B;x,;) — A7IB;x;. (2.38)

Substituyendo t =t; + 1 y usando la ecuacién (2.34), x;,; = x(t; + 1) es definida

como
Xir1 = PiX; + WoR X g + W R X, (2.39)
de la cual
P, = efift; R; = (eMPt —ATB,, (2.40)
en este resultado I representa la matriz identidad.
Por tanto, de acuerdo con la ecuacion (2.39), un mapa discreto puede ser definido:
Yi+1 = Gy, (2.41)
donde el vector de dimension n(m + 1) es:
yi = col(x; Xi_q - Xi—p)- (2.42)

Por lo tanto, la matriz del coeficiente adquiere la forma:

PPi 0 0 0 WaRi WbRi—
I 0 O 0 0 0
0o I 0 .. 0 0 0
C=|: & = =~ i i c (2.43)
0 0 0 -~ O 0 0
0 0 O 1 0 0
L0 0 O 0 I 0 A

Una vez concluido esto, se puede determinar la matriz de transicion ® en torno al

periodo principal T = kAt. Esta sirve como una aproximacion dimensionalmente finita
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de la version, del operador monodrémico dimensionalmente infinito de la teoria de

Floquet. La matriz de transicidn genera la conexién entre y, y y, en la forma:
yir = Py, (2.44)
en donde ® es construida a partir de:

b = Ck_1Ck_2 ...C1C0. (245)

En este punto es claro que el entero k determina el nimero de matrices que deben ser
multiplicadas en la ecuacién (2.45). El tamaiio de ® queda establecido por el valor de
m definido en la ecuaciéon (2.31). Asi la frontera de estabilidad de la ecuacion
diferencial con retraso se localiza en el punto donde los eigenvalores de @ cruzan un

circulo unitario en el plano complejo, es decir, el modulo del eigenvalor debe ser 1.

b) Grdfica de lobulos de estabilidad, un grado de libertad

La ecuacion que modela el proceso de fresado considerando 1 grado de libertad es:

#(0) + 20wk () + w2 x(t) = — &, (2.46)

my

donde el término F, es derivado de igual manera en que se deduce la ecuacién (2.9),
tomando en cuenta que: K, = K,.K,;, ademas que en con un grado de libertad sélo el
coeficiente direccional a,, es vélido y finalmente que el vector A(t) se reduce a la

expresion x(t) — x(t — 1), por lo tanto F, puede ser escrito como:
F, = —aph(t)[x(t) — x(t — 1)), (2.47)
donde:

h(t) = 72, 9(;) sing; [Kecos ¢ + Ky sin ¢;]. (2.48)
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Como anteriormente fue mencionado, z, es el numero de filos, K, y K, son las
constantes estaticas de corte tangencial y normal, respectivamente y ¢; es la posicion

angular del filo definida por:
¢;(t) = 2rQ/60)t + j2n/z,, (2.49)

donde conviene recordar que (1 es la velocidad del husillo en rpm. La definicion de

g(¢;) esta dada por la ecuacién (2.2).

Debido al efecto de excitaciéon provocado por la intermitencia en el corte, h(t) es
periodico en el tiempo, con periodo de paso por filo 7, por tal razén para el proceso de
fresado el retraso es igual al periodo. Como consecuencia de ello, en este tipo de
analisis, las Ecuaciones (2.31), (2.35) y (2.36) tienen pardmetros definidos
aproximadamente comom = k yw, = w, = 1/2. De esta manera para una velocidad
angular dada Q en rpm, el retraso es T = T = 60/z,Q [seg], y el intervalo de tiempo

At =T /k = 60/kz,Q [seg].
Bajo las condiciones anteriores la ecuacion discretizada tiene la forma:

£(8) + 20,0k (1) + (03 + Z2) x(0) = Exy, € [t bisal,  (250)
Donde:

h= o fttf“ h(t)dt, (2.51)

y x;; es determinado mediante la ecuacién (2.34). Asi, la ecauacién (2.50) pude ser

escrita en espacio de estado como:

u(t) = Aju(t) + weBjui_pmyq + wpBiuy_p, (2.52)
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de la cual,

0 1 0 0
A= [“ (“’rzlx +a,f1:i) —Z(anx]' B, = [% 0], u(t) = {igg} (2.53)
ademds,
x(t;) X
v =u(y) = {x(tj.)} = {xj} (2.54)

Por lo que para cualquier entero j se introduce la notacién:
Ur; = Wallimmyy + Wplliopm, (2.55)
asi, la solucion de la ecuacion (2.52) para la condicién:
u(t;) = uy, (2.56)
resulta en:
u(t) = eit-t)(u; + A7'Bju,;) — A7 Bu,,. (2.57)

Substituyendo t =t; + 1 y usando la ecuacién (2.55), u;,; = u(t; + 1) puede ser

definida como:
Ui = Pu; + woRiuy gy + WRiuG gy, (2.58)
en la que:
i = eMbt Ry = (eMAt —~DAT'B;, (2.59)

en donde I representa la matriz identidad. Para el término u;,; puede construirse

similar al proceso seguido en la ecuacion (2.32).

Se observa que u;,, depende de x;, X;,X;_m4+1 Y Xi—m, PErO NO X; 41 Y Xij—mm- LA

razén de esto es que x(t — 7) no aparece en la ecuacién (2.46), como consecuencia la
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segunda columna de la matriz B; es cero, y por lo tanto la segunda columna de la
matriz R; también es cero. Esto significa que para el mapa discreto el vector de

dimension (m + 2) estd definido mediante la ecuacion:
Z; = col(x; X; X;_q - Xi_m), (2.60)
de esta forma el mapa discreto es mas pequeiio, esto es,
"Zi41 = Diz,, (2.61)

donde el coeficiente matricial de dimensién (m + 2) esta definido por:

P11 Piiz 0 O 0 weRi11 WpRi1q]
Pioy Pz 0 0 0 wgRi21 wpRiz
1 0 0 0 0 0 0
p=(% % PO 0 0 o1 (2.62)
0 0 0 o0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0
L 0 0 0 O 0 1 0

Aqui los elementos, P; ¥y R;»j son los elementos de las matrices P; y R; en el renglon

h y columna j, respectivamente.

Asi la matriz de transicion & para el periodo principal T = kAt es determinando

acoplando la ecuaciéon (2.61) parai = 0,1, ...,k —1
b = Dk—le—Z vee DIDO (263)

Por lo tanto la matriz de transicion se construye siguiendo el proceso explicado para las
combinaciones de pares (w,a,) deseado, segun la regién que se desee explorar,
conviene aclarar que w interviene indirectamente en el proceso, tras la evaluacién del
periodo por filo 7, de esta forma para cada par (w,a,) se construye una matriz de
transicion @, de la cual se obtienen los eigenvalores (multiplicadores caracteristicos).
Entonces, seleccionando el de mayor méodulo A para formar la tercia (w, b, |1]), se

puede construir una superficie de mddulos de los eigenvalores, la cual al ser cortada
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por el plano |A| = 1 genera una curva de interseccion que define las fronteras entre un
proceso de fresado estable y uno inestable, segun la aplicacién de la teoria de Floquet.
Esto se ilustra en la Figura 2.8 en donde para generar esta superficie de egienvalores se

usaron los parametros de la Tabla 2.1.

Haciendo un corte de la superficie por el plano |A]| = 1, la interseccidn resulta en la
gréfica de l6bulos de estabilidad mostrada en la Figura 2.9. Cabe hacer mencién que
practicamente el resultado de esta metodologia y la propuesta por Budak—Altintas es
idéntico, esto debido a que el numero de filos que posee la herramienta es tal, que la
herramienta no pierde contacto con el material durante el proceso. Sin embargo,
algunas diferencias aparecen en la Figura 2.11 en donde los datos de la Tabla 2.2 feron
empleados para generar la superficie de magnitud de eigenvalores mostrada en la

Figura 2.10 y los Iébulos de estabilidad de la Figura 2.11.

Es posible observar de la Figura 2.10 que existe un patron en donde se presentan
curvas con radio de curvatura cambiante. Este comportamiento esta asociado con la
tendencia que siguen los valores caracteristicos de la matriz de transicién, en donde las
curvas de mayor curvatura son comunmente conocidas como curvas de estabilidad
Hopf, las cuales son cuantitativa y cualitativamente generadas por el método de
Altintas-Budak. Sin embargo las curvas de menor radio de curvatura, conocidas como
curvas de estabilidad Flip, no son generadas usando el método de Altintas-Budak.
Aunque el tiempo de cOmputo necesario para determinar estas curvas mediante el
método de semidiscretizacion es mayor, el espectro de soluciones dinamicas de la
ecuacion (2.46) es mejor capturado, lo cual permite tener un mayor control del
comportamiento dinamico del sistema a medida que varian los parametros de corte tal

y como se ilustra en la Figura 2.10.*

*La extensién del método de Altintas-Budak, desarrolada por Merdol-Altintas (Merdol, 2004), ha conseguido

capturar las bifurcaciones Flip.
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Figura 2.8. Superficie de magnitud de eigenvalores, obtenida con el
método de semidiscretizacién, un grado de libertad. Parametros Tabla
2.1, generada a partir de (Altintas, 1995).
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Figura 2.10. Superficie de magnitud de eigenvalores obtenida con el

método de semidiscretizacion, un grado de libertad. Parametros
Tabla 2.2, generada a partir de (Altintas, 1995).
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Figura 2.9. Lébulos de estabilidad obtenidos con el método de

semidiscretizacion, un grado de libertad. Parametros Tabla 2.1,

generada a partir de (Altintas, 1995).
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Figura 2.11. Lébulos de estabilidad obtenidos con el método de
semidiscretizacion, un grado de libertad. Parametros Tabla 2.2,
generada a partir de (Insperger, 2003).



c) Determinacioén de los l6bulos de estabilidad en dos grados de libertad

La ecuacion que modela el proceso de fresado para dos grados de libertad es:

BT nJOHS 0[5 nl e e

donde el término F es un vector de fuerzas que se deriva siguiendo el procedimiento
descrito para la ecuaciéon (2.9) y cansiderando que K,, = K,.K;, la fuerza de excitacién

del sistema es expresada por:

R o e S X
en donde:
hex () = Z72, 9(#)) sin ¢; [Kicos §; + Ky sin ¢], (2.66a)
hay(t) = 272, 9(95) cos ¢; [Kecos ¢ + Ky sin @], (2.66b)
hyx(t) = X7, g(¢;) sind; [~ K, sin$; + K cos ¢], (2.66¢)
hyy(8) = 2, 9(;) cos @; [ K¢ sind; + K cos ], (2.66d)

aqui, ¢; es la posicién angular del filo definida por la ecuacion (2.49). Por lo tanto la

ecuacién (2.64) se puede ser reescrita como:

2 ApRyxi aphyyi
%) Rbwne 0 (1) |9t -

b | {5+ {
y 0 2{ywny | 1y Aphyxi w2 4 Sl

Aphyxi  Aphxyi
x} | ms My {x‘r,i}
y Aphyxi  aphyyi| WYy}

my id my my my
(2.67)
Su representacion en espacio de estado pude ser expresada como:
u(t) = Aju(t) + weBiu;_pyq + wpBiuy_p, (2.68)
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en donde:

0 0 1 0
0 0 0 1
Paxi hxyi
A =-— “”2‘”%7 “"m—xy 200ne 0 |, (2.69a)
aphyyi aphyyi
—-pm; why + —pm;’ 2 0 20, Wny
0 0 0 0
0 0 0 0
B = |2t Bt g g (2.69b)
aphyxi  aphyyi 0 0
my my
x(t) x(t) X;
_Jy@ol. )y _ )Y
u(t) = O ( u; =u(t) = () [ = x] , (2.69c¢)
y(t) y(t;) Yj

para cualquier entero j, yw, = w, = 1/2 puesto que el periodo es igual al retraso.

Para la condicién inicial u(t;) = u;, u;;,es definida de forma similar a la ecuacion

(2.58), esto es:
Wiyg = Piuy + weRiW 00 + WR UGy, (2.70)
de la cual
P, = efAidt; R; = (eAift —AT'B,. (2.71)

Note que x(t — 1) y y(t — 7) no aparecen en la ecuacién (2.64), consecuentemente
u;;; depende de x;,¥;, Xi, Vi, Xi-m+1, Yi-m+1 Xi-m Y Yi-m, Pero no depende de
Xi—m+1r Yiem+1Xi-m Y Yi-m- Por lo tanto, las columnas tercera y cuarta de las
matrices B; y R; son ceros. Por tal razon para el mapa discreto, el vector de dimension

(2m + 4) puede ser definido como:
z; = col(x; i %; i Xi-1 Yi-1 - Ximm Yi-m), (2.72)
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y por lo tanto:
Ziy1 = DiZy, (2.73)

donde el coeficiente matricial de dimension (2m + 4) esta dado como:

[Pii1 Piiz Pias Pigs O 0 wgR;11 weRi12 wpRypn wWuRy 3]

P2y Piaz Piaz Py O 0 wgRiz1 WgRizz wpRiz wWpRyp;

Pizy Pisz Pizz Py O 0 wgR;3; wgRiz; wpR;3; WpRy3

Pias Piaz Pigz Pigy O 0 wyR;s1 wiRi4 wpRis wpRiy
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

D)=l o 1 0o o0 o 0 o 0 0 o | (2.74)

0 0 0 0 1 -+ 0 0 0 0 0
0 0 0 0 o - 1 0 0 0 0
0 0 0 0 o - 0 1 0 0 0
0 0 0 0 o - 0 0 1 0 0

Los términos, P; ;v R; p; representan elementos de las matrices P; y R; en el renglon

h'y columna j respectivamente.

Finalmente, para el caso de fresado en dos grados de libertad la matriz de transicion ®
de dimensiéon (2m + 4) es determinada acoplando la ecuacién (2.73) para i =

0,1,...,k — 1, tal como es posible observar con la siguiente ecuacion:
q) = Dk._.le__z . DIDO' (275)

En este caso que se busca analizar un sistema modelado con dos grados de libertad, se
retoma el ejemplo publicado por Bayly et al. en (Bayly, 2002), las Figuras 2.12 a 2.25 se
construyen a partir de los datos mostrados en la Tabla 2.3. Como ya se habia
mencionado anteriormente este ejemplo se analiza para dos profundidades
inmersiones distintas, 50 y 100%. Asi, la Figura 2.12 representa la superficie de
magnitud de eigenvalores para a,/D = 50% con su correspondiente grafica de 16bulos
de estabilidad, Figura 2.13 y los resultados en el caso de inmersion completa se
muestran en la Figura 2.14 para la superficie de magnitud de eigenvalores y la Figura

2.15 la cual es la gréfica de lI6bulos de estabilidad.
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Figura 2.12. Superficie de magnitud de eigenvalores obtenida con el
método de semidiscretizacidon, dos grados de libertad, inmersién
radial 50%. Parametros Tabla 2.3, generada a partir de (Bayly, 2002).
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Figura 2.14. Superficie de magnitud de eigenvalores obtenida con el
método de semidiscretizacidn, dos grados de libertad, inmersidn radial
100%. Parametros Tabla 2.3, generada a partir de (Bayly, 2002).
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Figura 2.13. Lébulos de estabilidad obtenidos con el método de

semidiscretizacion, dos grados de libertad, inmersion radial 50%.

Parametros Tabla 2.3, generada a partir de (Bayly, 2002).
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Figura 2.15. Lébulos de estabilidad obtenidos con el método de
semidiscretizacion, dos grados de libertad, inmersion radial 100%.
Parametros Tabla 2.3, generada a partir de (Bayly, 2002).



Una cuestion interesante de observar en la Figura 2.12, es que a pesar de ser un corte
con inmersién radial de 50%, se presentan protuberancias (curvas con radio pequefio
de curvatura) esto debido a que la herramienta posee Unicamente 2 filos y la
discontinuidad en el corte, o bien, la intermitencia del mismo es la fuente que origina
tal fendmeno, aunque este comportamiento no afecta los l6bulos de estabilidad debido
a que estas protuberancias de menor amplitud en la superficie de eigenvalores se
encuentran por encima del plano JA| = 1, salvo algunos pequefios vestigios de este
comportamiento en la parte mas proxima al eje horizontal mostrados en el recuadro de
la Figura 2.13 alrededor de las 18,500 rpm, sin embargo, su repercusion es minima en

la grafica de estabilidad.

Para el caso de inmersion radial completa de la herramienta y con los parametros
modales y de corte presentados en la Tabla 2.3, se genera la superficie de magnitud de
eigenvalores mostrada en la Figura 2.14 en la cual se observa que la bifurcacion Flip es
practicamente nula, pero contrario a lo que se esperaria, porque hipotéticamente bajo
esta condicion de inmersién la herramienta no pierde contacto con la pieza
mecanizada, se cree que la discontinuidad en el corte es la principal razén que origina
este tipo de bifurcacidn en las superficies. En la Figura 2.14, aparece ligeramente una
segunda bifurcacién de menor prolongacion en la tendencia de la magnitud de los
eigenvalores, aunque esto nuevamente no se observa reflejado en la grafica de I6bulos
de estabilidad obtenidos de la interseccion del plano |A] =1 y la superficie de

magnitud de eigenvalores mostrada en la Figura 2.15.

2.3.3 Maétodo de colocacion de polinomios de Chebyshev

En el método de semidiscretizacion documentado por Insperger et al. en (Insperger,
2003), se utiliza el concepto de dividir los términos dependientes del tiempo y el
periodo por diente anterior, en intervalos igualmente espaciados, en este contexto, la

finalidad es encontrar la matriz de transicion que relaciona las condiciones actuales de
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la ecuacion diferencial con retraso con la solucién en el periodo posterior, o viceversa.
Una variante se encuentra desarrollada en el trabajo de Butcher et al. en (Butcher,
2005), en donde se plantea una solucién bajo los lineamientos que siguen los
polinomios de Chebyshev, para este caso la segmentacién no se lleva a cabo en puntos
igualmente espaciados sino que existe un espaciamiento irregular a lo largo del
intervalo de aproximacion, al igual que con la semidiscretizacién se toma ventaja de lo
que indica la teoria de Floquet para identificar las curvas que limitan la zona donde los
parametros de corte dan lugar a un proceso estable, de aquellos pardmetros de corte

que provocan inestabilidad al proceso.

a) Descripcion del método
Este método de aproximacién por medio de colocacion esta basado en las propiedades
que exhiben los polinomios de Chebyshev (Mason, 2003), la forma usual de generar un

polinomio de Chebyshev de grado j, denotado como T;(t) es:
Tj(t) = cosjO, 8 =cos™'t, —1<t<1. (2.76)

Debido a las caracteristicas de expansion ortogonal que presentan los polinomios de
Chebysheyv, se utilizan como alternativa para encontrar aproximaciones a las soluciones
de ecuaciones diferenciales ordinarias, las cuales pueden resultar en ciertos contextos
mas efectivas que el método tradicional de diferencias finitas. Dichas aproximaciones

son de dos tipos: aproximacién espectral y aproximacién pseudoespectral.

En la aproximacién espectral, la funcidn que resuelve la ecuacién diferencial, lldamese

u(x), es representada por una expansion infinita de la forma:

u(t) = X k@i (x), (2.77)

donde es una secuencia seleccionada de funciones basicas preestablecidas. Asi, se
k
rocede a encontrar tantos coeficientes ¢, como sea OSib|e, ara lograr aproximar
k

u(x), por medio de la suma finita:
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U () = Yoo Ck P (X). (2.78)

Una ventaja clara que presentan los métodos espectrales contra el de diferencias
finitas es que, una vez que los coeficiente espectrales de aproximacion (c;) son
identificados, la solucién aproximada puede evaluarse inmediatamente en cualquier
punto del rango de integracidon, mientras que con el método de diferencias finitas,
cualquier punto intermedio a los puntos seleccionados para aproximar la solucién

requiere de un paso adicional de interpolacion.

En el método pseudoespectral la solucidn al problema u(x) es también aproximada por
una funcién de la forma u,(t), ecuacidon (2.78), pero con la diferencia que esta
aproximacion no es realmente representada por el conjunto de coeficientes ¢, en vez
de ello, se representa por el conjunto de valores ur(xj) para un numero discreto de
(r + 1) puntos los cuales son, las fronteras x; y x, ademas de los r — 1 puntos
internos de colocacion x; ... x,_;. Dichos puntos podrian ser igualmente espaciados, lo
cual no representaria una clara ventaja ya que los espaciamientos irregulares
frecuentemente generan mejores resultados. Para hacer uso de esta representacion se
vuelve necesario formular las derivadas de este polinomio en términos de dichos

puntos de colocacion.

Suponiendo que se conocen los valores de cualquier polinomio p(x) de grado r, en los
r + 1 puntos X, ... X;-, entonces estos valores definen el polinomio de manera unica, y
también determinan los valores de la derivada p'(x) = dp(x)/dx en los mismosr + 1
puntos. La derivada en cada uno de dichos puntos, puede ser expresada por una
combinacion lineal de los valores de la funcién dados, la relacion puede ser escrita

como:

P’ (xo) doo - dor|(p(x0)
: =1 : : S (2.79)
p'(x,) dr,O dr,r p(x,)

Se puede llamar matriz de diferenciacién a D = {d; }, de tal manera que,
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{P'(xo)} {P(xo)}
: =D{ (2.80)
p' (%) p(xy)

Esta ecuacion (2.80) relaciona la derivada de cada punto con la evaluacién del
polinomio correspondiente en el mismo punto. Siguiendo el mismo proceso, véase

Seccion 10.5.1 en (Mason, 2003), se obtiene para la segunda derivada la expresion:

p”' (xo) p(xo)
i : } = 1)2{ : ] (2.81)
p" (%) p(x)

y asi sucesivamente para derivadas de orden superior de donde los coeficientes {dj,k},
. . kn
se pueden obtener suponiendo que los r + 1 puntos son y, = cos - los cuales son los

ceros del polinomio P,,;(x) = (1 — x?)U,_;(x) ademas de los extremos de T,(x)
para x en el intervalo —1 < x < 1. La matriz de diferenciacién D en forma generalizada

para un polinomio de grado r puede ser expresada como:

1 1 1 -1)™1 1
2a+2r) -2 v 2D &N
6 1-y, 1-y2 1-yr 2
11 _1 1 1 (-1)"2 1(~1)"1
21-y, 21-y? Y1—¥2 Y1=Vr-1 2 1+y,
11 _ 1 1y, -n3 1(=-1)7"?
D= 21-y, Y2—¥1 21-y? Y2=¥r-1 2 1+y, (2.82)
_1(=nmt (GO -3 1 Yr-y 1 1
2 1~Yr—q Yr-1—Y1 Vr-1—Y2 21-yZ_, 214+yr—1
1 — -1)"1 -1)72 1 1
__(_1)7‘ 1 _2( ) _2( ) 2 ——(1—27‘2)
L 2 1+y, 1+y, 1+yYyr—1q 6 E

A continuacidn se describe el proceso de la obtencién de los I6bulos de estabilidad

mediante el método de colocacion de polinomios de Chebyshev.

b) Grdfica de I6bulos de estabilidad
Considere el sistema periddico lineal de n ecuaciones diferenciales lineales con retraso

iguala .
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x = A(t)x(t) + B(t)x(t — 1), (2.83a)
x(t) = @(t), to—T <t <ty (2.83b)

donde x(t) de dimensién n X 1 que representa las variables de estado en el intervalo
[to, ], @(t) de dimension n X 1 representa las variables de estado en el intervalo

[—T,to), y las matrices A(t) y B(t) de n X n son periddicas con periddo, esto es:
A(t) =A(t+T); Bt)=B({t+T) (2.84)

Para el caso de fresado, el retraso es igual al periodo por diente 7 =T, bajo esta
consideracion, si ®@(t) es la matriz fundamental para la parte homogénea sin retraso de
la ecuacién (2.83), entonces ®(t) = A(t)x(t). Asi mismo, si se define ¥(t) como la
matriz de la solucién fundamental del sistema adjunto, tal que ®~1(t) = YT (v),
entonces siguiendo la teoria de Floquet, el operador monodrémico dimensionalmente
infinito U(t) para un sistema periddico de ecuaciones diferenciales con retraso puede
ser definido segun Butcher et al. (Butcher, 2005), mediante una ecuacién

integrodiferencial representada por:
U(O)x(t) = ®(t) [x(r) + fot PT(s) B(s)x(s)ds]. (2.85)

Este operador monodréomico mapea funciones continuas de un intervalo dentro del
mismo intervalo, es decir C[0,T] = C[0, T]. El sistema puede denominarse estable si el
modulo del maximo de los multiplicadores caracteristicos de la matriz monodrémica U
es menor a 1, el sistema es criticamente estable si el modulo es exactamente 1 y se
vuelve inestable si el maximo de los multiplicadores caracteristicos tiene modulo mayor

que 1.

El método de colocacion de Chebyshev aborda la dificultad numérica de calcular todos
los eigenvalores de la matriz dimensionalmente infinita U, aproximandola a una matriz
de dimensién finita, para la cual es posible encontrar una aproximacion del radio
espectral (modulo del maximo multiplicador caracteristico) para definir asi la
estabilidad del sistema.
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La idea basica consiste en encontrar una solucién aproximada, utilizando el valor de la
funcion evaluada en diferentes puntos dados en un intervalo de la funcion periddica.
De esta manera la ecuaciéon (2.83) es convertida en un sistema algebraico de
ecuaciones para los coeficientes de Chebyshev de las matrices de dimensiéon n X n
A(t) y B(t). Si un numero r de polinomios de Chebyshev es utilizado en la expansion,
entonces 2 X n grupos de ecuaciones algebraicas de n X r deben ser resueltas para
calcular las matrices fundamentales ®(t) y ¥(t). Esto se puede conseguir definiendo v;
y w;, donde j =1,2,3,...,7, como grupos de valores de la funcion evaluada en los
intervalos transformados a los puntos de colocacion de Chebyshev [—1,ty] v [to, T),
respectivamente. Asi v; representa los valores de la solucion x(t) en el intervalo [¢o, 7]
y W; representa los valores de la solucion ¢@(t) en el intervalo [—1,¢t,]. Note de la
Figura 2.16 que la condiciéon de transicion entre los intervalos de tiempo definidos
anteriormente, esto es en ty = 0, requiere que w; = v,,, puesto que los puntos son
ordenados de derecha a izquierda de acuerdo a la definicion de los polinomios de

Chebyshev, ecuacién (2.76).

La funcion de la matriz la matriz U puede ser visualizadaen el esquema mostrado en la
Figura 2.16, donde se representa la aproximacidon por puntos de Chebyshev en el

intervalo [—1, 1].

= w; W =V, = v
+ } +
-7 0 T
@) en {—1,0] x(t) en [0, T]
V
@(t) +x(t)
1]

Figura 2.16. Representacion grafica de la matriz monodrémica U.
Adaptado de (Araya, 2006).
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Es evidente que sus valores dependen de la solucién @(t) en el intervalo [—7, 0], y x(t)
en [0, 7]. El valor de los puntos de interpolacion en t = 0 es igual, y de acuerdo con la
teoria de Floquet las condiciones iniciales del punto j son las condiciones finales del

punto j — 1.

Asi la matriz de derivacién puede mostrarse como:
Y = _q_ ~ ,
x(t) = dxx(t) ~ Dvj, (2.86)

donde D representa el operador de derivacién, entonces el valor total aproximado de
la matriz U es la suma algebraica de las soluciones @(t) y x(t) en sus intervalos

correspondientes, por o tanto en forma matricial:
Dv = Av + Bw, (2.87)
dondev = X y w = . La relacion entre las funciones vy w es posible escribirla como:
v =Uw. (2.88)

La matriz de diferenciacion necesita re-escalarse de orden para que la ecuacion (2.87)
se cumpla. Inicialmente es de dimensiones r X r , donde r es el nUmero puntos de
Chebyshev, asi es posible definir la matriz de diferenciacién con dimensiones rn X rn
utilizando del operador “producto de Kronecker”, una vez realizada esta operacion, los
dltimos n renglones se substituyen por los valores [0, 0, 0, -- I,], donde 0,

es la matriz nula e I,, es la matriz identidad, ambas de dimensiones n X n.

Un aspecto de importante relevancia es el hecho de que los polinomios de Chebyshev
de primer orden, ecuacion (2.76), son validos en el rango [—1,1], sin embargo, como
consecuencia de la naturaleza del problema la matriz D tiene que ser construida para
valores en el rango [0, 1], esto es posible lograrlo con el uso de los polinomios de

Chebyshev trasladados, véase Seccién 1.3.1 (Mason, 2003).
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Bajo este contexto la matriz que aproxima el operador monodrémico es:
U=[D-A]"'B (2.89)

Donde D es la matriz de diferenciacidén con las modificaciones anteriormente sefialadas

y las matices A y B se definen como:

A(tl) 0n On On B(tl) On On On
= 0n A(tz) On - On N On B(tz) On On
A= : : : P ; B= : : : :
On On A(tr-—l) On On On B(tr—l) On
0, 0, - 0, O, , o0, - 0, O,
(2.90)

Donde A(t1,2,3,__"r) y B(t123,.r) son las matrices de la ecuaciéon (2.84) (cuyos
elementos se definen segun la ecuacion (2.53) en el caso de un modelo de 1 grado de
libertad y mediente la ecuacion (2.69) en el caso de un modelo de 2 grados de libertad),
evaluadas en los r puntos de colocacion. Los ultimos n renglones, son reemplazados
para cumplir con las condiciones propias del mecanizado en intervalos sucesivos. De
esta manera la estabilidad es definida por el eigenvalor dominante de la matriz que
aproxima al operador monodrémico, como dato adicional cabe mencionar que un
mayor numero de puntos de colocacion r refleja una mejor aproximacion del operador

monodromico.

Retomando los ejemplos de estudio que se han analizado con los dos métodos
anteriores, para el caso del método de colocacion por polinomios de Chebyshev, los
resultados obtenidos a partir de la informacion que se muestra en la Tabla 2.1 se
muestran en las Figuras 2.17 y 2.18, nuevamente la Figura 2.17 en la cual se ilustra la
superficie de magnitud de eigenvalores y mientras que en la Figura 2.18 se muestran
los lobulos de estabilidad obtenidos en el plano donde las magnitudes de los
eigenvalores cruzan por 1. De esta Figura 2.18 se observa que antes de 350 rpm que
hay una interrupcion en la tendencia que sigue la frontera de estabilidad, al igual que

en el resultado obtenido aplicando el método de semidiscretizacién, esto se puede
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atribuir a que esa interrupcion forma parte de la perturbacién Flip, fendmeno que sélo
es capturado naturalemente por los métodos de semidiscretizacion y por colocacién de

polinomios de Chebyshev.

Para el segundo caso de estudio, cuyos parametros modales y de corte se presentan en
la Tabla 2.2 tomados de (Insperger, 2003), se observa que esta operacion de fresado
presenta chatter cuasi periddico y chatter de doble periodo, lI6bulos Hopf y Flip
respectivamente. Aqui el método por colocacién de polinomios de Chebyshev exhibe
una respuesta similar a la generada con el método de semidiscretizacidn, la aplicacion
de esta metodologia resulta en la superficie de magnitud de eigenvalores mostrada en

la Figura 2.19 mientras que en la Figura 2.20 se muestran los |6bulos de estabilidad.

De manera similar, tras aplicar el método de colocacion de polinomios de Chebyshev al
caso que considera el sistema como un modelo de dos grados de libertad cuyos datos
modales y de corte se muestran en la Tabla 2.3, se obtienen superficies de magnitud de
eigenvalores mostradas en las Figuras 2.21 y 2.23 para inmersiones radiales de 50 y
100% respectivamente, cada una acompafiada con los diagramas de estabilidad
correspondientes y mostrados en las Figuras 2.22 y 2.24. De estos diagramas
mostrados puede concluirse que con el empleo de los datos mostrados en la Tabla 2.3,

unicamente chatter cuasi periédico (I6bulos Hopf) se presenta.
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Figura 2.21. Superficie de magnitud de eigenvalores obtenida con el
método de colocacién de polinomios de Chebyshev, dos grados de
libertad, inmersidn 50%. Parametros Tabla 2.3, generado a partir de
(Bayly, 2002).
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Figura 2.23. Superficie de magnitud de eigenvalores obtenida con el
método de colocacion de polinomios de Chebyshev, dos grados de
libertad, inmersion 100%. Parametros Tabla 2.3, generado a partir de
(Bayly, 2002).
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inmersion 50%. Parametros Tabla 2.3, generado a partir de (Bayly,

2002).

10 15 20
Velocidad de husillo [krpm]

Figura 2.24. Lébulos de estabilidad obtenidos con el método de
colocacion de polinomios de Chebyshev, dos grados de libertad,
inmersion 100%. Parametros Tabla 2.3, generado a partir de (Bayly,
2002).



CAPITULO 3. LA FUNCION W DE LAMBERT

3.1 Origen y definicién

El presente trabajo se encuentra enfocado a encontrar otra opcidén alternativa para dar
solucidn al problema de inestabilidad en fresado mediante el uso de una herramienta
matematica diferente, dicha opcibn es aplicable debido a las propiedades analiticas que
exhibe y es denominada la funcién W de Lambert, en honor al matematico Johann
Heinrich Lambert (1728-1777); esta seccién tiene como objetivo hacer una breve
descripcidn introductoria que sirva para establecer las bases sobre las cuales, se

construira la metodologia en el capitulo siguiente.

La Funcién W de Lambert o también denominada funcién omega recibe este nombre
debido a que esta funcion es desarrollada a partir de un caso especial de la solucién a la

ecuacion trinomial:
x=q+x™, (3.1)

para la cual, Lambert en 1758 obtuvo la solucion desarrollando una serie para x en
potencias de q y que luego extendid la serie para obtenerla de la misma manera en
potencias de x. Posteriormente Euler transformo la ecuacién de Lambert en una forma

con mayor simetria:
x% —xP = (a — pvxe*h (3.2)

Substituyendo x 8 por x, definiendo m = af, y g = (@ — §)v la version de Euler para

la solucidn en series obtenida por Lambert es:

x"=1+nv+—21-n(n+a+,[>’)v2+-:-n(n+a+2[)’)(n+2a+ﬁ)v3+in(n+a+

3 )(n+2a+2B)(n+3a+ pvt+ .. (3.3)

70



Después de desarrollar las series, Euler examiné ciertos casos especiales, comenzando
con a = 3. Con la intension de observar la trascendencia sobre la ecuacion trinomial
original, se procede dividiendo la ecuacién (3.1) por (¢ — ) y haciendo f = «a se

obtiene:
log x = vx“ (3.4)

Euler not6 que si se podia resolver ecuacion (3.4) para @ = 1, entonces se podria
resolver para cualquier a # 0. Para observar esto, se puede multiplicar la ecuacion
(3.4) por a, simplificar alog x con logx%, definir z = x* y u = av. Obteniéndose asi
logz = uz, la cual es la ecuacién (3.4) con a = 1. Para resolver esta ecuacién
utilizando la ecuacion (3.3), Euler en primera instancia definio ¢ = f = 1 y entonces
reescribié la ecuacién (3.3) como una serie para (x" — 1)/n, entonces definid n = 0
para obtener log x en el lado izquierdo de la ecuacién, obteniendo del lado derecho lo

siguiente:

_ 2t 5 3% 3 £ 4, 5 5
logx-—v+;v +;v +Zv +;v + e (3.5)

Esta serie converge para |v| < 1/9, definiendo la funcion T(v) =- W (—v) llamada la

funcién arbol, en donde término W (z) es la funcion W de Lambert, y es definida como

aquella que satisface la ecuacion:

W(z)eW® =z (3.6)

3.2 Ramas de la funcion de Lambert

Si x es real existen dos posibles valores reales de W (x), véase Figura 3.1. ComUnmente
se denota la rama que satisface —1 < W (x) por W,(x) o simplemente W (x) en caso
de que no exista posibilidad de confusion (linea continua), y a la rama que satisface
W(x) < -1 por W_;(x) (linea punteada). Wy(x) en la literatura es usualmente

denominada como: “la rama principal de la funcién W de Lambert”.
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Figura 3.1. Las dos ramas reales de la funcién W de Lambert.

En algunos casos particulares, tales como en la soluciéon de ecuaciones diferenciales
con retraso, se vuelve de gran importancia analizar el comportamiento de esta
herramienta cuando se trabaja en el plano complejo. Por ello, para extender el uso de
la funcién W al plano complejo es necesario definir todas las ramas de W(z). Si se

establece que w = W (z) y z = we®, se pueden localizar las fronteras que dividen el

plano w, y asi encontrar las imagenes de esas curvas de frontera, las cuales son las

ramas que cortanenelplanoz.Seaw = ¢ +inyz = x + iy, asi:

x = e¥ (£ cosn —nsiny) (3.7)

y = ef(ncosn + Esinn) (3.8)

Se deben localizar las fronteras que genera W sobre el plano z y posteriormente

considerar las imagenes en el plano w del eje real negativo de z. Si y =0 en la
ecuacion (3.8) entonces:

n=0 o = —-ncoty (3.9)
Adicionalmente ¢ cosn —7nsinn <0,

asi que las imagenes se encuentran

precisamente en el eje real negativo de z. En la Figura 3.2 se indican las regiones

numeradas en el plano w, denotando las ramas de W en cada region k por medio de
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W,(z), donde se observa que las fronteras de cada rama son asintéticas a las lineas

punteadas, las cuales son horizontales en multiplos de 7.

___________________ en'mW)
................... 2, S IS
___________________ AL e
Ramak=2
___________________ 3 S U
................... -3 1 S U,
Ramak=1
____________________ 1 S I _
Rama principal k=0 Re(W)
2 | REMak=-1
e e e T r———
A | _Ramak=-2
e e e e A ———
e B

Figura 3.2. Rangos de las ramas de W(z). Generado a partir de
(Corless, 1996)

La curva que separa la rama principal W,, de las ramas W_, y W, es:
{-ncotn+ni: —t<n<m} (3.10)

Junto con -1, que es el valor limite para 7. Finalmente, las curvas que separan las ramas

restantes se pueden definir como:
{-ncotn +ni: —2kn < +n < 2k + V)m} parak=1,2,3,.. (3.11)

Estas curvas son las imagenes inversas del eje negativo real bajo el mapeo w - we?

que dividen el plano w.

Wy(2) es un caso especial, y es la Unica rama que contiene en su rango cualquier
numero representado en el eje positivo, y como se ha hecho con anterioridad es

llamada la rama principal.
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3.3 Algunas aplicaciones de interés

Debido a la simplicidad que presenta la funcion W de Lambert para manejar
expresiones que contienen al nimero e, es posible encontrar un gran nimero de casos
para los cuales esta herramienta es aplicable, a manera de ejemplo, en esta seccién se
presentan casos en los cuales se ha facilitado el camino hacia la solucién mediante la
aplicacion directa de la funcion W de Lambert o cuando es necesario resolver una

ecuacion diferencial.

3.3.1 Soluciéon de un modelo de combustion

El problema se plantea con la ecuacion:

2= y2(1-1), y(0)=€>0 (3.12)

Dicho modelo es usado por O’Malley en (O’Malley, 1991) y Reiss en (Reiss, 1980) para
explorar los métodos de perturbacion. Corless et al. en (Corless, 1996) demostraron
que es posible hallar explicitamente una solucidn analitica en términos de W, y asi los
resultados del método de perturbacién de O’Malley pueden ser comparados con la
solucion exacta. El modelo del problema es separable, por lo que, de la integracion se

obtiene una solucién de forma implicita y(t):
1 1 =1 1_1)-
5 + log (; - 1) =-+ log (8 1) t (3.13)

La cual puede ser resuelta para obtener

1

y= 1+W(uekt—t) (3.14)

Donde u = 1/& — 1. Una inspeccion en la ecuacién diferencial muestra que 0 < & <

y < 1y esto implica que la rama principal W, debe ser utilizada.
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3.3.2 Solucidén de ecuaciones diferenciales lineales con retraso

Esta es probablemente la aplicacion de la funcion W de Lambert de mayor importancia.
Muchas de las propiedades que exhibe la funcion W de Lambert en el manejo de
variable compleja han sido probadas en el campo de las ecuaciones diferenciales con
retraso, motivados por la simplicidad que se observa en la solucidon de ecuaciones

como la siguiente:
y(t) =ay(t—1) (3.15)

Sujeta a la condicion y(t) = f(t), una funcién conocida sobre el intervalo 0 <t < 1.
Este ejemplo repercute de forma importante en el estudio de la estabilidad de

ecuaciones no lineales con retraso.

Una aproximacion para resolver este problema es suponer que la solucidén es de la
forma y = e5* para algun valor de s. Asi se obtiene de manera directa que sest =
aete™5, o bien s = Wy (a), para cualquier rama W,. Si e"«@®t g5 |a solucion de

y = ay(t — 1), entonces por linealidad resulta
y =32 ceWk@t (3.16)

Para un numero razonable de coeficientes ¢,. De forma inmediata es posible observar
que la solucién crecera exponencialmente si cualquiera de los Wy (a) tienen parte real
positiva, y esto otorga una pauta importante a los teoremas de estabilidad de la teoria

de ecuaciones diferenciales.

Esta aproximacion puede ser generalizada para manejar sistemas de ecuaciones
diferenciales con retraso y coeficientes constantes, ademas de ecuaciones escalares de

la forma:

y=ay(t—1) + by(t) (3.17)

También es posible resolver y = Ay(t) + By(t — 1) donde A y B son matrices

conmutativas
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3.4 Herramientas de calculo

La funcion W de Lambert ya se encuentra implementada en la mayoria del software de
calculos matematicos, por citar algunos: MATLAB, Maple, Mathematica; por el
conocimiento previo se eligi6 MATLAB para desarrollar los algoritmos que utilizan la

metodologia proxima a definir.

Como parte del trabajo inicial se explord la agilidad que posee MATLAB para trabajar
con la funcion W de Lambert, puesto que el algoritmo para localizar las fronteras de
estabilidad utilizard repetidas veces el calculo de dicha funcion. Por esta razon, se
implemento el ejercicio de calcular la funcion de W Lambert en su rama principal,

Figura 3.3, para el dominio —é < x < 10 en 1000 puntos igualmente distribuidos, bajo

tres alternativas:

¢ La funcién propia de Matlab, denominada lambertw.
e Una aproximacion numérica localizada en la pagina web de MATLAB, en

http://www.mathworks.com/matlabcentral/fileexchange/6909, programada

por Pascal Getreuer y modificada por Didier Clamond, ambos desarrollos estan
basados en el trabajo de Corless et al. (Corless, 1996), la cual serd denominada
para este trabajo como la funcién lambertw2.

¢ Una aproximacion numérica, mas simple que la anterior pero que solamente es
capaz de trabajar la rama fundamental de la funcion W, denominada

lambertw3.

Se considero como resultado exacto, el emitido por la funcion interna implementada
en MATLAB. Por tanto, bajo esta consideracién los resultados de esta y las dos

aproximaciones se muestran en la Tabla 3.1.

Tabla 3.1. Comparacion de las opciones para calcular la funcién W.

Funcion evaluada Tiempo de calculo Magnitud del error
lambertw 4.906 segundos 0
lambertw2 0.125 segundos 2.8567 x 10~°
lambertw3 0.063 segundos 0.0056
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http://www.mathworks.com/matlabcentral/fileexchange/6909

Evidentemente la cantidad de tiempo requerida para computar con mayor precision el
valor de la funcion W es excesiva, por lo cual, considerando que serd utilizado
repetidas veces en el algoritmo de localizacidon de fronteras de estabilidad, se opto por
seleccionar la opcion lambertw2 puesto que el error es practicamente despreciable y el
tiempo es 97% menor. La tercera opcion es aun mas rapida, pero la magnitud de error
que proviene de utilizar esta alternativa comienza a ser significativo como se puede
verificar de la Tabla 3.1, ademas cabe mencionar que ese algoritmo sélo es capaz de

trabajar con la rama fundamental.

bert Wo{x)
N

1.5

i6n de L
-

tal de la

Rama fi
.l

~

ok

AN

2 4 10
Conjunto de los reales x

Figura 3.3. Resultados de la evaluacion en la rama 0 de la funcion W
de Lambert. Generado a partir de (Corless, 1996).

Como método para verificar la precisiéon del algoritmo denominado lambertw?2, se
seleccionaron diferentes regiones en el plano complejo para ser evaluadas, es decir, si
un numero complejo es definido en parte real e imaginaria como: z = x + yi los

valores de x y y destinados a la evaluacién fueron:
-10"<x<10™, -10" <y <10Mparam=0,1,2,3,4,5 (3.18)

Dichos intervalos fueron discretizados en 100 puntos igualmente espaciados, de esta
manera, definiendo a Z como el conjunto de los z = x + yi valores complejos que son
el argumento de la funcién W de Lambert y a () como el mapeo que generan los

valores del conjunto Z, cuando son evaluados bajo diferentes ramas de dicha funcion,
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CAPITULO 4. DESARROLLO EXPERIMENTAL

4.1 Antecedentes de aplicacion a los procesos de torneado y fresado

Como fue posible observar en el Capitulo I, los procesos de mecanizado relacionados
con operaciones de torneado y fresado, pueden ser modelados matematicamente,
mediante ecuaciones diferenciales con retraso 7, mismo que viene inducido por el
término de fuerza en la ecuacién de movimiento, y el cual es funcién directa del
espesor de viruta. Esto puede apreciarse en la siguiente ecuacion que describe una

operacion de mecanizado en un grado de libertad:

Fe(t-17)

#(t) + 20w, x(t) + wix(t) = (4.1)

Para el caso de dos grados de libertad, el retraso queda incluido en el vector de fuerza

de la ecuacidén mostrada

RN o M IR IR

Advierta que las ecuaciones diferenciales anteriores tienen semejanza a las ecuaciones
diferenciales ordinarias. Sin embargo, la diferencia radica en el término de fuerza del
lado derecho de la ecuacidon que excita al sistema, ya que este considera los efectos
anteriores, Capitulo 2 seccion 2.3.1, segun el modelo de fuerzas planteado por Altintas

y Budak (Altintas, 1995), el término de fuerza en general se define como:
F =2 a, K. [A()HAD)}. (4.3)
x(t) —x(t—1)

y() —y(t—1)

anteriores del sistema dinamico. Para facilitar la solucion de la ecuacidon (4.2) es

Donde, {A(t)}={ } representa los desplazamientos actuales vy

practica comun emplear su representacion en espacio de estados, esto es:

x = A(t)x(t) + B(t)x(t — 1), (4.4)
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Donde los coeficientes de la ecuacién son periddicos, es decir A(t) = A(t+T) vy

B(t) =B(t-T).

Ecuaciones de la forma descrita por la ecuacion {4.4) fueron resueltas por Asl y Ulsoy
en (Asl, 2003) y Yi y Ulsoy en(Yi, 2006) mediante la funcién W de Lambert para describir
la estabilidad en un proceso de torneado, en el que las fronteras que definen la
transicion entre corte estable e inestable, fueron determinadas empleando un método
de solucidén (el cual generalmer;te tiene la forma de una ecuacion exponencial), que se
basa en identificar el punto en el que la parte real de las raices de la ecuacion
caracteristica cambian su signo de negativo a positivo, esto debido a que un signo
negativo significaria un decrecimiento exponencial y por tanto una tendencia a la
estabilidad, caso contrario a un signo positivo que se reflejaria como un crecimiento
exponencial que evidentemente generaria un comportamiento inestable, en breve este

procedimiento se explica con mayor detalle en la seccion siguiente.

4.2 Implementacion de la funcion W de Lambert

A continuacién se describe el método propuesto para solucionar el problema de
inestabilidad en fresado, el cual emplea la funcién W de Lambert para hallar la soluciéon
de la ecuacion caracteristica propia de la ecuacion diferencial con retraso que modela
la operacion de fresado, posteriormente se plantea la técnica empleada para formular
la aproximacion al operador monodréomico (matriz de transicion), misma que permite

hacer uso de la teoria de Floquet para determinar la inestabilidad del sistema.

4.2.1 Modelo de fuerzas y planteamiento del problema

Partiendo del modelo de fuerzas planteado por Altintas y Budak en (Altintas, 1995) en
donde se toma como fundamento que cuando el filo de la herramienta se encuentra
cortando, surgen sobre él fuerzas de reaccidon en la direccion radial y la direccion
tangencial, sin embargo, es necesario hacer una transformacién del sistema de

referencia para expresar dichas reacciones en un sistema de ejes cartesianos x — v,
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véase seccion 2.3.1. Asi, finalmente las reacciones en componentes cartesianas
considerando que la herramienta (o la pieza de trabajo) tiene libertad de

desplazamiento en dos direcciones, vienen descritas como:

==l lboel e
donde:
Kexx(8) = T7%5" g'(¢,-)[Kt cos ¢; + Ky sing;| sin gy, (4.6a)
Koy (8) = X7207 g(0)[Ke cos ¢; + Ky, sin ;] cos ¢, (4.6b)
Ksyx(£) = 275" g(¢)[—K, sin @; +K,, cos ¢;] sin ¢, (4.6c)
Ksyy(8) = Z725" 9(&)[ K sin ¢; +Ky cos ¢;] cos ;. (4.6d)

Recordando que en la seccion 2.3.2 que se definié a K,, = K,.K; y considerando que las
fuerzas especificas K;(t) son funcién directa del tiempo ya que ¢ cambia con este,
entonces queda claro que esta definicion de K, propicia que esta fuerza sea
dependiente del tiempo, caso contrario a los coeficientes de direccionamiento (a)

dados por la ecuacién (2.8) los cuales Ginicamente indican la direccion de las reacciones.

De esta manera, la ecuacion de movimiento puede ser escrita como:

I T RPN | it B Y WS
—a, [mx 0]‘1 [stx(t) Koy () {x(t)——x(t—r)},

0 myl Kt Kepy(®|ly(®) —y(t—1) (@.7)

La solucidn de la ecuacion (4.7) en términos del tiempo de cdmputo, es muy ineficiente
debido al término de retraso 7. Como una forma de optimizar su solucién, se propone
hacer un cambio de variable para 7 de la forma: e = 1/1, t =t*/e, x(t) = x(t"). Es

facil demostrar qu la ecuacion (4.7) puede ser escrita como:
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Bt T agunlbid (5 )66}

—a,1? [mx 0 ]‘1 lexx(t*) Ksxy (t7) {x(t*) —x(t* - 1)} (4.8)
P 0 my Ksyx(t*) Ksyy(t*) y() -yt -1)) '
cuya representacion en espacio de estado viene dada por:
X(t*) = AX(t*) + BX(t* - 1), (4.9)
en donde:
x(t*)
y(t™)
X(t") = “~ ( 4.10a
CORR s (4.10a)
y1(t*)
0 0 1 0 7
0 0 0 1
2
A= —|1%(w?, + Eﬁ‘—’f) T—%:M 270, Wpy 0 | (4.10b)
t2a,Kgyx ayK.
——:lysy T2 (why + —"m;y 2y 0 214, Wny |
0 0 0 O
0 0 0 0
R LG e L | (4.10¢)
my My
T2apKsyx T apKsyy
-~ y 0 0‘

Para el caso de 1 grado de libertad, la ecuacién (4.7) puede escribirse como:

. . a

H() + 28 X(1) + wpeX(6) = = E Ko (X0 —x(e = D)), (411)
y en forma normalizada es:

£(6) + 200w k(6) + T0ex(t?) = — Ko (0[x(6) - x(t* — 1] (4.12)
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En espacio de estado, esta ecuacion (4.12) puede ser escrita en forma analoga a la

ecuacion (4.9) en donde ahora se tiene que:

o _ (%)
0 1
A=- [TZ (wrzzx + ap:;sxx) thanxl' (4.13b)
0 0
B = [Tzaszxx O] (413C)

En la siguiente seccidn se procedera a desarrollar la solucion del sistema (4.9) usando la

funcién W de Lambert.

4.2.2 Soluciéon empleando la funcion W de Lambert

La metodologia que se desarrolla en esta secciéon es andloga a la metodologia
implantada por Asl y Ulsoy en (Asl, 2003) ademas de Yi y Ulsoy en (Yi, 2003). Sin
embargo, y hasta donde la revision de la literatura llegd, esta metodologia no abarca
soluciones de ecuaciones diferenciales con retraso que describan el comportamiento

dinamico de operaciones de fresado para dos o mas grados de libertad.

A continuacion se procedera a revisar los pasos necesarios para determinar la solucion

general de la ecuacién (4.9) usando la funcién W de Lambert.

c) Metodologia
Como originalmente fue planteado por Asl y Ulsoy en (Asl, 2003), suponemos que la

ecuacion (4.9) tiene una solucion de la forma:

X(t*) = e5t, (4.14)
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en donde la matriz S es la raiz de la ecuacidén caracteristica del sistema a resolver,

ecuacion 4.9.
La derivada de la ecuacion (4.14) propuesta con respecto al tiempo es:
X(t) = Sest’, (4.15)

substituyendo la ecuacion (4.14) y (4.15) en la ecuacion (4.9) se tiene:

SeSt" = AeSt’ 4+ BeSU'-D), (4.16)

-St*

de la cual, multiplicando por el término e se obtiene la ecuacion caracteristica de la

ecuacion (4.9)
S=A+Be S, (4.17)

Cabe recordar del Capitulo 3 que la funcién W de Lambert, es aquella que cumple con

laigualdad.
W(Z)e"® =17, (4.18)

Para usar esta identidad en la ecuacion (4.17), es necesario reescribirla de la siguiente

manera.
(S—A)eSe™ = Be™4, (4.19)

en general eSe ™ # 52 debido a que las matrices S y A son no conmutativas (Yi,

2006) entonces, se introduce una matriz desconocida Q que garantice que eSe 2 =
e5~AQ por lo tanto la ecuacion (4.19) puede ser escrita como:

(S—A)eSA =Q. (4.20)
La comparacién entre las ecuaciones (4.20) y (4.18) permite concluir que

w(Q) = (S—-A), (4.21)
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por lo tanto, se tiene:
S=w(Q) +A. (4.22)
Substituyendo la ecuacion (4.22) en la ecuacion (4.17), se genera
W(Q) = Be @4, (4.23)

Los elementos de la matriz Q que satisfacen la ecuacion (4.23) pueden obtenerse
numéricamente para cada combinacién de parametros de corte que modifiquen las
matrices A y B. Una vez encontrados los elementos se puede usar la ecuacion (4.22)
para determinar los términos de la matriz S. Dependiendo de los valores que tengan los
elementos de la matriz S se podra determinar el tipo de comportamiento que la
solucion de la ecuacion diferencial con retraso tendrd, lo cual permitira conocer si el

comportamiento del sistema sera estable o no.

4.2.3 Operador monodromico
Para el caso planteado en la seccidn 4.2.1, se obtuvo que la ecuacion diferencial con
retraso en forma matricial (4.9) de la cual se intenta predecir el caracter estable o

inestable, es:
X(t*) = AX(t*) + BX(t* - 1). (4.24)

En la literatura se menciona que mediante la teoria de Floquet, es posible localizar para
sistemas representados por ecuaciones diferenciales con retraso la estabilidad del
mismo mediante la aproximacién finita del operador monodrémico U (Butcher, 2005;
Ma, 2005), la cual actia como matriz de transicién entre el término actual y el término

con retraso, en este caso dicha aproximacion se representaria de la siguiente manera:
X(t) = UX(t —1). (4.25)

Si retomamos la substitucion de la ecuacion (4.15) en (4.24) tenemos que:
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SX(t*) = AX(t*) + BX(t* — 1), (4.26)

puesto que segun la ecuacion (4.14) X(t*) = e5t’, de acuerdo a lo anterior se puede

reacomodar (4.26) de tal manera que:
X(t*) = (S—A)1BX(¢t* - 1), (4.27)

lo que claramente indica que la aproximacion finita del operador monodrémico es:

U=(S-A)1B. (4.28)
Sin embargo, sabemos de (4.17) que S depende de A y B, de manera que

substituyendo (4.17) en (4.28), se obtiene:
U=(A+Be$S—A)'1B=¢" (4.29)

Por lo cual, siguiendo la teoria de Floquet la estabilidad del sistema dinamico que
modela la interaccion entre la herramienta y la pieza de trabajo (4.24) para
operaciones de fresado, depende del radio espectral de la aproximacién al operador

monodréomico U = e’

, es decir, para condiciones de corte estables, dicho radio
espectral debe ser menor a la unidad, caso contrario a las condiciones inestables, en las

cuales el radio espectral de U sera mayor que la unidad.

4.2.4 Algoritmo de la obtencion numérica de S

Ya que la estabilidad del sistema dinamico depende de los valores de las raices de la
ecuacidn caracteristica (4.17), la matriz S, la manera de identificar si una operacién de
mecanizado se comportara de forma estable o inestable se fundamenta en el uso de la
teoria de Floquet, la cual indica que el comportamiento es estable siempre y cuando la
magnitud del eigenvalor dominante de la matriz de transicion es menor que la unidad,
y es inestable cuando la magnitud del eigenvalor dominante de dicha matriz tiene un
valor igual o superior a la unidad, Asl y Ulsoy en (Asl, 2003) mencionan que la

estabilidad del sistema es dominada por la rama fundamental de la funcion W de
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Lambert. Basado en esto, en la solucién de la ecuacién (4.17) solo se considera la rama
fundamental de la funcion W de Lambert, asi, la matriz de transicion, también llamada

aproximacion finita al operador monodrémico, puede ser definida como:
U=® =¢S5, (4.30)

Para determinar los valores caracteristicos de la matriz de transicion dada por la
ecuacion (4.30), se sigue el algoritmo descrito en breve, Figura 4.1, dicho algoritmo se
desarrollé para operaciones de fresado pero en esencia es el mismo que debe usarse

parara determinar I6bulos de estabilidad en operaciones de torneado.
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Figura 4.1 Diagrama de flujo que sigue el algoritmo para localizacién
de 16bulos de estabilidad
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Definir los valores de los parametros modales del sistema
o Frecuencias naturales Wy, y Wy, .
o Relaciones modales de amortiguamiento {,y {,,.
o Masas modales m,,m,, o bien la rigidez en cada direccion k,, k, para
calcular las masas modales.
Definir parametros del corte
o Coeficientes de corte radial y tangencial K;, K,,.
o Nuamero de filos en la herramienta z,,.
o Relacion de inmersidn radial a. /D.
Definir el area a explorar, limites minimo y maximo para velocidad de husillo, al
igual que para profundidad axial de corte.
Calcular las fuerzas especificas Kgyy, Kgxy) Ksyx, Ksyy con los parametros del
corte. Haciendo un analisis similar al realizado por Altintas y Budak (Altintas,
1995) para la ecuacién (2.12) obteniendo el valor promedio de las fuerzas
especificas de corte desde la entrada hasta la salida del filo sobre la pieza de
trabajo.
Procedimiento de localizacion de las fronteras de estabilidad para todo el rango
definido de velocidad de husillo considerando cada incremento en la
profundidad axial de corte. para cada combinacion de pardmetros:
o Calcular los elementos de las matrices A y B.
o Resolver la ecuacion (4.23) para obtener el valor de la matriz Q.
o Con la matriz Q obtener la matriz S mediante la ecuacion (4.22).
o Calcular la matriz de transicion ®.
o Obtener la magnitud del eigenvalor dominante de la matriz de transiciéon
& (u aproximacion al operador monodrémico U), radio espectral, y
almacenar los valores de: velocidad de husillo, profundidad axial de
corte y la magnitud del valor caracteristico dominante.
Graficar en el plano velocidad de husillo-profundidad axial de corte, las

combinaciones que resultan en una magnitud de eigenvalor igual a la unidad.
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La optimizacion del algoritmo para reducir el tiempo de computo puede lograrse
mediante:

1. La normalizacién de la ecuacion diferencial (4.7) y/o (4.11) lo cual genera que el

tiempo que emplea la funcidn fsolve de MATLAB, para localizar la raiz de la

ecuacion (4.23), se reduzca notablemente.

2. El algoritmo denominado, para este trabajo, “lambertw2” el cual reduce hasta
en 97.46% el tiempo de computo del tiempo empleado por la funcidn

predefinida para determinar el valor de la funcion W de Lambert propia de

MATLAB.

3. La utilizacion de las soluciones anteriores como condiciones iniciales. Para hallar
la solucion de la ecuacion (4.23). se utiliza inicialmente la matriz identidad, para
incrementos en los valores de la profundidad axial de corte se utiliza la solucién
anterior como condicién inicial, asegurando con esto una buena convergencia y

que la solucién siga una tendencia pertinente.

4.2.5 Procedimiento experimental

Los instrumentos y dispositivos que se describen, asi como los procedimientos que se
discuten a continuacion, pertenecen y fueron llevados a cabo en la Escuela Superior de
Ingenieria de Bilbao de la Universidad del Pais Vasco UPV/EHU como parte del

convenio de colaboracion ITESM-UPV/EHU firmado en Febrero de 2008.

a) Determinacion de las fuerzas especificas de la herramienta

Basicamente este procedimiento se sigue para conocer las fuerzas especificas de corte,
a saber, K; y K,, fuerza especifica tangencial y radial respectivamente. El
procedimiento que a continuacién se explica sélo aplica a modelos de uno o dos grados
de libertad, como los discutidos en el Capitulo Il, ya que si se toma en cuenta que la
herramienta, la pieza de trabajo o ambas, tienen la libertad de desplazarse también en

la direccion del eje del husillo en operaciones de mecanizado de paredes delgadas, una
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constante mas debe introducirse, la cual estaria relacionada con la fuerza especifica en

la direccion axial.

En esta seccidn se describen en primera instancia, y brevemente, los elementos que

influyen en el proceso de la caracterizacion.

(1)  Elementos del procedimiento
A continuacion se describe para cada elemento cuales son los factores que influyen en

su caracterizacion dinamica.

(a) Herramienta
De acuerdo al modelo que se plantea, en el cual la influencia del angulo de hélice es
despreciada, es posible hacer uso de una herramienta frontal. Se seleccioné la

herramienta KENDU 42 0061 que posee las siguientes caracteristicas:

Tabla 4.1. Parametros de la herramienta KENDU 42 0061.

Caracteristica Valor
Diametro de la herramienta D, 16 mm
Nimero de filos z, 2
Angulo de hélice ¢ 25°
Longitud de filo [ 16 mm

(b)  Pieza de trabajo

La pieza de trabajo que se preparo para la realizacion de los cortes es de Aluminio AlSI-
SAE 7075 T6 y posee una geometria como la mostrada en la Figura 4.2. La cual es un
prisma rectangular con dos barrenos de 12 mm para su fijacion al dinamdmetro

mediante tornillos.
(c)  Dinamdémetro

La medicion de las fuerzas dinamicas se realizé mediante el dinamémetro KISTLER

9255B, nimero de serie SN 581122 cuya area de trabajo es 260 mm x 260 mm, Figura
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4.3, la capacidad de medicion que posee dicho instrumento y otras caracteristicas se

listan en la Tabla 4.2.

170
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Figura 4.2. Vista superior y frontal de la pieza para los ensayos de
caracterizacion, dimensiones en mm.

Tabla 4.2. Caracteristicas principales del dinamémetro empleado.

Especificacion

Rango de medida

Fuerza X, Y £20 kN

Fuerza Z -10 kN a 40 kN
Sensibilidad X, Y = -8 pC/N
Sensibilidad Z =-3.7 pC/N
Frecuencia natural X, Y = 2 kHz
Frecuencia natural Z = 3.3 kHz
Temperatura de operacién 0a70°C
Largo 260 mm
Ancho 260 mm

Alto 95 mm
Conexion Fischer 9 pol. neg.
Masa 52 Kg

Este dinamoémetro tiene la capacidad de emitir como sefial de salida fuerzas en las tres
direcciones cartesianas y momentos en cada uno de los ejes, sin embargo, en el
presente trabajo sélo son requeridas las fuerzas que se generan como respuesta a la

penetracién de la herramienta en el material, es por esto que el instrumento posee un
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sumador que elimina los canales que registran los momentos y Unicamente alimenta al
amplificador con las sefiales de fuerzas de reaccion producto de la interaccion entre la

herramienta a la pieza de trabajo.

Figura 4.3. Dinamémetro KISTLER 9255B.

(d)  Amplificador

La sefal emitida por el dinamémetro es tratada por un amplificador, el fabricante
recomienda el modelo KISTLER 5017B, que transforma la sefal de salida proveniente de
los piezoeléctricos que constituyen el fundamento fisico del dinamdmetro y los entrega
al analizador de vibraciones en forma de voltaje. La sefial de salida del amplificador se
encuentra entre £10 V. Cabe hacer mencion de que cada dinamdémetro posee ciertos
valores de sensibilidad, los cuales se utilizan como parte de la configuracion del
amplificador para el tratamiento de la sefial, es importante utilizar esta informacion

para adquirir las fuerzas reales que estan actuando durante el proceso de mecanizado.

(e)  Analizador de vibraciones y software de tratamiento de sefiales

Finalmente, el recorrido que sigue la sefial termina en el analizador de vibraciones y
sonido, el cual es de marca OROS modelo OR35 que se encuentra acompafiado con un
software de tratamiento de seiales, las principales aplicaciones del conjunto analizador
de vibraciones-software son, entre otras: adquisicién de seiales de fuerzas dinamicas,
analisis de pruebas de impacto para conocer parametros modales (funcion de
respuesta a la frecuencia), adquisiciéon de sefales provenientes de acelerdmetros y

tacometros, balanceo, intensidad de sonido, calidad de sonido, etc.
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La comunicacion del analizador de vibraciones con el software de tratamiento de las

sefiales es a través de una conexion Ethernet a 100 Mbits/s.

) Centro de mecanizado

El centro de mecanizado en el cual se llevan a cabo las pruebas es uno de la marca
IBARMIA modelo ZV 25/U600, el cual consta de 5 ejes, con un husillo cuya potencia y
velocidad angular maxima son: iSkW y 24000 rpm, respectivamente. La herramienta
cuenta con tres desplazamientos lineales, con recorridos maximos X = 600 mm, Y = 425
mm vy Z = 410 mm ademas, el divisor de 2 ejes integrado en la bancada, dota a la mesa
de 2 grados de libertad: un eje de inclinacion (eje A) y un eje de rotacidon (eje C),
permitiendo el mecanizado de formas complejas en 5 ejes o el mecanizado multicara
de piezas en un unico amarre, todo lo anterior comandado por un control de la marca

HEIDENHAIN. Figura 4.4,

Figura 4.4. Centro de Mecanizado IBARMIA ZV 25/U600.

(2)  Flujo de la sefial
Como puede observarse en la Figura 4.5, el procedimiento es como sigue: la
herramienta remueve material de la pieza de trabajo, la cual, se encuentra en amarre

solidario al dinamdmetro por medio de 2 tornillos, por tanto, las cargas transmitidas de
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la herramienta a la pieza son detectadas por las deformaciones que experimentan los

piezoeléctricos que constituyen el fundamento del dinamémetro.

Herramienta Amplificador
Pieza de trabajo

N e I

HPC
Analizador de
vibraciones
/4 [=R=) Q0 o
\ o OO0 Qo

Figura 4.5. Diagrama de flujo que sigue la sefial tratada en ensayos
de caracterizacion.

Dicha deformacion detectada por el dinamdmetro es emitida como sefial de respuesta
hacia el amplificador, el cual transforma la entrada a una sefial de salida en forma de
voltaje, asi el analizador de vibraciones adquiere esa informacion para finalmente
mostrarla reflejada en unidades de fuerza por medio del software de tratamiento de

sefales NVGate.

(3) Procedimiento de caracterizacion

Los ensayos realizados para la caracterizacion de la herramienta se muestran en la
Tabla 4.3. Esta tabla constituye la guia que regula la etapa experimental de los ensayos
de caracterizacion, de esta manera se realizaron los cortes bajo las condiciones
indicadas en la Tabla 4.3 y el resultado obtenido del tratamiento de la sefial (bajo la
trayectoria que sigue esta, segun la Figura 4.5), es una grdfica que muestra las
tendencias que siguen las fuerzas en las 3 direcciones ortogonales del dinamoémetro
conforme el tiempo transcurre, tal y como puede verse en la Figura 4.6. Para cada uno
de los 20 ensayos, se adquirio la informacion de la variacion de las fuerzas con respecto
al tiempo en un rango de aproximadamente 5 a 6 segundos en corte continuo.
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Figura 4.6. Fuerzas de corte para 10 ciclos de la herramienta, a, = 3
mm, f, = 0.10 mm/diente, Q = 2000 rpm.

Tabla 4.3. Parametros de corte de los ensayos de caracterizacion.

Profundidad Avances por diente (f;) [mm/diente]

axial (a,) [mm]

1 0.05, 0.10,0.15y 0.20
Velocidad del husillo {Q) 2000 rpm 2 0.05,0.10,0.15y 0.20
Profundidad radial (a.) 16 mm 3 0.05, 0.10,0.15y 0.20
4 0.05,0.10,0.15y 0.20
5 0.05, 0.10, 0.15y 0.20

Cabe mencionar que el modelo teérico de fuerzas esta planteado para el filo de la
herramienta, y los datos adquiridos con los experimentos estan referenciados al
sistema coordenado del dinamémetro, una transformacion del sistema de referencia

debe ser realizada para que dichos datos sean congruentes.

El manejo de la informacion producto de la etapa experimental que viene a
continuacion, se realizo con un software construido en la UPV/EHU como resultado del
trabajo desarrollado por A. Lamikiz en (Lamikiz, 2003) y M. A. Salgado en (Salgado,
2004).
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La primera etapa consiste en hacer el cambio del sistema de referencia coordenado,
ubicando las reacciones que se presentan sobre el filo de la herramienta, puesto que el

modelo tedrico esta planteado bajo dicha consideracion.

La segunda etapa basicamente consiste en obtener el promedio de la fuerza en cada
direccidon para un numero definido de ciclos de la herramienta en cada combinacidn
a, — fz (Profundidad axial de corte~Avance por diente). Para la caracterizacion de esta
herramienta se seleccionaron 10 ciclos lo cual representa un intervalo razonable para

obtener el valor promedio.

La tercera etapa consiste en realizar un ajuste lineal para cada profundidad ensayada,
el ajuste se realiza para identificar la tendencia que sigue el promedio de la fuerza
conforme se incrementa el avance por diente, la Figura 4.7 muestra la tendencia de las
componentes de fuerza con el avance por diente, el cual como puede apreciarse es
lineal. Asi, de la Figura 4.7, cada una de las tres reacciones pueden ser definidas

mediante la ecuacion:

Fx,y,z = fZ ' Cx,y,z cizalladura + Cx,y,z rozamiento (4-1)
-22 140 0
® . .\
— N = / = -10
= -24 \ =120 / = AN
8 \\ S / s 20 N
2 26 \ £ 100 4 k! s
B [ o) ° / h-] \
@ N Q ’ o -30 \
§ 28 \ 5 80 / E °
g ) | T ' g 40 N
a a / a AN
LLX -30 u.>" 60 / LLN 50 \b
/ .
32 40 ¢ 60
0 005 04 015 0.2 025 0 005 01 015 02 025 0 005 01 015 02 025
f, [mm] f, [mm} f, [mm]

Figura 4.7. Detalle del método para
comportamiento de la fuerza en funcidn del avance por diente, caso

correspondiente a un valor de g, = 3 mm.
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La etapa final tiene como objetivo hacer uso de cada una de estas constantes de
cizalladura y rozamiento provenientes de la aproximacion lineal previamente calculada
para obtener los coeficientes de fuerza especifica segiin el modelo del comportamiento
de fuerzas planteado por A. Lamikiz (Lamikiz, 2003). En la Tabla 4.4 se resumen los
valores experimentales de las fuerzas determinados con el procedimiento descrito.
Advierta que la fuerza de cizalladura prevalece, ya que la fuerza de friccion no tiene
mayor influencia en el comportamiento dindmico del corte en esta herramienta. Los
valores de estos coeficientes K; y K, pueden comprobarse simulando algunas de las
condiciones empleadas para el calculo de los mismos, como se muestra en la Figura 4.8
en la que se observan tres ejemplos de fuerzas de reaccion adquiridas

experimentalmente.

Tabla 4.4. Coeficientes experimentales de la fuerza de corte.

Parametro Valor

Coeficiente tangencial de fuerza especifica K, = 774.44 N/mm?

Coeficiente radial de fuerza especifica K, = 80.08 N/mm?

En los casos empleados para comprobar la simulacion de fuerzas se observa en la
Figura 4.8 la correspondencia entre los datos obtenidos experimentalmente para el
plano de corte, es decir, las fuerzas en la direccién X y Y. En lo referente a las fuerzas
que se presentan en la direccion axial de la herramienta, la aproximacion no es tan
buena, pero deja de ser importante puesto que esta direccion se considera

infinitamente rigida en la operacion de mecanizado propuesta.
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b) Obtencion de los parametros modales

Para facilitar la libertad de vibracién de la pieza en forma controlada, es decir, en una
direccién determinada, se hizo uso de un arreglo que incrementa la flexibilidad de la
pieza de trabajo en dicha direccidn, esto se consigue montando la pieza de trabajo en
dos soportes que son de paredes relativamente delgadas y por lo tanto flexibles, el
conjunto completo se une rigidamente por medio de tornillos a la mesa del centro de
mecanizado. Tal y como se muestra en la Figura 4.9, cabe mencionar que por
conveniencia, el sistema de referencia mostrado coincide con el del centro de
mecanizado, asi la mayor flexibilidad de la pieza se encuentra en la direccion , que es
la direccion en la que se hizo la medicidn de los parametros modales, los cuales seran
utilizados posteriormente para realizar el analisis de la estabilidad en los cortes

tomando el eje  como la direccidn de avance.

Figura 4.9. Pieza de trabajo y sujecion empleados para los
experimentos de estabilidad.

La instrumentacién utilizada para hacer las pruebas de impacto que reflejaron la
funcion de respuesta a la frecuencia y por tanto los pardmetros modales, se lista a
continuacién:

e Acelerédmetro unidireccional modelo PCB352C2 de la marca PCB Piezotronics

e Martillo de impacto modelo PCB 086C03 de la marca PCB Piezotronics
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e Analizador de vibraciones y sonido OR35 de la marca OROS y software de

tratamiento de seriales NVGate.

El procedimiento de obtencion de la funcidén de respuesta a la frecuencia es
basicamente el mostrado en la Figura 4.10. Consiste en colocar el acelerémetro en una
cara de la pieza haciendo coincidir la direccidn del desplazamiento de la misma con la
direccidn en la que el instrumento esta preparado para medir; realizar impactos con el
martillo instrumentado en la cara opuesta y evaluar la calidad y validez del impacto
(calidad se refiere a evitar dobles impactos, ruido en la sefial e interrupciones en la
medida), segun los resultados que muestra la interfaz grafica del software de
tratamiento de sefiales en la modalidad de ensayos de impacto. Esto ultimo repetido el
numero de veces necesario para hacer un promedio estable (en este caso 10 pruebas

se consideraron suficientes).

Martillo

Software para Acelerémetro ]

tratamiento de sefiales

Pieza ensayada

AN

Analizador de sefiales

Figura 4.10. Esquema de disposicién instrumental para ensayo de
impacto.

Asi, el resultado que entrega el software NVGate es la funcion de respuesta a la

frecuencia como un promedio del nUmero de ensayos realizados, Figura 4.11.

101



3.5

Respuesta [m/N]
® = »
o b o ~N (3] ©

i 1 1 1
40 60 80 100 120 140
Frecuencia [Hz]

<

Figura 4.11. Funcién de respuesta a la frecuencia, promedio de 10
ensayos.

Esta informacién fue procesada posteriormente con el software CUT PRO el cual ofrece
una interfaz grafica de aproximacioén, la cual varia los parametros modales hasta
localizar una correcta correspondencia entre el resultado experimenta y el ajuste con

los coeficientes modales. Los resultados obtenidos se muestran en la Tabla 4.5.

Tabla 4.5. Parametros modales obtenidos del ensayo de impacto.

Parametro Valor
Frecuencia Natural Wnxy = 7491Hz
Relaciéon de amortiguamiento = 0.0417
Rigidez en la direccidn del desplazamiento k,= 27206 N/mm
Masa modal m, = 12.2778 kg
) Fronteras de estabilidad obtenidas del andlisis tedrico

Una vez que se poseen los coeficientes de fuerza especifica y los parametros modales
del sistema, es posible generar las graficas de estabilidad resultantes de aplicar la
metodologia descrita en la seccién 4.2.2. Con los coeficientes de fuerza hallados que se
muestran en la Tabla 4.4 y los parametros modales de la Tabla 4.5, se exploran un

cierto intervalo de velocidades de husillo y profundidades de corte. La operaciéon que se
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decidid estudiar es un fresado en concordancia con profundidad radial de 3 mm, para

la herramienta cuyas caracteristicas se exhiben en la Tabla 4.1.

Con el propodsito de activar regiones de estabilidad-inestabilidad de doble periodo
(l6bulos Flip), se hizo una simulacidon tedrica siguiendo el método de colocacion de
polinomios de Chebyshev, el cual tiene la caracteristica de capturar este tipo de

regiones de forma natural, Figura 4.12.

20 T T

1 L] |
- étodo de poliniomios de Chebyshev
+ Puntos experimentales a explorar

16

14t

121

Profundidad axial de corte [mm]

-+ + + +

2%00 3000 4000 5000 6000 7000 8000
Velocidad de husillo [rpm]

Figura 4.12. Planificacion experimental y limites de estabilidad para
corte en concordancia, a, = 3 mm. Generado a partir de datos

experimentales propios.

d) Comprobaciéon experimental de los limites de estabilidad

El proceso de comprobacion experimental para validar las fronteras de estabilidad que
se obtienen mediante las simulaciones tedricas se fundamento en la obtencién de dos
sefiales. Una relacionada con el desplazamiento que tiene la pieza cuando una

operacidn de corte se ejecuta, para esto se colocé un acelerémetro en un extremo de
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la pieza, procurando que la direccion en la que el instrumento trabaja coincida con la
direccidon en la que la pieza tiene la libertad de vibrar, tal y como se ilustra en la Figura
4.13. La segunda sefial que se busca adquirir esta relacionada con la frecuencia
dindmica de golpeo de la herramienta sobre la pieza de trabajo. Esto se consigue con la
ayuda de un tacometro laser y una cinta adhesiva reflejante que se ubica sobre el
portaherramientas, de tal forma que se registra cada giro de la herramienta en

coincidencia con la respuesta en aceleracion que entrega el acelerémetro.

Cinta reflejante
(11— Tacometro laser

AcelerOmetro

~

Software para tratamiento

de sefiales
Pieza ensayada

Fuente de CC

| e I oo |

o0 6o 06 E
o _f§8 as v que ©

Analizador de sefales

Figura 4.13. Diagrama esquemadtico de la instrumentacion para
pruebas de estabilidad.

La instrumentacidn utilizada se lista a continuacion:

e Acelerémetro unidireccional modelo PCB352C2 de la marca PCB Piezotronics

e Analizador de vibraciones y sonido OR35 de la marca OROS y software de
tratamiento de sefiales NVGate.

e Tacdmetro laser

e Fuente de corriente continua marca GRELCO modelo GVD305 con voltaje y

amperaje regulables.
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La ejecucion de la prueba experimental es como sigue: mientras la herramienta
remueve material de la pieza de trabajo, se capturan simultaneamente las dos sefales
descritas, la sehal de desplazamiento que tiene el acelerémetro y la sefial del
tacometro laser por cada giro de la herramienta, mismo que es alimentado por una
fuente de corriente continua. Ambas sefiales son adquiridas por el analizador de

vibraciones y ruido, y capturadas mediante el software NVGate para tratamiento de las

sefales, un ensayo tipico de este estilo es el mostrado en la Figura 4.14.

5
v

6
o

N <« L n

Pulso de tacémetro [Volts, V]
-

Aceleracién en gravedades [¢]

[=]

5 2 25 3 35 4 152 25 3 35
Tiempo [s] Tiempo [s]

Figura 4.14. Seflales de desplazamiento y frecuencia de golpeo en
prueba de estabilidad. Generado a partir de datos experimentales
propios.

Estas sefiales son tratadas numéricamente para definir si el corte tiene
comportamiento estable o no, mediante el procedimiento que se discute a

continuacion.

En primera instancia, se obtienen los valores de las frecuencias dominantes que
presenta el desplazamiento con el empleo de una transformaciéon de Fourier, en la
misma grafica se sefialan los valores de los miultiplos enteros de la frecuencia de
golpeo, al igual que los valores intermedios de dichos multiplos de la frecuencia de
golpeo tal como se observa en la Figura 4.15.

105



— Picos de frecuencia
O Muttiplos de la frecuencia de golpeo
X Semi-muittiplos de la frecuencia de golpeo

Amplitud

H ; Ll J
150 2?0 300 ®350 400

Frecuencia [Hz]

Figura 4.15. Frecuencias dominantes, multiplos enteros y semi-
multiplos de la frecuencia de golpeo. Generado a partir de datos
experimentales propios.

Con esta primera informacion es posible identificar parcialmente la estabilidad, o en su
defecto el tipo de inestabilidad que se presenta en el corte bajo las condiciones
ejecutadas, es decir, si el pico de mayor amplitud coincide perfectamente con la
frecuencia de golpeo o algin multiplo entero (marcas circulares con una X dentro)
indicaria que el corte realizado es estable, puesto que la vibracién es directamente

provocada por la incidencia de un filo en la pieza de trabajo, tal como es el caso de la

Figura 4.15.

Si dicha coincidencia mencionada anteriormente no se presentara existen dos opciones
que indicarian inestabilidad, !a primera y muy particular, es que el pico de frecuencia
de mayor amplitud se presente exactamente en un semi-multiplo de la frecuencia de
golpeo, lo cual indicaria que se encuentra presente vibracion de chatter tipo Flip, la
segunda opcidén seria que el pico de frecuencia de mayor amplitud se encuentre en
cualquier punto intermedio entre los multiplos enteros y los semi-multiplos, este
comportamiento sefalaria que se trata también de una vibracion de chatter, pero seria

la denominada inestabilidad tipo Hopf.

El paso siguiente, consiste en sincronizar la sefal del tacémetro laser y el
comportamiento de la aceleracion que define la sefial capturada por el acelerémetro,
esto se logra considerando la velocidad angular del husillo y el namero de filos que
posee la herramienta en estudio. El procedimiento consiste en sincronizar la frecuencia

de golpeo experimental, para identificar el valor de aceleracion que posee el
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desplazamiento del acelerémetro en intervalos de tiempo que separan el impacto de

un filo del subsecuente. La muestra de dicha sincronizacion es ilustrada en la Figura

4.16.

Aceleracion 10 vueltas
4 T T

——Aceleracion experimental
¢ Impactos de la herramienta

Aceleracion [g]

-2 E

47 475 438 285 4.9
Tiempo [s]

Figura 4.16. Sincronizacion de la aceleracién con la frecuencia de

golpeo experimental. Generado a partir de datos experimentales
propios.

Cabe comentar que los puntos son los valores de aceleracion detectados en cada
impacto de la herramienta sobre la pieza de trabajo. La tendencia a conservar el mismo
valor aproximado expresaria que el corte es estable, un comportamiento demasiado
erratico regularmente se relaciona con vibracion de chatter tipo Hopf, y una
polarizacion en dos extremos opuestos es identificada cominmente con el chatter tipo
Flip. El diagrama de Poincaré aclara mejor estos aspectos, en la Figura 4.17 se puede

apreciar lo que sucede bajo una condicion de corte estable.

Poincaré

2 Impactos de
§ la herramienta
8:
2 0
o
o
8
< 2 ..o“

2 0 2
Aceleracnénn_20 [9]

Figura 4.17. Diagrama de Poincaré para un corte estable. Generado a
partir de datos experimentales propios.
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Asi, los puntos experimentales mostrados en las Figuras 4.15 a 4.17 presentan las
caracteristicas de operaciones de mecanizado estable. Mientras que en la Figura 4.18

se ilustra un corte inestable tipo Hopf, esto debido a que:

i T T T I I T T
: ——-Picos de frecuencia
10000 : ‘I O Muttiplos de la frecusncia de golpeo
g X Semi-multiplos de fa frecuencia de golpeo
0 1 é l J T Y A 4 ‘é L ye—AA i f
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Frecuencia [Hz]
Aceleracion 10 vueltas Poincaré
4} —— Aceleracion experimental 4
) ® Impactos de la heramienta | | la herramierta
:§ 2 :§c 2
© Q
5 § . a9
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Tiempo [s] Aceleraci(’)nw20 [a]

Figura 4.18. Andlisis del comportamiento de chatter tipo Hopf.
Generado a partir de datos experimentales propios.

e La frecuencia dominante de la vibracion se encuentra en un punto intermedio
entre los multiplos enteros de la frecuencia de golpeo y los semi-multiplos.

e La aceleracidon correspondiente a intervalos de tiempo que separan el impacto
de filos sucesivos tiene cardcter erratico, tal y como se observa en las graficas
inferiores de la Figura 4.18.

e El diagrama de Poincaré muestra una tendencia a formar una figura parecida a
un circulo o elipse, caracteristica propia de los cortes inestables tipo Hopf

(Bayly, 2002; Mann, 2003).

La inestabilidad de doble periodo (I6bulos Flip) es mostrada en la Figura 4.19 esto

debido a que:

e La frecuencia dominante que muestra el desplazamiento coincide

perfectamente con un semi-multiplo de la frecuencia de golpeo.
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e La aceleracién correspondiente a intervalos de tiempo que separan el impacto
de filos sucesivos, tiene caracter polarizado en dos extremos.

e En el diagrama de Poincare la polarizaciéon se vuelve mas que evidente con la
concentracion de los puntos de aceleracion en dos extremos claramente

identificados. Tal y como se ilustra en las graficas inferiores de la Figura 4.19.
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Figura 4.19. Andlisis del comportamiento de chatter tipo Flip.
Generado a partir de datos experimentales propios.

De esta manera, la revisidon de cada uno de los puntos planeados para la exploracion
experimental sirve como verificacion de las fronteras de estabilidad predichas por el
método tedrico planteado, lo cual puede observarse en la Figura 4.20, en donde los
cortes estables se representan por medio del simbolo (0), y los cortes inestables se
representan por el simbolo (X), se observa que existe una muy buena correspondencia

entre lo calculado analiticamente con los resultados experimentales.

Como puede observarse de la Figura 4.20, los métodos de semi-discretizacion y
colocacion de polinomios de Chebyshev tienen muy buena correspondencia con la
validacion experimental, observandose que solo 11 de los 114 puntos ensayados no

concuerdan correctamente en las dos clases de inestabilidad, Hopf y Flip, caso
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contrario del resultado obtenido con el método de la funcion W de Lambert, el cual
parece promediar la frontera entre los l6bulos Flip y Hopf, esto probablemente es
consecuencia de la aproximacion que se realizé a los coeficientes de fuerza especifica
direccionados, en los cuales se obtuvo un promedio en el periodo de corte, situacion no
presente en los métodos de Semi-discretizacion y por colocacién de polinomios de
Chebyshev, debido a que estos métodos utilizan el perfil de fuerza como una funcién
del tiempo discretizada, situacion d{ificil de abordar con el método de Lambert puesto

que estos valores aparecen como elementos de las matrices de coeficientes.
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Figura 4.20. Resultados experimentales alrededor de las fronteras de
estabilidad predichas. Generado a partir de datos experimentales
propios.
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4.2.6 Comparacién entre métodos analiticos

Como se menciond en la Seccion 2.3, existen distintas alternativas que han intentado
darle solucién al problema de predecir las fronteras de estabilidad en un proceso de
fresado, utilizando diferentes métodos para localizar una respuesta lo mas cercano
posible a la realidad del fenémeno, y en algunos casos existen comprobaciones

experimentales que validan las predicciones analiticas, por dar un ejemplo véase

(Insperger, 2003).

En este sentido, la propuesta del presente trabajo de emplear la funcion W de Lambert
para predecir los l6bulos de estabilidad en operaciones de fresado se compara contra
los métodos existentes con el afan de ubicar las ventajas o desventajas que sugiere la

implementacion del método como una alternativa de solucién al problema planteado.

Para los datos presentados en la Tabla 2.2, publicados en (Insperger, 2003) los
resultados que ofrecen las distintas alternativas para localizar las fronteras de
estabilidad considerando la operacién de fresado como de un grado de libertad,

ecuaciones (4.9) y (4.13), se comparan entre si para identificar posibles diferencias, ver
Figura 4.21.
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Figura 4.21. Grdfica comparativa entre diversos métodos y el
método de Lambert, un grado de libertad. Pardmetros Tabla 2.2.
Generado a partir de (Insperger, 2003).
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En esta Figura 4.21, es posible observar que la zona inestable localizada en los
extremos a la derecha de cada lébulo (bifurcacion Flip) no es capturada por los
métodos Altintas-Budak mono frecuencia y Lambert, caso contrario a lo que se
identifica con las alternativas que ofrecen los métodos de colocacion de polinomios de
Chebyshev y Semidiscretizacion, la razén, es que estos ultimos métodos son capaces de
utilizar los perfiles completos de la fuerza especifica para todo el periodo por filo,
situacion distinta de lo empleado en los métodos de Altintas-Budak mono frecuencia y
fa funcion W de Lambert, en los cuales, este perfil de fuerza especifica se promedid
para manipularse como una cantidad escalar y es la razén por la cual estos métodos al
promediar la fuerza especifica practicamente describen la misma trayectoria.

Cualitativamente lo anteriormente mencionado es apreciable en la Figura 4.22.

Se observa como en la Figura 4.223, se presenta un cambio abrupto en la tendencia
que sigue la superficie de magnitud de eigenvalores, esa carencia es la bifurcacion Flip,
que claramente aparece en la Figura 4.22b y la Figura 4.22c. Cabe mencionar que la
interseccién entre esta parte de la solucidn que el método de la funcion W de Lambert
no es capaz de localizar (bifurcacion Flip) y la bifurcacién Hopf, no es una frontera
definida, si no que parece ser un estado de transicién, en el cual, gradualmente el
comportamiento del valor caracteristico deja de pertenecer a bifurcacién Hopf y
comienza a pertenecer a la bifurcacion Flip, esto se hace evidente en otros casos, en los
cuales inclusive el I6bulo Hopf se interrumpe abruptamente por la ausencia de la

influencia que tiene el I6bulo Flip.
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Figura 4.22 Superficies de magnitud de valores caracteristicos bajo
las diferentes metodologias de analisis, un grado de libertad.
Parametros Tabla 2.2, generado a partir de (Insperger, 2003).
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Un caso mas de andlisis numérico ya antes publicado (Bayly, 2002) es el que se

presenta a continuacion, Figura 4.23. En este ejemplo, se consideran a la operacion de

fresado como de dos grados de libertad, ecuaciones (4.9) y (4.10), y al igual que en el

ejemplo anterior las graficas de los distintos métodos se superponen para identificar las

diferencias principales.
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Figura 4.23. Grafica comparativa entre diversos métodos y el
método de Lambert, dos grados de libertad, inmersién radial 100%.
Parametros Tabla 2.3, generado a partir de (Bayly, 2002).

En este ejemplo se identifica un ligero desplazamiento hacia la derecha de los I6bulos

de estabilidad obtenidos por el método de la funcién W de Lambert, a pesar de las

discrepancias, las intersecciones entre I6bulos y el limite inferior de la frontera de

estabilidad coinciden de manera aceptable con los otros métodos analiticos, la razon

de ello es que para esta operacion de fresado definida por los parametros de la Tabla

2.3. Sélo existe inestabilidad cuasi-periodica, lobulos Hopf.
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CONCLUSIONES

En el presente trabajo se investigd por primera vez la viabilidad que tiene el uso de la
funcion W de Lambert junto con el empleo de la Teoria de Floquet para la obtencion de
I6bulos de estabilidad para el proceso de fresado considerando sistemas de
mecanizado de uno y dos grados de libertad. Esto motivado por la aplicabilidad que
tiene la funcion W de Lambert para obtener soluciones exactas de ecuaciones
diferenciales con retraso, las cuales se emplean para modelar el comportamiento

dindmico de sistemas fisicos.

Para el correcto uso del criterio de estabilidad que dicta la teoria de Floquet, fue
necesario realizar el desarrollo matematico para encontrar la matriz de dimension
finita que aproxima al operador monodromico dimensionalmente infinito U. Esto
consistio en manipular algebraicamente la ecuacion diferencial matricial que modela el
proceso de fresado y la solucién propuesta para dicha ecuacién, lo cual se detalla en la
Seccidon 4.2.3. Esto tuvo como resultado que la aproximacién finita para el operador
monodréomico en el caso especial de problemas que involucran la estabilidad en
mecanizado es U = e5, este resultado simplifica notablemente la forma de obtener
dicha matriz, puesto que depende unicamente de la solucion para la ecuacidon

caracteristica del sistema de ecuaciones diferenciales con retraso.

Ademas, los resultados analiticos encontrados para las ecuaciones diferenciales que
describen el proceso de fresado con el uso de la funcién W de Lambert se compararon
con las graficas de estabilidad de otros métodos, tales como el método de Altintas-
Budak {monofrecuencia), Semidiscretizacion y colocacién de polinomios de Chebyshev

asi como con datos experimentales.

Los resultados analiticos indican que este método de la funcién W de Lambert es capaz
de identificar correctamente chatter cuasi-periddico, I6bulos Hopf, tal como lo hace el

método de Altintas-Budak monofrecuencia en aquellos casos de inmersidn radial alta o
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bien, cuando la herramienta posee un numero elevado de filos, ya que bajo este tipo
de condiciones Unicamente se presenta chatter cuasi-peridédico. Sin embargo, en
operaciones de fresado con baja inmersion radial o un reducido numero de filos en la
herramienta, aparece chatter de doble periodo, comiunmente conocido como l6bulos
Flip, y se observa que al comparar los resultados que ofrece el método de la funcion W
de Lambert contra resultados de los métodos de Semidiscretizacidén y colocacion de
polinomios de Chebyshev, el método propuesto en el presente trabajo es incapaz
predecir correctamente esta parte importante de la solucion, fendmeno que los
métodos de semidiscretizacion y colocacién de polinomios de Chebyshev predicen

adecuadamente, pero no el monofrecuencia de Altintas-Budak.

En lo que se refiere la etapa experimental del presente trabajo, se puede decir que el
método seguido para la obtencion de los coeficientes de fuerza especifica, seccion
4.2.5, mostré excelentes resultados al comprobarse por medio de simulaciones
numéricas las condiciones de corte previamente realizadas, en las cuales se observa
una correcta correspondencia entre los perfiles de fuerza obtenidos
experimentalmente y los perfiles de fuerza generados a partir de los coeficientes de

fuerza especifica calculados, como lo indica la Figura 4.8.

La adquisicion de datos del comportamiento vibratorio que tiene el montaje
experimental para condiciones de corte alrededor de las fronteras de estabilidad
determinadas analiticamente, revelé que debido a que la operacion se programo con
una inmersion radial baja existen dos zonas de inestabilidad claramente identificables
experimentalmente, un lébulo Flip para el rango de velocidad de husillo comprendido
entre 3250 y 4750 rpm, ademds de un lébulo Hopf que comienza en 4250 rpm vy se
extiende mas alla de las 6750 rpm. Estos datos experimentales concuerdan

correctamente con las predicciones realizadas por los métodos de Semidiscretizacién y

colocacion de polinomios de Chebyshev.

Por otra parte en casos como el utilizado en la comprobacién experimental, donde el

fendmeno de chatter de doble periodo tiene una presencia importante, se observa que
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la existencia de inestabilidad de doble periodo tiene un efecto muy significativo sobre
la tendencia de la frontera Hopf, por ello, en este caso de baja inmersion radial la
prediccion realizada por el método que emplea la funcion W de Lambert dnicamente
aproxima la inestabilidad cuasi-periodica sin capturar los efectos de la inestabilidad de
doble periédo. Esto es una consecuencia del manejo que se le dio a algunos elementos
de las matrices de coeficientes que aparecen la ecuacion (4.9), los cuales son funcion
de los coeficientes de fuerza especifica direccionada, que depende de la variacion
angular con respecto al tiempo de los filos de la herramienta, por lo tanto, la dificultad
de manejar el perfil de fuerza como una funcion del tiempo y en lugar de ello emplear
el promedio por periodo de corte tal como lo hicieron Altintas y Budak en (Altintas,
1995), limita los alcances que esta alternativa ofrece, abriendo areas de oportunidad

para los trabajos futuros que sucedan al presente documento.
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TRABAJO FUTURO

e Buscar alternativas para considerar las fuerzas especificas de corte como
funciones del tiempo para el periodo por filo, ya que el uso de la aproximacion
con el primer arménico de su expansion en series de Fourier, limita los alcances
para generar fronteras de estabilidad.

e Extender el alcance a sistemas de tres grados de libertad, considerando la
variacién en el dngulo de hélice en los filos de la herramienta, una vez corregido
el problema referente a la ausencia del I6bulo Flip (chatter de doble periodo).

e Hacer un replanteamiento del modelo de fuerzas para dos grados de libertad,
que evite el problema de indeterminacion que se genera al incluir parametros
modales cruzados, lo cual limita la posibilidad de estudiar chatter de pieza con
dicho modelo de fuerzas.

e Implementar una metodologia experimental para sistemas de dos grados de
libertad donde se considere a la herramienta como elemento vibratorio,
mediante el empleo de un vibrémetro laser o técnica alternativa, para evitar el
ruido en la seial que los elementos estructurales del cabezal inducen cuando un
acelerémetro es empleado para capturar el espectro de vibracion.
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ABSTRACT

This paper illustrates the application of the Lambert W function by following the procedure developed by
Yi-Ulsoy to determine the stability bounds in a two-degree of freedom model of milling cutting
operations. However, we use here a different approach to overcome the mathematical difficulties related to
matrix commutative properties that simplifies the numerical determination of the stability lobes.

RESUMEN

Este articulo tiene como objetivo emplear la funcion W de Lambert para encontrar las zonas de estabilidad
del modelo matematico de dos grados de libertad del proceso de fresado empleando el método
desarrollado por Yi y Ulsoy. Sin embargo, para evitar los problemas matematicos relacionados con la no
conmutatividad de las matrices resultantes, en este articulo se hace una suposicion diferente a la adoptada
por Yiy Ulsoy lo cual permite simplificar numéricamente la determinacion de los I6bulos de estabilidad.

Keywords: Stability lobes, milling operation, Lambert # Function, delay differential equations.

NOMENCLATURE 4 Lambert function
W, Principal branch of Lambert function

A Periodic coefficient matrix Y, Initial perturbation amplitude in X
B Delay periodic coefficient matrix 0 direction
DDE Delayed Differential Equation Y Initial perturbation amplitude in Y
DOF  Degree of Freedom 0 direction
F F Cutting forces in the X and Y @ Time dependent - directional

»oy directions, N Y coefficients
F, Tangential force component, N b Depth of cut, mm
F, Radial force component, N Cx, Cy Damping of the system, kg/sec
H Lambert Function illustrative matrix g Unit step function

Cutting force variation stiffness h Feed per tooth, mm

K. coefficient matrix j Tooth number
K Tangential stiffness cutting ki k) Stiffness components for the tool,

! coefficient, MPa % N/m
K Radial stiffness cutting coefficient, my m,  Modal mass components, kg

,

MPa Sy Feed rate per tooth, mm/rpm

N Number of teeth t Running time, sec
ODE Ordinary Differential Equation v Cutting speed, m/min
Q Matrix Lambert function x Displacement in the X direction, mm
S Matrix of the characteristic equation X Velocity in the X direction, mm/sec
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Acceleration in the X direction,
mm/sec’
Displacement in the Y direction, mm
Velocity in the Y direction, mm/sec
Acceleration in the Y direction,
mm/sec’
Time dependent - directional
coefficient matrix
x Ay Dynamic Displacements of the cutter
Spindle speed, rpm
Immersion angle dependant -
directional coefficient matrix
Ay By
components -

o Damping ratios in the X and Y

e directions
T Delay time, sec

=

A A

copF P

Ozy Oy

¢ ; Tooth-j immersion angle, radians

@t P, Start and exit immersion angles,

radians
o Natural angular frequency in the X
™ and Y directions, rad/sec
INTRODUCTION

Milling operation is a process widely used in the
manufacturing industry for machining flat or
contoured surfaces, slots, grooves, recesses,
threads, gears, spirals, and other configurations
needed to develop a product. Therefore, the
specification of accurate cutting machine
parameter values is important to guarantee end
product quality. One of the most common
problems encounter in milling operations is
related to the specification of the depth of cut
and spindle speed parameter values since these
are related to machine productivity. In this
sense, to have a smoothly cutting operation, we
require accurate identification of the cutting
parameters in the machine tool structure [1]
since the optimal choice of its values becomes
fundamental because of the cost associated with
these manufacturing cutting processes.

Since milling operation is a cutting process
which involves intermittent cutting, we need to
determine the stability bounds to eliminate
undesirable motions of the cutting tool which
influences surface quality of the working piece.
Several techniques have been developed to
predict stability bounds but most of these tend to
overestimate experimental values or cannot
predict certain dynamic phenomena. In an
attempt to fully captured the dynamics of
milling operations and to mitigate chatter

problems, in this paper we shall use the Lambert
W function because of its mathematical
properties that allow us to find the exact solution
of several delay differential equations that arise
in different fields of mathematics, physics and
engineering [2]. One of the advantages of using
the Lambert W function to solve delay
differential equations lies in the fact that its
derived general solution is analogous to the
ordinary differential equations and hence, the
concept of the state transition matrix in Ordinary
Differential Equations (ODEs) can be
generalized to DDEs [3].

For the ODEs the stability conditions are
obtained by finding the roots of its characteristic
equation but the stability of the whole system
depends on all the roots of the infinite spectrum.
However the stability of the system is dominated
by the roots associated with the principal branch
of the Lambert function W, [2, 4].

EQUATION OF MOTION

The mechanical model used to simulate the
cutting milling processes is based on the well-
know model proposed by Altintas and Budak
[5]. There, Altintas and Budak considered that
the milling cutting process can be modeled as
two-degrees of freedom system (DOF) as
follows in Figure 1.

workplece

Figure 1. Milling 2-DOF Mechanical Model

Thus, the dynamic behavior of the tool during
the cutting process can be mathematically
represented by the following second order delay
differential equation:

m, 0 |[3() . c. 01[x(® .

0 m, |3 0 ¢ |0
k,  07(x() K A,
0 & | °()Ay’

¢



where x and y denote the position of the
workpiece relative to the milling structure, m,
and m, denote the modal mass component of the
workpiece, ¢, and ¢, represent the damping of
the system in the horizontal and vertical
direction, &, and k, are the stiffness components
for the tool, K, is the cutting force variation
stiffness coefficient matrix, A, and A, are the
dynamic displacements of the cutter, and ¢ is the
running time.

FORCE MODEL

The acting forces in the milling process are
usually identified as tangential and radial force
components by using this forces we can get the
vertical and horizontal components, as
illustrated in Figure 2. This tool force model can
help in predicting the forces that arise during the
milling process including the effects of tool
rotation, variations in the contact area and force
directions.

Figure 2. Cutting Force Components

Note from Figure 2 that the force components
acting on the j tooth in the x and y directions can
be can be obtained by using the following force
equilibrium equations:

F,=-F,cos¢ ~F, sing, 2
F, =F,sing, —F, cosg,. 3)

Summing the cutting forces contributed by all
teeth N from Eq.(2) and Eq.(3), the total
dynamic milling forces acting on the cutter are
found as:

N-1
F,=%F,

j=0

N- Q)
F,=2F,.

=0

The dynamic chip thickness can be expressed as:

h(¢,)=

5
(s,sing, +Axsing, +Aycosg, )g(¢,), )
where s, is the feed rate per tooth and ¢ is the
immersion angle. If the static component of A(¢)
in Eq. (5) is neglected then the chip thickness
becomes:

h(g,)=(Axsing, + Aycosd,)g(4,), (6)

Where Ax =x(t)—x(t—7) and
Ay = y(t) - y(t —7), represent the previous and
present displacement of the cutter and 7
represents the tooth passing period.

Since the tangential and radial cutting forces
acting on the tooth j are given by:

F, =K,bh(g)), o
Fr = KrE’

the total force components can be determined by
adding the force produced by all teeth in each
direction:

F=SF ()
®)
= Z(—F,j cosg, — F, sing)),
=3 F, @)
©)

=) (F, sing, — F, cosg)).

“~

The resulting force expressions in the x and y
directions acting on the cutter can be found by
substituting Eqgs. (6) and (7) into Eqs. (8) and
(9), this yields:

F, = —%b[(,g(%)[Ax(sin 2¢, + K,(1-cos2¢,)) (10)

+Ap((1+cos2¢,)+ K, sin2¢,)],

F,= %bK,g(qu)[Ax((l -c0s2¢,)+ K, sin2¢,)

an

+Ay(sin2¢, ~ K, (1+cos24,))],



which can be written into matrix form as

El 1 Ax
{Fy} —EbK,g(fﬁ)A{Ay}, (12)
where
A= a, 4ap 1
- @ Gy ! (13)

in which the force coefficients g;; are given by:

ay = S~ g(4))6in24) + K, (1-cos(2g),  (13-0)
a, = 'f— (8, )(1+cos(24,)+ K, (sin(2¢)), (13-b)
an =3 (@)1 - cos24) - K, (sin(2g, (139

4= T g0, )5in0) - K, v eosag). Y

Therefore, the directional coefficient matrix may
be either expressed in time domain or depends
on the immersion angle; thus, to calculate the

matrix A as a function of the immersion angle,
we expand a; terms given by Egs. (13.a) —
(13.d) into Fourier Series, to get:

N ¢ex N axx axy
[A(O)]‘EJ[A(’)W‘E;[ } (14)

a}’x a}’y

where,

1 . ex
a, = [ cos(2)~2K,¢ + K, sin(2¢) 7 (4a)
a,, = %[ ~sin(2¢) - 24 + K, cos(2¢)]::, (14.b)
a, = %[ ~sin(24) +2¢ + K, cos2)[", (14.0)

p =%[—cos(2¢)—2K,¢—K,sin(2¢)]:j. (14.d)

»w

Thus, equation (12) can be written as:

Fx 1 a,, axy Ax
fssel Cfo o

After substitution of eq. (15) into eq. (1), we get
the corresponding equation of motion that

models the dynamical behavior of the milling
cutting process:

. 0|, Ly
{x(t)} m, {x(:)} m, {x(t)}
+ +
S70) I RPN 576 I P | §70)
m)' L my
(o, a, (16)
_KbN|m, m, A,
S % % |18,)
\_m}' my

In the next Section, we shall discuss the solution
of Equation (16) by using the Lambert W
function.

APPLICATION OF THE LAMBERT W
FUNCTION

To derive the solution of Equation (16) by using
the Lambert # function, and by following the
procedure described by Yi and Ulsoy in [6], we
first need to rewrite Eq. (16) into state space by
introducing the following change of variables:

5% =D am
X=X, Y=
Thus, Eq. (16) can be written as:
axx a*’y
{x, (r)}_ KbN|m, m, {x(t—r)}
»(@) dr |G Ay ((1-7)
m m
Y Yy (18)
c k
= 0 = 0
_| ™ {x| (’)}_ m, {x(’)}
o S | o Ao
my my

Notice that Eq. (18) may be written in matrix
form as:

X X(t X(t—
' () =A{ ()}+B{ ( r)}. (19)
Y() Y () Y(it-1)
Here, ¢/m=2¢w,, k/m=w?, and A and B are
a 4 x 4 matrices defined as:



A A In accordance with Yi and Ulsoy [6] procedure,
A= |: 1 121‘

(20) we assume that the solution of Eq. (19) is of the
A, A, form
X X
. O _ s ¥ 2)
which elements are: Y() Y,
- where S is # x n matrix. After substituting Eq.
- (22) into Eq. (19), we get:
A [o 0} (20.)
X X X
1o SeSl 0 — AeSt 0 + BeS(!—r) 0 , (23)
A { } Y, Y, Y,
207
(20.b)
i whose characteristic equation can be written as:
3 2+K,bNan KbNa,,
A = Amm, 47m, S—A-BeS? =0. (24)
a KbNa, _ ., KpNe, ? (20.c)
4zm, " Amm, Equation (24) may be cast as:
_ ST -
A = -2¢.0,, 0 (20.d) 7(S—-A)e B (25)
2 0 -2,0, |

consequently, to write the solution in terms of a
And matrix Lambert function, Eq. (25) needs to
satisfy the following definition:

W(H) _
0 0 0 o WH)™ = H 26)

_ 0 0
B= " 47m @b

[ NI [ [ lI !
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Figure 3. Up-milling Stability Lobes



Note that in general, matrices S and A in Eq.
(25) do not commute [6] and then, Eq. (25) can
not be written in the form of Eq. (26). To
overcome this problem, Yi and Ulsoy introduce
the relation 7(S—A)e™S* =BQ however, we

assume a different approach by considering that
T(S-A) EM =Q @7)

in which Q is an unknown matrix that need to
be determined. Thus, by comparing Eqs. (25)
and (26), we have that

7(S-A)=W(Q) (28)

Note that now Equation (28) can be written in
terms of the Lambert ¥ Function as:

S- %W(Q) +A 29)

Substitution of Eq. (29) into Eq. (24), yields:
W(Q)e™ O™ = 7B (30)

which can be used to determined the unknown
coefficients of Q. Once these values are known,
we now can find the stability bounds of Eq. (19)
by computing the eigenvalues of S from Eq. (29)
i6].

NUMERICAL SIMULATION

To compare the stability lobes obtained from our
derived solution given by Eq. (29) with those
obtained from Altintas and Budak [5] procedure,
we use the following parameter values for a half
immersion up milling process for an aluminum
workpiece find in [5]: N =8 teeth, o =389

Hz, k =5.54x10" N/m, m =927 Kkg,
6, =004, o, =348Hz, k =214x10" N/m,
m, =447 Kg ¢, =0.1, K,=1500 MPa and
K, =03.

To calculate the element values of the matrix Q,
it was used the MatLab software. The resulting
stability lobes obtained by using the above
parameter values are illustrated in Figure 3.
Here, solid lines indicate stability lobes obtained
from Altintas and Budak procedure, while the
unfilled circles are Lambert solution. It can be
seen

from Figure 3, that both solutions are almost
identical. This confirms the accuracy of our
derived solution by the Lambert # function.

As seen in the graphics the Lambert solution
plots slightly above of the Altintas method.

Through the simulation, matrix Q takes a critic
role in boundary limits search, it is clear that the
exactitude of results depends on this matrix
guess; also a highly precise computing analysis
must be carried in order to obtain a valid model
for stability boundaries. Thus, it is confirmed
that Lambert Function is a reliable method to
calculate machining stability.

CONCLUSIONS

Since the mathematical modeling of the milling
cutting process is based on delayed differential
equations, the Lambert ¥ function seems to be a
good choice to characterize the dynamical
system response. Besides, from the above
results, that the stability lobes obtained by using
this Lambert W function closely follows those
obtained by Altintas and Budak approach.
Nevertheless, the stability lobes obtained from
Eq. (29) are highly dependent on the numerical
computation algorithm to determine the element
values of the matrix Q. In an attempt to
overcome this problem, in this paper we have
assumed a different approach to deal with the
fact that A and B matrices do not commute. This
simplifies the numerical determination of the
stability lobes shown in Figure 3. At present, we
are dealing with the solution of the
corresponding modeling equations that describe
the milling cutting operation by considering
different cutting parameter effects with results
that are very encouraging. However, these
results will be published somewhere else.
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ABSTRACT

This paper illustrates the application of the
Lambert W function to determine the stability
bounds in one and two degrees of freedom
milling cutting operation models. Since the
stability lobes obtained by the Lambert W
function are highly dependent on the numerical
computation algorithm, here we use a different
approach than that developed by Asl and Ulsoy
to overcome the mathematical difficulties related
to matrix commutative properties that simplifies
the numerical determination of the stability lobes.
At the end of the paper, we compare the results
obtained by the Lambert W function with
experimental data and other numerical
approaches in which the resulting stability lobes
have good agreement with experimental data and
hopf bifurcation behavior but fail in predicting the
period doubling bifurcation.

xSy

LIST OF SYMBOLS

A Periodic coefficient matrix

B Delay periodic coefficient matrix

b Depth of cut, mm

Cx, Cy Damping of the system, kg/sec

H Lambert function illustrative matrix

K. Cutiing force coefficient matrix

Ksyy Average specific force, N/mm?

K, K; Radial and Tangential cutting coefficients, MPa
Ky, ky Stiffness components for the tool, N/m

my, m, Modal mass components, kg

N Number of teeth

Q Unknown Matrix for Lambert W function

S Root matrix of the characteristic equation

t Running time, sec

v Feed rate, mm/min

w Lambert W function

Wo Principal branch of Lambert W function
Xo,Yo Initial perturbation amplitude in X and Y direction
Xy Displacements in the X and Y direction, mm
X,y Velocities in the X and Y direction, mm/sec

X, 9 Accelerations in the X and Y direction, mm/sec?
Ty Ay, Directional coefficient matrix elements

Ayx, Ayy

Ay Ay Dynamic Displacements of the cutter

A Helix angle, degrees

Damping ratios in the X and Y directions
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¢S,, ¢ex Tooth starting and exit angular position, radians
Q

Spindle speed, rpm
Natural angular frequency in the X and Y

Wnx, Wny directions

INTRODUCTION

Milling operations are widely used in the
manufacturing industry for production of flat or
contoured surfaces, slots, grooves, recesses,
threads, gears, spirals, and other configurations
needed to develop a product. Therefore, the
specification of appropriate machining parameter
values is important to guarantee end product
quality. One of the most common problems
encountered in milling operations is related to the
specification of the depth of cut, whose
combination strongly influence the production
performance and the possibility of process
instabilities such as chatter.

Since milling operation is a cutting process
which involves intermittent cutting, we need to
determine the stability bounds to eliminate
undesirable regenerative vibrations (chatter).
Several techniques have been developed to
predict stability bounds (Tlusty et al. 1983).
(Altintas and Budak 1995). (Mann et al. 2003).
(Duncan et al. 2006). (Schmitz et al. 2004).

In an attempt to fully capture the dynamics of
milling operations and to mitigate chatter
problems, in this paper we shall use the Lambert
W ftunction because of its mathematical
properties that allow us to find the exact solution
of several delay differential equations that arise in
different fields of mathematics, physics and
engineering (Corless et al. 1996). One of the
advantages of using the Lambert W function to
solve delay differential equations lies in the fact
that its derived general solution is analogous to
the ordinary differential equations and hence, the
concept of the state transition matrix in Ordinary
Differential Equations (ODE’s) can be
generalized to Delay Differential Equations
(DDE’s) (Asl and Ulsoy 2003). (Yi et al. 2007).

For the ODE’s, the stability conditions are
acquired by finding the roots of its characteristic
equation. Although the stability of the whole
system depends on all the roots of the infinite
spectrum, it is dominated only by the roots
associated with the principal branch W, of the
Lambert W function (Asl and Ulsoy 2003). (Yi et
al. 2007).

MILLING DYNAMICAL MODEL

Equation of Motion for a Two Degree of
Freedom System

The mechanical model used to simulate the
cutting milling processes is based on the well-
known model derived by Altintas and Budak
(Altintas and Budak 1995).

Cx

Workpiece

FIGURE 1. MILLING 2-DOF MECHANICAL MODEL.

In accordance with (Altintas and Budak 1995).
The dynamic behavior of the tool during the
cutting process can be mathematically
represented by the following second order delay
differential equation:

G
0 m,jy)) L0 ¢y )
[kx 0]{x(t)}_K 0 A,}
0 Kk, |[y(t) ¢ Ay ’
where x and y denote the workpiece position
relative to the milling structure, m, and m,
designate the modal mass component, ¢, and ¢,
represent the damping of the system in the
horizontal and vertical direction, k, and k, are the
stiffness components, K; is the cutling force
coefficient matrix, A, and A, are the dynamic

displacements of the cutter, and t is the running
time.

The elements of the K, matrix can be written in
terms of the angular displacement instead of
time, following the procedure described by
Altintas and Budak in (Altintas Budak 1995).
Equation (1) becomes:
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IO E= S P
{x(t)}+ m, x(t)}+ m, x(t)}
Jof | o S |bof | o kLo
my my
P ()
_KbN|m,  m, |[Ax
T Tar |9 &y Ay}'

3
3
-

where K, is the experimentally measured
tangential cutting coefficient, b is the depth of cut,
N number of teeth and a; represent the
directional dynamic milling force coefficients as
function of each flute angular displacement while
the tool is in contact with the workpiece and may
be determined by using the following equations:

Pox

1 .
a, = 5[ cos(2¢) - 2K ¢ + K, sin(2¢) L,, ' (3.a)

Pax

o, = %[ - sin(2¢) - 2¢ + K, cos(2¢) ]¢., , (3.0)

Pox

a. = %[ - sin(2¢) +2¢ + K, COS(2¢)L‘, ’ (3.c)

yx

[ —cos(2¢) —2K,¢— K, sin(2¢) ]gfv

N =

Gy = (3.d)

where ¢ represents the flute angular position,

from the start ¢, to the exit ¢, and K, is the
radial cutting coefficient.

The next section discusses the solution of
Equation (2) by using the Lambert W function.

SOLUTION THROUGH THE LAMBERT W
FUNCTION

To solve Eq. (2) through the Lambert W
function, we follow the procedure described by Yi
and coworkers in (Yi et al. 2007). Notice that the
space state form of Eq. (2) may be written as

X)L (X J[X(t-7)
{Y(t)}‘ A{Y(r)}+ B{Ya—r)}' @

Observe that in eq. (4) A and B are a 4 x 4
matrices defined as:

_ A11 A12
A= A ) (5)
21 A22
in which the sub-matrix elements A are given by:
00
A, = [0 0} (66)
B
Au=_0 J, (6.b)
2 stbe KSX.VbN
-, + 22— —
™ 4mm, 4am,
Aa=l k_bN K., bN (6.c)
syx _wrzvy_*_ syy
L 4zm, 4mm,
A = _ngwnx 0
2| T o | (6.d)

where 2¢cw, =c/m, w? =k/m. The elements of B
are:

0 0 0 O]
0 KO bN
-K, bN -K,,
= o 0
B 4mm, 47m, ' @
-K,bN K, bN 0 0
4nmy 47zmy

where Ky, Ky Kgyx, and Ky are the average
force profiles in a cutting period which are
independent to the proposed force model.

We assume that the solution of Eq. (4) is in the
following form in accordance with Yi et. al
procedure (Yi et al. 2007).

X(t) st X,
{Ym}“e Y, [ (®)
where S is the matrix that allows to find the

stability bounds of the dynamical system. After
substituting Eq. (8) into Eq. (4), we get:

oS! Xo - A Xo RS Xo
Y Yo Y,
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whose characteristic equation can be written as:
S-A-B(e™)=0. (10)

To write the solution in terms of a matrix
Ltambert W function, Eq. (10) needs to satisfy the
following definition:

W(H)e"™ =H. (1)

Thus, Eq. (10) can be written as:

fS-A)e” =B, (12)

Note that in general, matrices S and A in Eq.
{(12) do not commute. As a consequence, it can
not be written in the form of Eq. (11). To
overcome this problem, Yi and coworkers
assumed that 7S - A)e*S» = BQ in which Qs
an unknown matrix that needs to be determined

(Yi et al. 2007). In this paper, we use a different
approach by considering that:

dS-Re®™ =q, (13)

then, by following the Lambert W function
definition, from Eas. (11) and (13), we get that

7(S-A) = W(Q). (14)

Note that now Equation (14) can be written in
terms of the Lambert W function as:

S=%W(Q)+A. (15)

Substitution of Eq. (15) into Eq. (10), yields:
W(Q)e[w(0)+d\] — TB, (16)
which can be used to determine the unknown
coefficients of Q. Once these values are found,
we can determine the stability bounds of Eq. (4)

by computing the eigenvalues of S from Eq. (15),
as indicated by Yi et al. in (Yi et al. 2007).

CASE STUDIES

Case 1. Single Degree of Freedom Milling

The cutting force model for a ball-end mill tool
is used in this case, but with a special
consideration. The system stiffness in the
orthogonal direction to feed rate is considerably
higher than the one presented on the feed rate

direction itself. Therefore, a model simplification
by using a single degree of freedom can be
assumed without causing a significant change in
the stability bounds.

Thus, the force term in the right side Eq. (2) for
this case yields:

1
2 DKoy By, (17)

The corresponding equation of motion can be
written as:

Y(t) + 2gya)ny y(t) + wr?y y(t) =
K. bN (18)

W " Avy.
4z7m , y

Therefore, matrices A and B are simplified to:

0 1
A=K_wzy+Ksybe 2,0, | (19)
Amm
0 0
B=|{"KanbN L (20)
Amm

An experimental end-milling test was performed
on an aluminum piece 7075 T6, with a ball-end
mill with diameter D=12 mm, helix angle of A =
30°, with 4 flutes tool for a half radial immersion
down milling and different levels of axial
immersion (1, 2, 4 and 8 mm).

The systems modal flexibility parameters as
measured in an impact test in the Y direction are:
6,=0.0307, k=1753426.87 N/m, W,y=70.33 Hz.

Ky average specific force for ball-end mill is
calculated by numerical integration and
presented in the next figure:

o
3

S

[4)]
N
(o]

Average specific force,
K.Yy, (NNmm®©)

SBE8EE

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Axial depth of cut, b, (mm)

FIGURE 2. Ksyv AVERAGE SPECIFIC FORCE.
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To assess the accuracy of our proposed
solution developed by using the Lambert W
function, we will compare the stability lobes
obtained by wusing Eqgs. (13)-(16) with
experimental data as well as the stability lobes
obtained from the Chebyshev method solution
derived in (Elias-Zuhiga et al. 2007). We may
see from Figure 3 that the main difference
between Chebyshev and Lambert solutions
relays in the fact that the first one is able to find a
period doubling bifurcation while Lambert W
function solution fails. This could be due to the
fact that we have considered and average value
in the cutting milling forces.

10 T T T Y T T T LI

3 Lambert Method )

8 a = chabyshevMethoed . & -
E M Experimental Stabie Points oc
E A Expetimonta) Unstable Points o°
& 6t 4
-
2
4
:

N

FIGURE 3. CASE 1 STABILITY LOBES.

Figure 3 shows experimental data compared to
numerical results obtained by using the Lambert
W function solution given by Eq. (15). It is clearly
seen in Figure 3 that the predicted stability lobes
fit well experimental data. The main
discrepancies are located close to the tooth
passing frequency ratio of 1.5.

Case 2. Altintas Two Degrees of Freedom
Milling — Comparison to Altintas and Budak

To compare the stability lobes obtained from
our derived solution given by Eq. (15) with those
obtained from Altintas procedure, we used the
following parameter values for a half immersion
up milling process for an aluminum workpiece
found in (Altintas and Budak 1995). N=8 teeth,
Wnx = 389 Hz, k,= 5.54 x10” N/m, m, = 9.27 kg, &
= 0.04, w,,=348 Hz, k,=2.14 x 10’ N/m, m,=447
kg, ¢y= 0.1, K;=1500 MPa and K, = 450 MPa.

To calculate the unknown element values of the
matrix Q, we have used MatLab software. The
resulting stability lobes are illustrated in Figure 4.
Here, unfilled circles indicate stability lobes
obtained from Altintas and Budak procedure,
while the solid dots are Lambert W function
solution. It can be seen from Figure 4, that both
solutions are almost identical. This confirms the
accuracy of our derived solution of Eqg. (2) by the
Lambert W function.

Depth of Cut, b, (mm)

0

000 B X A0 B0 D 70 8o
Spirde Speed, Q (pm)
FIGURE 4. COMPARISON OF LAMBERT W

FUNCTION AND ALTINTAS-BUDAK STABILITY
LOBES.

Case 3. Two Degrees of Freedom Milling —
Comparison Between Lambert and

Chebyshev

By using the same tool cutting force model
proposed by Altintas and Budak in (Altintas and
Budak 1995). And by considering a zero helix
tool angle with experimentally measured radial
and tangential cutting force coefficients of 62.84
MPa and 870.4 MPa, respectively, we may use
Chebyshev method to assess the accuracy of our
derived solution given by Eq. (15). for a 2 flute 16
mm diameter end mill in a halt immersion milling
process (Elias-Zuiiga et al. 2007).

The multi-modal experimental parameter values
used to obtain the Chebyshev stability lobes
shown in Figure 5 are tabulated in Table 1. Note
that experimental parameter values related to
mode 1 were used to obtain the stability lobes by
the Lambert W function shown in Figure 5 in
which Chebyshev polynomial solution is able to
capture both, the flip and hopf bifurcations while
the Lambert W function fails in predicting well flip
phenomena.
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TABLE 1. TWO DEGREE OF FREEDOM MODAL
PARAMETERS.

Wnx Wny Sx Sy
Hz Hz Y% %
Mode1 609.01 633.4] 0.0329] 0.0402
Mode2 918.1 915.9] 0.0405] 0.0253
Mode3 1407.1 1474.77 | 0.0316 | 0.0193
kx ky
N/m N/m
Model | 7.0909e6| 9.0924e6
Mode2 | 2.0437e7| 1.5137e7
Mode3 | 1.4832e7| 1.7713e7

)

m

Depht of Cut, b, (m
i_;l [\ *} yL L2 g’L FS

. 6000 7000
Spinde Speed, Q(pm)
FIGURE 5. COMPARISON OF LAMBERT W

FUNCTION AND CHEBYSHEV POLYNOMIAL
STABILITY LOBES.

CONCLUSIONS AND FUTURE WORK
Conclusions

Since the mathematical modeling of the milling
cutting process is based on delayed ditterential
equations, the Lambert W function seems to be a
good choice to characterize the dynamical
system response.

Besides, from the above results, the stability
lobes obtained by using this Lambert W function
closely follow those obtained by Altintas and
Budak approach. Nevertheless, the stability lobes
derived from Eq. (15). are highly dependent on
the numerical computation algorithm to determine
the element values of the matrix Q. In an attempt
to overcome this problem, in this paper we have
assumed a different approach to deal with the
fact that A and B matrices do not commute. This
simplifies the numerical determination of the
stability lobes shown in the Figures 3 to 5.

In cases 1 and 3, we note that the Lambert W
function solution given by Eq. (15). can not
predict the period doubling bifurcation. This
shortcoming could be due to the fact that we
have assumed an average value in the cutting
milling forces. However, Chebyshev polynomials
provide good qualitative and quantitative
behavior that match well experimental data since
its predicted stability lobes are obtained by its
time domain construction that allows to capture
both types of bifurcation.

Future Work

The planned future work related to this paper

includes the following:

e To apply the proposed solving method to
Three Degrees of Freedom Systems, and
thus find other types of biturcations within
the solution.

s To compare, in case 3, analytical results
obtained from two degrees of freedom
mode} with experimental data.

¢ To optimize the Lambert W function
solution to reduce computational time.
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ABSTRACT

The performance demands for parts in aircraft
engines require the utilization of materials that
maintain their mechanical properties even when
operating at high temperatures. Therefore, in
these applications, there is a need to machine
difficult-to-cut materials such as nickel and
titanium alloys. In most cases, holes making
operations for aerospace parts are highly
demanding, with significant impact on unit cost,
quality and productivity. This study evaluates
the feasibility of replacing conventional drilling
operations in Inconel 718 with hole making
operations based on helical milling and applying
ball-nose end mills. Based on hole dimensional
tolerance and surface roughness, the proposed
helical milling approach was successful.

INTRODUCTION

Nowadays, driling is widely used in the
industry because of the time saving when this
process is applied. Nevertheless, this operation
produces low quality results that demand

subsequent operations such as reaming, with
the corresponding time expense. This ‘“low
quality” concept with conventional hole making
refers to dimensional deviations on diameter,
high levels of roughness and burr formation,
inherent in the drilling operations.

Despite the limitations in the understanding of
the physical - chemical phenomena during high
speed cutting of superalloys (titanium and nicket
based alloys), an important increase on
productivity has been observed in the lfast two
decades (Ezugwu, 2005). Several authors have
investigated the wearing mechanisms on cutting
tools for low machinability materials (Costes et
al., 2007; Ezugwu et al.,2005; Li et al, 2002; Wu
and Fang, 2006), as well as the cutting
parameters influence on forces behavior (Li et
al, 2002; Pawade et al., 2007) and the
geometry influence on the workpiece surface
integrity (Pawade et al., 2008; Mannan and
Alsagoff, 2004). These and other works have
focused on studying turning and milling of hard
difficult-to-cut materials. In the other hand,
literature on drilling of hard materials is rather
limited (Klocke et al., 2005; Li et al., 2007).

The limited machinability of these materials
(Dudzinski et al., 2004; Sandvik, 2004) is
explained by the following reasons:



e The material maintains its mechanical
properties at high temperatures which
causes the high forces during cutting.

¢ Low thermal conductivity causes the heat to
flow towards the tool rather than to the chip
or workpiece, eventually producing an early
wear of the tool (high temperatures)

o The present carbides in the material are
prone to produce abrasive wear
phenomena

e Super alloys are materials that can reach
up to 45 HRC by heat treatment -

e Nickel and titanium based alloys have
chemical affinity with the tool's constitutive
materials that will induce diffusion wear
modes

¢ Materials that are strongly prone to harden
due to deformation, this will lead to plastic
deformation wear modes in the cutting axial
direction.

Inconel 718 and TiBAMV are widely used
alloys on aerospace parts. These are used in
engine components that are subjected to high
temperatures. They must also withstand
corrosive environments since they might be part
of gas turbines, vapor turbines, nuclear and
chemical plants, etc (Ezugwu et al., 2003;
Rahman et al, 1997). These applications
demand high dimensional precision and
excellent sruface roughness.

Therefore, the main challenge is defined by
the need of producing components with high
mechanical properties that will be part of thin (3 -
5 mm) rotational elements and under strict
geometric and surface tolerances. Because of
this, a correct selection of cutting conditions is
fundamental for the best tool performance on
terms of tool life, quality and machining time.

SCOPE

The need of an optimizaton of the
conventional drilling process when the part
geometry shows flexibility in the tool axial
direction draws the motivation of this study. The
investigation goal is to characterize a reliable
procedure that will result on a progressive and
controlled tool wear and then production
improvement.

Nonetheless, continuous testing of new
materials on cutting tools induces the conception
and research on new alternative processes that
can improve the drilling performance (Ténshoff

et al., 2001; Yagishita, 2008). Helical milling is
proposed as a possible solution for the following
reasons:

* Hole diameter high flexibility

e Better precision and surface finishing, due
to its larger stiffness than that shown on
drills.

e Smaller pushing forces in the tool axial
direction that help in the reduction of forced
and self-inducted vibration.

e  Burr minimization. This is achieved by using
a mill, the mill tool does not push material
that would cause material crushing but cuts
it and this generates smaller vertical forces
than those presented in conventional
drilling.

METHODOLOGY

Process

A medium-large diameter round part with an
outer flange (thinner than 5 mm) that does not
stiff on the exterior during final machining, hole
drilling with 8.98 mm diameter. Subsequently,
and to improve precision and finishing, reaming
and countersinking procedures are carried out.
Specified tolerances are +/-0.18 mm in diameter
and 1.6 ym in Ra roughness.

Alternative Techniques.

Helical milling proves to be an efficient and
feasible operation as an alternative to
conventional drilling for this case study. (1) Chip
evacuation is more efficient, avoiding chip
permanence between tool flutes and work-piece,
which reduces tool life and/or quality in the
machined surface. (2) Helical milling produces
axial force reactions considerably smaller than
those presented in the drilling process; as a
result, geometric problems are reduced because
the work-piece deformation is minimized (lyer et
al., 2007).

Ball helical milling (BHM).

Helical milling is based on the integration of two
basic movements: a mill rotary movement on its
own axis and a translation movement where the
tool axis describes a helix path trajectory. The
tool movement is governed by 3 parameters:
cutting speed v,, helix step p, and feed per tooth
f,, Figure 1.
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v. =90 [m/min]
f.=0.05 [mm/tooth]

p=05 [mm/helix turn)

FIGURE 1. BALL HELICAL MILLING SKETCH AND
PARAMETERS FOR THE OPERATION DEFINITION.

Under this kind of operation the flute section
mostly used to remove material and to make the
final machined surface is the spherical section of
the tool, in this way the flute cylindrical section is
not used, therefore a second alternative is
proposed in order to obtain the maximum benefit
from the whole tool flute and as a result to
generate a better machined surface quality; the
new strategy proposed is contouring ball helical
milling (CBHM).

v =90 [m/min}
f.=0.05 | [mm/tooth]

p=0.5 [mm/helix turn]

Stage 1 Stage 2 /{

FIGURE 2. SKETCH FOR THE CONTOURING
BALL HELICAL MILLING PARAMETERS FOR THE
OPERATION DEFINITION.

Contouring ball helical milling (CBHM).

The CBHM strategy (Figure 2) is a variation from
the BHM and it could be defined as a
combination between the helical milling process
described before and a circular contouring of the
entire hole machining surface. This is achieved
by using the cylindrical section of the tool in
order to get a befter quality decreasing the
resulting roughness from the operation and
obtaining maximum profit from the cutting tool.
At stage 2, the radial immersion is 0.05 mm and
the axial immersion is the full plate thickness
(5.5 mm)

Aerospace Material

The tests were carried out with Inconel 718, this
is the commercial name for the nickel based
alloy with a high Cr concentration and small
percentage of Fe, Al, Ti and other elements, it is
used in corrosive environments and cases
where temperature goes over 750°C (i.e.
combustion cameras in gas turbines). The
material is used tempered, obtaining a hardness
value of 45 HRC (an average of 5 hardness
tests).

Experimental Procedure

For quality evaluation purposes, upon finishing
the test, the following parameters were
measured:

Tool wear

Diameter deviation
Angular deviation
Roughness

Operation time per hole
Burr identification

88 holes were machined with a diameter of
8.98 + 0.18 mm. Tests were conducted on 200 x
100 mm rectangular Inconel 718 plates, 5.5 mm
thick. The tools used were @7 mm tungsten
carbide ball mills, two flutes of 14 mm length of
cut with surface coating and @9 mm drills. A
HSK63 tool holder was utilized with gage
lengths of L = 38 mm y L = 42 mm for milling
and drilling, respectively. Flood coolant was
used in all cases.

Experimental setup.

In order to reproduce the stiffness conditions in
the work-piece a radial section from the
specimen was taken to quantify the flexibility
grade that the work-piece posses, this specimen
experiments elastic deformation caused by the
axial force transmitted from the tool to the plate,
in that way the stiffness from the piece in this
study was modeled in a software by the Finite
Element Model using the single extreme
embedded beam hypothesis.

Once the information that describes the
mechanical behavior of the piece was estimated
the geometry of the cantilever length for the test
plates can be adjusted in order to obtain the
equivalent stiffness value.



This can be seen, through the next relation:
8= (FL% | 3EI (1

To reproduce the flexibility conditions of the
real piece in the test plates the cantilever length
of the beam is varied to reach that value (Figure
3). The increasing line is the relationship
between the deformation per load unit as a
function of the cantilever length, cross section
geometry and the mechanical properties as the
equation 2 shows: -

3IF = L%3E| (2)

At the same time the figure offers a
representative diagram of the set up geometry,
in the horizontal axis origin the plate fixing is
positioned and the cantilever length is reached
until the tool axis crosses the test plate. It is
possible to set the area of interest for the
deformation values per load units in the range
between 0.10 and 0.15 pm/N, that indicates the
position for the hole machining located between
40 and 46 mm considering the Young’s Module
as 208 GPa. In Figure 3 the proportion in which
the plate stiffness decreases as the beam free
length increases is shown.

compared and the one with the best results will
be identified.

TABLE 1. EXPERIMENTAL CONDITIONS FOR THE
MACHINING PROCESSES BHM, CBHM AND
CONVENTIONAL DRILLING.

MILLING CONDITIONS

Cutting speed ve= 90 [m/min]

Feed rate f.= 0.05| [mm/tooth]

Helix step p= 0.5 |[mm/helix turn]
DRILLING CONDITIONS

Cutting speed ve= 25 [m/min]

Feed per revolution fan= 0.06 [mm/rev}

030
0.25 |  Area of inferast
0.20
0.15

S/F [um/N}

0.10
0.05

0.00

0 25 32 37 40 43 46 48 51 53 55
Cantilever length{mm)

TABLE 2. PROGRAMED DIMENSIONS AND
MACHINING TIMES UNDER BOTH MILLING
STRATEGIES AND CONVENTIONAL DRILLING.

BHM CBHM

FIGURE 3. RELATIONSHIP BETWEEN THE
CANTILEVER LENGTH OF THE BEAM AND THE
DEFORMATION PER LOAD UNIT.

Experimental Conditions. In Table 1 the test
conditions are listed for the strategies mentioned

above (BHM and CBHM) additionally to the
conventional drilling test. Upon conducting
machining and drilling operations on the material
with the selected diameters mentioned in Table
2 the performance of the three options wil! be

-

=

14

Stage 1 | Stage 2 | 5

Diameter [nm] | 898 | 8.88 8.98 9

Time [s}] 22 26 22
RESULTS

Experimental results demonstrate that there is
a difference between the proposed strategies in
terms of quality and number of holes that
qualified on the specified tolerances. The
parameters used to evaluate such quality
include: cylindricity, concentricity and
roughness. The following charts compare the
strategies and identify the benefits that each one
provides defining the tendencies of the
parameters mentioned above.

For the cylindricity analysis, a CNC Zeiss 850
coordinate machine was used to measure four
points on the inner wall of each hole on two
parallel planes to the plate’s upper surface at 1
mm and 4 mm level, these are named upper
diameter (UD) and lower diameter (LD)
respectively on the graphs. These values must
be between the upper limit (UP_LIMIT) and the
lower limit (LOW_LIMIT), as seen in Figure 4.
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FIGURE 4. COMPARATION BETWEEN DIAMETERS UNDER THE BHM, CBHM AND CONVENTIONAL DRILLING
STRATEGIES. ML (MACHINING LENGTH), HN (HOLE NUMBER).
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FIGURE 5. HOLE AXIS ANGULAR DEVIATION RELATED TO THE EXPECTED ORIENTATION. ML (MACHINING
LENGTH), HN (HOLE NUMBER)
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Figure 5 shows the angular deviation found
between the measured circles at upper plane
and lower plane, thus obtaining the error in the
hole’s concentricity.

The roughness behavior along the inner
surface of the machined holes can be observed
in Figure 6, a Taylor Hobson surtronic 3+
profilometer with a 0.01 pm resolution was used
to conduct the measurements for this case the
maximum average roughness allowed is 1.6 ym
Ra.

The progressive wear behavior on the tool's
flute is shown in Figure 7, it can be observed
that for both milling strategies, wear was
identified using a microscope that is able to
measure in two orthogonal directions with a 1uym
sensitivity, it is important to note that in BHM
wear is progressively growing during the whole
test and the tool seems to be capable to keep
machining holes, in the other hand, CBHM
showed the same growing wear until the 72™
hole, at some point between the 73™ and 80"
hole a significant material detachment at the
tool's flute was observed, this phenomenon is
addressed on the roughness tendency for the
last 8 holes.

BHM TOOL

Insignificant

CBHM TOOL

New
DRILLIING TOOL

New

58 pm 174 ym

0 Holes 40 Holes 88 Holes

FIGURE 7. FLANK WEAR MEASUREMENT IN
TERMS OF THE MACHINED HOLE NUMBER.




DISCUSION

The presented results demonstrate that under
the BHM strategy all the operations fall into the
range of the specified tolerance @=8.98+0.18
mm, meanwhile by following the CBHM strategy
a negative outcome is observed in the lower
diameter of the hole, since only 60 out of 88
holes satisfy the established quality requirement
as shown in Figure 4. In the other hand, in
conventional drilling it can be observed that the
diameter deviation is too large for the specified
limits. Since the drill diameter is very close to
the hole diameter specification all the drilled
holes turned out to be machined out of
specification because the upper and lower
diameter overcome the dimensional superior
limit. However, this systematic error can be
easily compensated with a drill with smaller
diameter by approximately 0.18 mm.

Regarding concentricity, from Figure 5 it can
be seen that applying CBHM strategy the results
are significantly better than when BHM strategy
is used. Nonetheless, in this last strategy the
maximum angular deviation is under 0.9
degrees, which can be interpreted as an
eccentricity of 0.11 mm in diameter as the
maximum error, this value can be considered
insignificant.

The roughness measurements shown in
Figure 6 indicate that the inner hole surface
finishing is not dependant on the helical milling
strategy (BHM vs. CBHM), with the exception of
the subsequent operations to the 78" hole in the
CBHM strategy. At this point a catastrophic
failure in the ball-nose end mill is the most like
cause for the sudden increase in surface
roughness. Thus, the BHM strategy
overwhelmingly fulfills the requirements in terms
of surface finishing tolerances (see Figure 6), in
contrast CBHM strategy meets the requirement
in only 83 out of 88 holes. Finally, the
conventional drilling method demonstrates that
using this strategy the results would be around
the roughness limit from the first machined hole
and even after the 65" hole the tendency
worsens.

CONCLUSIONS

Helical milling turns out to be a feasible
alternative to conventional drilling for the hole
machining in low machinability materials such as

the Inconel 718 since it shows great flexibility
and precision to adjust to the desired diameter
and as a result the machined superficial quality
is superior. This can be seen as a time saving
improvement avoiding later re-machining and
tool changing.

Contouring ball helical miling (CBHM) was
proposed in this study as an improvement to ball
helical milling (BHM). This way, the machined
hole quality would increase in terms of surface
roughness because the contouring at the
second stage is achieved with a small radial
immersion (although the axial immersion in the
full plate thickness).

The results show that orientation and quality of
the inner hole surface is not dependant on the
strategy used but the cylindricity factor is
relatively affected in the CBHM, due to the high
depth of cut the tool flexes towards the hole
center which causes the lower diameter to
decrease rapidly, this generates holes that fali
under the lower limit value in addition to the
evident wear increase larger than the one
presented in BHM.

Future work will concentrate on similar hole
making operations based on helical milling for in
titanium alloys. The parameters of interest are
tool wear, dimensional deviations and surface
roughness. In addition, further work on process
modeling is planned for both nickel and titanium
based alloys.
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