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Resumen

Para ayudar a los medicos en la decision sobre posibles terapias de tratamiento cardiovascular se
requieren modelos del sistema arterial que les permitan evaluar de una forma cuantitativa los
beneficios y riegos de cada una de ellas. Para esto, es necesario desarrollar modelos

computacionales del flujo arterial, para lo cual existen diferentes alternativas.

Se presenta en este trabajo un modelo de elementos finitos unidimensional que considera
la conservacion de masa y momentum lineal de la sangre a lo largo de un eje axial de la arteria,
asi como también la elasticidad de las paredes arteriales. La formulacion es novedosa en cuanto a
que emplea el planteamiento del céalculo incremental finito (FIC) para incluir en la formulacion
fuerte de las ecuaciones diferenciales del problema las dimensiones de los elementos. A partir de
las ecuaciones modificadas es posible desarrollar algoritmos numéricos estables para la solucion

de éste problema.

Finalmente, se presentan ejemplos de validacién para el flujo sanguineo en conductos y

se comenta sobre el desarrollo a futuro en ésta direccion.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1 Antecedentes

La funcion primordial del sistema cardiovascular es proveer a los 6rganos y tejidos del cuerpo un
flujo adecuado de la sangre a presiones apropiadas. Ademas, éste debe responder a cambios en la
demanda del flujo sanguineo ocasionados por actividades tales como el ejercicio y la digestion, y
adaptarse a cambios crénicos, originados por acciones tales como el crecimiento y la presencia
de enfermedades. Los vasos sanguineos se contraen o dilatan para redistribuir el flujo de la
sangre, expandiéndose para responder al incremento en el flujo y comprimiéndose para
responder al decremento en el mismo, o aumentando su espesor para responder al aumento de
esfuerzos de tension. Los cambios de velocidad y presion en el flujo de la sangre son el estimulo
para muchos de éstos procesos bioldgicos normales. Dichos cambios, los cuales ocurren a nivel
celular, inician una cadena de sefiales bioquimicas que culminan en reorganizaciones a escalas

molecular, celular, de tejido y sistema.

Ademaés de modular procesos biolégicos normales, los campos de velocidad y presién del
flujo de la sangre influencian la progresién de enfermedades cardiovasculares adquiridas y
heredadas. Ya sea por el desarrollo del corazon en la etapa de gestacién o por la adaptacion de
los vasos sanguineos en respuesta a una malformacion, las fuerzas de la mecéanica de fluidos
juegan un papel muy importante en la fisiopatologia de enfermedades cardiovasculares
congénitas. La aterosclerosis, una de las enfermedades cardiovasculares adquiridas mas
prevaleciente, involucra la acumulacién de fibras y lipidos, principalmente colesterol, en la pared
interna de las arterias provocando el estrechamiento de su luz, las cuales son proveedoras de
sangre para organismos vitales tales como el cerebro y corazon, y extremidades inferiores. En
México, se estima que dicha enfermedad es causante del 21.6% de las muertes y la cuarta causa

de morbilidad [1,2]. Ademas, la perspectiva a futuro no es mejor, ya que el problema de
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obesidad, que es uno de los principales detonantes de esta enfermedad, se incrementa. En
México, se estima que 60% de la poblacion sufre de sobre peso y que 30% lo sufre en grado
severo [3], colocandolo en el sexto lugar mundial por obesidad; incluso, se estima que 35% de
los nifios en edad escolar sufren de obesidad [4]. Estos nimeros presentan un serio problema de
salud para el futuro inmediato del pais. El costo para la sociedad mexicana por este tipo de
enfermedades es dificil de estimar; sin embargo, de datos obtenidos para la Unién Europea [5], el
costo estimado en 2006 fue de 169 billones de euros anuales con servicios médicos contando por
el 62%, pérdidas en la productividad el 21% y cuidado informal el 17%.

Cabe mencionar que aunque los estimulos bioquimicos para el desarrollo de la
aterosclerosis son difusos a lo largo del cuerpo, la enfermedad es muy local, encontrdndose
principalmente en los ramales y dobleces del arbol arterial. En contraste a la obstruccion de los
vasos sanguineos como resultado de la aterosclerosis, la enfermedad aneurismal resulta en la
dilatacion de los mismos, llevandolos en algunos casos hasta la ruptura. Uno de los lugares mas
comunes para la enfermedad aneurismal es la aorta infrarrenal abdominal, lugar en donde el flujo
de la sangre es particularmente complejo y la recirculacion de la misma se da bajo condiciones
normales debido a los multiples ramales existentes que llevan la sangre hacia los 6rganos en el

abdomen.

1.2  Definicion del problema

El cuantificar los campos de velocidad y presion del flujo de la sangre se ha vuelto un factor
critico para el diagnostico, planeacién de tratamientos y subsecuente seguimiento de pacientes
que sufren de enfermedades cardiovasculares congenitas y adquiridas. Lo que pretenden las
terapias médicas y quirargicas utilizadas para tratar este tipo de enfermedades es restaurar el
flujo de la sangre comprometido con 6rganos y tejidos, o aislar regiones aneurismales de
presiones altas. ldealmente, estas terapias resultan en la restauracion de un flujo adecuado de la
sangre a presiones fisioldgicas apropiadas evitando condiciones adversas, tales como la
recirculacion y estasis, las cuales pueden conducir a procedimientos sin éxito y/o resultados

insuficientes [6].
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De lo anterior, se desprende que cualquier investigacion que trate de mejorar nuestro
conocimiento sobre estas enfermedades y ayude a predecir los resultados de las terapias para los

que las sufren tiene, por lo tanto, un alto valor social.

1.3  Objetivo

Este trabajo tiene por objetivo el plantear un modelo fisico y matemaético basico, que permita
modelar el flujo vascular sanguineo en forma unidimensional mediante las ecuaciones de
conservacion de momentum lineal y de masa. Se incluye el efecto de la flexibilidad de la pared
arterial bajo la presion interna y el efecto del cambio de seccion luminar del conducto a lo largo

de su eje axial.

El proyecto nace como parte de un trabajo de investigacion interdisciplinaria entre las
escuelas de ingenieria y medicina del Tecnoldgico de Monterrey, cuyo objetivo final es producir
un marco computacional integral, que permita evaluar la presion y flujo en érboles arteriales,
como herramienta de ayuda para el cardidlogo al evaluar alternativas de terapias en pacientes
especificos.

1.4 Justificacion

En los dltimos 10 afios ha comenzado a surgir una tendencia en la medicina, en la que ademas
del punto de vista clinico, que es el tradicional, se emplean modelos computacionales para
simular los problemas médicos. Tal es el caso de los problemas de circulacién sanguinea en
donde actualmente existen diversos grupos de investigadores proponiendo marcos
computacionales integrales, basados en planteamientos fisicos y matematicos adecuados, que
representen éste problema correctamente [7,8,9]. Con éste tipo de modelos se ha podido
profundizar en el conocimiento de las enfermedades, mejorar el diagndstico y simular el

resultado de diversas alternativas de terapia que permiten seleccionar la mejor en forma



Capitulo 1 Introduccion 4

cuantitativa. La descripcion precisa del flujo vascular sanguineo es un problema de flujo
tridimensional acoplado con la deformacion de las paredes arteriales, en donde la complejidad y
el tamarfio de los modelos utilizados obligan al uso de multiprocesadores para entregar resultados
en un tiempo razonable [10]. Sin embargo, para realizar una evaluacion de las posibles
alternativas de terapia, el cardidlogo necesita de una herramienta mas sencilla, que le permita
evaluar de manera global, pero cuantitativamente, los beneficios de diversas opciones médicas.
Ademas, para poder comprender de manera adecuada el planteamiento de formulaciones
tridimensionales y su implementacion dentro de algoritmos de solucidn, es necesario primero
estudiar casos mas simples de modo que se pueda apreciar con claridad que suposiciones o
consideraciones se deben de manejar para poder desarrollar posteriormente modelos mas

complejos.

1.5 Meétodo

El desarrollo de métodos numeéricos eficientes y robustos para el andlisis de flujo incompresible
ha sido objeto de estudio durante las ultimas décadas [11]. Se ha destinado mucho tiempo y
recursos para poder desarrollar métodos numéricos estabilizados que puedan tratar con las dos
fuentes principales de inestabilidad en éste tipo de anélisis, provocadas por el caracter advectivo-
difusivo de las ecuaciones y la incompatibilidad entre los campos de presion y velocidad.

Para lograr que el planteamiento genere formulaciones robustas y estables de elementos
finitos, se emplea la formulacion de célculo incremental finito (FIC), que se ha empleado con
mucho éxito en la solucién de problemas de fluidos anteriormente [12]. A diferencia de otros
métodos, el FIC se basa en hacer el balance de flujos sobre un dominio de tamafio finito,
empleando expansiones de Taylor alrededor de un punto. Esto permite introducir de manera
natural términos adicionales en la forma diferencial de las ecuaciones de balance de momentum
y masa, los cuales estan en funcién del tamafio del dominio. Ademas, estos términos son los
encargados de proveer la estabilizacién necesaria al sistema de ecuaciones discreto obtenido

mediante la forma estandar de elementos finitos. A partir de este punto, es posible proponer
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diferentes métodos de solucion que permitan resolver las ecuaciones muestreando en un tiempo

especifico.

1.6 Organizacion de la tesis

El presente trabajo esta organizado de la siguiente forma: el capitulo 2 muestra el desarrollo de la
formulacion fuerte a partir de la implementacion del método FIC. En el capitulo 3 se presenta la
aplicacion del método de elementos finitos sobre las ecuaciones gobernantes en su forma fuerte.
El capitulo 4 muestra el método de solucién seleccionado para resolver el sistema de ecuaciones
algebraicas. Posteriormente, en el capitulo 5 se presentan ejemplos de validacién tipicos que
sirven para verificar el comportamiento de los elementos utilizados. Finalmente, en el capitulo 6

se presentan las conclusiones asi como las sugerencias para trabajos futuros.

Adicionalmente, la tesis cuenta con dos apéndices. En el apéndice A se presentan los
cddigos programados en el lenguaje MATLAB mientras que en el apéndice B se presentan temas
adicionales los cuales ayudan a comprender con mayor claridad varios de los conceptos

manejados en éste trabajo.



Capitulo 2

Ecuaciones Generales y Formulacion

2.1 Objetivo

El presente capitulo tiene como finalidad el encontrar la forma estabilizada de las
ecuaciones de momentum lineal y masa mediante la aplicacion del método FIC, ademas
de una relacidén constitutiva que permita considerar la flexibilidad de la pared arterial bajo

presion interna.

2.2 Forma general de la ecuacion de momentum

Dentro de la mecénica de fluidos, es posible distinguir dos tipos de fuerzas que acttan
sobre un fluido: las fuerzas de superficie y las fuerzas de volumen o de cuerpo. Las
fuerzas de superficie son aquellas que actian sobre la superficie de los cuerpos y es la
forma en que se interactia con un volumen. Las fuerzas de volumen o de cuerpo son
aquellas que acttian sobre todos los elementos del fluido. La gravedad es el ejemplo mas
comun, pero también estdn las fuerzas electromagnéticas, las cuales pueden actuar

cuando el fluido transporta una corriente eléctrica.

La segunda ley de Newton, a la cual también se le conoce como ecuacion de
conservacion del momentum lineal, expresa que la fuerza resultante que actGa sobre un
sistema es igual a la rapidez del cambio de momentum lineal del sistema medido desde

un marco de referencia inercial.
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Entonces, para un sistema, esta relacion puede escribirse como

SF =D3tjpvdv (2.1)

sis

Utilizando el Teorema de Reynolds (véase apéndice B 1.), la ecuacion (2.1) se

puede rescribir como

SF= j%’m’)dv + [ pv(ven)ds @2)

Ve

En la ecuacion (2.2), la cantidad ZF representa todas las fuerzas actuando sobre el

volumen de control, incluyendo fuerzas de superficie y fuerzas de cuerpo. Las integrales
se hacen sobre el volumen de control vc y sobre la superficie de control sc. El término v
representa el vector de velocidades, dV el diferencial de volumen ocupado por una

particula y n el vector unitario normal al area del elemento dS .

2.3 Ecuacion de momentum en 1-D

2.3.1 Ecuacion diferencial estandar para flujo en 1-D

Es posible derivar la forma fuerte de las ecuaciones que gobiernan el problema de
mecanica de fluidos, si utilizamos las ecuaciones de conservacion de flujo en un fluido

sobre un dominio de control finito, de longitud h con area transversal S_., como se

(z.)

muestra en la figura 2.1 al tiempo t.
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Fuerza difusiva : Fuerza difusiva
v, pf
Na - Np
Z
Na +— — > N >
[u(Spula A o B [u(Spule
Fuerza advectiva ) h > Fuerza advectiva

Fig. 2.1 Balance de momentum sobre segmento AB

Variables:
u: velocidad (L/T).
Spu: Momentum por unidad de longitud (ML/TL).
pf: Fuerza de cuerpo (F/L®).
f,: Fuerza de cuerpo viscosa (F/L®).

(2.3)
(pu)Sdz +[(S pu)ul; —[(S pu)ul,

Q|

>F. -]

con

h 0 2.4
ZFZZNB—NA+J'pdez+J'fVSdZ (2.4)
0 0

En la ecuacion (2.4), N, y N, son fuerzas axiales que actuan en los extremos del
segmento, pof representa las fuerzas de cuerpo actuando en el volumen del elemento y
f, es una fuerza viscosa de cuerpo que representara la oposicion al flujo por estenosis en

el conducto.
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Utilizando series de Taylor de primer orden para aproximar los valores en el

punto A en términos de los valores en el punto B, tenemos que

ON , (2.5)
NA:NB—hB;B+O(h)
o[(S pu)u 2.6
(s puyul, =[( puyul, ~h TE2Le L o) (26)
con fuerzas de cuerpo constantes
h _ (2.7)
j pSdz = pfSh
0
h _ 2.8
[ f,5dz = 1,5h (28)
0
n _ 29
Iagnosdzzzxpu)Sh (2.9)
) ot ot

endonde S=(S,+S;)/2.

Sustituyendo las ecuaciones (2.4) a (2.9) en la ecuacién (2.3), y después de
simplificar y notar que la posicion del punto B puede ser arbitraria, encontramos que

N, sist 5=, ASpunl (2.10)
z ot oz

Notese que en la ecuacion (2.10) se evalu6 el limite cuando h tiende a cero (S — S).
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Tomando la relacion constitutiva Newtoniana [13],

211
v-s(p-u) 211

en donde u es la viscosidad del fluido (M/TL = FT/L®) y p la presion, positiva en

compresion; y sustituyendo en la ecuacién (2.10), tenemos la siguiente ecuacion, en

donde el primer término es el término difusivo y el ultimo el término convectivo.

ou
G(Sp — S j
%) s pts+f,5 =2 g, AGpUU]
oz ot 0z

En general, las propiedades reoldgicas de la sangre la hacen que se comporte
como un fluido de tipo no-Newtoniano, en donde la viscosidad depende del didmetro de
la arteria y de los esfuerzos cortantes. Sin embargo, en arterias grandes como la aorta
abdominal, es posible considerar el comportamiento de la sangre como Newtoniano [14],

de manera que la viscosidad & es una constante. Ademas, de estudios realizados

mediante el uso de imagenes obtenidas por resonancia magnética (MRI), se ha visto que

bajo condiciones normales, el flujo de la sangre tiende a ser de tipo laminar [15].

Simplificando y dividiendo entre la densidad p, que se toma constante,

obtenemos
o(S o(Su
im_ﬁa(sau}qs Lsza_us ( )
p 0Oz p oL\ 0z Yol 0z
2 o(u? (2.12)
S®_, a—g+fS+LS:a—uS+§ oy NP +SM
p 0L oz P ot 0z o p oz

en donde v representa la viscosidad cinematica del fluido (L%/T).

10
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Para considerar de alguna forma la distribucion no-uniforme de la velocidad a
través de la seccion transversal, se pueden modificar los términos convectivo y de fuerza

viscosa [16]. Tomando el término convectivo primero, tenemos

2.13
8[1IUZdAj @13)
S S

0z 0z

en donde U=¢u y ¢ es una funcion de distribucion de la velocidad sobre la seccion

transversal. De esta forma:

o) _
0z oz
8[(1—“ 1j¢2dAju2J
~S S
0z
1 1. 2
6((1—S£dA+!¢ dAJu J
~S
0z
l 2 2
a([1+8£(¢ —1)dA]u }
~S
0z
8((1+5)u2) (2.14)

0z

con

1¢, ., (2.15)
5:8!(415 ~1)dA



Capitulo 2 Ecuaciones Generales y Formulacién 12

Considerando ahora la fuerza viscosa f,, podemos expresarla como una friccion

entre el fluido y la pared del conducto, que depende del gradiente de velocidad en

direccion normal a la pared del conducto y la viscosidad del fluido.

(_lpoug (2.16)
Y L om

en donde L es el perimetro del conducto y m representa el vector unitario normal a la

pared del conducto.

Sustituyendo en el término de fuerza viscosa

fvﬁzﬁiq; i(¢u)dl (2.17)
p pLItOm
:v§<j> 9 g1y
LJtom
= NSu (2.18)

G_V £0¢ H
con N=—¢p—dl ==
Lcﬁém yv Yo,

L

Si asumimos un perfil axisimétrico [16] de la forma:

n 2.19
#(1) =”—+2[1—[r—°] J o
n R

en donde r, representa la coordenada radial y R el radio luminar, entonces

(2.20)
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N=-2(n+2)zv (2.21)

Notese que en las ecuaciones (2.20) y (2.21) n es un pardmetro el cual define la forma

del perfil de velocidades.

Sustituyendo en la ecuacion (2.12) y simplificando,

0| @+ o)’
ug, Ol@rO] (., au p)as sap
oz p oz

us—v—+—
oz o p

o (2.22)
o

=Sf + NSu—-vS

Si definimos a r tal que

2
r:—sﬁ{a+5wﬂ+§99+ﬁ+N&pm39§
oz p 0z oz
, ou p)és (2.23)
- —v—+=|=
oz p)oz

entonces, para el movimiento en estado estable la ecuacion de momentum

simbdlicamente sera:

r=0 (2.24)

y para el movimiento en estado transitorio:

F=Ms_r_p (2.25)
ot

13
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2.3.2 Ecuacion estabilizada para flujo en 1-D

La forma estable para la ecuacion de balance de momentum se puede obtener si
expandimos los siguientes términos utilizando series de Taylor de segundo orden, de

modo que

oN (2.26)

2 N2
N,=N;-h— +h—6|:l
orly, 2 oz

-o(h?)

ASpuls , h* F°[(Spu)uly “o(t) (2:27)
0z 2 07°

[(Spu)ul, =[(Spu)ul, ~h

Considerando una variacion lineal para las ecuaciones (2.7) a (2.9) y utilizando

series de Taylor de primer orden

i Spf) +(Spf R (2.28)
[ pfsdz=h (Spf), +(Sp1), _ pf5h- N 06pf)
0 2 2 az

h? 8sf, (2.29)

h
[ f,sdz=1,5h——-
0 2 oz

Ta(pu) cgy a2 [ (PP ] atow) o 1 2(ou) (2.30)
) ot 2 otz

at 2

Sustituyendo en la ecuacién (2.3), simplificando y notando que la posicion del

punto B puede ser arbitraria

2
N_NIN o haseD) o hes
0z 2 oz 2 o1 2 oz
oSS ap) (NaP(ow) | A(Spu]_h (S puu]
ot 2 otez oz 2 ot

Notese que en la ecuacion anterior se han despreciado los términos de tercer orden.

14
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Sustituyendo la ecuacion (2.11) y simplificando

2 2 3
Sop_,q0u Shop, ohou, o haoSt

V — —_— —_
p oz oz° p2or° 2 or° 2 oz

S 1 h oSf ou .hou _ou* h_du
+—f,————X= S— +S >
yo, p2 oz ot 2 otoz oz 2 oz

Sustituyendo las ecuaciones (2.14) y (2.18), y despues de simplificar,

encontramos que para el movimiento en estado estable

. _hor 0 (2.31)
2 0z
y para el movimiento en estado transitorio
2.32
(@S_rj_hﬁ(a_us_rj:o (232)
ot 207\ ot
en donde
2
r=—S ﬁ[(1+5)u2]+§@+5f + NSu—vsa—‘j
oz yoXo/4 oz
(2.33)
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2.3.3 Condiciones de frontera

La condicidon de frontera esencial de Dirichlet esta dada por:

pu = pt (2.34)

en donde u es el valor prescrito del campo de velocidad. Si p es constante, entonces se

puede escribir en términos de la velocidad:

c
Il
=

(2.35)

Para obtener la condicion de frontera estabilizada de Neumann, es necesario

escribir la ecuacién de balance en un punto de la frontera (figura 2.2).

Fuerza difusiva Fuerza total
&, o, _
NA N B ,
Na «— — > — —| " _>nB B
—
[uSpuw)la A e B
Fuerza advectiva h/2 "

Fig. 2.2 Segmento de balance cercano a una frontera de Neumann

_ h/2 hi/2 h/2 236
Ny —N,+ [ pfSdz+ | fﬁdz:j%sm—[(spu)uh (2:30)
0 0

0

en donde N, es la fuerza de traccion aplicada en el extremo del conducto.

16
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Notese que en la ecuacion (2.36) la longitud del segmento AB es la mitad para que

posteriormente se puedan simplificar las ecuaciones.

Utilizando series de Taylor de primer orden para aproximar los valores en el

punto A en términos de los valores en el punto B, tenemos que

2.37
N, =Ny —2 B o (he) (2:37)
2 0z,
h o[(S pu)u 2.38
(s puyl, =[(s puyl, ~ LM o 1) (2:38)
con fuerzas constantes
hi2 B 2.39
J-pdez:pfSh (2.39)
) 2
hi2 B 2.40
[ f,5dz= fvsE (2.40)
) 2
h/2 (2.41)
[ o g, 2e0) g
at at 2

0

Sustituyendo las ecuaciones (2.37) a (2.41) en la ecuacion (2.36), y después de

simplificar y notar que la posicion del punto B puede ser arbitraria, encontramos que

_apu) ¢ _al(Spu] N
ot oz oz

N, =N —[(Spu)u]—g[

+pfS+ 15| (2.42)

Finalmente, sustituimos las ecuaciones (2.11), (2.14) y (2.18) en la ecuacion
(2.42).

17
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h—0,S—>S _
Ng =N —[(Spu)u]+pgf (243)

con

2
f:a—uS+S—[(l+5)u] §a_p_ NSu+vSa—
at oz
S 8_u B s (2.44)
0z oz

En términos de la presion total P, la ecuacion (2.43) se puede escribir como

_ ou h., (2.45)
sz=s(p—u6—]—[(Spu>u]+p—r
z 2
Dividiendo la ecuacion (2.45) entre pS,

[ ou
P P A2 fsunss

p P

_ 2.46
Po|o[B]-v2-Zpsu ]+—9r (249
Yo yo, oz S2

2.4 Forma general de la ecuacidon de masa

La ley de conservacion de masa expresa que la masa de un sistema permanece constante.

La masa de una particula en un fluido es pdV , en donde dV es el volumen ocupado por
la particulay p es la densidad. Notando que la densidad puede cambiar de punto a punto

dentro del sistema, la ley de conservacion de masa se puede expresar como

18
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0=PM _D r v (2.47)
Dt Dt

sis

en donde M representa la masa del sistema.

2.5 Ecuacién de masa en 1-D

Para derivar la forma fuerte de la ecuacion de masa, es necesario considerar que el area

transversal S del conducto puede cambiar en el tiempo (figura 2.3), de modo que

z
Sw) E— E— >
[uSp)la A [u(Sp)le
Flujo advectivo < h > Flujo advectivo
Si+a)
Fig. 2.3 Segmento de balance con cambio de seccion transversal
D
0=—| pdV
ot 1 ”
D" (2.47)
=—| pSdl
Dt ! P
Sdl — | pSdl (2.48)
_ Ilm Qt‘«[At p K.!-’[p
T At—0 At

i (oSDeadl® = | (oS A"
Q° Q°

T At—0 At

19
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N J‘ lim (psj)t+At —(ij)t dlo

At —>0 At
(2.49)
= | —(pSj)dI°
I o P
_ Dj ) 40
j(—(pS)HpS jdl
D - - 0
= I(—(pS)j +pS(Vev) del
S\ Dt
2.50
:j(g(p8)+p8(vov))dl (250
5 \ Dt
De donde se obtiene
R(,oS)erS (Vev)=0 (251)
Dt
con
%+VOV(pS)+pSVOV:O (252)
o(pS) +Ve(pSV) =0 (2.53)
ot
Y 2.54
o(pS) , 2(pSVs) , d(pSV,) LSV, _, (2.54)
ot OX oy oz
Considerando a la densidad p constante, encontramos la ecuacion de balance de
masa:

§+a(svz) . (2.55)
ot 0z
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con

o(SV,) N o(sv,) (2.56)
OX oy

7=

En la ecuacién (2.55) el término @ representa el flujo de masa saliente a través de las

paredes del conducto.

En el caso de que el conducto mantenga su superficie luminar constante, la

ecuacion de continuidad toma su forma estandar:
a(sv,) _ >

0z

2.5.1 Ecuacion diferencial estandar de masa en 1-D

Si consideramos un dominio unidimensional, con un segmento tipico AB de longitud h
(figura 2.4), y partiendo de la ley de conservacion de masa (ecuacion 2.47), el balance de

flujos se puede escribir como

_ 4 Flujo a través de la superficie
pth

Z

Me [ — S]—s " —
[u(Sp)la A Ua B [u(Sp)]s
Flujo advectivo < h ”  Flujo advectivo

Fig. 2.4 Balance de flujos sobre el segmento AB

21
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Conservacion de masa:

> Flujos _bM (2.57)
Dt
D
=— | pdV
Dt ip
Teorema de
0
transporte de = a I ,OdV + J.p(V . n)dS
Reynolds ve sc
Rescribiendo la ecuacion anterior,
_ 0 2.58
=L [tV +u(S )l (S, (229
en donde
o(pSh) (2.59)

5
Ev[pdvz ot

Utilizando series de Taylor de primer orden para aproximar los valores en el

punto A en términos de los valores en el punto B, tenemos que

WS (1) (2.60)
oz

[u(S )l =[u(Sp)ls —h
Sustituyendo la ecuacion (2.60) en la ecuacion (2.58), y después de simplificar y

notar que la posicion del punto B puede ser arbitraria, encontramos que

= @Jr o(Su) (2.61)
ot 0z
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O bi o
ien rQ =0
Con
f =7+ 8 O(Su) (2.62)
ot oz

Notese que en la ecuacion (2.61) se han despreciado los términos de segundo orden.

Condiciones iniciales:

=S, (2.63)

U gy = U (2.64)

Condiciones de frontera naturales:

h Flujo a través de la superficie
- Pl//ET e .
“— —|— —> —|—> —> E—
[uSp)la A Ue) B S,
Flujo advectivo ) h/2 > Flujo total

Fig. 2.5 Segmento de balance cercano a una frontera de Neumann

Conservacion de flujo:

5" Flujos - DM (2.65)
Dt

b
Dt

= J' pdVv
Teorema de

0
transporte de = a\;[pdv + SJ; p(V ° n)dS

Reynolds

23
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N
:a}’;del —I:U(Sp)]A

h
2

_h -~ 0
—pwz—pQB—a

o — T

pSdl —[U(Sp)]A

Se toma pS = constante:

o( .h
sdl =2 [ ps
P &(p 2)

Q|
ot

Y expansiones de Taylor de primer orden:

[U(S P, =[S ANy 5 = (S )l +O(h')

Substituyendo y simplificando se tiene

_h h (65
—pwi—pSuB =-upS Pt

_ h .
pSU; = pSu ~3 oy

Cuando h — 0 se recupera la forma infinitesimal.

o(Su)
ot oz

(2.66)

(2.67)

(2.68)

(2.69)

24
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2.5.2 Ecuacion estabilizada de masa en 1-D

WI_T Flujo a través de la superficie
z

Ns

Mo [ — —]— 8 ——
[uSp)la A Ua B [u(Sp)]s
Flujo advectivo < h > Flujo advectivo

Fig. 2.6 Conservacion de masa sobre el segmento AB

Conservacion de masa:
p d
~[ pdz =— ] AV +[u(S p)ls ~[u(S Pl
0 Ve
La forma estable para la ecuacion de conservacion de masa se puede obtener si

expandimos los siguientes términos utilizando series de Taylor de segundo orden.

Au(Sp)ly  h? &*[u(Sp)l, 3 (2.70)
(P, =u(s o), ~h e B I RPNk o (1e)

Asumiendo distribuciones de tipo lineal para los términos convectivo y de flujo de

masa, tenemos

[ pytz = PP ZW)B ) (2.71)
% [ v = % [ psiz = g [(psu;(psg h} (272)
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Aproximando los valores en el punto A en términos de los valores en el punto B

mediante series de Taylor de primer orden:

opw (2.73)
(o), = (powr)g —h PV e
Z
oS (2.74)
(65), = (p5), - "2
Z
de modo que
J oz =n(py), -0 @
. P2 &
2 A2 2.76
0 [ pav =n 28 1" (0S), (2.76)
ot a2 aer

Sustituyendo las ecuaciones (2.70), (2.75) y (2.76) en la ecuacion de continuidad,
ecuacion (2.57), y después de simplificar, despreciar los términos de tercer orden y notar

que la posicion del punto B puede ser arbitraria

_ 85 o(Su) ho (_ oS 8(Su)j (2.77)
O=y+—+———|Vv+—+—
ot oz 2 0z ot oz
Si definimos a r, tal que
¢ _, 05 0(su) (2.78)

Q ot oz
entonces la ecuacién de continuidad estabilizada sera:

o, 2.79
rQ _Dizo ( )
2 01

26
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2.5.3 Condiciones de frontera
Al igual que para la ecuacion diferencial ordinaria se tendra:

Condiciones iniciales:

_s, (2.80)

U, o = U, (2.81)

(2.82)

2.6 Forma alterna de la ecuacién de continuidad

Partimos de la ecuacién (2.79) de continuidad:

or
r, % _g
2 oz
fQ_Eﬁ §+—a(su) =0
201\t oz
Despreciando " _EE[@(SU)]_O
s ° 202\ o
ot
2.83
fQ_Lsuﬁ(_a(S“)j:o o
2su az\ oz
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Notando que

2 2.84
SUE(MJZ 2 (SU 8(Su)j_[a(3u)) (2.84)
oz oz oz oz oz

y después de despreciar el término de alto orden, la ecuacion (2.83) queda expresada

como.

2.85
fQ_LQ(SUM]zo (2.85)
28U oz oz

Notando que

0z
a{(u 5) (55”2)2 }
=S
0z
S oz S oz

Entonces en (2.85):

0=F, —LQ(Su —G(Su)j
25U 0z oz

. 3{ > (s5[(1+5)“2]+2S(1+5)(5u)233§H
25u oz | 2(1+5) o p

2 (2.87)
=T _Lgls (S M+ 2(1+ o)u? éﬂ
4(1+0)Su oz oz oz
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De la ecuacion de balance de momentum:

r _sa—“+s—[(1 L) ]—Ea—p—Sf Nsu+vs 24
ot P

u’ - a_u+£ &S =0
0z o

Por tanto 2
ol 1+do)u = ?
SM:_ Sa_u_éa_p—Sf—NSu+v88—L2J
oz ot poz oz
2 o p)as ) (2.88)
+HU —V—F+—|—|=1,
oz p)oz

Sustituyendo en la ecuacion de balance de masa (2.87), se tiene

LAY [ +2(1+5)u268) -0
4(1+5)Su oz 0z

O bien
. 0 , 0S (2.89)
fo — +2(1+95)u 0
@™ P az( 1+9) az)
en donde
2 (2.90)
b= | s 3P o RousrsTUifuz My E %
ot poz oz’ az oz
Tiempo h (2-91)
intrinseco 0= o .

Se puede usar la siguiente aproximacion en lugar de (2.89) [11], ya que de igual
forma introduce el gradiente de presiones en la ecuacion de continuidad. La presencia del
gradiente de presiones en esta ecuacién hace que la formulacion cumpla con el requisito

de Babuska-Brezzi [17] y se puedan emplear interpolaciones idénticas para el flujo y para
la presion.
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N or (2.92)
fo —pro—=0
Q" Pl

De igual forma, se puede extender la definicion del tiempo intrinseco para

considerar la viscosidad del fluido [11].

Tiempo (8/,1 N 4(1+5),0U )—1 (2.93)
0=

intrinseco T. = >
3h h

2.7 Relacion constitutiva (presion-area)

Haciendo referencia a la teoria de cascarones, la fuerza, y por lo tanto el esfuerzo

actuando en la direccion circunferencial de un conducto se puede expresar como:

NG = r(p - po)
N, r 2.94
o, =—¢==(P=P,) @39
t t
en donde:
t: espesor
P, : presion base al tiempo 0
r,: radio cuando p = p,
con
g, o, _ N, N, (2.95)
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Sabiendo que la deformacidn en la direccion circunferencial [18] esta dada como

g, =—|—+o

~ 1(50 j (2.96)
A

en donde @ representa la deformacion radial y o la deformacion tangencial;, y

considerando que el problema es axisimétrico (v =0),

w
€9=E
Por tanto CO_NH y Nx (2_97)
rr Et “Et

Parael casoenel cual N, =0,

o _N,
r. Egt
O bien 2
r r (2.98)
w=—2-N =2 -
Egt 0 Egt(p po)

Si el area luminal inicial es

2 (2.99)

podemos entonces encontrar el &rea luminal a una presion p como

(2.100)

2
rO

E,t

(p_ po)j

Sy = 7r’ = 7(r, + w)° :ﬁ(ro +
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Parael casoenel cual N, #0,

Gx O-B Nx NH
=" "V — Vo =,
E, E, Et Et
pero ou du , . . .
&, =— =— (axi-simétrico)
ox dx

Por tanto du 3 Nx y Ng (2.101)
dx Et E;t

Considerando el caso especial en el cual el conducto esta completamente

restringido en su direccién longitudinal

gxzd_uzo NX =Vx6&
dx E,t Et
O bien 2102
Nx:Vxe5 0 (2102)
E,

A Etl “E,
— & i _ V&xvxe
t\E, E,
Por tanto r
=2 (1 vngxg) N,
ol

rr 2.103
:Eo_t(l_vé’xvxﬁ)(p_ po) ( )

0

De la misma forma, sustituimos la ecuacion (2.102) en la ecuacion (2.95) para

encontrar el estado de esfuerzos como:
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N, 1 E
g =—%-v, —|v,,—=N
0 Eet ox Ext( X0 E Gj

0

2.104
= &(1_Vﬁxvx6) ( )
Et
Considerando que
. Li—-L  2zr—2zr, r-r, (2.105)
CL 27T, r,

y sustituyendo en la ecuacién (2.104),

r-r, N, (2.106)
¢ =—2(1-v, v
ro Egt( ox x&)

De la ecuacion anterior podemos expresar el esfuerzo en la direccion

circunferencial como

— — 0
Oy =

t 1-v,v,, r,

N, E, [r—r j (2.107)

Haciendo uso de la ecuacion (2.94), encontramos la relacion lineal entre p y r.

Et (r-r (2.108)
PP, =—
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Siv, =v,, =05 [19],

2
rr
= ﬂ[ro +§(1—vngxg)(p— po)J

(%

y sustituyendo en la ecuacién (2.109)

4 E t SO(Z)
P2ty = Po) =§r_6[1_ S_J

0 (z,t)

(2.109)

(2.110)

(2.111)

(2.112)
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2.8 Resumen de ecuaciones estabilizadas

A manera de resumen, vemos como la forma estabilizada de las ecuaciones que
gobiernan el problema de mecénica de fluidos se puede obtener expresando el balance de
momentum y masa sobre un dominio de control. Asumiendo que el dominio de control
tiene dimensiones finitas y considerando cierto patron de variacion para la masa y

momentum a lo largo del dominio, se pueden encontrar las siguientes ecuaciones:

Balance de momentum

hor, (2.113)
r.———=-=0
2 o0z
Balance de masa
R or (2.114)
f,b—pr,—2=0
Q" Py,

Relacion constitutiva

4 E t SO , (2.115)
Pty = Por) = _9[1_ A]

3, S(M)

en donde

TP (2.116)
ot

o (2.117)
o2

r=-S 3[(1+5)u2]+§@+3f +NSu—vS
oz p 0z
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. 0S 0(Su)
fo=—"+—
ot 0z

Para las condiciones de frontera naturales, tenemos

Balance de momentum

r = N—N—[(Spu)u]+pgf:0

O bien D
e o[ P)(Pe) & sy the o

Balance de masa

Para las condiciones de frontera esenciales, tenemos
Balance de momentum

Su =S

Condiciones iniciales:

(2.118)

(2.119)

(2.120)

(2.121)

(2.122)

(2.123)
(2.124)

(2.125)
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2.9 Forma alterna de las ecuaciones en terminos de flujo y presion

2.9.1 Ecuacion de momentum
Partiendo de la ecuacion de balance de momentum (2.25), tenemos que

a—US—r—O
ot

O bien 2
Mg, s—[(1+5)u] SP o Fsurrs Y
ot p 0L oz

2.126
+(u2—v6—u+£j§:0 (2.126)
oL p)oz

Tomandoa u= % donde Q representa el flujo a través de la arteria, y

sustituyendo en (2.126)

ot 52 p 0z
i 2.127
+[(Q—2j—v£(9j+£}§=0 ( )

S oz\' S p)oz

Notando que
2 2.128
S(1+5)—(Q—j: 1 5){12(&}_%(&)@} ( )
s Sozl S ) S%( S )ez
sa_z[gjzvg F@_2§} (2.129)
oz°\ 'S oz|S oz S*ex
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sustituimos en (2.127) y simplificamos, de modo que

8Q+(1+5)_[Q_2]+ S P - Sf — NQ+vS—(
ot S ) poz 0

(an

3

2 2 2.130
+(Q_2_(1+5)Q_2_Vﬁ(9)+£jé_vs_{%6_}:o (2430
S S 0z\ S p ) 0L 0z| S 0

Expandiendo los siguientes términos:

2 (2.131)
VS_(E_Qj:Vs 1@_%@@
0z\ S O S oz S° 0z oz
2 (2.132)
5 2[QB] 15[ 2(8)2, 97
07| S° oz 0z\S°Joz S° oz

Entonces, en (2.130)

aQ+(1—i-§) [sz E@—Sf—_ 52?
o S ) poz oz
2 2133
+[Q_2(1_(1+5))_V£(9]_V16Q SQ(Q}B]@:H )
S oz\s) sz oz\S*) p)oz

Notese que en la ecuacion (2.133) se ha despreciado el término de alto orden.

Haciendo la expansion del segundo termino

2 2.134
+[Q—(1—(1+5))—v§(9j—v1@—vs Q(%} p]as (2.134)
° S oz
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Simplificando,

2 2
0=0, @) SP o [§o4, 99
ot S o0z poz 74

: 2.135
+(Q_2(1—2(1+5))—1/2(9)_1/1@_‘/8g[%j_i_gj@ ( )
S oz S e

Notando que

S oz S?oz

vﬁigj:{l@_gﬁ} (2.136)
oz\ S

sustituimos en (2.135), despreciando el segundo termino de la expansion que serad

cuadratico en términos de 8S/oz .

@+@8—Q2 SR _gf —NQ+V82Q

ot S o poz oz’
? (2.137)
+ Q—2(1—2(1+5))—21@—v53(%j+£ S o
S S oz oz\ S p )0z
SiS,y=0, 2 :ﬁza—(oﬁﬁa—(o, entonces en (2.137)
' @0 0z 0p oz

@+M6—QZ SP _g —NQ+v82Q

ot S o0 poz forad

2.138
+A a_(D@_Fa_@ =0 ( )
op oz oz
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en donde

A= 2002025 2( 8 (2139)

_L P
S? S oz oz\S*) p

Rescribiendo la ecuacion (2.138)

) B 2 2.140
%J“S—‘”%JF(AG—("—EJGF’ st —NQ+v 224+ A%2 g (2.140)
Z

2.9.2 Ecuacion de continuidad

Al igual que con la ecuacion de momentum, partimos de la ecuacion de balance de masa
(2.62)

rQ:O

O bien
35 osu) _ (2.141)
ot 0z

Tomando nuevamente a u =% y sustituyendo en (2.141)
@ + @ =0
ot oz
2.142
PP, RQ_, (2.142)

op ot o
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2.9.3 Relacion constitutiva

Partiendo de la relacion constitutiva (2.112), despejamos para S, ,,, de modo que

. S i (2.143)
(z,t) 2 ¢(p(z,1)xz)
1 :3 r.o(z)
_(p(z,t) - po(z))z Egt
Entonces
P 2.144
96 P Mo Sory Eot? ( )
99 _ op
= 3
6p (4E9t _3( p(z,t) - po(z))ro(z))
0
8_(0 = 1 3 [_16(6 o ro(Z)SO(z)
oz (3 Peo o) ~3Po o _4E9t) o
—6 apo(z)

or oS
o(z) o(z)
No2)So() T 6? (Pey = Pozy)Soc) ~ o BPeyhoe

3Pyl ~4ED)UE)) (2.145)



Capitulo 3

Discretizacion Mediante Elementos Finitos

3.1 Objetivo

Una vez que se ha obtenido la forma fuerte de las ecuaciones que gobiernan el problema
de fluidos unidimensional, el siguiente paso es aplicar algin procedimiento de
discretizacion que nos permita encontrar un sistema de ecuaciones equivalente el cual
pueda ser resuelto haciendo uso de métodos numeéricos. En el presente capitulo, se
muestra el proceso de discretizacion de las ecuaciones gobernantes utilizando el método
de residuos pesados, el cual nos permite encontrar un sistema de ecuaciones matriciales

que puede ser resuelto mediante la aplicacion de algoritmos numeéricos de solucion.

3.2 Meétodo de residuos pesados

Para una ecuacién de la forma A(u) = f dentro del dominio Q, en donde la solucién

exacta u satisface la ecuacion diferencial mas las condiciones de frontera, es posible
definir un residuo R, si en lugar de sustituir la solucion exacta se emplea una solucién

aproximada 0, de modo que

R=A@W)-f =0 3.1)

en donde la aproximacion 0 se puede proponer como una combinacion lineal, con

funciones de interpolacion N dentro de cada elemento.
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De esta manera, el método de residuos pesados tratara de minimizar el residuo
para que se satisfaga la ecuacion diferencial, utilizando funciones de peso en forma

promedio o integrada

[yrdo =0 (3.3)

en donde las funciones w son miembros de las funciones de peso que se proponen

arbitrariamente.
Para las condiciones de frontera, es posible definir un residuo en la frontera que se
forma al emplear la solucidn aproximada en las expresiones de frontera, de forma que se

puede establecer un criterio similar al de la ecuacion diferencial para desvanecer el

residuo:

[wRdr=o0 (3.4)

en donde & es un vector de funciones de peso sobre la frontera.

En forma compacta, el planteamiento del método de residuos pesados equivalente

a la forma fuerte de un problema se puede expresar como:

j yRAQ + j wRAC =0 (3.5)

3.3 Proyecciones de los gradientes

La solucién de las ecuaciones discretas de fluidos se hace méas robusta si se introducen
proyecciones de los gradientes convectivo y de presién [11], definidas respectivamente

como:.
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c=r - ua—u (36)
m— P pe
O bien Q 8Q (3_7)
C=r-p5—
S¢ oz
o (3.8)
" oz

L 3.9
Iéc(p%@%jdz:o (39)
0 S° oz

L 3.10
Ié‘ﬂ'STQ (@ + ﬂ]dZ =0 (3.10)
0 0z

en donde &c¢ y 6z son funciones de peso.

3.4 Forma débil de la ecuacion de momentum

Partiendo de la ecuacion de momentum estabilizada en términos de flujo y presion, la

forma de residuos pesados correspondiente es:

L . 3.11
Iw{rm—n%}dprw[rns—rm]:o (3.41)
0 2 o1
en donde W y W son funciones de peso apropiadas, con r_ y r, definidos como
Q (3.12)
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rnzigj_iﬁj—vg(gj_cg_j_{_lbfzo (313)
P P oz\S) S* S2

en donde

(1+5)8Q2_(A6¢> Sj@p +Sf+NO—v 82Q L (3.14)

S oz op p)o oz
2 3.15
A= (1-20+5))- K@—vsﬁ(%j+£ (3.15)
S S oz oz\ S yo,
P=r (3.16)

Utilizando integracién por partes, podemos expresar el segundo término de la

integral como:

or,
—jWh .~

%([Whrm]B —[Whr, ], - Ta(wh) r dz] (3.17)

Sustituyendo la ecuacion (3.17) en la ecuacion (3.11), simplificando, tomando a

W =W y haciendo uso de la proyeccion del gradiente convectivo
L
Lo e, QR
5 oz 0
wis[Plos|Pe 2 9 Q&
o, yo, 6 S S
wls[P]-s[Pe]|_ 9 Q
p p S S

Sustituyendo el término r, tenemos:

JL'W %—rjd l

=0

|
} (3.18)

ﬁ
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IW(@+M8—¢+(A8¢—§]5}—F’—$ _NQ+v 29
0 ot oz

S 0z 6p Yo, oz
Op [ O(Wh) 6Q
A e R
NEREE O
L \P ol oz\ S S_B
W s(ﬁj_s[ﬁj_vsﬁ(gj_(}: 0 (3.19)
P P o0z\ S S 1

Utilizando nuevamente integracion por partes sobre el termino que depende del

gradiente de presion,

fu(a%e-2 B[22
0 op p)oz o p) |

op S saw 0 w (3.20)
oyl by
oo p) |, oP E3

Rescribiendo la ecuacion (3.19)

TW@dz+_L[W—(1+5)a—Q2dz jéﬂpd —_[ a(pa

pdz
0z o p Oz s Op oz

de+jWAa¢d ja(W)dz
pe a2

(Ljawn QX
279 oz S oz

0

8] s2(2)- 2 pacs
o, oz\ S S op |
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_W{_S(&J_ng(g]_q_z pAa(p} i (3.21)
p) Cals) s T

Para poder simplificar las condiciones de frontera naturales, aplicamos

integracion por parte sobre los siguientes términos:

L B 3.22
Ian?dz:{ } Iaw Q. (3.22)
oz 674 82

0

iW @gdz :TW%@dz +IW§LQ2)dz

0z oz 0 0z
y L 2 B L
jw 129, Jwlio] 2 20
y S oz S i p0S
Por tanto L P 2 B L
0 S oz S Jp 502 S
L 0 2
w22,
5 S oz
O bien L B L
0 S oz S Jy 502 S
L 3.23
+2jW59@dz (3.23)
0 0z
(3.24)
—jAa—qp% ——|lwa22, jWA Op IOd
op oz -, op oz

Sustituyendo las ecuaciones (3.22) a (3.24) en la ecuacién (3.21), obtenemos la

siguiente estructura para la ecuacién de momentum:
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L L L
jW@dz—jMQde+2jW59@dz
, ot y 02 S ) S oz

L
I ( thjan I8 5 — pdz + IWAan 8pdz
0 0z oz p s Op oz

L L L =\1° (3.25)
jﬂﬂcdz—jwsmz—jwﬂcgdz+jWAa—¢’dz{w(Eﬂ =0
0 0 0 82 ID

A

en donde F = Sp. Notese que vS 2(9) Q.
oz\ S oz’

3.5 Forma débil de la ecuacion de masa

De manera similar que con la ecuacién de momentum, aplicamos el método de residuos

pesados sobre la ecuacion de continuidad de masa.

LT (3.26)
Iq{rQ - P, }dz =0
0
en donde q es funcion de peso, con f, definida como
f :_+8_¢@+@:O 3:27)

TV @

Utilizando integracion por partes sobre el segundo termino de la integral, y

haciendo uso de la proyeccién del gradiente de presion, tenemos

L ar, % (3.28)
!quQEdZ:[quQ J. (—+7z)dz

0
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Suponiendo que el residuo es despreciable en la frontera [11] y sustituyendo la

ecuacion (3.28) en la ecuacion (3.26)

Q. [ opop, foq  op
q—dz+_([q——dz+_(|;5,oQ dz+I prordz

O ey

0z op ot oz
L 3.29
+J' qudz =0 (3.29)
0
Multiplicando todo por % para posteriormente poder simplificar,
L L L
Iqigd Jqéa—(p@d Iaqs ade-FIa—qSTQﬂ'dZ
p 0L o P op ot oz v OZ
L g (3.30)

3.6 Resumen de ecuaciones en su forma débil

Las ecuaciones del problema de fluidos unidimensional en su forma débil se resumen en

las siguientes.

Balance de momentum

oQ oW Q QaQ,
jw dz - ja——Qd 2jW58(3

0

¥ phQ\oQ Op op
j ( jdj——d!WApZdz

0

L L L =\18 (3.31)
j %hcdz—jwsmz— j WNQdz + j wa2? g W(Ej =0
0 0 0 az 10 A
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Ecuacion de continuidad

L L L L
Iq§@d2+_|.q§a—(p@dz+.[a—q8roa—pdz+ja—quQndz
p 0z 5 P Op ot o Oz oz v Oz

5 S (3.32)

Gradientes de presiones

j&c(p%%Jrc =0 (3.33)

L 3.34
I&erQ (@+ﬁjdz =0 ( )
5 0z

3.7 Formas de interpolacion

Continuando con el planteamiento de las ecuaciones de balance de momentum y masa
mediante el método de residuos pesados, se propone la siguiente estructura para las
funciones de peso y de prueba:

Funciones de peso

W =NW (3.35)

q=Nqg (3.36)
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5c=Néc (3.37)

ot =Nén (3.38)

Funciones de prueba

p=Np (3.39)
Q=NQ (3.40)
c=N¢ (3.41)
7 =N (3.42)

en donde N representa las funciones de interpolacion dentro de cada elemento.

3.8 Forma matricial de la ecuacién de momentum

Utilizando las formas de interpolacion propuestas anteriormente y sustituyendo en la
ecuacion de balance de momentum en su forma débil, es posible obtener su forma

matricial, de manera que

jNTNd X jNTa';'QdQ 2jNT gaNsz

CoNT oN" phQ N SON'S
(&, o QNS
. 01 V az dzQ + I o0z 2S? oz 2Q+ I P

j N"A a‘”aN j Z—N—dzc j N Sfdz — j N" NQdz
0
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L
+jNTAa—<”dz -0
0 (674

La ecuacion (3.43) se puede rescribir en formato matricial como

.
A A

Me Qe+ HeQe _(Ge _GZ)ﬁ)e +Cee =f°
en donde:

M® :JL.NTNdZ
0

L L L
HE=—jNT@9dz+2jNT59@dz— oN' y N g,
0z S oz y 0L oL

LONT phQ oN N

0z 2S% oz

oN S
:_J.NT oL p

J-NT ago oN
op o

oNh
INT o 2

L L L
=jNTSfdz+jNT Nde—jNTAa—‘/’dz
0 0 0 82

(3.43)

(3.44)

(3.45)

(3.46)

(3.47)

(3.48)

(3.49)

(3.50)
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3.9 Forma matricial de la ecuacién de masa

De manera similar que con la ecuacion de momentum, sustituimos las formas de
interpolacion propuestas sobre la ecuacion de balance de masa en su forma débil, de

modo que

p oz ) p ot 062 © oz
LT 1 (3.51)
+j@ NSz,dz2 + [N i;;olz =0
yor ¢ p

Rescribiendo la ecuacion (3.51) en formato matricial

D pf+ +(G°) & +Lpt + PR =1 (3:52)

en donde:

L 3.53
DeszTNiaﬁdz (3.53)
5 p op
3.54
= _J' NT @ﬁd (3.54)
oL p
(3.55)
L= [N, 74 N,
v Oz az
(3.56)
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(3.57)

c S
fe :—jNT 2 dz
0 P

3.10 Forma matricial de las proyecciones de los gradientes

Sustituyendo las formas de interpolacion propuestas en las proyecciones de los
gradientes, obtenemos para el gradiente convectivo

QN : (3.58)
5{! e sz+_|'N Ndz¢ |=0
En forma matricial
BQ° + Mt =0 (3.59)
en donde:
L
e Q ON (3.60)
B°=|IN p—=—dz
! 3
( 3.61
[N"Ndz (3.61)
0
De manera similar para el gradiente de presién
L (3.62)

0

R 6NT L .
Sm JE NSerzp+!N Sz Ndz#t |=0
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En forma matricial
(Pe)T ﬁe_'_EeAe -0 (363)

en donde:

. (3.64)
P = [N NSrydz
5 Oz

L 3.65

E° = [N"SzoNdz (369
0

3.11 Resumen de ecuaciones en su forma matricial

Las ecuaciones del problema de fluidos unidimensional en su forma discretizada se

resumen en el siguiente sistema:

K . X i (3.66)
Me Qe+HeQe _(Ge _Gz)pe +Cee =f°
e A'e e\T Ae eae ene e (367)
D p*+(G°) Q°+Lp° +P° =fj,
B°Q® + M%¢* =0 (3.68)
(Pe)T f)e +E% =0 (369)

3.12 Seleccidn del tipo de elemento

Debido a que el analisis que se llevara a cabo es unidimensional, se utilizara un elemento

lineal de dos nodos, con funciones de interpolacion definidas como:
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N() =2 0-9) (3.70)
1 (3.71)

N,(£)=5+2)

El jacobiano de la transformacidn para este elemento se define como

(3.72)

3.13 Forma especifica de la ecuaciéon de momentum

Utilizando las funciones de interpolacién propuestas junto con el jacobiano de la
transformacion, sustituimos en la ecuacién de balance de momentum en su forma

matricial para encontrar las formas especificas de cada término.

. [N, 1/3 1/6 (3.73)
Me=J| FIIND N, Jadé=L
YN, 1/6 1/3
1 N_
He:_gj 1|11 0N, ON, Jdé
SYIN, I ag o
1 N r
1252 { 1}1 N, %}Jdg
SUIN, Il o a¢
o,
1
_le 05 1{% 8N2:|\]d6€
23| 0N, [JL o5 oS
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N,
e
Tastg|en, (T e

s

Rescribiendo la ecuacion (3.74)

S

phQ| 1 -1
+
2S%L|-1 1

Q|-1/2 1/2 Q|-1/2 1/2
H® = +20—=
S|-1/2 1/2

-1/2 1/2

oS S

G =22 ANy N, |5y p00| -
op I{ } {85 aé}m Aap{—

LN, | -1/2 1/2
Ce:EI 1 i[% %}Jdgzﬂ{

o 0g

Simplificando la ecuacién (3.79)

121 _ [1/2 1/2
fe = SfL +NQL _A%2,
1/2 12| ez |1/2

-1/2 1/2

1
-1 1

-1/2 1/2
-1/2 1/2

1/2 1/2
1/2 1/2

|

:Sf.l[ El Jd§+NQj{ }Jdg Aa jml}ldg

(3.74)

(3.75)

(3.76)

(3.77)

(3.78)

(3.79)

(3.80)

S7
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3.14 Forma especifica de la ecuacién de masa

De manera similar que con la ecuacién de momentum, sustituimos las funciones de
interpolacion propuestas sobre la ecuacion de balance de masa en su forma matricial, de

modo que

- Sﬁgoj- Jadé - SLop[1/3 1/6 (3.81)
P op " popll/e 1/3
Ge _Ej Ny |1[oN, oN, de=-S ~1/2 1/2 (3.82)
PN JI[ o0& o ~1/2 1/2
oN, | (3.83)
sy [ L] 0 |L[ A Moy, Stofd -
CIIloN, |3 ¢ as L l-1 1
o¢ |
ON, (3.84)
¢ t1] 08 12 172
" :STQLF N, [Ne N JUE=Sze| (g0
o0&
(N 1/2 (3.85)
f,ﬁ=—§v7f{ 1}Jd§=_§,/7|{ }
p AN, Y2, 1/2

3.15 Forma especifica de las proyecciones de los gradientes

Sustituyendo las funciones de interpolacion en las proyecciones de los gradientes,

obtenemos
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Gradiente convectivo

o QENJafeN, oN, ... Q[-1/2 1/2 (3.86)
° _pSZI{NjJ{aé aé}Jdé_psz{—llz 1/2}

-1

LN, 1/3 1/6 (3.87)
Me=[| FIIND N, Jadé=L
SN, R 1/6 1/3

Gradiente de presion

N, (3.88)
. t1| o& -1/2 -1/2
P =er_le oN, [N N Jade=Szo| 0,

og

t[N 1/3 1/6 (3.89)
E® =Sr, { 1}[N N,]Jd& =Sz L[ }
Q_Il N, |- °7l1/6 1/3

2



Capitulo 4

Método de Solucion

4.1 Objetivo

La finalidad de éste capitulo es presentar el método de solucion seleccionado, el cual se
basa en un esquema de paso fraccional que permite resolver el sistema de ecuaciones
basicas por separado, aplicando criterios de convergencia para validar cada tiempo de

muestreo.

4.2 Ecuaciones basicas

Las ecuaciones del problema de fluidos unidimensional en su forma discretizada se

resumen en el siguiente sistema:

. X A ) (4.1)
M®Q°+HQ® —(G* -G; )p° +C°¢* =f°

e :e e\ Ae eae ene e (42)
D p*+(G®) Q°+Lp° +Pa° =f
B°Q° + M%¢° =0 (4.3)
(PE)T ﬁe+Eefte -0 (44)

en el cual el tiempo no se discretiza, por lo que se obtiene un grupo de ecuaciones

diferencialesen t.

60
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4.3  Aproximacion en el tiempo
En este caso, las variables que se aproximaran en el tiempo son:

Flujo

('-;)n+9 — (l_e)Qn + ec’i)m—l

Presion
p™’ =(1-6)p" +6p™"
Fuerzas externas
" =f(t.,)
Proyeccion del gradiente convectivo
"’ =(1-0)e" + o™
Proyeccion del gradiente de presion

&m—a — (1_0) ﬁn + 6&n+l

(4.5)

(4.6)

4.7

(4.8)

(4.9

61

en donde & es un pardmetro adimensional con € e [0,1], de modo que el tiempo se puede

discretizar en intervalos con
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teft,t.] (4.10)

t.o=(1-0)t, +6t, (4.11)

4.4 Esquema de solucion transitoria

La estrategia basica de solucion consiste en discretizar las ecuaciones que se quieren
resolver muestreando en un tiempo especifico del intervalo, representado por €. En caso
de tener varias ecuaciones, cada una se puede muestrear a un tiempo diferente, que

corresponde a un parametro diferente, o bien, pueden muestrearse al mismo tiempo.

Para este caso en particular, escribimos el sistema de ecuaciones como

M Ait(émﬂ _Qn ) + Hn+9("?n+9 _ (G n+6 —Gsn+€)[§n+ﬂ +Cén+6’ — 0 (412)
= (b -p Ne ; - (4.13)
n+p n+p n n+4 n+p n+BAan+ps n+BAN+S _ ¢ n+0
D E(p ) (GM ) QU L 4 P
B"/Q"/ + ME™ =0 (4.14)
()" o’ +E™ 7™ =0 (4.15)

4.5 Esquema de paso fraccional

En la ecuacion de momentum (4.12), se pueden expandir los términos de aceleracion y

presion como:

M i(émﬁ _Qn+1 n Qn+1 _Qn)+ Hn+gén+g
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_(Gn+6’ _Gsme)(aﬁmy _aﬁmy +pn+ﬂ)+cén+0 — {0 (416)

en donde Q™ es el valor estimado del flujo al tiempo n+1y « es un nuevo parametro
cuyo trabajo es distribuir el efecto de la presion en la ecuacion de momentum. Sus

valores de importancia son 0 0 1.

Dividiendo arbitrariamente la ecuacion (4.16), tenemos

M i(ém—l _Qn ) n Hn+9(i)n+6 —(G n+o _Gsn+€)(af)n+7)

+Cén+0 =.|:n+6 (417)
N ~ . . 418
Mi(an—Qnﬂ)—(an—G5n+g)(pn+ﬁ—apn+y):0 ( )

Aqui se puede notar el efecto de emplear los pardmetros £ y 6 , ya que cada uno

muestrea cada ecuacion en tiempos ligeramente diferentes.

Una forma alterna de la ecuacion de continuidad puede obtenerse de la siguiente

manera. De (4.18) se puede despejar
Qn+ﬂ = AtM™ (Gn+6 _Gsn+6)(ﬁn+ﬂ _apn+y)+én+l (4]_9)

Insertando esta expresion en el segundo término de la ecuacion de continuidad
(4.13), se tiene

Dn+ﬂ i(pmﬁ _ﬁn)+(Gn+ﬂ)T Qn+1+At%(ﬁn+ﬂ _arfjnﬂ/)

+Ln+ﬂr:~)n+ﬂ + Pn+ﬂﬁ:n+5 — 0 (420)

en donde
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i L=GT M—l(Gn+9 _Gsn+9)
o

(4.21)

4.6 Resumen de ecuaciones discretas

Las ecuaciones del problema de fluidos unidimensional en su forma discreta se resumen

en las siguientes:

Balance de momentum

M Ait(éml _Qn ) + Hn+6’©n+9 —(G n+6 _Gsn+6’)(arjn+y)

+Cén+9 :.I:n+9 (422)
M Ait(émﬂ _Qn+l>_(Gn+9 _Gsn+€)(ﬁn+ﬂ _aﬁnw) -0 (423)

Ecuacion de continuidad

Dn+ﬁ i(ﬁm—ﬁ _f)n)+(Gn+ﬁ)T Qn+1+At£(rfjn+ﬂ _arfjmy)

At Yo,
+Ln+ﬂI5n+ﬂ + Pn+ﬂ&n+5 =0 (424)
en donde
1 (4.25)

; L= GT M—l(Gm—b‘ _Gsn+6)
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Gradientes de presiones

BO™” + Me™” =0 (4.26)
(PT )n+ﬂ ﬁn#—ﬂ + E&m—ﬂ =0 (427)

A partir de este punto se pueden proponer diferentes métodos de solucion al

problema dependiendo de la eleccidn de los pardmetros de muestreo: g, y, 6 y 6,y del

pardmetro de particion de la presion « .

4.7  Algoritmo de solucion implicito (=0=1, §=y=0, a=1)

En este algoritmo se calculan el balance de masa y la ecuacion adicional por separado. La
diferencia de éste con uno de tipo explicito es que se deben manejar criterios de
convergencia para validar los incrementos de tiempo y la obtencién de una solucion

convergida. Sustituyendo los pardmetros en las ecuaciones discretas:

Balance de momentum

M Ait((jml _Qn)_'_ Hn+l©n+1 _(Gn+1 _Ggﬂ)ﬁn +Cn+lén+1 :fn+l (428)
1 /a n+ AN+ n+ n+1\(An+l AN (429)
ME(Q 10 l)—(G l_Gs 1)(p 1_p ):O
Ecuacion de continuidad
Dn+li(f)n+l_pn)+(6n+l)-r Qn+1+At(vln+l_vzn+l)(f)n+l_f)n)
+Ln+1f)n+1 + Pn AN =fr:+l (430)

en donde
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V= (G n+1 )T MG (4.31)

(G n+l )T MG (4.32)

n+1
V2
Gradientes de presiones

BQ™ + Mg =0 (4.33)

(Pm—l)T ﬁm—l + En+17f;tn+1 -0 (434)

El algoritmo implicito detallado se muestra a continuacion:

1. Para la primera iteracion se deben definir los estimados de los valores iniciales (i=0),

como

Qn+1,0 _ Qn r?)nJrl,O _ pn A0 _ an A0 n (435)

I
=}

Mas todas la matrices que dependende Q o p
2. Célculo de primera estimacion de flujo, a partir de (4.28). Las condiciones de frontera

de presion deben reflejarse en el vector de carga f, ya que son condiciones de frontera

naturales. Si es un flujo, la condicién de frontera es esencial.

gn+l,i—1 _ Hn+1,i—l©n+1,i—1 _ (G n+li-1 Gg+l,i—l)pn L CMi-lani-l (4.36)

Predictor Qn+1,i _ Qn _AtM™ (gn+1,i—1 _fn+1) (4.37)

3. Calculo del cambio de presion a partir de (4.30).

i n+l,i-1 n+1,i-1 1 n+1,i-1 n+1,i-1 -
5p ——(L +D Zt+At(v1 —Vy)
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((Gm—l,i—l)T Qn+1,i + Ln+1,i—1f)n +P"A" _fr:-*—l) (438)

El célculo se realiza para una submatriz, ya que no es necesario calcular el cambio

de presion en los puntos en donde se especifica una condicion de frontera.

Ff\)n+1,i zrfjn +5pi (439)

Una vez calculados los cambios de presion, se deben agregar al vector Sp' los
términos correspondientes a las condiciones de frontera especificadas, para

posteriormente calcular la presion en el intervalo p™™' (ecuacion 4.39).
4. Corregir el valor del flujo una vez calculada la presion, utilizando (4.29).

Corrector Qnﬂ,i _ Qn+1,i LAtM™ (G n+Li-1 Gg+l,i—1) 5pi (4.40)

4.1. Aplicar condiciones de frontera para el flujo en puntos de control (en caso de ser
requerido). Esto se hace en (4.40) de la misma manera que con el cambio de presion.

5. Estimar los valores de los gradientes convectivo y de presion.

gLl _ _M—le—l,i—lQm-l,i (4_41)

&rwl,i _ _(En+l,i—l )71 (Pn+l,i—l )T f)n+1,i (442)

6. Actualizar las variables Q y p junto con todos los arreglos que dependen de ellas.

7. Verificar la convergencia en flujo y presion. Si la convergencia se ha cumplido, saltar
al siguiente valor de n+1, si no, regresar al punto 2 con el nuevo estimado del flujo. Se

debe realizar este ciclo hasta lograr convergencia o terminar con el nimero de ciclos
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deseados de convergencia. A continuacion se presenta un esquema que muestra el

algoritmo de solucion:

inicio
—,

n<# de pasos
max

Sl

=n+1

A v

estimacion de i=i+1
variables

cumple
convergencia

Fig. 4.1 Esquema de algoritmo de solucion implicito

A manera de resumen, vemos como a partir de la implementacion de un esquema

de paso fraccional junto con un algoritmo de solucion implicito, es posible resolver el
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sistema de ecuaciones discretas para el problema de fluidos unidimensional por separado,

manejando criterios de convergencia para validar cada paso en el tiempo.



Capitulo 5

Ejemplos de Validacion

5.1 Objetivo

La finalidad del presente capitulo es mostrar ejercicios de prueba los cuales ayuden a
verificar la robustez de la formulacion y el método empleado de solucion, ya que antes de
poder emplear el elemento desarrollado dentro de un programa para realizar analisis
numeérico, es necesario llevar a cabo distintas comprobaciones que determinen la
precision del elemento al modelar problemas e identifiquen situaciones las cuales

produzcan problemas de inestabilidad numérica.

El primer grupo de ejemplos presentados consiste en ensambles pequefios o
“parcelas”, las cuales ayudan a verificar el comportamiento de la formulacion ante
pruebas tipicas que comunmente son realizadas sobre elementos [20]. Por un lado, se
verifica el movimiento de cuerpo rigido, lo cual llevado al contexto de este trabajo
representaria problemas en donde la presion es constante. Posteriormente, se verifica el
comportamiento ante deformaciones constantes, lo cual equivaldria dentro del contexto

manejado a problemas en los cuales el flujo es constante.

El segundo grupo de ejemplos presentados consiste en ensambles mas grandes, en
los cuales se aplican condiciones de frontera mas complejas, de manera que se pueda
verificar nuevamente el comportamiento de la formulacion ante problemas tipicos
esperados. Para verificar la precision de los resultados obtenidos, es necesario
compararlos contra resultados obtenidos de forma analitica, experimental o numeérica ya
validada. En este caso, los resultados aqui presentados fueron comparados con aquellos
obtenidos mediante la ecuacion de gradiente hidraulico para estado estable en un

conducto [21], la cual se expresa como

70
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B mpgd*h, (5.1)
 128uL
con
2
h, :Az+£ (5:2)
PY

en donde p es la densidad del fluido, g la gravedad, d el diametro del conducto, L la
longitud, « la viscosidad, Az la diferencia de alturas entre los extremos del conducto y

Ap la diferencia de presiones.

5.2 Pruebas de parcela

Para asegurar que la implementacion del elemento funcione en ensambles pequefios, se
forma una malla que contenga al menos un nodo interior y al menos dos elementos, de tal
manera que el ensamble forme una “parcela”. En este caso se genera la malla mostrada en

la figura 5.1.

& & & 8--——-+X

— >
L=1cm L=1cm L=1cm

Fig. 5.1 Parcela de tres elementos, S = 0.5cm?



Capitulo 5 Ejemplos de Validacién 72

5.2.1 Presion constante

En los nodos 1 y 4 se aplica una presion constante y se analiza el ensamble de elementos.

Los resultados exactos implican presion igual para todos los nodos y flujo cero.
Adicionalmente, para este ejemplo se realizara la explicacion a detalle del codigo
programado, de manera que se pueda observar la implementacion del método de solucion

seleccionado. Se recomienda también ver el apéndice A.

1. Se definen los nodos y elementos del modelo, asi como las incidencias.

tDhiscretizacion mediante elementozs finitos

(numero de elementos

ef=3;

(Fnumera de nodos

nodos=4;

(ooordenadas nodales en £ (global,cm)
=[O0 1 z 3]:

rooordenadas nodales en ¥ oiglobal, om)
T=[0O O 0 0]:

(ooordenadas nodales en 2 (global,cm)
Z=[0 O 0O 0O]:

rarrelgo de destino

AD=[1 2;2 3:3 4]:

Fig. 5.2 Definicion del modelo
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2. Una vez terminada la geometria, es necesario definir las propiedades del fluido.

YParametros

(densidad del fluido

dro=0.001060; % (kg/em3)@372C [Clufsen, 2000]
twiscosidad del fluido

wu=0.000049; % (kgfcw-s)@372C [Oluf=zen, 2000]
(wiscosidad cinematica del £luido

nu=mu/dror % (cmE2lE)

Yfuer=a de cuerpo

Y Izolo ez necezsario especificar la gravedad)
f=-0; % icmfsz2)

f=f*fe;

(Y [Taylor, 2002]

nprofile=1.33;

delta=1/ (1+nprofile) ;

WNEB=-zZ* (nprofile+Z) *pi*nu;: % (cm2la)

distribucion de welocidad sobre la seccion transwversal

Fig. 5.3 Propiedades del fluido
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3. Posteriormente, es necesario definir las condiciones iniciales del problema. Para este

caso en particular se especifico flujo y presion iguales a cero.

o

(Wariakblez al tiempo t=0

$flujo inicial (cm3/s)

Qo=0+*[1 1 1 1]1':

tpresion inicial (kg-cwdom:s-s2)

po=0+*[0 0O O 0O]';

tproyeccion del gradiente convectivo (cwm3/fs)
go=[0 0 0 a]':

gpi=o0*[1 1 1 1]':
Yseccion transwversal del conducto [(cmZ)
Jo=0.5%[1 1 1 1]1':

tproveccion del gradiente de presion (kg-cindcmsZ-s2)

Fig. 5.4 Condiciones iniciales
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4. Finalmente, se definen los parametros requeridos para el proceso de solucion.

YProceso de solucion

(ocontador de tCiempo
Liempo=0; % (=zed)

ttiempo maximo

Ciempomwax=30; % (=ed)
(contador de iteraciones—->1i
humero de iteraciones max [(convergencia)
imax=200;

Yocontador de pasos--rhn
Fhnumero de pasos max
nmax=100;

ttolerancia para £lujo
tolQ=0.01; % (0.01=1%)
(tolerancia para presion
tolp=0.01; % (0.01=1%)

Fig. 5.5 Definicion de pardmetros
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5. Antes de poder iniciar la fase de procesamiento, se requiere definir el intervalo de

tiempo At asi como las condiciones de frontera del problema. En este caso, se define la

presion prescrita en los nodos 1y 4.

Yincremento para el tiempo [(Seg)
deltatc=0.0001;

Ypresion en puntos de control
tpara cada paso en el tiempo
CFpil,ni=1; % ikg-cm/cmsiZ-s2)
CFpil,n)=CFpi(l,n)*fe;

Fig. 5.6 Condiciones de frontera
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6. Siguiendo el esquema de paso fraccional presentado en el capitulo 4, el programa

calcula primero las matrices de cada elemento, para posteriormente hacer el ensamble y

calcular la primera estimacion de flujo.

end

MGa=0%[-1/2 1/2:-1/2 1/2]: %por el momento no S USa

ML={ {Sm*tcgn) /hil,3)) *[1 -1:-1 1]:

MP=Sm*tcm*[-1/2 -1/2:;1/2 1/2]:

MH=-Cm/ Sm*[-1/2 1/2:-1/2 1/Z2]42%delta® (Cw/Sm) *[-1/2 1/2:-1/2 1
MD=3m* (hi(l,])/dro) *0*[1/3 1/6:1/6 1/3]: %por el momento no S
YF=0*CFpil,n) *{Sm/dro) *h{1,3) *[1/2 1/2]'43m*£*h{1, 31 *[1/2 1/2]

Yenzsambla matrices M, G, 63, C, L, P, H v I globhales
[MMg, MG, MGag, Mg, MLg, NPy, MHO, MDg] =mensamb la( ], AD, MMog, MGg, MGag

(ensambla vector £ global
[WFg] =vensawblai], AD,VFg,VF) ;

(ocalcula estimacion de f£lujo
Qestnl=0n-(deltat¥*inv (MMg) * (MHg*Onlis- (MGog-HMesg) *po+MCgvgonl-VEgl )

Fig. 5.7 Ensamble de arreglos

7. Una vez obtenida la estimacién de flujo, el programa calcula el cambio de presion

aplicando primero las condiciones de frontera correspondientes.

Foalocula arreglozs para cambio de presion
W1=MGg' *inwv (MMg) *MGg:;

Va=Mcg' *inwv (MMg) *MG=g;

deltapmat= (MLg+MDg* (1/deltat) +deltcat® (V1-V21 ) ;
deltapvec= [(MGg' *Qeztnl+HMLg¥ pn+MPg¥gpin) »

3aplica condiciones de frontera esenciales para presion
valk=0;

Fig. 5.8 Calculo de presion
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8. Con la nueva presion calculada, se lleva a cabo la correccion del flujo.

(calecula cambio de presion
deltap=-invi(deltapmat) *deltapved:;

(oalocula nueva presion
pnli=pn+deltap;

tcorrige el walor del flujo
onli=Qestnl+deltat*inv (HNg) * (NGg-HNesg) *deltap;

Fig. 5.9 Correccion del flujo

9. Finalmente, se actualizan los valores para las proyecciones de los gradientes y se
verifican los criterios de convergencia para flujo y presion, los cuales se hacen mediante

la norma Euclidiana.

testima valores de los gradientes convectivo v de presion
gonl=—inv (MMg) *MEg*Onli;
gpii=—-inwv (MEqg) *MPg' *pnli:

Yealoula nuevos wvalores de 3

Snl=3%n; %por el momento 3 es constante

(werifica convergencia en flujo

if absi{norm(onli-onlia) /norm(Onli) ) <=tolQ
conva=1;

else
conva=0;

end

Fig. 5.10 Actualizacion de los gradientes

A continuacion, se presentan los resultados para el ejemplo.
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Propiedades del fluido
p=0.00106 kg/cm®
4 =0.000049 kg/cm-—s

Condiciones iniciales
Q=0 m’/s

p=0 Pa

At =0.0001 seg

Condiciones de frontera
p(L,1]) =100 Pa
p(4,1) =100 Pa

Resultados exactos
Q =[0.0000,0.0000,0.0000,0.0000]" m*/s

p =[100.0000,100.0000,100.0000,100.0000]" Pa

Resultados aproximados
Q =1e%[-0.2763,-0.1404,0.1382,0.2807]" m®/s
p = [100.0000,100.0000,100.0000,100.0000]" Pa

Para éste ejemplo, el numero de ciclos realizados fue de n=100. Sin embargo, de

los resultados obtenidos, podemos ver como la solucion exacta se obtiene a partir del
segundo ciclo.
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Q (m3/s)

p (Pa)

140

130

120

110

100

90

80

70

60

50

x 102 nodo 2

" Sol ex

Mo, — Sol aprox | ]
| | | | | | | | |

0 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006 0.007 0.008 0.009 0.01

tiempo (seg)

Fig. 5.11 Resultados para flujo

nodo 2
T T T
*  Sol ex
[ Sol aprox ||
[ ot Ot unk unk wOu0 0 0 O 0 i wn un wOuuk uunk ek uDunk Dunt wOuuk O M O O 0 e wnk uOn uOuut uDunk w0 OO0k WOk
=] 1 1 1 1 1 1 1 1 1 =

tiempo (seg)

Fi

g. 5.12 Resultados para presion

78
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5.2.2 Flujo constante

En el nodo 1 se aplica una presion constante mientras que en el nodo 4 la presion se
mantiene en cero. Los resultados exactos implican una variacion lineal de presién y flujo

constante positivo.

Propiedades del fluido
p=0.00106 kg/cm®
£ =0.000049 kg/cm-—s

Condiciones iniciales
Q=0 m¥/s

p=0 Pa

At=0.01 seg

Condiciones de frontera
p(,1) =100 Pa
p(4,)=0 Pa

Resultados exactos

Q =1e7°[0.0065,0.0065,0.0065,0.0065]" m*/s
p =[100.0000, 66.6666, 33.3333,0.0000]" Pa

Resultados aproximados

Q =1e[0.6495,0.6495,0.6495,0.6495]" m*/s
p =[100.0000, 66.6667, 33.3333,0.0000]" Pa
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p (Pa)

Q (m3/s)

140

130

120

110

100

90

80

70

60

50

x 10°

nodo 1

Sol ex
Sol aprox

2 3 4 5
tiempo (seg)

Fig. 5.13 Resultados para flujo

nodo 1

X

Sol ex
Sol aprox

2 3 4 5
tiempo (seg)

Fig. 5.14 Resultados para presion

80
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Repetimos el ejemplo pero ahora aplicando presion constante en el nodo 4 y
presion cero en el nodo 1. Los resultados exactos implican nuevamente una variacion

lineal de presion con flujo constante negativo.

Condiciones de frontera
p(,1)=0 Pa
p(4,1) =100 Pa

Resultados aproximados

Q =1e“[-0.6495,-0.6495,-0.6495,-0.6495]" m*/s
p =[0.0000, 33.3333,66.6667,100.0000]" Pa

X 10° nodo 1
0 T T T T
';‘ Sol ex
1 1§ Sol aprox
\
2+ N
—~ -3 i
w
2]
E
O 4t B
5 4
6l 4
-7 | | | | | |
0 1 2 3 4 5 6 7
tiempo (seg)

Fig. 5.15 Resultados para flujo
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nodo 4

140+ x Sol ex M

Sol aprox
130 !

120 b

110 b

100

p (Pa)

Q0r b

801 b

50 b

1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7
tiempo (seg)

Fig. 5.16 Resultados para presion

Se observa en las figuras 5.13 y 5.15 como la solucién para estado estable se
presenta a un tiempo t~6.5 seg, lo que equivale a un nimero de ciclos n=~650,

presentandose un error maximo de 0.07%.

5.3 Prueba hidrostatica

Para éste caso, se pretende calcular la variacién de presion hidrostatica partiendo de que
existe una presién cero o atmosférica en la parte superior. La malla generada se muestra

en la figura 5.17.
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I

*

I

I

$ 4
L=1cm

.3
L=1cm

.2
L=1cm

[ |

Fig. 5.17 Parcela de tres elementos, S = 0.5cm?

En el nodo 4 se aplica una presion cero mientras que en el nodo 1 se especifica

flujo igual a cero. Los resultados exactos implican una variacion lineal de presion y flujo
igual a cero.

Propiedades del fluido
p=0.00106 kg/cm®
4 =0.000049 kg/cm-—s

Condiciones iniciales
Q=0 m¥/s

p=0 Pa

At=0.02 seg
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Condiciones de frontera
p(4,1)=0 Pa

Q1LY =0 m’/s

Resultados exactos

Q =[0.0000,0.0000,0.0000,0.0000]" m*/s
p =[311.958,207.972,103.986,0.0000] Pa

Resultados aproximados

Q =1e7°[0.0000, 0.0000,0.0000,0.0000]" m*/s
p =[311.9562,207.9708,103.9854,-0.0000]" Pa

x 10° nodo 4
1.5 T T
Sol ex
Sol aprox
1r 1
05" . .
.
« ST v, ,
@ MRS TTTTV
g 0 — ._’.'.-:'-'-?rﬂ#..
o A
.:'
050 . " g
."
1k, i
15 ! ! ! ! !
0 2 4 6 8 10

tiempo (seg)

Fig. 5.18 Resultados para flujo
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nodo 1
700
Sol ex
. Sol aprox
600 -
5007, - ]
v,
400f - 75ty ,
E Sy,
~ T . .";:"""l.
o PR 1) o
300 T T =
N O
2000 v |
100F, " 8
o ’ 1 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10 12

tiempo (seg)

Fig. 5.19 Resultados para presion

En éste caso, de la figura 5.19 vemos como la solucion en estado estable se
obtiene para t ~6 seg, lo cual equivale a un nimero de ciclos n~300. El error maximo
presentado es de 0.0005%. Repetimos el ejemplo pero ahora aplicando presion constante
en el nodo 4 y seguimos especificando flujo igual a cero en el nodo 1. Los resultados
exactos implican la suma de la presion constante méas la variacion lineal de presion y

flujo igual a cero.

Condiciones de frontera
p(4,1) =100 Pa

Q@11 =0 cm®/s

Resultados exactos

Q =[0.0000,0.0000,0.0000,0.0000]" m*/s
p =[411.958,307.972,203.986,100.0000]" Pa
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Resultados aproximados

Q =1e°[0.0000,-0.0000,0.0000,-0.0000]" m*/s

p =[411.9566,307.9711,203.9855,100.0000]" Pa

Q (m3/s)

tiempo (seg)

Fig. 5.20 Resultados para flujo

% 10° nodo 4
1.5
Sol ex
Sol aprox
1, -
o5-" " .
.t
050 . 7" R
-."
Ak 4
1.5 | | | | |
0 2 4 6 8 10

12
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nodo 1
800 T T
Sol ex
700" Sol aprox -
600 L " .
500F - 7 sty i
c v _:’,
< AT I TP
O 400 = e, seateveeveey 3
a . M ...1l‘
300 °, % ,
200} *" .
100 N
O 1 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10 12

tiempo (seg)

Fig. 5.21 Resultados para presion

De los resultados obtenidos, se observa como nuevamente la solucion para estado

estable se presenta a un tiempo t ~ 6 seg. El error madximo observado es de 0.0003%.

5.4 Validacioén a nivel sistema

Una vez verificado el funcionamiento de un elemento o un ensamble pequefio de
elementos, se necesita verificar el comportamiento al ensamblar sistemas mas grandes

con condiciones de frontera mas complejas.

Para este caso, se pretende calcular el flujo que resulta al aplicar diferentes tipos
de presiones que varian con el tiempo en un extremo del conducto y presién cero en el

otro. La malla generada se muestra en la figura 5.22.
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1 2 16 17
— - — - ——— & X

—
L=1cm L=1cm L=1cm

Fig. 5.22 Ensamble de 16 elementos, S = 0.5cm?

Los resultados exactos implican flujo constante para cada paso en el tiempo
siguiendo el mismo patrén de variacién que la presion y un decaimiento de la presién a

medida que nos movemos a través de la malla.

5.4.1 Presion con variacion lineal

En el nodo 1 se aplica una presion la cual varia de manera lineal con el tiempo mientras

que en el nodo 17 especificamos presion igual a cero.

Propiedades del fluido
p=0.00106 kg/cm®
4 =0.000049 kg/cm-—s

Condiciones iniciales
Q=0 m’/s

p=0 Pa

At=0.01 seg

Condiciones de frontera
p(L,1) =100t + At Pa

p(17,1)=0 Pa
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Resultados

X 10° nodo 1

3.5

Sol ex
3L Sol aprox

251

Q (m3/s)

0 1 1 1 1
0 0.5 1 1.5 2

tiempo (seg)

Fig. 5.23 Resultados para flujo

x 10" nodo 1
3.5 T T T T

Sol ex
:1 Sol aprox

25}

Q (m3/s)

15+

0.5F

U 1 1 1 1
0 0.4 1 15 2

tiempo (seg)

Fig. 5.24 Comparacion para flujo en estado estable
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250

nodo 1
nodo 8
nodo 17

200

150

p (Pa)

100

50

0 0.5 1 1.5 2 2.5
tiempo (seg)

Fig. 5.25 Resultados para presion

En la figura 5.23 observamos como los resultados aproximados van siguiendo el
mismo patron de variacion que los resultados exactos, después de que el estado
transitorio ha terminado (n=100 ciclos). En la figura 5.24 podemos ver una
comparacion entre ambas soluciones para un marco de referencia estable. Finalmente, en

la figura 5.25 vemos como a medida que nos acercamos al nodo 17, la presién empieza a

decaer hasta llegar a valores del orden de 1x10°2.

5.4.2 Presion con variacion parabolica

En el nodo 1 se aplica una presion la cual varia de manera parabdlica con el tiempo

mientras que en el nodo 17 especificamos presion igual a cero.
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Propiedades del fluido
p=0.00106 kg/cm®
4 =0.000049 kg/cm-—s

Condiciones iniciales
Q=0 m’/s

p=0 Pa

At=0.01 seg

Condiciones de frontera
p(L,1) =100t* + At Pa

p17,1)=0 Pa

Resultados

% 10° nodo 1

Sol ex

Sol aprox / 7 g
/

Q (m3/s)
N

0 |
0 0.5 1 1.5 2
tiempo (seg)

Fig. 5.26 Resultados para flujo
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« 107 nado 1
8 T T T T

Sol ex
Tr Sol aprox e

o
24 1
L&
It -
2 L -
1k -
U 1 1 1
0 05 1 15 2 25
tiempo (seq)
Fig. 5.27 Comparacion para flujo en estado estable
700
nodo 1
600 - nodo 8 7|
nodo 17

500

400

p (Pa)

300

200

100

0 0.5 1 1.5 2 2.5
tiempo (seg)

Fig. 5.28 Resultados para presion

De los resultados obtenidos vemos nuevamente como los valores aproximados

van siguiendo el mismo patron de variacion que los valores exactos, después de que el



Capitulo 5 Ejemplos de Validacién 93

estado transitorio ha terminado. Para este caso, el estado estable se presenta para un

numero de ciclos n=150.

5.4.3 Presion con variacion senoidal

En el nodo 1 se aplica una presién la cual sigue un patrén de variacion de tipo senoidal,

mientras que en el nodo 17 especificamos presion igual a cero.

Propiedades del fluido
p=0.00106 kg/cm®
4 =0.000049 kg/cm-—s

Condiciones iniciales
Q=0 m¥/s

p=0 Pa

At=0.01 seg

Condiciones de frontera
p(1) =100sen(xt) + At Pa
p(17,1) =0 Pa
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Resultados

Q (m3/s)

Q (m3/s)

x 10° nodo 1
15 :
%
%
A AN ]
i % A A T
/ B AT

3
% v
1r Sol ex W
Sol aprox

_15 | | | | | | |
0 0.5 1 15 2 2.5 3 35 4
tiempo (seg)
Fig. 5.29 Resultados para flujo
%10 nodo 1
15 . /\\ . . . . .
1+ z’[ y .
{
i 3

3 #
i
4 # S
US + ol 4
= i i
. 3{ "
%
H
%
H
5 2
E
H ¥ 4
Y o3 -
L 3

05k
#
Ir Sol ex /|
Sol aprox
_1_5 1 1 1 1 1 1 1
0 0.5 1 15 2 25 3 K 4

tiempa (seq)

Fig. 5.30 Comparacion para flujo en estado estable
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150

nodo 1
nodo 8
nodo 17

100 - /\ /\ B
§ i
I

50F § % i % A

p (Pa)

501 : H : s

o NN/

0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4
tiempo (seg)

Fig. 5.31 Resultados para presion

Nuevamente podemos ver como los valores aproximados van siguiendo el mismo
patron de variacién que los valores exactos y que la presion. En éste caso el estado
estable se presenta para un tiempo t~1.3 seg, lo cual equivale a un nimero de ciclos
n~130.

5.5 Sistema con elementos elasticos

Para poder observar la influencia de las arterias elasticas sobre el flujo sanguineo, se
repetira el ejemplo presentado en la seccion 5.4.3 incluyendo el efecto de la flexibilidad

de las paredes bajo presion interna, mediante la utilizacion de la relacion constitutiva.

Propiedades del fluido
p=0.00106 kg/cm®
4 =0.000049 kg/cm-—s
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Condiciones iniciales
Q=0 m¥/s

p=0 Pa

At=0.01 seg

Condiciones de frontera
p(1) =100sen(xt) + At Pa

p17,1)=0 Pa

Resultados

x 107 S variable
15 T T T T T T T
/N o
1+ i kY ;” \ .
/ ; 3
;: i kY
05F / .

Q (m3/s)
\\.

05/ P
3 : K
% ] ‘g.

il \\//j \\/
1_5 1 1 1 1 1 1 1

0.5 1 15 2 25 3 35 4

tiempo (seg)

Fig. 5.32 Resultados para flujo
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x 10° S variable

1.305 7

1.3r b

1.295- . 7

Q (m3/s)

1.285- 7

1 1 1
2.7 2.75 2.8 2.85 2.9
tiempo (seg)

Fig. 5.33 Resultados para flujo en zona de interés, S variable

X 10"5 S cte

1.3 7

1.205} . .

1.29- 7

1.2851 7

Q (m3/s)

1.2751 b

27 272 274 276 278 28 282 284 286 288 2.
tiempo (seg)

Fig. 5.34 Resultados para flujo en zona de interés, S constante
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nodo 1

0.515

T
S cte
S variable
051 *
/\ /\
0.505 - ;" % Fi ‘, b
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~ 13 % 13 1]
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0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

tiempo (seg)

Fig. 5.35 Comparacion para seccién luminar
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En la figura 5.32 podemos ver los resultados para el flujo, los cuales a primera

vista aparentan ser los mismos obtenidos para el ejemplo de la seccién 5.4.3.

Acercandonos mas a detalle en la zona encerrada por el circulo, podemos apreciar los

valores para el flujo de una manera mas detallada (figura 5.33), los cuales son

ligeramente mayores que aquellos que se obtuvieron en la seccion 5.4.3 (figura 5.34), ya

que al aumentar la presién, el elemento arteria se expande permitiendo asi un aumento en

el flujo sanguineo.

Finalmente, en la figura 5.35 se observa el cambio de la seccion luminar a lo largo

del tiempo.



Capitulo 6

Conclusiones

La formulacion que se ha presentado satisface la conservacion de momentum lineal y de
masa en un conducto unidimensional. Ademas, es capaz de representar la flexibilidad de
las paredes bajo presion interna. La introduccion del término de fuerza viscosa de cuerpo
permite representar la oposicion al flujo por estenosis en el conducto, y la modificacion
de éste término junto con el término convectivo permite considerar la distribucion no-
uniforme de la velocidad a través de la seccion transversal. Con estas caracteristicas, el
elemento desarrollado es capaz de representar el flujo sanguineo a través de las arterias
elésticas del cuerpo de forma simplificada.

La solucién al problema de mecanica de fluidos se ve afectada por inestabilidades
numéricas debido al caracter advectivo-difusivo de las ecuaciones gobernantes y la
incompatibilidad entre los campos de presion y velocidad. EI planteamiento del célculo

incremental finito (FIC) permite introducir los parametros estabilizadores h y 7, en la

formulacion desde la forma fuerte del problema. El desarrollo de la forma débil y
matricial, a partir de esta forma fuerte modificada, acarrea estos términos de una manera
directa y permite desarrollar procedimientos numéricos estables. Ademas, la presencia
del gradiente de presiones dentro de la forma alterna de la ecuacion de continuidad
permite que se puedan emplear interpolaciones idénticas para el flujo y para la presion.

El modelo es suficientemente completo, de manera que los elementos finitos que
se desarrollaron sobre la formulacion para resolver los ejemplos de validacion
presentados en el capitulo 5, fueron capaces de encontrar una solucion para la simulacion
del flujo arterial. La forma matricial obtenida es practicamente idéntica a la presentada

anteriormente para la solucién de problemas de fluidos [11,12], de manera que fue

99
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posible emplear los procedimientos mostrados en esos trabajos para desarrollar el método

de solucion utilizado.

En cuanto a los resultados obtenidos para los ejemplos de validacion, se observa
una muy buena concordancia entre la solucion analitica y la solucion aproximada,
presentandose errores maximos menores al 0.1%, lo cual para propositos practicos es
muy aceptable. Durante el proceso de validacién, se pudo observar el hecho de que el
algoritmo utilizado presenta una alta sensibilidad a las condiciones iniciales especificadas

asi como a los parametros de estabilizacion h, 7, y At, los cuales afectan de manera

directa a muchos de los arreglos encontrados en la forma especifica de las ecuaciones
(véase capitulo 3). Ademas, se identifico también una importante influencia del perfil de
velocidades asumido sobre la solucién encontrada, por lo cual, se recomienda llevar a
cabo un manejo muy cuidadoso de estos parametros asi como un estudio mas a fondo

sobre sus efectos en el algoritmo.

6.1 Investigacion a futuro

Lo primero que habria que considerar es la necesidad de resolver mas ejemplos de
validacion, de manera que se pueda identificar con mayor precision qué parametros
tienen una alta influencia sobre la solucion, de manera que se puedan establecer bases
para la calibracion de los mismos, ya sea mediante la utilizacion del algoritmo presentado

0 mediante la implementacion de un método distinto de solucion.

También, es necesario llevar a cabo un estudio méas a fondo del tratamiento de las
condiciones de frontera. Taylor y sus colaboradores [22] presentan un estudio sobre la
aplicacion de diferentes condiciones de frontera y su repercusion en la solucion del
problema. Ademas, se debe tambien considerar que método es necesario implementar en
puntos de bifurcacion, para poder representar el efecto de los arboles arteriales distales en
el segmento de interés del andlisis. Hughes y sus colaboradores [16] proponen la

utilizacion de multiplicadores de Lagrange para obligar la continuidad de presion y



Capitulo 6 Conclusiones 101

conservacion de masa. Este método se puede utilizar para determinar el maximo o
minimo de una funcion de dos o mas variables que no son independientes y que deben

cumplir con ciertas relaciones prescritas.

Fig. 6.1 Punto de bifurcacion

Si al punto m se tiene una entrada y n salidas (figura 6.1), las siguientes

restricciones se deben de cumplir:

Q, -0 =0 ©
pm - pin = O (62)

Para un sistema general de ecuaciones [K]{D}={R}, se pueden escribir

ecuaciones de restriccion [23] que relacionan los grados de libertad en {D} de la forma
[CI{D}-{Q}=0 (6.3)
en donde [C] ¥ {Q} contienen restricciones. Para imponer estas restricciones utilizando

multiplicadores de Lagrange, es necesario resolver el siguiente sistema de ecuaciones

algebraicas:
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K C"|[D]| R (6.4)
c oll4) |Q
en donde A, se puede interpretar como fuerzas de restriccion.

Entonces, para imponer las ecuaciones de restriccion (6.1) y (6.2) sobre el
algoritmo de solucién utilizado haciendo uso del método de multiplicadores de Lagrange,

se tendria que considerar lo siguiente:

a) Para la primera estimacion de flujo (predictor), habria que agregar una ecuacion

adicional de restriccion al sistema ensamblado Q" —AtM™*(g"*'* —f"*), la cual serfa la

encargada de cumplir con la conservacion de masa.

b) Para el céalculo del cambio de presion, se tendria que agregar una ecuacion de
restriccion por cada salida existente, de modo que se obligue la continuidad de presion

entre el punto de entrada y los puntos de salida.

c) Para el calculo del flujo a partir de la nueva presion (corrector), se tendria que agregar

de nuevo una ecuacién adicional de restriccion al sistema ensamblado
AtM’l(G”*“’l—Gg”*"l)ép‘, de modo que al sumar el cambio de flujo a la prediccion

inicial, se siga cumpliendo con la conservacion de masa.

Finalmente, seria recomendable transcribir el codigo presentado en MATLAB a
un lenguaje de programacion mas eficiente tal como FORTRAN o C/C* que no consuma
tantos recursos computacionales. También, seria de mucha ayuda contar con una interfaz
grafica para las fases de pre y post-procesamiento, de manera que la especificacion de

datos y lectura de resultados sea mas eficiente.



Apéndice A

Programas en MATLAB

Se presentan aqui los codigos en MATLAB para los ejemplos resueltos en el capitulo 5,
con el fin de tener una referencia y darse una idea del formato utilizado en la

programacion. Se recomienda también ver el disco compacto anexo a ésta tesis.

A1l. Pruebas de parcela

%$Programa para la solucion del flujo de sangre en las arterias
smediante el metodo de elementos finitos

$PRE-PROCESAMIENTO

clc
clear all
close all

%$Discretizacion mediante elementos finitos
tnumero de elementos

ef=3;

$numero de nodos

nodos=4;

%coordenadas nodales en X (global,cm)
X=[0 1 2 3];

scoordenadas nodales en Y (global,cm)
Y=[0 0 0 0];

%coordenadas nodales en Z (global,cm)
Zz=[0 0 0 0];

$arrelgo de destino

AD=[1 2;2 3;3 4];

for i=l:ef
$longitud de cada elemento
h(l,i)=sqrt((X(1,AD(i,2))-X(1,AD(i,1)))"2+(Y(1,AD(i,2))~-
Y(1,AD(i,1))) "2+ (2(1,AD(1,2))-2(1,AD(1,1)))"2); %(cm)
end
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sfactor de escala
gmejora el comportamiento del algoritmo
fe=le-5;

$Parametros

%densidad del fluido

dro=0.001060; % (kg/cm3)@372C [Olufsen, 2000]
$viscosidad del fluido

mu=0.000049; % (kg/cm-s)@373C [Olufsen, 2000]
%viscosidad cinematica del fluido

nu=mu/dro; % (cm2/s)

%$fuerza de cuerpo

% (solo es necesario especificar la gravedad)
f=-0; %(cm/s2)

f=f*fe;

$distribucion de velocidad sobre la seccion transversal

$[Taylor, 2002]

nprofile=1.33;

delta=1/ (l+nprofile);

NB=-2* (nprofile+2) *pi*nu; % (cm2/s)

%Variables al tiempo t=0

$flujo inicial (cm3/s)

Qo=0*[1 1 1 11"';

$presion inicial (kg-cm/cm2-s2)

po=0*[0 0O 0 01"';

$proyeccion del gradiente convectivo (cm3/s)
gc=[0 0 0 0]"';

$proyeccion del gradiente de presion (kg-cm/cm2-s2)

gpi=0*[1 1 1 11°';
$seccion transversal del conducto (cm2)
So=0.5*[1 11 11"';

$PROCESAMIENTO

o)

%$Proceso de solucion

[

%contador de tiempo
tiempo=0; % (seq)

$tiempo maximo

tiempomax=30; % (seq)
$contador de iteraciones—-->i
numero de iteraciones max (convergencia)
imax=200;

%$contador de pasos-->n
gnumero de pasos max
nmax=700;

%tolerancia para flujo
tolQ0=0.01; %(0.01=1%)
%$tolerancia para presion
tolp=0.01; %(0.01=1%)
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Q

%$Condiciones de frontera

[

gnumero de puntos de control
puntosc=2;

Spuntos de control (nodos)
PC=[1 41;

o)

[Mceros]=mceros (nodos) ;
[Vceros]=vceros (nodos) ;

oo

%$Guarda condiciones iniciales

for j=l:nodos
onf(1,3)=Qo(j,1);
pnf(1l,j)=po(j,1);

end

vectiempo (1l,1)=tiempo;

$comienza calculo de pasos en el tiempo

for n=1:nmax

if n==
Sn=So;

On=Qo;
Onlia=0n;
pn=po;
pnlia=pn;
gcnl=gc;
gpin=gpi;
else

Onlia=0n;
pnlia=pn;

Sn=Snl;
end

%$incremento para el tiempo
deltat=0.01;

%presion en puntos de control
%para cada paso en el tiempo

CFp(l,n)=1; % (kg-cm/cm2-s2)
CFp(l,n)=CFp(l,n)*fe;

$comienza calculo de iteraciones

for i=l:imax

%inicializa matrices M,G,Gs,C,L,P,H yv D globales

MMg=Mceros;
MGg=Mceros;
MGsg=Mceros;

%Subrutinas para inicializar arreglos
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MCg=Mceros;
MLg=Mceros;
MPg=Mceros;
MHg=Mceros;
MDg=Mceros;

%inicializa vector f global
VFg=Vceros;

for j=1l:ef
%calcula matrices M y C

110

$MM=h (1,3)*[1/3 1/6;1/6 1/3]; %Matriz consistente

MM=h (1,3j)*[1/2 0;0 1/2]; %Matriz concentrada

MC=(1/2)*h(1,3)*[-1/2 1/2;-1/2 1/2];

%calculo de S promedio
Sm=(Sn(AD(j,1),1)+Sn(AD(],2),1))/2;
%calculo de Q promedio

Om=(Qnlia (AD(J,1),1)+0Onlia(AD(J,2),1))/2;
%calculo de tqg

tagm=( ( (8*mu) / (3*h(1,J) "2))+(((4* (1l+delta) *dro) /h(1,3)) *(

%calcula matrices G,Gs,L,P,H,D y vector f
MG=- (Sm/dro) *[-1/2 1/2;-1/2 1/2];

Oom/Sm)))"~-1;

MGs=0*[-1/2 1/2;-1/2 1/2]; %por el momento no se usa

ML= ((Sm*tqm) /h(1,3))*[1 -1;-1 1];
MP=Sm*tgm* [-1/2 -1/2;1/2 1/2];

MH=-Qm/Sm* [-1/2 1/2;-1/2 1/2]+2*delta* (Qm/Sm)*[-1/2 1/2;-
1/2 1/2]1-(nu/h(1,3))*[1 -1;-1 1]+ (dro/2)*(Qm/Sm"2)*[1 -1;-1 11;
MD=Sm* (h(1,J)/dro)*0*[1/3 1/6;1/6 1/3]; %por el momento no

Se usa

VEF=1*CFp (1,n)* (Sm/dro)*h(1,3j)*[1/2 1/2]'+Sm*f*h(1,3)*[1/2

1/2]1"+NB*Qm*h (1,73)*[1/2 1/2]1'-0*[1/2 1/2]1"';

%ensambla matrices M,G,Gs,C,L,P,H v D globales

[MMg,MGg, MGsg, MCg, MLg, MPg, MHg, MDg]=mensambla (j,AD, MMg, MGg, MGsg, MCg, MLg,

MPg, MHg, MDg, MM, MG, MGs , MC, ML, MP, MH, MD) ;

sensambla vector f global
[VFg]=vensambla (j,AD,VFg, VF) ;
end

%calcula estimacion de flujo

Qestnl=Qn- (deltat*inv (MMg) * (MHg*QOnlia- (MGg-MGsqg) *pn+MCg*gcnl-

VEg));

%calcula arreglos para cambio de presion
V1=MGg'*inv (MMg) *MGg;

V2=MGg'*inv (MMg) *MGsg;

deltapmat= (MLg+MDg* (1/deltat)+deltat* (V1-V2));
deltapvec= (MGg'*Qestnl+MLg*pn+MPg*gpin) ;

%aplica condiciones de frontera esenciales para

presion
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valk=0;

for j=1l:nodos
if abs(deltapmat(j,j))>valk
valk=abs (deltapmat (j,J)):
end
end

valk=valk*1lel2;

if n==
deltapmat (PC(1,1),PC(1l,1))=deltapmat (PC(1,1),PC(1,1))+valk;
deltapvec (PC(1l,1),1)=deltapvec(PC(1l,1),1)+valk*-1*CFp(1l,n);
deltapmat (PC(1,2),PC(1,2))=deltapmat (PC(1,2),PC(1,2))+valk;
deltapvec (PC(1,2),1)=deltapvec(PC(1,2),1)+valk*0*CFp(1l,n);
else
deltapmat (PC(1,1),PC(1,1))=deltapmat (PC(1,1),PC(1,1))+valk;
deltapvec (PC(1l,1),1)=deltapvec(PC(1,1),1)+valk*0*CFp(1l,n);
deltapmat (PC(1,2),PC(1l,2))=deltapmat (PC(1,2),PC(1l,2))+valk;
deltapvec (PC(1,2),1)=deltapvec(PC(1,2),1)+valk*0*CFp(l,n);
end

%calcula cambio de presion
deltap=-inv (deltapmat) *deltapvec;

%calcula nueva presion
pnli=pnt+deltap;

%corrige el valor del flujo
Onli=Qestnl+deltat*inv (MMg) * (MGg-MGsg) *deltap;

%$inicializa matrices B y E globales
MBg=Mceros;
MEg=Mceros;

for j=l:ef

%calculo de S promedio

Sm=(Sn (AD(J,1),1)+Sn(AD(3,2),1))/2;
%calculo de Q promedio

Om=(Onlia (AD(J,1),1)+0Onlia(AD(J,2),1))/2;
%calculo de tqg

tgm=( ((8*mu) / (3*h (1,3)"2))+ (((4*(1+delta)*dro)/h(1,3))* (Om/Sm)))"-1;
MB=dro* (Qm/Sm"2) *[-1/2 1/2;-1/2 1/2];
$ME=Sm*tgqm*h (1,3)*[1/3 1/6;1/6 1/3]; %$Matriz consistente
)

ME=Sm*tgm*h (1,73)*[1/2 0;0 1/2]; %Matriz concentrada

%ensambla matrices B y E globales
[MBg,MEg]=mensamblaZ2 (j,AD,MBg, MEg,MB, ME) ;

end
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%estima valores de los gradientes convectivo y de presion
gcnl=-inv (MMg) *MBg*Qnli;
gpii=-inv (MEg) *MPg'*pnli;

%calcula nuevos valores de S
Snl=Sn; %por el momento S es constante

Sverifica convergencia en flujo

if abs (norm(Qnli-Qnlia)/norm(Qnli))<=tolQ
convQ=1;

else
convQ=0;

end

$verifica convergencia en presion

if abs(norm(pnli-pnlia)/norm(pnli))<=tolp
convp=1;

else
convp=0;

end

Sverifica que Q y p hayan convergido
if convQ==
if convp==
'Convergencia cumplida en'
tiempo
break
else
if i<imax
else
'Numero de iteraciones max alcanzado'
'convergencia no cumplida en'
tiempo
break
end
end
else
if i<imax
else
'Numero de iteraciones max alcanzado'
'convergencia no cumplida en'

tiempo
break
end
end
Onlia=Qnli;
pnlia=pnli;
Sn=Snl;
end
On=Qnli;

pn=pnli;
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end

gpin=gpii;

%guarda resultados
for j=l:nodos

Onf (n+1,3)=0n(j, 1)
pnf (n+l,3)=pn(j, 1)

end

%incrementa el contador de tiempo

tiempo=tiempo+deltat;

%guarda intervalos de tiempo
vectiempo (n+l,1l)=tiempo;

if tiempo>tiempomax

'Tiempo max alcanzado'

break
end

%$POST-PROCESAMIENTO

$despliega resultados
Onf*fer-1*le-7 % (m3/s)
(

pnf*fe”-1*100 %

$grafica Q en puntos deseados

for

Pa)

n=1:n
figure (1)

plot (vectiempo(n,1),0.000065, 'b',vectiempo(n,1l), fe”-1*le-

7*Qnf (n, 1), 'r");

end

hold on

xlabel ('tiempo (seg) ')
ylabel ('Q (m3/s)")

legend('Sol ex','Sol aprox')

%grafica p en puntos deseados

for

n=1l:n
figure (4)

plot (vectiempo(n,1),100, 'bx',vectiempo(n,1l), fe*-

1*100*pnf (n,1),'c");

end

hold on

xlabel ('tiempo (seqg)')
ylabel ('p (Pa)')

legend('Sol ex','Sol aprox')
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A 2. Prueba hidrostatica

%$Programa para la solucion del flujo de sangre en las arterias
$mediante el metodo de elementos finitos

$PRE-PROCESAMIENTO

clc
clear all
close all

[

$Discretizacion mediante elementos finitos
$numero de elementos

ef=3;

gnumero de nodos

nodos=4;

%coordenadas nodales en X (global,cm)
X=[0 0 0 0];

%coordenadas nodales en Y (global,cm)
Y=[0 0 0 0];

%coordenadas nodales en Z (global,cm)
z=[0 1 2 3];

%arrelgo de destino

AD=[1 2;2 3;3 47];

for i=l:ef

%longitud de cada elemento

h(l,i)=sgrt ((X(1,AD(i,2))-X(1,AD(i,1))) "2+ (Y (
Y(1,AD(i,1)))"2+(Z2(1,AD(1,2))-Z2(1,AD(i,1)))"2); %
end

$factor de escala
mejora el comportamiento del algoritmo
fe=le-5;

$Parametros

%$densidad del fluido

dro=0.001060; % (kg/cm3)@373C [Olufsen, 2000]
%$viscosidad del fluido

mu=0.000049; % (kg/cm-s)@372C [Olufsen, 2000]
$viscosidad cinematica del fluido

nu=mu/dro; % (cm2/s)

$fuerza de cuerpo

% (solo es necesario especificar la gravedad)
f=-981; % (cm/s2)

f=f*fe;

$distribucion de velocidad sobre la seccion transversal
$[Taylor, 2002]

nprofile=1.33;
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delta=1/ (l+nprofile);
NB=-2* (nprofile+2) *pi*nu; % (cm2/s)

%Variables al tiempo t=0

$flujo inicial (cm3/s)

Qo=0*[1 1 1 11°';

$presion inicial (kg-cm/cm2-s2)

po=0*[1 1 1 11"';

$proyeccion del gradiente convectivo (cm3/s)
gc=0*[1 1 1 1]1';

$proyeccion del gradiente de presion (kg-cm/cm2-s2)
gpi=0*[1 1 1 1]1';

%$seccion transversal del conducto (cm2)

So=0.5*[1 1 1 11"';

$PROCESAMIENTO

o)

%$Proceso de solucion

[

$contador de tiempo
tiempo=0; % (seq)

$tiempo maximo

tiempomax=12; % (seq)
%contador de iteraciones-->i
$numero de iteraciones max (convergencia)
imax=200;

%contador de pasos-->n
gnumero de pasos max
nmax=700;

%tolerancia para flujo
to0lQ=0.01; %(0.01=1%)
%tolerancia para presion
tolp=0.01; %(0.01=1%)

%Condiciones de frontera
gnumero de puntos de control
puntosc=2;

%$puntos de control (nodos)
PC=[1 4];

Q

%Subrutinas para inicializar arreglos
[Mceros]=mceros (nodos) ;
[Vceros]=vceros (nodos) ;

oo

%Guarda condiciones iniciales

for j=l:nodos
an(llj)on(jll);
pnf(l,j)=po(j,1);
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end
vectiempo (1l,1)=tiempo;

$comienza calculo de pasos en el tiempo
for n=1l:nmax

if n==
Sn=So;

Qn=Qo;
Onlia=0On;
pn=po;
pnlia=pn;
gcnl=gc;
gpin=gpi;
else

Onlia=0n;
pnlia=pn;

Sn=Snl;
end

%incremento para el tiempo (seq)
deltat=0.02;

%$flujo en puntos de control
$para cada paso en el tiempo
CFQ(1,n)=0; %(cm3/s)

$presion en puntos de control
%para cada paso en el tiempo
CFp(l,n)=1; % (kg-cm/cm2-s2)
CFp(l,n)=CFp(l,n)*fe;

%$comienza calculo de iteraciones
for i=1:imax

%inicializa matrices M,G,Gs,C,L,P,H yv D globales
MMg=Mceros;
MGg=Mceros;
MGsg=Mceros;
MCg=Mceros;
MLg=Mceros;
MPg=Mceros;
MHg=Mceros;
MDg=Mceros;

%inicializa vector f global
VFg=Vceros;

for j=l:ef
%calcula matrices M y C
$MM=h (1,3)*[1/3 1/6;1/6 1/3]; %Matriz consistente
MM=h(1,3)*[1/2 0;0 1/2]; SMatriz concentrada
MC=(1/2)*h(1,3)*[-1/2 1/2;-1/2 1/2];
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%calculo de S promedio

Sm=(Sn (AD(j,1),1)+Sn(AD(3,2),1))/2;
%calculo de Q promedio

Om=(Qnlia (AD(j,1),1)+0Onlia(AD(J,2),1))/2;
%calculo de tg

tam=( ((8*mu) / (3*h(1,3)"2))+(((4*(1l+delta)*dro)/h(1,3))* (Qm/Sm)))"-1;

%calcula matrices G,Gs,L,P,H,D y vector f

MG=- (Sm/dro) *[-1/2 1/2;-1/2 1/2];

MGs=0*[-1/2 1/2;-1/2 1/2]; %por el momento no se usa

ML= ( (Sm*tqgm) /h (1,3))*[1 -1;-1 1];

MP=Sm*tqm* [-1/2 -1/2;1/2 1/2]1;

MH=-Qm/Sm* [-1/2 1/2;-1/2 1/2]+2*delta* (Qm/Sm)*[-1/2 1/2;-
1/2 1/2]1-(nu/h(1,3))*[1 -1;-1 1]+ (dro/2)*(Qm/Sm"2)*[1 -1;-1 11;

MD=Sm* (h(1,J)/dro)*0*[1/3 1/6;1/6 1/3]; %por el momento no
se usa

VF=0*CFp (1, n) * (Sm/dro) *h (1,3)*[1/2 1/2]'+Sm*£f*h(1,3)*[1/2
1/2] "+NB*Om*h (1,3)*[1/2 1/2]'-0*[1/2 1/2]';

%ensambla matrices M,G,Gs,C,L,P,H yv D globales

[MMg, MGg, MGsg,MCg, MLg, MPg, MHg, MDg ] =mensambla (j, AD,MMg, MGg, MGsg, MCg, MLg,
MPg, MHg, MDg, MM, MG, MGs, MC, ML, MP, MH, MD) ;

%ensambla vector f global
[VFg]=vensambla (j,AD,VFg, VF) ;
end

%calcula estimacion de flujo
Qestnl=Qn- (deltat*inv (MMg) * (MHg*Qnlia- (MGg-MGsqg) *pn+MCg*gcnl-
VEg));

%calcula arreglos para cambio de presion
V1=MGg'*inv (MMg) *MGg;

V2=MGg'*inv (MMg) *MGsg;

deltapmat= (MLg+MDg* (1/deltat) +deltat* (V1-V2));
deltapvec=(MGg'*Qestnl+MLg*pn+MPg*gpin) ;

%aplica condiciones de frontera esenciales para presion
valk=0;

for j=l:nodos
if abs(deltapmat(j,j))>valk
valk=abs (deltapmat (j,j));
end
end

valk=valk*lel2;
if n==

deltapmat (PC(1,2),PC(1l,2))=deltapmat (PC(1,2),PC(1l,2))+valk;
deltapvec (PC(1,2),1)=deltapvec(PC(1l,2),1)+valk*0*CFp(l,n);
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%deltapmat (PC(1,2),PC(1l,2))=deltapmat (PC(1,2),PC(1l,2))+valk;

%deltapvec(PC(1,2),1)=deltapvec(PC(1,2),1)+valk*0*CFp(1l,n);
deltapmat (PC(1,2),PC(1,2))=deltapmat (PC(1,2),PC(1,2))+valk;
deltapvec (PC(1,2),1l)=deltapvec(PC(1,2),1)+valk*0*CFp(1l,n);
PC(1,2))+valk;

else

%deltapmat (PC(1,2),PC(1l,2))=deltapmat (PC(1,2)
%deltapvec(PC(1,2),1)=deltapvec(PC(1,2),1)+valk*0*CFp(1l,n);

end

%calcula cambio de presion
deltap=-inv (deltapmat) *deltapvec;

%calcula nueva presion
pnli=pn+deltap;

%calcula arreglos para cambio de flujo
deltagmat=MMg* (MGg-MGsq) ;

deltagvec=deltap;

%aplica condiciones de frontera esenciales para flujo

valk=0;

for j=l:nodos
if abs(deltagmat(j,j))>valk
valk=abs (deltagmat (j,j));
end
end
valk=valk*1lel2;
(1,1))=deltagmat (PC(1,1),PC(1,1))+valk;

deltagmat (PC(1,1),PC
1)=deltapvec(PC(1,1),1)+valk* (CFQ(1,n)-

deltagvec(PC(1,1),
Qestnl (PC(1,1),1));

%corrige el valor del flujo

%30nli=Qestnl+deltat*inv (MMg) * (MGg-MGsqg) *deltap;
Onli=Qestnl+ (deltat*inv (deltagmat) *deltaqgvec) ;

%inicializa matrices B y E globales

MBg=Mceros;
MEg=Mceros;

for j=l:ef

%calculo de S promedio
Sm=(Sn(AD(j,1),1)+Sn(AD(J,2),1))/2;

%calculo de Q promedio
Qm=(Qnlia(AD(3j,1),1)+0Onlia(AD(3,2),1))/2;

%calculo de tg
tam=( ((8*mu)/ (3*h (1,3)"2))+(((4*(1+delta) *dro)/h(1,3))* (Om/Sm)))"-1;
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MB=dro* (Qm/Sm~2) *[-1/2 1/2;-1/2 1/2]1;
$ME=Sm*tgm*h (1,3j)*[1/3 1/6;1/6 1/3]; %Matriz consistente
ME=Sm*tqm*h (1,73)*[1/2 0;0 1/2]; %Matriz concentrada

%ensambla matrices B y E globales
[MBg,MEg]=mensamblaZ2 (j,AD,MBg, MEg,MB, ME) ;

end

%estima valores de los gradientes convectivo y de presion
gcnl=-inv (MMg) *MBg*Qnli;
gpii=-inv (MEg) *MPg'*pnli;

%calcula nuevos valores de S
Snl=Sn; %por el momento S es constante

Sverifica convergencia en flujo

if abs (norm(Qnli-Qnlia)/norm(Qnli))<=tolQ
convQ=1;

else
convQ=0;

end

$verifica convergencia en presion

if abs(norm(pnli-pnlia)/norm(pnli))<=tolp
convp=1;

else
convp=0;

end

Sverifica que Q y p hayan convergido
if convQ==
if convp==
'Convergencia cumplida en'
tiempo
break
else
if i<imax
else
'Numero de iteraciones max alcanzado'
'convergencia no cumplida en'
tiempo
break
end
end
else
if i<imax
else
'"Numero de iteraciones max alcanzado'
'convergencia no cumplida en'
tiempo
break
end
end
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Onlia=QOnli;
pnlia=pnli;
Sn=Snl;

end

On=Qnli;
pn=pnli;
gpin=gpii;

%guarda resultados
for j=l:nodos
Onf (n+l,3)=0n(3j,1);
pnf(n+l,3)=pn(j,1l);
end

%incrementa el contador de tiempo
tiempo=tiempo+deltat;

%guarda intervalos de tiempo
vectiempo (n+l,1)=tiempo;

if tiempo>tiempomax
'Tiempo max alcanzado'
break
end
end

$POST-PROCESAMIENTO

%despliega resultados
Qnf*fer-1*le-7 % (m3/s)
pnf*fe”-1*100 % (Pa)

%grafica Q en puntos deseados

for n=1:n
figure (1)

plot (vectiempo(n,1),0, 'b',vectiempo(n,1l), fe”-1*1le-7*Qnf (n,4),'r");

hold on
end

xlabel ('tiempo (seqg) ')
ylabel ('Q (m3/s)")
legend('Sol ex','Sol aprox')

%grafica p en puntos deseados

for n=1:n
figure (4)
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plot (vectiempo(n,1l),311.96, 'b',vectiempo(n,1l), fe”-
1*100*pnf(n,1),'x");

hold on
end

xlabel ('tiempo (seqg) ')
ylabel ('p (Pa)')
legend ('Sol ex','Sol aprox')

A 3. Validacién a nivel sistema

$Programa para la solucion del flujo de sangre en las arterias
$mediante el metodo de elementos finitos

$PRE-PROCESAMIENTO

clc
clear all
close all

[

$Discretizacion mediante elementos finitos
$numero de elementos

ef=16;

gnumero de nodos

nodos=17;

%$coordenadas nodales en X (global,cm)

X=[01 2 3456 78910 11 12 13 14 15 16];
scoordenadas nodales en Y (global,cm)

Y=[0 0O 0O0OO0OOO0OO0OO0OO0OOO0OO0OO0OO0OO0];
%$coordenadas nodales en Z (global,cm)

z=[0 0O0O0OO0OO0O0OO0OO0OOO0OOOOOO0OQ 01,
%arrelgo de destino

AD=[1 2;2 3;3 4;4 5;5 6;0 7;7 8;8 9;9 10;10 11;11 12;12 13;13 14;14
15;15 16;16 17];

for i=l:ef
%longitud de cada elemento
h(l,i)=sqgrt((X(1,AD(i,2))-X(1,AD(i,1)))"2+(Y(1,AD(i,2))~-
Y(1,AD(i,1)))"2+(Z2(1,AD(1,2))-Z(1,AD(i,1)))"2); %(cm)
end

sfactor de escala
tmejora el comportamiento del algoritmo
fe=le-5;

$Parametros

$densidad del fluido
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dro=0.001060; % (kg/m3)@372C [Olufsen, 2000]
$viscosidad del fluido

mu=0.000049; % (kg/cm-s)@373*C [Olufsen, 2000]
%viscosidad cinematica del fluido

nu=mu/dro; % (cm2/s)

%$fuerza de cuerpo

% (solo es necesario especificar la gravedad)
f=-0; %(cm/s2)

f=f*fe;

$distribucion de velocidad sobre la seccion transversal

%[Taylor, 2002]

nprofile=11.33;

delta=1/ (l+nprofile);

NB=-2* (nprofile+2) *pi*nu; % (cm2/s)

Q

%Variables al tiempo t=0

$flujo inicial (cm3/s)

Qo=0*[1 111111111111 11111";
$presion inicial (kg-cm/cm2-s2)

po=0*[1 111111111111 11111";
$proyeccion del gradiente convectivo (cm3/s)
ge=0*[1 111111111111 1111]";

$proyeccion del gradiente de presion (kg-cm/cm2-s2)

gei=0O*(1 1111111111111 1111";
$seccion transversal del conducto (cm2)
So=0.5*(1 1111111111111 1111";

$PROCESAMIENTO

[

$contador de tiempo
tiempo=0; % (seq)

$tiempo maximo

tiempomax=20; % (seq)
%contador de iteraciones-->i
snumero de iteraciones max (convergencia)
imax=200;

%scontador de pasos-->n
numero de pasos max
nmax=400;

%tolerancia para flujo
t0lQ=0.01; %(0.01=1%)
%tolerancia para presion
tolp=0.01; %(0.01=1%)

%$Condiciones de frontera
$numero de puntos de control
puntosc=2;

puntos de control (nodos)
PC=[1 171;
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Q

%Subrutinas para inicializar arreglos

% ______________________________________
[Mceros]=mceros (nodos) ;

[Vceros]=vceros (nodos) ;

%Guarda condiciones iniciales

for j=l:nodos
Onf(1l,3)=Qo(j,1);
pnf(1,3)=po(3,1);

end

vectiempo(l,1)=tiempo;

$comienza calculo de pasos en el tiempo
for n=1l:nmax

if n==
Sn=So;

On=0Qo;
Onlia=0n;
pn=po;
pnlia=pn;
gcnl=gc;
gpin=gpi;
else

Onlia=0n;
pnlia=pn;

Sn=Snl;
end

deltat=0.01;

%presion en puntos de control

%para cada paso en el tiempo

CFp(l,n)=(l*tiempo)+deltat; % (kg-cm/cm2-s2)-1lineal
$CFp(l,n)=1*(tiempo”2)+deltat; % (kg-cm/cm2-s2)-parabolica
$CFp(l,n)=1*sin(pi*tiempo)+deltat; % (kg-cm/cm2-s2)-senoidal
CFp(l,n)=CFp(l,n)*fe; Sfactor de escalamiento

%$comienza calculo de iteraciones
for i=1:imax

%inicializa matrices M,G,Gs,C,L,P,H yv D globales
MMg=Mceros;
MGg=Mceros;
MGsg=Mceros;
MCg=Mceros;
MLg=Mceros;
MPg=Mceros;
MHg=Mceros;
MDg=Mceros;
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%$inicializa vector f global
VFg=Vceros;

for j=l:ef
%calcula matrices M y C
$MM=h (1,73)*[1/3 1/6;1/6 1/3]; %$Matriz consistente
MM=h (1,3)*[1/2 0;0 1/2]; %Matriz concentrada
MC=(1/2)*h(1,3)*[-1/2 1/2;-1/2 1/21;

%calculo de S promedio
Sm=(Sn(AD(j,1),1)+Sn(AD(j,2),1))/2;
%calculo de Q promedio

Om=(Onlia (AD(J,1),1)+0Onlia(AD(J,2),1))/2;
%calculo de tg

tam=( ((8*mu) / (3*h(1,3)"2))+(((4*(1l+delta)*dro)/h(1,3))* (0m/Sm)))"-1;

%calcula matrices G,Gs,L,P,H,D y vector f

MG=- (Sm/dro)*[-1/2 1/2;-1/2 1/2]1;

MGs=0*[-1/2 1/2;-1/2 1/2]; %por el momento no se usa

ML= ( (Sm*tqgm) /h(1,3))*[1 -1;-1 1];

MP=Sm*tqm* [-1/2 -1/2;1/2 1/2]1;

MH=-0Qm/Sm* [-1/2 1/2;-1/2 1/2]1+2*delta* (Qm/Sm)*[-1/2 1/2;-
1/2 1/2]1-(nu/h(1,3))*[1 -1;-1 1]+ (dro/2)* (Qm/Sm"2)*[1 -1;-1 11;

MD=Sm* (h(1,J)/dro)*0*[1/3 1/6;1/6 1/3]; %por el momento no
se usa

VF=1*CFp (1, n)* (Sm/dro) *h (1,3)*[1/2 1/2]'+Sm*£*h(1,3)*[1/2
1/2] "+NB*Qm*h (1,3)*[1/2 1/2]'-0*[1/2 1/2]';

%ensambla matrices M,G,Gs,C,L y P globales

[MMg, MGg, MGsg,MCg,MLg, MPg, MHg, MDg ] =mensambla (j, AD,MMg, MGg, MGsg, MCg, MLg,
MPg,MHg,MDg, MM, MG, MGs,MC, ML, MP, MH, MD) ;

%ensambla vector f global
[VFg]=vensambla (j,AD,VFg, VF) ;
end

%calcula estimacion de flujo
Qestnl=Qn- (deltat*inv (MMg) * (MHg*Qnlia- (MGg-MGsqg) *pn+MCg*gcnl-
VFEg));

%calcula arreglos para cambio de presion
V1=MGg'*inv (MMg) *MGg;

V2=MGg'*inv (MMg) *MGsg;

deltapmat= (MLg+MDg* (1/deltat) +deltat* (V1-V2)) ;
deltapvec= (MGg'*Qestnl+MLg*pn+MPg*gpin) ;

%aplica condiciones de frontera esenciales para presion
valk=0;

for j=1l:nodos
if abs(deltapmat(j,j))>valk
valk=abs (deltapmat (j,j));
end
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end

valk=valk*lel2;

deltapmat (PC(1,1),PC(1l,1))=deltapmat (PC(1,1),PC

deltapvec(PC(1l,1),1)=deltapvec(PC(1l,1),1)+valk*1* (pn (PC

CFp(l,n));

deltapmat (PC(1,2),PC(1l,2))=deltapmat (PC(1,2),PC

deltapvec (PC(1,2),1)=deltapvec(PC(1,2),1)+valk*0* (pn (PC

CFp(1,n));

%calcula cambio de presion
deltap=-inv (deltapmat) *deltapvec;

%$calcula nueva presion
pnli=pn+deltap;

$corrige el valor del flujo

Onli=Qestnl+deltat*inv (MMg) * (MGg-MGsg) *deltap;

%$inicializa matrices B y E globales
MBg=Mceros;
MEg=Mceros;

for j=l:ef

$calculo de S promedio

Sm=(Sn (AD(j,1),1)+Sn(AD(3,2),1))/2;
%calculo de Q promedio
Qm=(Qnlia(AD(3,1),1)+0Onlia(AD(3,2),1))/2;
scalculo de tg

tagm=( ( (8*mu) / (3*h(1,J) "2))+(((4* (1+delta)*dro) /h(1l,]))*

MB=dro* (Qm/Sm"2) *[-1/2 1/2;-1/2 1/2];

(1,1))+valk;
(1,1),1)-
(1,2))+valk;

(112)11)_

(Qm/Sm) ) ) ~-1;

)*k
%ME:Sm*tqm*h( ,3)*[1/3 1/6;1/6 1/3]1; %$Matriz consistente
)'k

ME=Sm*tgm*h (1

%ensambla matrices B y E globales
[MBg,MEg]=mensamblaZ2 (j,AD,MBg, MEg,MB, ME) ;

end

[1/2 0;0 1/2]1; %Matriz concentrada

%estima valores de los gradientes convectivo y de presion

gcnl=-inv (MMg) *MBg*Qnli;
gpii=-inv (MEg) *MPg' *pnli;

3calcula nuevos valores de S
Snl=Sn; % por el momento constante

$verifica convergencia en flujo
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if abs (norm(Qnli-Qnlia)/norm(Qnli))<=tolQ
convQ=1;

else
convQ=0;

end

Sverifica convergencia en presion

if abs (norm(pnli-pnlia)/norm(pnli))<=tolp
convp=1;

else
convp=0;

end

Sverifica que Q y p hayan convergido
if convQ==
if convp==
'Convergencia cumplida en'
tiempo
break
else
if i<imax
else

'Numero de iteraciones max alcanzado'

'convergencia no cumplida en'

tiempo
break
end
end
else
if i<imax
else
'Numero de iteraciones max alcanzado'
'convergencia no cumplida en'
tiempo
break
end

end

Onlia=Qnli;
pnlia=pnli;
Sn=Snl;

end

On=Qnli;
pn=pnli;

%guarda resultados
for j=l:nodos
Oonf (n+l,3)=0n(j,1);
pnf (n+l,J)=pn(3j,1);
end

%incrementa el contador de tiempo
tiempo=tiempo+deltat;
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%guarda intervalos de tiempo
vectiempo (n+l,1)=tiempo;

if tiempo>tiempomax
'Tiempo max alcanzado'
break
end
end

$POST-PROCESAMIENTO

[

%$Solucion exacta

$densidad del fluido

dro=1060; %(kg/m3)@372C [Olufsen, 2000]
$viscosidad del fluido

mu=0.0049; % (kg/m-s)@372C [Olufsen, 2000]
%gravedad

grav=9.81; % (m/s2)

%$seccion transversal

S=0.00005; % (m4)

diam=sqrt (4*S/pi); % (m)

$longitud

1=0.16; % (m)

[

%$Solucion

nex=1;
tiempo=0;

while tiempo<tiempomax
pl=(100*tiempo) +deltat; % (Pa)-lineal
%pl=100* (tiempo”2)+deltat; % (Pa)-parabolica
%pl=100*sin (pi*tiempo) +deltat; % (Pa)-senoidal
hf=pl/ (dro*grav) ;

Qex (nex, 1) =(pi*dro*grav*diam”4*hf)/ (128*mu*L) ;

nex=nex+1;
tiempo=tiempo+deltat;
end

%grafica Q en puntos deseados

for n=1:n
figure (1)
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plot (vectiempo(n,1l),Qex(n,1), 'b',vectiempo(n,1l),fe”-1*le-
7*Qnf(n,1),'r');

hold on
end

xlabel ('tiempo (seqg) ')
ylabel ('Q (m3/s)")
legend ('Sol ex','Sol aprox')

%grafica p en puntos deseados

for n=1:n

figure (4)

plot (vectiempo(n,1l),fe”-1*100*pnf (n,1), 'b',vectiempo(n,1l), fe”-
1*100*pnf(n,8), 'g',vectiempo(n,1l), fe”"-1*100*pnf(n,17),'xv");

hold on
end

xlabel ('tiempo (seqg) ')
ylabel ('p (Pa)")
legend('nodo 1','nodo 8','nodo 17")

A 4. Sistema con elementos elasticos

%$Programa para la solucion del flujo de sangre en las arterias
$mediante el metodo de elementos finitos

$PRE-PROCESAMIENTO

clc
clear all
close all

o)

$Discretizacion mediante elementos finitos
$numero de elementos

ef=16;

$numero de nodos

nodos=17;

%$coordenadas nodales en X (global,cm)

X=[01 2 3456 78910 11 12 13 14 15 16];
%coordenadas nodales en Y (global,cm)
Y=[0 0O 0O0O0OO0OO0OO0OO0OO0O0OO0OO0OO0OO0OO0DO0]
%coordenadas nodales en Z (global,cm)
z=[0 00O 0OO0OO0O0OO0OO0OO0OO0OODOO0OSO0ODO0 O0]
%arrelgo de destino

AD=[1 2;2 3;3 4;4 5;5 6;06 7;7 8;8 9;9 10;10 11;11 12;12 13;13 14;14
15;15 16;16 17];

’

I



Apéndice A Programas en MATLAB 129

for i=l:ef
%$longitud de cada elemento
h(l,i)=sqrt((X(1,AD(i,2))-X(1,AD(i,1)))"2+(Y(1,AD(i,2))~-
Y(1,AD(i,1)))"2+(2(1,AD(1,2))-2(1,AD(1i,1)))"2); %(cm)
end

$factor de escala
$mejora el comportamiento del algoritmo
fe=le-5;

$Parametros

%densidad del fluido

dro=0.001060; % (kg/m3)@37%C [Olufsen, 2000]
%viscosidad del fluido

mu=0.000049; % (kg/cm-s)@373C [Olufsen, 2000]
$viscosidad cinematica del fluido

nu=mu/dro; % (cm2/s)

$fuerza de cuerpo

% (solo es necesario especificar la gravedad)
f=-0; %(cm/s2)

f=f*fe;

$distribucion de velocidad sobre la seccion transversal
% [Taylor, 2002]

nprofile=6;

delta=1/ (l+nprofile);

NB=-2* (nprofile+2) *pi*nu; % (cm2/s)
%constantes para modulo de elasticidad tangencial
% [Olufsen, 2000]

k1=20000; %kg/ (cm-s2)

k2=-22.53; %cm”-1

k3=865; %kg/ (cm-s2)

%Variables al tiempo t=0

$flujo inicial (cm3/s)

Qo=0*[1 111111111111 11111";

$presion inicial (kg-cm/cm2-s2)

po=0*[1 111111111111 11111";
$proyeccion del gradiente convectivo (cm3/s)
ge=0*f1 111111111111 11111";
$proyeccion del gradiente de presion (kg-cm/cm2-s2)
gpi=0O*[1 1111111111111 1111";
%seccion transversal del conducto (cm2)

So=0.5*[1 1111111111111 1111";

$PROCESAMIENTO

%contador de tiempo
tiempo=0; % (seq)
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$tiempo maximo

tiempomax=20; % (seq)
%contador de iteraciones-->i
numero de iteraciones max (convergencia)
imax=200;

%contador de pasos-->n
gnumero de pasos max
nmax=400;

%tolerancia para flujo
to0lQ=0.01; %(0.01=1%)
%$tolerancia para presion
tolp=0.01; %(0.01=1%)

%$Condiciones de frontera
%numero de puntos de control
puntosc=2;

%puntos de control (nodos)
PC=[1 17];

[

$Subrutinas para inicializar arreglos

% ______________________________________
[Mceros]=mceros (nodos) ;

[Vceros]=vceros (nodos) ;
Q
E]

%$Guarda condiciones iniciales

for j=l:nodos
Onf(1,3)=Qo(3,1);
pnf(1,3)=po(j,1);
Snf(llj)zso(jll);

end

vectiempo (1l,1)=tiempo;

%comienza calculo de pasos en el tiempo
for n=1:nmax

if n==
Sn=So;

On=Qo;
Onlia=Qn;
pn=po;
pnlia=pn;
gcnl=gc;
gpin=gpi;
else

Onlia=Qn;
pnlia=pn;

Sn=Snl;
end

deltat=0.01;
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%presion en puntos de control

%para cada paso en el tiempo
CFp(l,n)=1*sin(pi*tiempo)+deltat; % (kg-cm/cm2-s2)-senoidal
CFp(l,n)=CFp(l,n)*fe;

%$comienza calculo de iteraciones
for i=1:imax

%inicializa matrices M,G,Gs,C,L,P,H yv D globales
MMg=Mceros;
MGg=Mceros;
MGsg=Mceros;
MCg=Mceros;
MLg=Mceros;
MPg=Mceros;
MHg=Mceros;
MDg=Mceros;

%$inicializa vector f global
VFg=Vceros;

for j=1l:ef
$calcula matrices M y C
$MM=h (1,73)*[1/3 1/6;1/6 1/3]; %$Matriz consistente
MM=h(1,3j)*[1/2 0;0 1/2]; %Matriz concentrada
MC=(1/2)*h(1,3)*[-1/2 1/2;-1/2 1/21;

%calculo de S promedio

Sm=(Sn (AD(J,1),1)+Sn(AD(3,2),1))/2;
$calculo de Q promedio

QOm=(Qnlia (AD(J,1),1)+0Onlia(AD(J,2),1))/2;
%calculo de tg

tam=( ((8*mu)/ (3*h(1,3)"2))+(((4*(1+delta)*dro)/h(1,3))* (Qm/Sm)))"-1;

%calcula matrices G,Gs,L,P,H,D y vector f

MG=- (Sm/dro) *[-1/2 1/2;-1/2 1/2];

MGs=0*[-1/2 1/2;-1/2 1/2]; %por el momento no se usa

ML= ( (Sm*tqm) /h(1,3))*[1 -1;-1 1];

MP=Sm*tqm* [-1/2 -1/2;1/2 1/2]1;

MH=-Qm/Sm*[-1/2 1/2;-1/2 1/2]+2*delta* (Qm/Sm)*[-1/2 1/2;-
1/2 1/2]1-(nu/h(1,3))*[1 -1;-1 1]+ (dro/2)* (Qm/Sm"2)*[1 -1;-1 11;

MD=Sm* (h(1,J)/dro)*0*[1/3 1/6;1/6 1/3]; %por el momento no
se usa

VF=1*CFp(1,n) * (Sm/dro) *h(1,3)*[1/2 1/2]'"+Sm*f*h(1,3)*[1/2
1/2] "+NB*Qm*h (1,3)*[1/2 1/2]1'-0*[1/2 1/21"';

%ensambla matrices M,G,Gs,C,L y P globales

[MMg, MGg, MGsg,MCg,MLg, MPg, MHg, MDg ] =mensambla (j,AD,MMg, MGg, MGsg, MCg, MLg,

MPg, MHg, MDg, MM, MG, MGs , MC, ML, MP, MH, MD) ;

%ensambla vector f global
[VFg]=vensambla (j,AD,VFqg, VF) ;
end
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VEg));

%calcula estimacion de flujo

132

Qestnl=Qn- (deltat*inv (MMg) * (MHg*Qnlia- (MGg-MGsqg) *pn+MCg*gcnl-

%calcula arreglos para cambio de presion
V1=MGg'*inv (MMg) *MGg;

V2=MGg'*inv (MMg) *MGsg;

deltapmat= (MLg+MDg* (1/deltat)+deltat* (V1-V2))
deltapvec= (MGg'*Qestnl+MLg*pn+MPg*gpin) ;

r

%aplica condiciones de frontera esenciales para presion

valk=0;

for j=1l:nodos
if abs(deltapmat(j,j))>valk
valk=abs (deltapmat (j,j)):
end
end

valk=valk*lel2;

deltapmat (PC(1,1),PC(1l,1))=deltapmat (PC(1,1)

,PC(1,1))+valk;

deltapvec(PC(1l,1),1)=deltapvec(PC(1l,1),1)+valk*1*(pn(PC(1,1),1)-
CFp(l,n));

deltapmat (PC(1,2),PC(1l,2))=deltapmat (PC(1,2)

deltapvec (PC(1,2),1)=deltapvec(PC(1,2),1)+valk*0* (pn (
CFp(l,n));

%calcula cambio de presion
deltap=-inv (deltapmat) *deltapvec;

%calcula nueva presion
pnli=pnt+deltap;

%corrige el valor del flujo

,PC(1,2))+valk;

PC(1,2),1)~-

Onli=Qestnl+deltat*inv (MMg) * (MGg-MGsg) *deltap;

%$inicializa matrices B y E globales
MBg=Mceros;
MEg=Mceros;

for j=l:ef

%calculo de S promedio
Sm=(Sn(AD(3j,1),1)+Sn(AD(j,2),1))/2;
%$calculo de Q promedio
Om=(Qnlia(AD(j,1),1)+Qnlia(AD(3,2),1))/2;
%calculo de tqg

tam=( ((8*mu) / (3*h(1,3)"2))+(((4*(1l+delta)*dro)/h(1,3))* (Qm/Sm)))"-1;
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pnlia) *

MB=dro* (Qm/Sm"2)*[-1/2 1/2;-1/2 1/2]
$ME=Sm*tgm*h (1,3j)*[1/3 1/6;1/6 1/3]; %Matriz consistente
ME=Sm*tgm*h (1, j)*[1/2 0;0 1/2]; %Matriz concentrada

%ensambla matrices B y E globales
[MBg,MEg]=mensamblaZ2 (j,AD,MBg, MEg,MB, ME) ;

end

%estima valores de los gradientes convectivo y de presion
gcnl=-inv (MMg) *MBg*Qnli;
gpii=-inv (MEg) *MPg'*pnli;

%calcula nuevos valores de S

%Snl=Sn; % por el momento constante

Snl= Sn / ( (fe”-1*10) * (pnli—

(3/4) kl*exp(kZ*sqrt Sn/pi))+k3)."=1).72);

$verifica convergencia en flujo

if abs (norm(Qnli-Qnlia)/norm(Qnli))<=tolQ
convQ=1;

else
convQ=0;

end

$verifica convergencia en presion

if abs(norm(pnli-pnlia)/norm(pnli))<=tolp
convp=1;

else
convp=0;

end

sverifica que Q y p hayan convergido
if convQ==
if convp==
'Convergencia cumplida en'
tiempo
break
else
if i<imax
else
'Numero de iteraciones max alcanzado'
'convergencia no cumplida en'
tiempo
break
end
end
else
if i<imax
else
'Numero de iteraciones max alcanzado'
'convergencia no cumplida en'
tiempo
break
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end
end

Onlia=Qnli;
pnlia=pnli;
Sn=Snl;

end
On=Qnli;
pn=pnli;

Sn=Snl;

%guarda resultados
for j=l:nodos

onf (n+1,3)=0n(j,1);
pnf (n+l,j)=pn(j,1);
Snf (n+1,3)=Sn(j,1);

end

%$incrementa el contador de tiempo
tiempo=tiempo+deltat;

%guarda intervalos de tiempo
vectiempo (n+l,1l)=tiempo;

if tiempo>tiempomax

'Tiempo max alcanzado'

break
end
end

3POST-PROCESAMIENTO

o)

%$Solucion exacta

$densidad del fluido
dro=1060; % (kg/m3)@37%C
$viscosidad del fluido

mu=0.0049; % (kg/m-s)@37°C

%$gravedad

grav=9.81; % (m/s2)
%seccion transversal
S=0.00005; % (m4)
diam=sqrt (4*S/pi); % (m)
%longitud

L=0.16; % (m)

[Olufsen,

[Olufsen,

2000]

2000]
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o)

%$Solucion

nex=1;
tiempo=0;

while tiempo<tiempomax
pl=100*sin(pi*tiempo) +deltat; % (Pa)-senoidal
hf=pl/ (dro*grav) ;
Qex (nex, 1) =(pi*dro*grav*diam”™4*hf)/ (128*mu*L) ;

nex=nex+1;
tiempo=tiempo+deltat;
end

%grafica Q en puntos deseados

for n=1:n

figure (1)

plot (vectiempo(n,1l),Q0ex(n,1), 'b',vectiempo(n,1l),fe”-1*le-
7*Qnf(n,1),'r');

hold on
end

xlabel ('tiempo (seqg) ')
ylabel ('Q (m3/s)")
legend('Sol ex','Sol aprox')

%grafica p en puntos deseados

for n=1:n

figure (4)

plot (vectiempo(n,1l),fe”-1*100*pnf (n,1), 'b',vectiempo(n,1l), fe"-
1*100*pnf(n,8), 'g',vectiempo(n,1l), fe”"-1*100*pnf(n,17),'xv");

hold on
end

xlabel ('tiempo (seqg) ')
ylabel('p (Pa)")
legend('nodo 1','nodo 8','nodo 17")

%grafica S en puntos deseados

for n=1:n
figure (8)
plot (vectiempo(n,1l),0.5,'b',vectiempo(n,1l),Snf(n,1),'x");
hold on

end

xlabel ('tiempo (seqg) ')
ylabel ('S (cm2) ")
legend ('S cte','S variable')
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Temas Adicionales

B 1. Teorema de transporte de Reynolds

Consideremos a F como una propiedad extensiva del medio continuo, y a x la cantidad
de F por unidad de masa. Si p es la densidad, entonces pu sera la cantidad de F por
unidad de volumen. Siendo €, un volumen de control y I, la superficie al tiempo t, la

cantidad de F que se encuentra en el volumen puede calcularse como

Fo = [ prdQ (B1)
Qt
El cambio de F en el tiempo puede calcularse mediante la derivada material.

f pudQ I[ tpﬂ+,0ﬂv°VJdQ

ZIp%dQ (B 2)

A la ecuacion (B 2) se le conoce como el Lema de Reynolds.
En forma alternativa, la derivada material se puede evaluar como

DF _ J-

bt bt} ( pu+Ve (P,UV)j

Q,
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zéjpde+jp,uvondF B3
atQI T,

Tomando en cuenta el Lema de Reynolds en el lado izquierdo de la ecuacién (B 3)

se obtiene la forma global final del Teorema de Reynolds.

d D (B4)
ajpﬂdQ=J.pF’l:dQ—J‘p,uVondr
[oX Q Ly

A B C

en donde A representa el cambio instantaneo de F en el tiempo t, B el cambio total de
F en las particulas del volumen material y C el cambio de F por flujo convectivo

saliente a través de la superficie.

B 2. Transporte por adveccion y difusion

Siempre que exista una diferencia de concentracion entre dos 0 mas sustancias dentro de
una mezcla de fluidos, se llevara a cabo un transporte o difusion de masa. Si
consideramos un canal de longitud infinita lleno con agua y le inyectamos una gota de
tinta al tiempo t =0, la tinta se repartird desde el punto de inyeccidn hacia otras regiones
del canal en las cuales no existe tinta. Después de un tiempo suficiente t,, cuando la
concentracion de tinta sea constante en todo el canal (t >t,), el flujo neto de tinta sera
cero para cualquier seccién del canal. La difusién de la tinta ocurre debido a un gradiente

de concentracién. Movimientos al azar de las moléculas de tinta y agua llevan, después

de un tiempo suficiente, a tener una mezcla uniforme de ambas sustancias.

La masa de tinta que atraviesa un area unitaria por unidad de tiempo en la
direccion x es proporcional al gradiente de la concentracion de tinta en esa direccion. A
lo anterior se le conoce como la primera ley de difusion de Fick, la cual matematicamente

Se expresa como:
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—dC B5
0 -« ©5)

En la ecuacion (B 5), qq es el flujo de la substancia por difusién(Prop. subst./ LZT), k es
el coeficiente de difusion de masa, con dimensiones (LZ/T), C es la concentracion de la

propiedad para la sustancia (Prop. subst./ L3), y el signo menos implica que el transporte

se lleva a cabo de zonas altas a zonas bajas en concentracion.

El transporte de sustancias por difusion es una importante fuente de movimiento
a nivel microscépico. Sin embargo, la difusion molecular es extremadamente lenta, por lo
cual su importancia es significativa solo en distancias muy pequefias o periodos de
tiempo largos. Asi pues, la difusion molecular, aunque esta presente, es dominada por un
mecanismo de transporte mas rapido generado por el mismo movimiento del fluido. A

este tipo de transporte se le conoce como adveccion.

El transporte por adveccion se expresa en términos del vector de flujo a lo largo

de un eje por unidad de area perpendicular a dicho eje. Entonces, el flujo por adveccién

Oa (Prop. subst./LZT) en la direccion x es:
q, =uC (B 6)

en donde u es la velocidad del fluido en la direccién x (L/T) y C es la concentracion

de la sustancia. De aqui, se observa que el flujo total de transporte de masa gr por

adveccion y difusion es:

—dC (B 7a)
=uC -k —

En3D: g, =uC—kvc (B 7b)
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B 2.1 Transporte de masa

Consideremos a F como una propiedad extensiva del medio continuo, y a x la cantidad
de F por unidad de masa. Si p es la densidad, entonces pu sera la cantidad de F por
unidad de volumen. Siendo Q, un volumen de control y T, la superficie al tiempo t, la

cantidad de F que se encuentra en el volumen puede calcularse como

Fo = J.p,LﬂQ (B 8)

El cambio de F en el tiempo puede calcularse utilizando el Teorema de

Reynolds, de modo que

DFE 0 B 9)
- = dQ+ vendD’
o ath;Pﬂ ipﬂ

A B C

en donde A representa el cambio total de F en las particulas del volumen material, B el
cambio instantaneo de F en el tiempo t (acumulacién) y C el cambio de F por flujo

convectivo saliente a través de la superficie.

En forma alternativa, es posible obtener esta ecuacion (B 9) desde un punto de

vista fisico del problema. Consideremos que la concentracion de una sustancia la

expresamos mediante C = pu (Prop. subst./ L3) y consideremos un volumen de control

al tiempo t. Una expresion del balance de la concentracién de la sustancia en este

volumen se podria expresar mediante:

Acumulacion instantanea = entrada — salida + generacion — (B 10)

degradacion
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Si la variable Q representa la taza de cambio de la propiedad de la sustancia por

unidad de volumen (Prop. subst./L3T) 0 taza de la fuente de la propiedad, entonces

. . . . DF i
podriamos evaluar el cambio total en la propiedad de la sustancia or mediante la taza
de generacion de la sustancia rg y la taza de degradacion de la sustancia rqy como

%:iQdQ:IerQ—irddQ

0

= generacion —degradacion

Si se considera el movimiento de particulas a través de la superficie, entonces la
entrada y salida de la propiedad de la sustancia estara asociada al movimiento de masa o

flujo convectivo. Si gr es el vector de flujo de la propiedad por unidad de area por unidad

de tiempo (Prop. subst./LZT) y n es el vector normal hacia fuera de la superficie,

entonces el cambio en la propiedad de la sustancia por flujo convectivo sera:

Entrada — salida = —J' g, endl’
I

El signo negativo para el flujo convectivo se debe a que flujo que sale se

considera negativo.

El cambio instantdneo en la propiedad de la sustancia o acumulacion se puede

expresar mediante
'[ %Q = Acumulacion
Q, at

La ecuacion de balance (B 10) se puede expresar entonces como
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j%dgz—qu-ndr+deQ B11)
Iy

Q Q

Sustituyendo la ecuacion (B 7b) en la ecuacion (B 11), obtenemos

j§dQ=j|Zvcondr—quondF+ [Qdo
ot I, I &

Q

Aplicando el Teorema de Gauss y simplificando, llegamos a la ecuacién de

transporte, la cual se expresa como

j@dgz_jv.(-ivcmu)dgchdg

QI at Qt QI
(Ec. de oC B 12
transporte) E =—Ve qr + Q ( )

B 2.2 Problema de trasporte por adveccion y difusion en 1-D

Una forma alterna para obtener la ecuacién de transporte en 1-D se obtiene de aplicar la
ecuacion de balance directamente sobre el elemento diferencial. Consideremos un
dominio unidimensional de longitud L (figura B 1) y con condiciones de frontera
aplicadas sobre la concentracién y el flujo difusivo. El andlisis de este tipo de problemas
se realiza extrayendo un elemento diferencial, como el que se muestra en la figura B 2,

con un segmento tipico AB de longitud h.
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Qw
Flujo
_ difusivo
Concentracion  _ g = especificado
especificada =C _ — — — @ — | — —
X
Ut
) L
Fig. B 1. Problema de transporte en 1-D por adveccion y difusion.
Qs=Que)=Q
Flujo difusivo =qa Flujo difusivo = Qg
X
- —_— — — "
u
i i = x) . .
Flujo advectivo =[uC]a A B Flujo advectivo = [uC]s

& »
<« »

Fig. B 2. Balance de flujos sobre el segmento AB

Variables:
u: velocidad (L/T).
Q: Taza de cambio de la propiedad de la sustancia (Prop. Sust/LT).

d,, 0,0 : Flujos difusivos (Prop. Sust./T).

C,.Cg,C: Concentraciones por unidad de longitud (Prop. Sust./L).

El balance de flujos en el elementos diferencial se obtiene como
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%h =(0a +[uC],)—(gs +[uCJ )+ Qh (B 13)

Esta ecuacion es completamente equivalente a la ecuaciéon (B 12), pero en una

dimension.

La concentracion de la propiedad de la sustancia por unidad de longitud C,
frecuentemente se expresa en forma alterna, mediante el producto de un parametro

advectivo v y una funcion de concentracion ¢ :
C=vp (B14)

Los valores del flujo difusivo q vy el transporte advectivo uC en el punto A se

pueden aproximar en términos de los valores en otro punto del dominio, digamos el punto

B, utilizando series de Taylor de segundo orden, de manera que

dg (B 15)

qA:qB_h&

+O(h2)

B

d[uC] (B 16)

[UC]A = [UC]B —h

+O(h2)

B

Sustituyendo en la ecuacion de balance para el elemento diferencial, ecuacion (B
13):

+[uc], —h €l

B

h
Iﬁdx:[qB—hd—q
, ot dx

+o(h2)j

B

_(qB +[UC]B ) + Qh

Considerando C como constante:
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B 17
Lhon @ A o (h2)+qn (B17)
ot dx|g dx |g
C=v v - _pda _praludl +Qh+0(h?)
ot dx|g dx g
+h’qB _)q V%:—d—q—Vd[u¢]+Q+O(h)
ot dx dx
lim,_, r(a¢+ 8[u¢]j+8q_Q o (B 18)
ot dx OX

Tomando g mediante la ley de difusion de Fick (ecuacion B 5),

G-k O
OX OX

la ecuacion (B 18) se transforma finalmente en la ecuacion de adveccion-difusion-

transporte en su forma estandar.

r(%ﬁ[uqﬁ]j_g[l(%j_cgzo (B 19)
ot dx dx OX

Condiciones de frontera de Direchlet:
C=C obien g=¢ en x=x,,t=[0,t)
Condicién de frontera de Neumann:

G =0 =0,+0, =0 en x=x_,t=[0t)

O bien ¢

—K?j—x+uv¢:c‘1 en x=x.,t=[0,t)
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B 2.3 Proceso de estabilizacion

Consideremos que pueden existir variaciones importantes en los términos difusivo y
advectivo (ecuaciones B 15y B 16) a lo largo del segmento de balance. Para poder tomar
en cuenta estas variaciones, es necesario expandir ambos términos utilizando series de

Taylor de tercer orden, de modo que

dg| 1 2 d’q
qA=q8+(_h)&B+E(_h) WB—O(hS)
2 (B 20)
—q,-h%  Lpeda ~o(h)
dxlg 2 dx7|,
De igual forma
dluC]] 1 2 d?[uC]
[uC], =[uC]; +(-h) ™ B+§(—h) e B_o(h3)
2 (B 21)
=[uC]B—hM +1h2LUZC] —O(h3)
dx [ 2 dx® |y

Ademas, si asumimos que la fuente de generacién Q actda con una distribucién

lineal sobre el dominio (figura B 3), entonces, el balance de flujos se puede escribir como
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Qs
o @« ]
Flujo difusivo =qa Flujo difusivo =g
X
M _ — — 5 —
— —
Flujo advectivo =[uC]a A Ueo B

Flujo advectivo = [uC]g

&
<«

v

Fig. B 3. Balance de flujos sobre el segmento AB con fuente de generacion lineal

De nueva cuenta se emplea la ecuacion de balance pero tomando en cuenta la variacion

lineal de la fuente:

(B 22)

G(CA+CB

1
e ]h=(qA+[uc1A)—(qB+[uC]B)+2<QA+QB>h

Notese que en la ecuacion (B 22) se estan utilizando valores promediopara C y Q.

Empleando aproximaciones de primer orden para Q, y C,,

dQ 2 (B 23)
QAzQB—hE;B+O(h)
dc (B 24)

cAzq,ha— +0(h?)

B

Sustituyendo las ecuaciones (B 23) y (B 24) en la ecuacion (B 22), obtenemos

ISR,

~d[uc]

Q(CB_lhd_C
g dx

ot 2 dx
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h—2+QBh—O(h3)

+(d2q| L duC]| _dQ| ]

d|, A | dxlg ) 2
+h, B 25
Oz_aC:_aq_a[uC]+Q_h8(_6(2_8(1_6[UC]+QJ (B 25)
o(h?’)zo ot ox  dx 20x\ ot ox  ox
Sidefinimosary r tal que:
__aa_due] (8 26)
ox  dx
Entonces
po_9C_a_duC] (B27)
ot ox  dx
__%€C ., (B 28)
ot
entonces, la ecuacion (B 25) se puede rescribir como
_hor (8 29)
2 dx
Notemos que redefiniendo la ecuacion (B 28) como:
. aC . (B 30)

la ecuacion de balance, la ecuacion (B 29), no cambia.

Sustituyendo las ecuaciones (B 5) y (B 14) en la ecuacion (B 30), se obtienen las

mismas ecuaciones de balance que en la referencia [20].

2, 31
ot
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Con rZE(K%j_VM_FQ (B 32)
ox\  dx OX

Notese que en la ecuacion (B 32) K =kv
Debe notarse que la expansion linear de C y de Q es necesaria para obtener la
forma final de las ecuaciones de balance, ecuacién (B 30).
B 2.4 Condiciones de frontera (Dirichlet y Neumann)
Para completar el problema, es necesario aplicar condiciones de frontera espaciales y

temporales. La condicion de frontera esencial de Dirichlet para la ecuacion (B 30) esta
dada por

b=9¢ (B 33)
en donde ¢ es el valor prescrito de la variable transportada que se desconoce.

Para obtener la condicion de frontera estabilizada de Neumann, es necesario
escribir la ecuacién de balance en un punto de la frontera (figura B 4). Se asigna la

longitud h/2 porque con ese valor se eliminan algunos términos en la expansion.
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Q
o Flujo total
Flujo difusivo =qa especificado =@
X
MA L, o S M
—
Flujo advectivo =[uC]a A Ueo B
h/2
Fig. B 4. Segmento de balance cercano a una frontera de Neumann en el punto B
La ecuacion de balance es ahora:

(B 34)

h
qA+[UC]A+Q§=q

en donde g es el flujo total prescrito.

Notese que en la ecuacion (B 34) la fuente de generacion Q se asume constante y la

longitud del segmento AB es la mitad para que posteriormente se puedan simplificar las

ecuaciones.

Utilizando series de Taylor de primer orden

_ hdg (B 35)
da =g E&B
h d[uC] (B 36)
Cl, =[uC], - -
[uC], =[uC]; 2 dx |

Sustituyendo las ecuaciones (B 35) y (B 36) en la ecuacion (B 34), y notando que

la posicion del punto B puede ser arbitraria
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q+uC+g(—a—q—M+Q)=q

OX OX

B 37

q+uC+ h r=q ( )
2
en donde r se define igual que en la ecuacion (B 26) o (B 32).
Finalmente, rescribimos la ecuacién (B 37) como
—K%+uv¢+nr:q (B38)
OX 2
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