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En este trabajo determinamos la ecuacion diferencial que sigue el precio de
un producto derivado a partir del comportamiento racional de un consumido-
r-inversionista maximizador de utilidad, cuando los activos son nominales y la
volatilidad es estocastica. Esta la principal contibucién en este trabajo.

En la primera parte se estudia el caso de volatilidad constante bajo el
supuesto de agentes maximizadores de utilidad. En este marco se obtiene la
ecuacion dada en el modelo de Black y Scholes, independientemente del tipo de
funcién de utilidad que se considere.

En la segunda parte se considera el caso de volatilidad estocastica bajo el
supuesto de agentes maximizadores de utilidad. Se establece la ecuacién diferen-
cial que sigue el precio del producto derivado . En esta parte se hacen presentes
las preferencias del consumidor-inversionista a través de una funcién de utilidad.
En particular, desarrollamos los casos correspondientes a funciones de utilidad
del tipo CPRA, CARA, HARA, logaritmica. Ademads, se considera el caso CPRA
con neutralidad al riesgo.

En el tercer capitulo Se extiende el estudio al caso en que los activos no son
reales, sino nominales. Se determina la ecuacion diferencial que sigue el precio
del producto derivado cuando se considera volatilidad estocastica y los agentes
maximizan la utilidad.

En dltimo capitulo se menciona cémo aproximar la solucién de ecuaciones

diferenciales parciales mediante métodos numéricos de diferencias finitas.
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1. INTRODUCCION

En los dltimos anos, la valuacion de productos derivados ha experimentado cambios
y transformaciones profundas en el modelado del comportamiento de los agentes y
de los mercados en que estos participan. Estos cambios han fomentando el uso
de herramientas matemadticas para modelar la incertidumbre como el cédlculo es-
tocastico y el control éptimo estocastico. La mayor parte de la literatura financiera
y econdémica moderna tienen un contenido importante de dichas herramientas en el

modelado de fenémenos financieros y econémicos.

La administracién de riesgos con productos derivados, en particular opciones
ha mostrado un crecimimiento vigorozo fomentado por al acelerado desarrollo de
las tecnologias de informacion, lo cual ha facilitado su operacion y diversificacién.
Asi, las bolsas en las que se negocian y cotizan productos derivados listados y
los mercados sobre mostrador proporcionan mayores alternativas de inversién y de
cobertura con mas y mejor informacién. Hoy, los productos derivados se negocian

en los mercados en forma continua y con movilidad casi perfecta.

El tamano considerable que han alcanzado los mercados de productos deriva-
dos se debe, en gran medida, a la flexibilidad que estos instrumentos proporcionan
a sus usuarios para entrar o salir rapidamente del mercado debido a su liquidez, ya
que siempre es posible encontrar compradores y vendedores, y al apalancamiento
que éstos presentan, pues la inversién inicial es pequena comparada con la de otros
instrumentos. Ademas, cuando las transacciones se efectiian con derivados listados,
el riesgo contraparte es minimo debido a la asociaciéon del mercado con una camara
de compensaciéon y liquidaciéon que garantiza el cumplimiento de las obligaciones
adquiridas en los contratos a través de un esquema de méargenes o aportaciones
iniciales. En los mercados sobre mostrador el cumplimiento de obligaciones se re-
fuerzan en los términos de los contratos mediante garantias. En conclusion, los
productos derivados permiten llevar a cabo una administraciéon adecuada del riesgo

a bajos costos de transaccion.



Cuando se habla de matematicas finacieras, el primer concepto que se nos
viene a la mente es el precio de una opcién. En particular, el precio de una opcién
de compra cuando los rendimientos del activo subyacente son conducidos por una

distribuciéon normal. En este caso existe una féormula ampliamente conocida:

ca (ln(%) + <7‘ + %02T>> R <ln<%> + (r - %ﬁT) )

VT VT

donde

* 1 12
d(x) z/ mefﬂz dz,

K es el precio de ejercicio, T es la fecha de vencimiento de la opcién, r la tasa
de interés libre de riesgo y o es la volatilidad del activo. Sin duda alguna, esta
férmula constituye un parteaguas dentro de las matematicas financieras. Desde que
Bachelier hablara del tema por primera vez en 1900, hasta que Fisher Black y Myron
Scholes en 1973 publicaran esta férmula para opciones europeas de compra (Black,F
y Scholes, M. “The Pricing of Options and Corporate Liabilities”. Journal of Po-
litical Economy. Mayo/Junio, pgs. 673-654), no existia una férmula cerrada para
valuar estos instrumentos. Su fortaleza reside en su simpleza para calcular precios
de opciones. Esta formula fue obtenida por Black y Scholes utilizando argumentos
de no arbitraje. Esta férmula ha sido ampliamente utilizada directa e indirecta-
mente en el mundo financiero, directamente para valuar opciones e indirectamente
para estimar la volatilidad implicita dentro del precio de las mismas.

Esta forma de valuacién se extiende a otros productos derivados, dando lugar
a féormulas igualmente compactas y elegantes. Entonces jpor qué se sigue escri-
biendo sobre valuacion de opciones? ;por qué se sigue investigando en el tema?
La respuesta es simple: porque se requieren supuestos mas realistas. Ya el mismo
Black, en 1976, dudaba de uno de los supuestos necesarios para obtener la ecuacion
diferencial parcial de su modelo con Scholes, a saber, que la volatilidad del activo

es constante y conocida de antemano, o al menos determinista. Existe literatura
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que habla del tema y se menciona que la volatilidad es todo menos constante o
determinista. Si la volatilidad no es constante, ;qué hacer? Un camino ha sido
suponer volatilidad estocéastica. Esta es la idea rectora en el presente trabajo junto
con el comportamiento racional de los consumidores inversionistas maximizadores
de utilidad.

La deventaja de considerar volatilidad estocastica es que los modelos se compli-
can, no basta considerar argumentos de no arbitraje para obtener formulas simples
de valuacion. Esto ultimo, no obstante, ha sido también una ventaja. Resulta que
en el modelo de Black y Scholes no aparecen, o al menos no en forma explicita, las
preferencias de los inversionistas. No parece natural que si los inversionistas pre-
fieren mas una accién que otra, por la razén que sea, estas preferencias no se hagan
presentes en la forma de valuar opciones. Este ha sido un problema importante
dentro de la investigacion en finanzas. Por esto se dice que la formula de Black y
Scholes proporciona una valuacién en un mundo neutral al riesgo.

Sin duda, esta ventaja compensa la dificultad que estos modelos representan.
Es necesario mencionar que esta complicaciéon en los modelos hacen que se obtengan
ecuaciones diferenciales parciales que sélo en pocos casos tienen una solucién en
forma cerrada. En la mayoria de las ocasiones, hay que utilizar métodos numéricos
para aproximar las soluciones, es lo inico que puede hacerse para resolver dichas
ecuaciones diferenciales. En el presente trabajo utilizamos modelos con volatilidad
estocastica y agentes maximizadore de utilidad y derivamos ecuaciones diferenciales
parciales para la valuacién de productos derivados.

Si se tienen dos productos derivados cuyos precios comparten la misma fuente

de incertidumbre, digamos,

d
i = purdt + o1dW;
1
y
d
ﬁ = ,ugdt + oodWy,
f2



entonces necesariamente se tiene

K1—r  p2—T
01 oy

Esta cantidad es conocida como el premio al riesgo. Los premios al riesgo de-
sempenan un papel fundamental también aqui. Aparecen de manera natural al
considerar las condiciones de primer orden o condiciones necesarias para la ecuaciéon
de Hamilton-Jacobi-Bellman. Mediante el premio al riesgo del producto derivado
y del precio del activo subyacente, es como se obtienen las ecuaciones diferenciales
parciales que siguen el precio del producto derivado, desde luego, junto con el lema
de Ito.

Nuestro modelo supone que tenemos un consumidor-inversionista racional. Por
ejemplo, podemos pensar en un agente-representativo cuyo proceder refleje el com-
portamiento de la totalidad de los consumidores-inversionistas. Esta suposicién es
ciertamente una simplificacion, pero es una forma que se utiliza frecuentemente para
considerar cémo las creencias y preferencias agregadas de los inversionistas inciden
en el precio de los activos financieros, algo que no aparece de forma explicita en el
modelo de Black y Scholes.

Una manera de hacer presentes las preferencias de los inversionistas es con-
siderar modelos de equilibrio. En el presente trabajo esto es justamente lo que
hacemos, obtenemos las ecuaciones diferenciales a través de modelos de equilibrio
para un consumidor-inversionista racional. Una hipotesis importante para los mo-
delos que utilizamos, consiste en que las variables de estado son solamente el precio
del activo y la volatilidad en cada instante. Sin duda, una hipotesis importante,
pero que nos permite obtener resultados. Lewis en [10] menciona que esta hipdtesis
es consistente con modelos de esquilibrio de agentes representativos cuando el activo
es un indice del mercado.

El presente trabajo esta dividido como sigue. En el primer capitulo, tratamos

casos correpondientes a volatilidad constante. Esto no sélo nos da luz sobre el tema
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y el camino a seguir en los siguientes capitulos. También, nos permite comprobar
que sin importar el tipo de funcion de utilidad que consideremos, siempre llegamos a
la ecuacion diferencial del modelo de Black y Scholes. En este sentido, este capitulo
nos permite considerar los siguientes capitulos como una extensiéon de dicho mod-
elo. Concretamente, desarrollamos los casos correspondientes a utilidad del tipo,
logaritmica, CPRA, HARA, CARA, y el caso general, siempre teniendo aversién al
riesgo.

En el segundo capitulo, extendemos el estudio a volatilidad estocéastica. En
esta parte se desarrollan los casos correspondientes a funciones de utilidad del tipo
CPRA, HARA, logaritmica y CARA. También, consideramos el caso CPRA con
neutralidad al riesgo.

En el tercer capitulo consideramos los casos en los cuales el consumidor-inver-
sionista tiene activos en valor nominales. Primero se estudia el caso de volatilidad
constante, para extenderlo en la ultima parte a volatilidad estocastica. Esta parte
es la principal contribucién en esta tesis.

En el ultimo capitulo presentamos brevemente cémo se pueden aproximar las
soluciones a las ecuaciones diferenciales de los capitulos anteriores.

En el apéndice se presentan los detalles necesarios para determinar la ecuacion

de Hamilton-Jacobi-Bellman que utilizamos en los capitulos I y II.



CAPITULO 1
EL CASO DE VOLATILIDAD CONSTANTE

En este capitulo, bajo el marco de agentes maximizadores de utilidad, suponemos
que la volatilidad del activo es constante y determinamos las ecuaciones diferenciales
para valuar un producto derivado, utilizando diversas funciones de utilidad. Para
este fin, examinamos modelos de equilibrio parcial para un consumidor-inversionista.
A continuacién mencionamos los supuestos que utilizamos:
Suponemos que el consumidor inversionista se encuentra en un universo financiero
que consta exactamente de tres activos financieros sin costos de transaccién.
1. Existe un titulo de capital con precio S;. Como es usual, suponemos que el
proceso de este precio sigue un movimiento geométrico Browniano. Especificamente

suponemos que

dSt == /LStdt-FO’Stth, (11)

donde p es el rendimiento promedio esperado o parametro de tendencia, o representa
el parametro de volatilidad, definida como la variaciéon esperada en el rendimiento
del activo, y dW; es un movimeinto Browniano estandarizado, lo que significa que
W, tiene incrementos normales e independientes con E[dW,;] = 0y Var [th] = dt.

2. Existe un producto derivado cuyo subyacente es el titulo de capital anterior
cuyo precio denotaremos por F = F(S¢,t).

3. Existe un bono que paga un rendimiento constante r a todos los plazos.
Esto es, un peso invertido pagaré, en el instante ¢, e™ pesos.

Si aplicamos el lema de It6 a la funcion del valor del producto derivado obte-

nemos,

dF; = ,uFFtdt 4+ o pFdWy,
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en donde

po= 2 O g 1O g (1.2)
nely = o1 GStu t 28St20 t .
y
oF
O'FFt - a—StO'St. <13)

El consumidor-inversionista obtiene ingresos solamente de las inversiones y de-
cide en cada instante y de manera simultanea, como invertir su riqueza, que deno-
taremos por a¢, y a qué tasa consume su riqueza. La variable ¢; denotard esta tasa
de consumo en cada instante t.

Sean x; la proporcion de la riqueza que es invertida en el titulo de capital, y; a
la proporcion invertida en el producto derivado, y 1 —xz; —y; la proporcion invertida

en el bono libre de riesgo. La evolucién de la riqueza esta dada por

da; = zrardRg + yrardRp + (1 — xp — yy)agrdt — cpdt,

con
ds,
dRg = —t
s= g,

y
dF
dRp = —.
F=p

Por lo tanto, la ecuacién consolidada de la evolucién de la riqueza es,

C
dat = a¢ (7’ + (M - T)xt + (,UF - T’)yt - a—t> dt + aq (IL’tO' - thF) th (14)
t

Suponemos que la funcién de utilidad esperada, u(ct, t) tiene las propiedades
de que du/dcy > 0, lo que significa que u es creciente en la variable ¢; o que el
consumidor-inversionista prefiere mas a menos, y que 9%u/dc¢;?2 < 0, lo que quiere

decir que conforme el consumo aumente la utilidad marginal disminuye.

7



Sean ¢ la tasa subjetiva de descuento 6 parametro de impaciencia, T al tiempo
final de la inversion y también al plazo de vencimiento de la opcion, y F; la infor-
macion relevante hasta el instante .

El consumidor-inversionista busca cuanto invertir y cuanto consumir en cada

instante con la finalidad maximizar su utilidad total esperada, esto es, busca,

flag, t) = max E

1.5
{wt,yt,ct} < )

T
/ u(cs, s)ds + b(ap, T) ‘ Fi
t

Sujeto a las condiciones dadas en las ecuaciones (1.3) y (1.4). Resolvemos este

problema para algunos casos particulares de la funcion de utilidad.

1.1 Funcién de utilidad logaritmica

Comenzamos considerando la funcién de utilidad que, sin duda, es la mas

utilizada, nos referimos a la funcién de utilidad logaritmica. Es decir,

u(eq, t) = ln(ct)efét

blap,T) = ln(aT)eféT.

Para este caso, la ecuaciéon de Hamilton-Jacobi-Bellman (véase el apéndice),

esta dada por:

= max ¢ In(e) +—+—fat[7“+(ﬂ—7")$t]+(MF—T)yt—C—t+
{wtayt,ct 8 at a¢

+

l\')l»i

8at2

CLtQ(l'tO' + ytop)}.

Proponemos como candidato de solucién de la ecuacién anterior a la funcion,

flat,t) = (Bo + B11n(ar))e %,
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donde los coeficientes 3y y 81 se determinan posteriormente. La forma que elegimos

para nuestra solucién, nos lleva a:

of _
= = —0(80+ frIn(ar))e ™",
t
9 _Bi s
8at at
y
82f _ —ﬁe_&
8at2 at2 .

Al sustituir las expresiones anteriores en la ecuacién (5) y dividir entre e ~°, tenemos

la ecuacién:

{xtﬂ/t;Ct}

0= max {ln(ct) — 8(Bo + B11n(ar))+
(1.6)

1
+ Bray lr + (p—r)xe(pr —r)ye — Z—i + 551(%0 + Z/tUF)}-

Derivamos parcialmente con respecto a ¢;, ; y y¢ € igualamos con cero para obtener

las condiciones de primer orden,

at
o =2t 1.7
R (1.7)
pw—r=oc(xoc+yop) (1.8)
y
prp —r =op(xio + yiop). (1.9)

Vemos asi, que los premios al riesgo para el activo y para el producto derivado son,

respectivamente,

As = = (z¢t0 + yop) (1.10)




_ MF—T
oF

AR

= (240 + ytop). (1.11)

Este resultado es natural, debido a que el activo y el producto derivado comparten
la misma fuente de incertidumbre.

Observe que este sistema no tiene una solucién interior debido a que el discri-
minante en las ecuaciones (1.8) y (1.9) es cero. El punto de equilibrio estd dado
por z; =1y y; = 0, 6 también por z; =0y y; = 1. Consideraremos el primer caso
y lo sustituimos en las ecuaciones de primer orden (el segundo caso es similar). Asi

tenemos las ecuaciones:

p—r=oc> (1.12)

WF —T =00F. (1.13)

Esto nos indica que los premios al riesgo no son otra cosa que la volatilidad del
activo, A\g = A\p = 0.
La ecuacién diferencial parcial para valuar el producto derivado, se obtiene al

sustituir las ecuaciones (1.2) y (1.3) en la ecuacién (1.13), obtenemos

1 8F+8Fs+182F 2 2 51 OF
— =+ =— - o —r=0"=—254,
F\ot 95,7t T 295,27 7! F o5, !
y al reordenar los términos, se tiene que
OF OF o 1O*F 5
— + —S¢(p — — Si” =rF.
o1 +8St t(M U)+28St2a ¢ r

Ahora bien, de la ecuacién (12) tenemos que, u — o>

= r, por lo que la ecuacion
diferencial parcial que determina el precio del producto derivado no es otra que la

ecuacion diferencial del modelo de Black y Scholes:

OF OF 1 0%F
— 4+ —1rS; +

2 2
———=0°S5;" =rkF. 1.14
ot | 98, 205,20 7t 77 (1.14)
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La condiciéon de frontera depende del producto derivado, por ejemplo para una
opcién europea de compra, F(Sp,T) = max(Sy— K,0), con K el precio de ejercicio
de la opcion.

Determinamos los coeficientes 3y y 31 de la solucién del problema (1.5) al
sustituir las ecuaciones (1.7), (1.8) y (1.9) en la ecuacién (1.6) tomando valores

optimos para ¢y, x; v y+, obtenemos

1
0= ln(ﬂ) —8(Bo + B11n(ay))Bip — 1 — —o2p,,
b1 2

lo que al simplificar nos lleva a:

1 1
0 =1In(a¢)(1 = 661) — In(B1) — 680 + S0 =14 orpr.

Por lo tanto, se concluye que

1
b=t (1.15)
y
= 1 1 ! 1 ! 1.16
Bo = 5 n(f1) + 551# -1+ 57"51 . (1.16)

1.2 Funcién de utilidad del tipo CPRA

Ahora consideremos otro tipo de funcién de utilidad, la cual es también muy

frecuente en modelos de decision de agentes maximizadores de satisfaccién:

eV
u(ey,t) = ——e 0
v
y la funcién de legado es
ar”
blap,T) = Le_‘ST,
v

esto es, suponemos que la funcién de utilidad es del tipo CPRA (Constant Propor-

tional Risk Adversion). Aqui v representa el pardémetro de CPRA con v < 1. Si

11



~ = 1, el consumidor- inversionista es neutral al riesgo y es adverso al riesgo cuando
v < 1. Note también que el caso v = 0, que no se considera aqui, corresponde a
la funcién de utilidad logaritmica que vimos en el caso anterior. De hecho, el caso
de utilidad del tipo CPRA se puede considerar como una generalizacion de utilidad
logaritmica.

En este caso, la ecuacién de Hamilton-Jacobi-Bellman para el problema (1.5),

nos conduce a la ecuacion:

v 0 0
0= max { e 04 2 + —fat [r + (1= r)ze)(pr —r)ye — .
{zt,ye,ce } Yy ot 86Lt a

1.17
-y (1.17)

2 2
+ §8a_t2at (zt0 + yioF) }

Se propone un candidato de solucién del problema anterior acorde con nuestra

funcién de utilidad . En este caso nuestra funcién candidato de solucién es:

at” _
fant) = (5045 )=
Y
Los coeficientes 3y y (31 los obtenemos al final de la seccién. De nuestra propuesta
se siguen las ecuaciones:

of '\ st
L — s -t
B¢ (ﬂo + B1 N ) e ",

af

= Bra,) e 0
aat

0%f g
da2 Bi(y = Dag""e™™.

Al sustituir lo anterior en la ecuacién (1.17) y simplificar tenemos

Ct’Y Ctﬂy v Ct
0= max — —6Bo+B1—)+ Bia |r+ (p—r)ze](pr —r)ye — — |+
{ze,yssce b | Y Y at
1 ~ 2
+ 551(’7 — Da" (x40 +yop)” .
(1.18)
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Asi, las condiciones de necesarias son:

eV = Bra 7, (1.19)
p—r=1—=~)(zi0c+yop)o (1.20)

y
prp—1r=(1—7)(zt0 +yop)op. (1.21)

Tal como en la seccién anterior, los premios al riesgo son iguales (recuerde que

comparten el mismo tipo de incertidumbre):

As =Ap = (1 —7)(zt0 + yrop).

Si tomamos el punto de equilibrio x; = 1, y; = 0, se producen las siguientes ecua-
ciones:

p—r=(1-7)o? (1.22)

purp —r=(1—~)oop. (1.23)

La ecuacion diferencial parcial para valuar el producto derivado se obtiene al susti-

tuir las ecuaciones (1.2) y (1.3) en la ecuacién (1.23),

1 /[OF OF 1 0%F 1 OF
(——l——,uSt—i-— 0’25',52) —r = (1—7)02——

F\ ot 0S8 205,2 F 88,
por lo que
OF OF 1 9%F
— 4+ —Si(p— (1 =~)?) + = 25,2 —rF =0.
T, +65t t(M ( ’7)0)+28St20 t —r

Finalmente, de la ecuacién (1.22), u — (1 — v)o? = r. Encontramos asi, de nueva
cuenta que la ecuacion diferencial que sigue el precio del producto derivado, es la

ecuaciéon del modelo de Black y Scholes:

OF OF 1 0%F
— 4+ —1S8; +

2 2
———=0°S5;" =rkF.
ot | 98, 205,20 7t 77
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La condicion de frontera depende, desde luego, del tipo de producto derivado que
se considera.

Observe que para el caso en que el consumidor-inversionista sea neutral al
riesgo, es decir, cuando v = 1, de la ecuacién (1.22) obtenemos que pu = r, lo que
nos indica que el parametro de tendencia para el caso neutral al riesgo es la tasa de
interés fija.

Los coeficientes 8o y 81 de la solucion del problema (1.5), se obtienen al sustituir
las condiciones de primer orden (1.19), (1.20) y (1.21) en la ecuacién (1.18), tomando
los valores equilibrios y utilizando el hecho de que ¢;” = aﬂﬂl% (de la primera

de las condiciones de primer orden), obtenemos la ecuacién:

8,71 5 1 e 1
0= —6Bo — —=B1+ sB1p — B1— + SBir
vy 2 ar 2
6
b1 1 ) 1 e 1
0= =2 (0177 = 6) = 660 — =B1 + 3 Puu — B + 5.
v Yy 2 at 2

De lo anterior se tiene
B =671
fo=1 (5ot + 2
0—621M 1at 217“-

Lo anterior nos proporciona la solucién del problema (1.5). Lo relevante aqui, es

que obtuvimos la ecuacién diferencial que sigue el precio del producto derivado.

1.3 Funcién de utilidad de tipo HARA

Examinaremos en esta seccion el caso correspondiente a una funcién de utilidad

del tipo HARA (Hyperbolic Absolute Risk Averse). Suponemos, por tanto, que la
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funcién de utilidad es,

y la funcién de herencia es

-
1-— Ba
blap,T) = —’Y< T+ 77) e T,

0 I—x

Para este caso, la funciéon de Hamilton-Jacobi-Bellman nos proporciona la

ecuacion:

)
1-+( B 0
0= max {—7< & +n> R

{xmytact} Y 1- v at
of ¢ 1 8%f
T oa ["" + (1 =)z (pr — r)ye — —t] + - QatQ(xtU +yior)?
a ag at
(1.24)

Proponemos como candidato de solucion para esta ecuacién a la funcién

.
1—~( Ba _
Bo + b1 ( - +77> ]6 o
v o \1-~

Igual que en las secciones anteriores, los coeficientes de esta solucion seran obtenidos

f(at7t) =

al final de la seccion. Lo anterior nos conduce a las ecuaciones:

~
g—f = -6 ﬂo+511;7 <1B_a: —|—77> e %,
v—1
g—i = 1B <1B_a7iy + 77) e 0
y
an 2 BCLt e _ &t
a2 =—-MhB (1_ +77> e



Al sustituir las expresiones anteriores en la ecuacién (1.24) y simplificar dividiendo

6

entre e %! se llega a la ecuacién:

Y
1-~( B
0= max - ct +nl =96
{xt,ys,ce } v 1- Y
B T
a C
+ﬂ13< ;-%n> atP-%OL—T%mKuF—-Hyt—-i]+ (1.25)

at
v—2
1 Ba
— —$1B%a;? < l; + 77) (z¢o + ytO’F)2~

+

v
11—~ Ba
Bo + B1 Loty
v I—~

2

Las condiciones de primer orden son, para este caso:

B o B !
c a
( t-+n> ==ﬁ1< t-+n> , (1.26)
L=~ L=~
B
w—r :Bat<1 i —i—n) (xi0 + yrop)o (1.27)
-7
y
Bat
W — T :Bat :—i—n (xt0+thF)UF- (128)

Esto muestra, tal como es de esperar, que los premios al riesgo son iguales,

BCLt

AS:AF:B%<
1—7

+ 77> (l‘tO’ + ytJF).

La ecuacion diferencial para valuar el producto derivado se sigue de sustituir
(1.2) y (1.3) en (1.28) y luego simplificar con la ecuacién (1.27), con lo que se llega
a la ecuacién diferencial parcial del modelo de Black y Scholes.

Finalmente, para determinar los coeficientes 3y y (1, sustituimos las condi-
ciones de primer orden (1.26), (1.27) y (1.28) junto con el punto de equilibrio z; = 1

y y¢ = 0 en la ecuacién (1.25), obtenemos
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¥ ¥
1-— Bc 1-— Ba
0=—T =L tn) —86—sp— | —= 41
gl 1 —~ gl 1 -~
v—1 v—1
1—~( Beg Bey
+ 1 B—— +n — B1Bey +n
¥ \1—-7 I—~
| B i
a
- _BIBQGItQ i +7] 027
2 1—7
lo que nos lleva a
¥ ¥
1—~ Bey Ba,
0= +n| —65 +n —6f0
v L=~ L—~
1 B ! B !
- c c
+ 1B—— g — B1Bey ~ 4
g -+ -+
1 B i
a
— —5132%2( d +77> a2,
2 1—+~
tenemos asi las ecuaciones:
~
BCtL
— - tn
/61 - 5 ¥
B
y
v—1 v—1
1 1—~( Beg Bey
Bo =< |+ B— +1n — B1Bey +1
1) 1-— 1-—
| B f
a
—§ﬂ132at2<1_t +77> 02]‘

Esto nos completa la solucion

del problema (1.5) para este caso HARA.

1.4 Utilidad del tipo CARA

Desarrollamos en esta seccién el caso correspondiente a la funcién de utilidad

del tipo CARA (Constant Absolute Risk Adverse). Especificamente suponemos que
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la funciéon de utilidad es

e ¢t
u(eg, t) = — e ot
n
y la funcién de legado es
e nar
blap,T) = — e T,
n

con n > 0. En este caso, de la ecuacién de H-J-B obtenemos la ecuacion:

et 0 0 c
0= max ——e_ét—i——f—l——fat r—i—(,u—r):rt](,up—r)yt——t +
{xt,ys,c } n ot 8“1& at
, (1.29)
1o°f 9
+ §8at2at (xta + ytaF) .
Proponemos como candidato de solucion a la funcion
e nat B
flag,t) = (50 — b1 ) e 0.
n
En consecuencia tenemos las ecuaciones:
8f einat _&t
L _ :
T (ﬁo b1 ; ) e
of
- _ —nay  —6t
D4, Bie e
Y 2
°f —na, 6t
Gz = e
Sustituimos estas ecuaciones en la ecuacién (1.29), obtenemos la ecuacién:
nct —naz
0= max {——e % —§[3)— B1——]e
{xt,ye,ce } n n
c
+ Bre Me0g, lr +(p—7r)ee+ (pp —7)ye — —t] (1.30)
at

1
+ 577516 Mte 6tat2($t0 +thF)2}.
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Al dividir por e~% y simplificar, llegamos a

Nt o NCt
0= max < — —5[50—51 ]—I—
n

{z¢,ye,ce} n

+ Bre "ay [7‘ + (p—=r)ze(pr — 1)y — z—j (1.31)

1 —nc
+ 577ﬂ1€ " tatz(il?tff + thF)Q}

Asi, las condiciones de primer orden son:

e 1 = B1e M, (1.32)
pw—r =nat(zioc +yop)o (1.33)

y
W — 1T :nat(a:ta—i—ytap)ap. (134>

Como es de esperar, los premios al riesgo son iguales,
As = Ap = nag(zi0 + yior)
y en el punto equilibrio, 2 =1y y; = 0,
As = AfF = nago.

La ecuacion diferencial para valuar el producto derivado, se obtiene al sustituir
(1.2),(1.3)y (1.33) en (1.34). Igual que antes se llega a la ecuacién diferencial de
Black y Scholes y la condicién de frontera depende del derivado.

Obtenemos los valores de 81 y (32 al sustituir las ecuaciones (1.32), (1.33) y

(1.34) en la ecuacién (1.31) junto con el punto de equilibrio, z; =1y y; = O:

0
0= —e " — §8g + ﬂe—nat + 81" aip — Bre Mte, — ﬁ%ne—nataﬂa?
n
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. Al sustituir estas

A partir de la ecuacién (1.32), e 71 = B1e 1y ¢; = ay — %

expresiones en la ecuacion anterior y dividir entre e =% nos queda,

B1

o In
0= T 6Boe"™t + % + Brap — Brar + Bi b _ P, 2

— —a o

2

Asi,

B =el°

_ B1n
Bo = 5€ 9 Bragpn — Bray — 7%202

Con lo que encontramos la solucién al problema (1.5) para este caso.

1.5 Funcidén de utilidad General

En esta seccién desarrollamos para el caso general de tener una funcién de

utilidad de la forma,
u(ee, t) = h(ce,t)e
y funcion de legado de la forma,

b(ce, T) = h(er, )e_‘ST.

Desde luego, estas funciones deben cumplir dA/d¢; > 0y 8%u/dei? < 0, es decir, la
funcion es creciente y el consumidor-inversionista tiene aversiéon al riesgo. En este

caso, de la ecuacion de Hamilton-Jacobi-Bellman, tenemos que

0 0
0= max {h(ct,t)e_‘% + 97 + —fat {r + (= el — )y — =
{z,ye.ce} ot day at
(1.35)
10%f

2 8at2

ai?(zp0 + ytaF)Q}.

Con la funcién de utilidad, proponemos como solucién a la funcién, f(ast) =
(Bo + B1h(at,t)) e=% por lo que,

of _

57 = 0 (B0 + B1h(as, 1)) e,
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of oh g

90, ~ P4, ¢
y
02 92h
of = B ——=e "%,
8at2 8at2

Al sustituir en la ecuacién (24) y dividir entre e =%, tenemos

0= max {h@%tk&-—5m0+¢ﬁhaujﬂ

{xtzytact}
oh c
+ ﬂla—at lr +(p—r)ee+ (up — 1)y — —t] (1.36)
at at
1. 0*h 5
+ §ﬂ1aa—t2at (x¢0 +yroF) }

Las condiciones necesarias nos llevan a las ecuaciones:

Oh(ce,t Oh
Ohler,t) = B1—, (1.37)
80,5 aat
== —UAAat(l’tU +yiop)o (1.38)
uA
y
UAA
pp —T = — " at(xio +yrop)op. (1.39)

Observe que en las tltimas dos ecuaciones, aparece el término —a;0%u/da;, la me-
dida relativa de aversién al riesgo de Pratt (véase [12]). Como debe ocurrir, los

premios al riesgo son iguales:

UAA
As = Ap = —ay
uA

(z0 + yioF)

y cuando sustituimos el punto de equilibrio tenemos,

AS:)\F:—at
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Como en nuestros casos previos, la ecuacién diferencial parcial que sigue el
valor del producto derivado se obtiene de (1.28) y (1.27). Primero sustituimos (1.2)
y (1.3) en (1.28), obtenemos

1 8F+8FS+182F 2 2 uAA( N >18F 26
= | =+ — ——0 -r =— Tio OF)=—7—=0 .
F\at 951t 255,27 7 apug 0 TV s,

En consecuencia,

OF  OF uUAA LP’F 5.
ey } - S~ rF =0.
Ey +85t t|p+ ay A(th—f—thF) +28St o°5t T
Pero de la ecuacién (1.38), sabemos que r = u + a;“24 (xta + ytoF), por lo que al

sustituir esto, nuevamente llegamos a la ecuaciéon del modelo de Black y Scholes:

OF OF 19°F
rS, S22 —rF =0,
ot a5 Ut T age2t 0 T

Finalmente, los coeficientes 5y y 1 se obtienen al sutituir las ecuaciones de primer
orden y el punto equilibrio z; = 1 y y¢ = 0 en la ecuacién (1.36), En este caso se
tiene que,

oh 1 _ 07

0= h(ce,t) — 6[Bo + Bih(ar, t)] + B1atu8—t + 518 — 0,202,

6 lo que es equivalente,

oh 1 02
0= h(c,t) [1—6ﬁlh(ct, )] + Brao—+ 5617 252

e, Sat 0"
Por lo tanto, los coeficientes son:
- 1
p1 = Shiend)
’ 1 oh 1 02
Bo =+ (ﬂlatua i §ﬂ1aa—t2at202) : (1.40)

Lo cual resuleve el problema (1.5).
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CAPITULO 2
EL CASO DE VOLATILIDAD ESTOCASTICA

En esta seccién desarrollamos la ecuacion diferencial para valuar opciones
cuando la volatilidad es estocastica y los agentes que participan en el mercado
son racionales, es decir, maximizan su utilidad sujeto a su restricciéon presupuestal.
Esta parte generaliza el capitulo anterior.

Suponemos que solamente existen tres activos financieros, un activo, como
puede ser una accién, un producto derivado sobre el activo, por ejemplo, una opcién
europea de compra, y un bono libre de riesgo con tasa fija. Suponemos también
que el mercado es libre de fricciones, esto es, no existen costos de transacciones y
los participantes pueden comprar o vender libremente.

Una hipétesis importante aqui, consiste en que las variables de estado sean
solamente la volatilidad y el precio del activo en cada instante. Especificamente
hacemos las siguiente suposiciones para el modelo en donde incluimos la notacién
necesaria.

El activo tiene un precio representado por S¢, que suponemos sigue un movi-
miento geométrico Browniano, y cuya volatilidad, V;, también sigue un movimiento
geométrico Browniano, es decir, la volatilidad es estocastica. De esta forma, el
precio del activo subyacente satisface

dSt = ,uStdt + O‘tStth

P (2.1)
dVy = m(Vy)dt + £,(Vi)dZ,

donde V; = 042 representa a la volatilidad del precio del activo, dW; y dZ; son
movimientos geométricos Brownianos cuya correlacion es py(Vy)dt. &, es la volati-

lidad de la volatilidad. Note que no consideramos dividendos.
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La opcién que, como siempre por facilidad, consideramos del tipo europea
de compra, tiene un precio dado por F; que depende unicamente de las variables
de estado, esto es, Fy = F(S¢, Vi, t). Para el bono, que puede ser por ejemplo
inversiones bancarias a una tasa libre de riesgo, suponemos que paga una tasa r
fija sobre todo el periodo considerado, de tal modo que con una unidad monetaria
invertida en el instante ¢, se obtienen e/~7 unidades monetarias al final del periodo
considerado. Aqui, T" denotard el tiempo final de la inversion, asi como el tiempo
de maduracién del producto derivado.

Con ¢; indicaremos el consumo que realiza el inversionista en el instante ¢. Con
a; denotamos la riqueza en el instante ¢ y con x4, y; v 1 — x4 — y; representaremos
la proporcion de la riqueza invertida, respectivamente, en el activo, el producto
derivado y el bono libre de riesgo.

La evolucion de la riqueza sigue la ecuacion

da; = zrardRg + yrardRp + (1 — zp — yy)agrdt — cpdt,

con dRg = dS;/Sy y dRrp = dF/F. En consecuencia, la evolucién de la riqueza

queda como sigue:

day = ay (7" +(p—r)ze+ (pr — )y — ﬁ) dt

at (2.2)

+ a:tatatth + thFatth + ythatdZt.

De acuerdo con el lema de Ito0, la variacion del precio del producto derivado sigue
la ecuacién

dFt - MFFtdt + O'FFtth + §FFtdZt (23)

Aqui, los coeficientes estan dados por:

1 8Ft+ S@Ft+ 8Ft+1 252821?,5+1 5 02 F;
= —\| — -_— m-——: =0 = )
HE= T Car T Mes, T M ar, T2 T 552 T2 a2
925 (2.4)
t
+ pilootSi—— |,
ptéoot tastavt)
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1 OF}

= —0:5(—— 2.5
R R Y (2.5)
y
1 0F;
— ¢ 2t 2.6
93 th av, (2.6)

Observe que en esta notacion, por facilidad, eliminamos el subindice ¢ de los co-
eficientes pp, op, &, m vy {r, pero estos valores siguen dependiendo también del
instante ¢ considerado.

Denotaremos con u(cq, t) a la tasa de utilidad del consumo, y suponemos que el
inversionista decide en cada instante cémo invertir y como consumir. Esto lo hace
de forma simultanea, y busca en cada instante maximizar su funcién de utilidad

derivada de la riqueza, esto es,

flag, Vi, t) = max E
{wt,ymct}

T
/ u(cs, s)ds + b(ap,T) ‘ Fi ], (2.7)

sujeto a las condiciones de las ecuaciones (2.1) y (2.2).

Recordamos que F; es la informacién disponible hasta el instante ¢ y b(ap,T)
representa la funcién de herencia o utilidad del consumo después del instante T', es
decir, la cantidad que el consumidor-inversionista estd dispuesto a heredar al final
de su inversion, T es el horizonte de tiempo planeado y puede ser infinito. Si este
es el caso, el problema es conocido como el problema de consumo-inversién con
horizonte infinito. También T representa la fecha de ejercicio de la opcién.

Finalmente, para resolver este problema y obtener los premios al riesgo y la
ecuacion diferencial parcial para determinar el precio del producto derivado, nece-

sitamos dos supuestos mas.

El primero consiste en que el equilibrio del mercado (market clearing) se obtiene
cuando se invierte inicamente en el activo, esto es, no hay inversion en opciones ni

en el bono libre de riesgo. En otras palabras, para el quilibrio requerimos que z; = 1,
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y+ = 0y que la inversién en el bono sea cero. Este supuesto se debe a que el problema
general es muy dificil de resolver. Esta suposicién es cisrtamente restrictiva. No
podemos resolver el problema (2.7) completo, pero damos una solucién para este
caso particular. En Cox, Ingersoll y Ross [véase 3], también se tiene este supuesto
y solo se menciona que es Pareto 6ptimo.

El dltimo supuesto es de tipo técnico, se trata del tipo de funcién de utilidad
y de funcién de legado que se considera. Suponemos que la funciéon de utilidad

2 < 0. Graficamente estas condiciones

satisface u(cy, t) con du/dcy > 0y 0%u/dcy
significan que la funcién de utilidad es creciente y concava hacia abajo respecto a
la variable c;.

De manera semejante al capitulo anterior, desarrollamos varios casos de funcion
de utilidad y obtendremos la ecuacion diferencial parcial para valuar el producto
derivado. Adelantamos que esta ecuacién es diferente para cada caso, no como en el
capitulo 1, que siempre resulté la misma ecuacion. La razén es que cuando dejamos
de considerar volatilidad constante y la tomamos estocastica, las preferencias de los

consumidores se hacen presentes, La condicién de frontera dependerd del producto

derivado que se trate.

2.1 Funcién de utilidad tipo CPRA

Comenzamos desarrollando el caso en que la funciéon de utilidad es del tipo

CPRA (Constant Proportional Risk Aversion). En esta seccién suponemos que,

Y

ule, t) = e&%, (2.8)
y que la funcién de legado es
5
blap,T) = e—”a%. (2.9)

donde 6 > 0 representa el parametro de impaciencia y v es el parametro de aversion

al riesgo de proporcionalidad constante. Recuerde que si v = 1 el inversionista
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es neutral al riesgo, mientras que si v < 1, el inversionista es adverso al riesgo,
por lo que suponemos que v < 1. También consideraremos v # 0, ya que este
caso corresponde al caso en que la funcion de utilidad es del tipo logaritmica que
desarrollamos mas adelante.

Para resolver el problema (2.7), para este caso CPRA, utilizamos la ecuacién
de Hamilton-Jacobi-Bellman. De esta manera, una solucién de (2.7) debe satisfacer

la ecuacién (véase el apéndice):

c
= max qu(cet + —fat {7‘ +(p—r)ey+ (oF — 1)y — —t] +
{zt,yt,ct} da at at
10
+ 58 ($t20t2 + 2o + y2R” + 20yi00 F
, (2.10)
+ 2z1yt01lppr + 2y 20F€FPt> + 8fm—l- Lo fﬁ 2
tYtot t — —
oV 2 8Vt2 7

9% f

+ ~ A<, o + o + g .
8atavtat(wt0t§ pt +ytor€opt +§ ytﬁF)}

Derivamos parcialmente respecto a c¢, x4 y y; respectivamente. Dado que nuestro
interés estd en calcular los premios al riesgo, escribimos estas condiciones necesarias

de la forma siguiente:

0 0
Qu _ sty -1 9F (2.11)
8Ct 8at
o*f O*f
day? a0V,
Py —1r = — [l'tVt +yiorop + thtéFPt]atg—; - Utéapt% (2.12)
days day
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92 f

P 2
pp —r =~ (yiop® + yilr® + w1000 F + 210 EFpr + 2910 pERPF) ay gt
dat(913)
0% f
0a0V;
—&o (UFPt + §F) %-
day

Esta ecuacion tiene solucién debido a nuestra eleccién del tipo de funcion de utilidad
CPRA. En [3] se menciona que siempre que la funcién de utilidad no dependa de
la volatilidad del precio del activo, la ecuacién anterior tiene una solucién.

Al igual que en el capitulo anterior, hacemos una propuesta de soluciéon que
contiene la forma de funcién de utilidad considerada. Para volatilidad constante,
bastaba separar la riqueza del tiempo y agregar constantes adecuadamente. Para
volatilidad estocastica, sin embargo, esto no es suficiente. Debemos separar volati-
lidad y tiempo, pero tenemos que poner una parte que dependa de la volatilidad.
La formulacién que haremos aqui es semejante a la que utilizaremos en las secciones
siguientes. Especificamente proponemos como candidato de solucién a la funcién,

_ at”
Flag, Vit) =e 6tg(Vt,t)%. (2.14)

Esta funcién ¢g(Vi,t) es conocida como el coeficiente del premio al riesgo, debido a
que de esta funcién dependen los premios al riesgo como veremos adelante. Observe

que de (2.14) tenemos:

of _ _
0 € Ot g (Vy, t)as '™,
t
82f —6t y—2
90 (v = Ve g (Vi, t)ay
y
Of st 99 a”

aatGVt - 8Vt Yy '
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En consecuencia, el parametro de aversién absoluta al riesgo de Pratt, que formara

parte de la ecuacién diferencial que sigue el precio del derivado (ec. 2.22), es,

d?f
Dai>
—ag 8&} =1-9
day
y ademas
0> f dg
aatc’?Vt _ 8Vt
a_f g(vt7t> ‘
8@15

Si sustituimos las condiciones de equilibrio 2z = 1 y y; = 0, podemos rescribir

las ecuaciones (2.11), (2.12) y (2.13), respectivamente, como:

thyil - g(Vt,t)atryil7 (215)
Og
oV
—r=(1=~V: — - 2.16
pe— 1 = (1—7)Vy — prosé s (Vi ) ( )
y
09
oV
pr—1 = (F+&rpt)ot(l =) — (oF pt +Ep)éo——. (2.17)
g(Vtﬂt)

En particular, los premios al riesgo para el activo subyacente y el producto derivado

estan dados por las ecuaciones:

99
- T
As = Mtat =1 =7)ot — pi&o (?/‘;tt) (2.18)
y
99
Ap=tE T 1 (0F +&rpt)oe(l—7) — (oF pt +§F)§Gﬂ (2.19)
oF OF 9<Vt7t>

La ecuaciéon (2.10) se simplifica si sustituimos los valores 6ptimos de ¢; y ji; de las

condiciones de primer oden:

29



¢l 0 0 1 92 0 92
O:—+_f+(7"at—ét>—f——at2‘/t f +m—f+—§O-QWf2.
t

2.20
ot day 2 day ovy 2 ( )

1
Note que de la ecuacién (2.15) tenemos ¢ = [g(V4,t)] 7" as. Al sustituir lo an-
terior en (2.10), obtenemos la ecuacién diferencial parcial para obtener el coeficiente

del premio al riesgo

dg v 1 dg 5 0%g
0= 4 (v =1)g(Ve, ) 7T+ [ (6 — 1) — =7 (1 =)V | 9 (Vs S Rt
(2.21)

La condicién de frontera es en este caso, g(Vp,T) = 1.

De forma parecida al caso de volatilidad constante, utilizamos las ecuaciones
necesarias (2.15), (2.16) y (2.17) para determinar una ecuacién diferencial parcial
para la valuacion del producto derivado. Primero, sustituimos las ecuaciones (2.4),

(2.5) y (2.6) en la ecuacién (2.17), obtenemos la ecuacién:

8Ft+ SaFt+ 8Ft+1 2SQ<32Ft+15 5 0? Fth €. 0,8 °F, »
m— + =0 —= -
ot Kt té?St oV, 5 t Ot aStQ 550 P) t2 PtSo0t t@Stth t
dg dg
oFy oFy oF: 7wy, 2 v, OF:
= S 1—7~v)— S L — L
(Ut '35, 50Ptav )Ut( ) (foUt tPtaS D) o G (Ve 1) OV,

Al simplificar, nos queda la ecuacién:

9g
aFt oV, 8Ft
Zlis Vi(l — ) — I i) - 1
5 + t[#t (1 —7) gaptg(Vt,t)] 75, + {m Eoptor(l — 1)
dg 2 9

2 9V, oFy 1 2 02F, 1 ,0°F, 0°F

o —&o - —rFy =0,
" Q(Vtat)]avt VS gz TRt gy T ekeig ey

(2.22)

9g

Segundo, de acuerdo con la ecuacién (2.16), [,ut —Vi(l—=7)—&spt %} = r, por lo
que llegamos finalmente a la ecuacion diferencial para valuar el producto derivado

para el caso CPRA:
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9g

OFy OF; 2 v, |9F:
s —eopros(l — 2 _ov | OF
5 +r '35, + |m = Eepros(1 — ) + ¢ sty | av, 2.23)
+1V5282Ft+1§ 282Ft+ €018 OF p_g
5 tot 8St2 550 8Vt2 PtSo 0t tc’)Stth riy =U.

La condicion de frontera depende del producto derivado.
En particular, la ecuaciéon anterior nos indica cémo ajustar el proceso es-

tocéstico que sigue el precio del activo dado en la ecuacién (2.1):
dSt == rStdt + UtStth
P: dg .
Ve = [m — Eoprov(1— ) + 62—Vt dt + ¢,d2,
g g g(Vt, t) g
2.2 Funcién de utilidad tipo HARA

Consideremos ahora el caso en que la funcion de utilidad es del tipo HARA

(Hyperbolic Absolute Risk Aversion). Esto es, suponemos en esta seccién que

1-— B 7
u(%t):_V( ct _|_77> bt

v \1l—-~

1-— Ba v
blar,T) = —7< T + 7]) e_‘ST,
v \1-~

con B, v, 6 y n constantes.

El procedimiento que seguimos es completamente analogo al del la seccion
anterior. En este caso, de la ecuacion de Hamilton-Jacobi-Bellman dada en el
apéndice, obtenemos las mismas condiciones de primer orden del caso anterior,
dadas por las ecuaciones (2.11), (2.12) y (2.13), sélo que en este caso, la derivada

parcial de la funcién de utilidad respecto a c¢; es

) B i
ou _ g Ct + oot
dcy 1—~
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Proponemos un candidato de solucién de la ecuacién (2.10) similar al del caso

anterior. Especificamente proponemos a la funcién

11—~/ Ba K _
f((lt,Vt,t) - —< ! +77> g(Vt>t)€ 6t7
v \1-~
esto implica que
9 B 71
O _ (B ) i t)e (2.24)
day 1—x
2 B L
F o m2( B ) gne (2.25)
day 1—~
d 1— B o
f_lzv(Bat ) 99 (2.26)
6Vt Y 1-— Y 6Vt
Y 1
02 B o
f__p(Bu + 7 29 ot (2.27)
8at8Vt 1-— Yy th

Al sustituir estas ecuaciones en las ecuacion de primer orden simultaneamente con

las condiciones de equilibrio, obtenemos las ecuaciones:

B v B L
<1 il + 77) = ( at + 7]) g(Vt) t)v (228>
— L=~

5 -1 99
at oV
= VB e 2.29
i — T rag <1 — +77> & ptatg(Vt,t) ( )
y
5 -1 99
a oV,
pr—1 = (0F+ Erpt)ot Lty —(oF pt +E¢F)éo ! (2.30)
]- - g(Vta t)

Note que se simplifica la ecuacién (10) al sustituir los valores 6ptimos de ¢; y de
i1+ obtenidos de las condicioneas de primer orden, junto con la sustitucion de las

condiciones de equilibrio. La ecuacién se obtiene es similar a la ecuacién (2.20).
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A continuacién presentamos como se obtiene en general, independientemente
de la funcién de utilidad de que se trate, la ecuacién diferencial parcial que conduce
el precio del producto derivado.

Primero, al sustituir en (2.10) éptimos y equilibrio, tenemos la ecuacion,

of el of 1 , O%f
0= )+ — — Zlei——+ -V,
u(ce, t) + ot + [Mt at}ctaat + 5 Vi + e,
of 1 5 0%f 92f
+m8Vt + 250 o, + Utﬁaﬂtatavtaat-

Ahora bien, la segunda de las condiciones de primer orden puede expresarse como:

of 2 0°f ¢ 0 f
= 02 gt aptatavtaat-

Por lo que al sustituir esta expresion en la ecuacion anterior obtenemos

of 0> f 0°f of af
0= Jt — —rat—-= — 0¢és —_— — |ep——
u(et, t) + B + ( rag 9a,2 oo prat Vioa, + ray 9a, ct 0,
1. 5  0%f of 1. 5 0%f 0% f
_V N S0 o (e At o
+ 5 Viat + Da,2 —i—mth + 25 o, + 04§ pt“tavtaat

Finalmente, al simplificar tenemos la ecuacién:

0 0 1
0=u(c,t) + a—“: + (ra; — c)—f — —a?V;

0% f of 1 _,09%f
9o, 2 ha2 Ty, TR gy

Esta ecuacion es la utilizaremos en todas las secciones.

Regresamos al caso funcién de utilidad tipo HARA. De la ecuacién (2.28) te-
nemos que ¢y = <at + 1_T777>g(v,g,t)ﬁ — 1_?777 . Si sustituimos en la ecuacién
(2.28) tenemos la ecuacién diferencial parcial para obtener el coeficiente del premio

al riesgo, g(V4,t):

1— 1—
0= — K —6—LK + (ra; — C)BK "‘g(V4, 1)
K K , (2.32)
+ 1aﬁ/th?erQg(X/t,t) it g 99 L g9
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¥
con K = BC* + 77> . La condicién inicial es la misma que para el caso anterior,
g(Vp,T) = 1.

Para determinar la ecuacion diferencial parcial para valuar la opcion, sustitu-

imos las ecuaciones (2.3), (2.4) y (2.5) en la ecuacién (2.30), obtenemos

8F+ 58F+ 8Ft+1 25282Ft+1£28Ft+ t oS 0% Fy »
m-— —0 - g —T
ot Mt t@S v, 57t t 8St2 A 8V2 PtSo0t tastavt t
OF, OF B ! OF S
t Ct t 0V
= S
(Ut t5, gapt8Vt)Ut(1—7+n) (ﬁaat tpt&Stg( ))
9g
2 th 8Ft
—&o —.
g(Vt,t) 8Vt
Al simplificar se sigue que
aF Be -t —595 OF
t t f t
0=—+S5 — — —
t{ﬂt Ut<1_ +77) gaatptg(vt,t) 95,
B - —(985 oF, 1 92F
2 t t 2 t
— — 4+ =-WS
m faPtUt - +77) +&o sVt | av +2 ey
1 QaQFt ©opitso °F, »
2 thg ptéa0 S t(?Stth ri.
-1 dg
Pero, de la ecuacion (2.29), tenemos que pt — oy <1B_C’57 +77) _ggatptg(?/‘;tt) =,
por lo que la ecuacién queda como:
OF OF Bey - —385 OF,
t t 2 t t
0= —+7rS—+ |m —& — + +&o —
Y r tast [m § PtUt(l _ 77) £ g(Vt,t)] oV, (2.33)
+1V528 Ft+1£28 F,gJr ‘o 82Ft -
= = ———— —rl}.
5 tot 8St2 950 8Vt pt&eotS tastavt t

La condicién inicial depende del produto derivado.
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Observe que para resolver el problema (2.10) es necesario resolver primero la
ecuacién (2.32) para tener el coeficiente del premio al riesgo. Esta ecuacién no es
inmediata de resolver. En sus coeficientes se encuentra la variable independiente,

la volatilidad.

2.3 Funcién de utilidad tipo logaritmica

Ahora examinaremos el caso mas utilizado en la literatura de valuacién de
opciones, se trata de la funcion de utilidad del tipo logaritmica. Es necesario con-
siderar este caso por separado de la seccién anterior, puesto que si solamente se
sustituye v = 0 en la ecuacién que se obtuvo antes, existen pasos intermedios que

se indeterminan. Especificamente suponemos que

u(eq, t) = e %lne,

b(CT, ) —oT In CT.

En este caso, a partir de la ecuacién de Hamilton-Jacobi-Bellman tenemos (véase

el apéndice), obtenemos la ecuacién:

C
= max e lne —I——f—i——fat r+ (p —r)a:t—f—(up—r)yt——t
{zt,ye,ce } ot day a¢

1

= QCLt 2120 + yitor? + i EF” + 2xi000 F

2 aat

of 1 9%f
2
+ 2x4yt0tEppt + 2y¢ UFEFPt) + 8—Vtm 5 avtzfa

9%f
aatth

ar(0lopt + Y10 réapt + Y1€alr) }

Las condiciones de primer orden son:

35



Ct 8at7
02 f 0% f
Das2 da0V,
e —1r = — [a:tVt + ytoroF + ththpt}ati—} — ilopt a‘;_f t
day dat
y
% f
, , Das?
pr —1 = —\y0p" +yi{F" + x1000F + 210§ Fpr + 2y10 pFpF | ay of
day
% f
0a;0V,
— &6 (UFPt + §F> %'
oay

En particular, cuando sustituimos las condiciones de equilibrio, las ecuaciones an-

teriores se simplifican de tal manera que:

et B of
Ct N 8at’
9*f 92 f
a2 a0V,
e —r = —Viay g_t — 0o pt a(;_f :
8at 8at
y
0% f 92 f
da’ a0V,
pWp —1 = (UtUF + 0t§Fﬂt> ag 5_} — (UFSF/H + SaéF) %-
aat 8at

(2.34)

(2.35)

(2.36)

Con base en la experiencia de la seccién anterior, proponemos como candidato de

solucién de la ecuacién (2.33) a la funcién

flag, Vi, t) = (Inay)g(Vy, t)e ot
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En consecuencia,

of 1 _
5. _Q(Vtvt)e 6t>
8at a+
o°f 5t
- - V7t B )
Das? atQQ( vt)e
0 0
/ lnat—ge_ﬁt,
oV oV
% f %9 s
g — hag 2¢
oV oV

o2 f 1 09 _g
= ——c
aatth at th

of _

= —6(Inay)g(Vy, t)ef(%.
8(Lt

Sustituimos las ecuaciones anteriores en la ecuacién (2.31) y obtenemos la ecuacién

diferencial parcial para calcular el premio al riesgo g(V,t):

32g
oV,2

1 1 0 1
0=Inc;—6(Inar)g+ (rag—ci)—g+ =Vig+m(In at)—g + Efgz(ln at) . (2.37)
at

2 oay

Observe que de la ecuacién (2.34) y nuestra propuesta para f(a¢, Vi, t), obtenemos
que 1/¢; = 1/arg(Vy, t), es decir, que ¢ = arg(Vy, t), por lo que Inc¢; = Inay — Ing.

En consecuencia, al sustituir esto en la ecuacién (2.37) nos queda lo siguiente:

1 2 829
—£,°(1 ) 2.
+ 567 a2 (239

99
8at

1
Ina; —1—1Ing + (r + §Vt - 6lnat)g—i—m(lnat)

La condicién de frontera es g(Vp,T) = 1.
De la misma forma que en los casos anteriores, la ecuacién diferencial parcial
para valuar el producto derivado se obtiene de sustituir primero las ecuaciones

(2.4), (2.5) y (2.6) en la ecuacion (2.36) y después de simplificar la correspondiente
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ecuacion al sustituir la ecuacién (2.35) en el coeficiente de la derivada parcial del

precio con respecto al activo. En este caso obtenemos la ecuacion:

dg
OFy 0F; 1 a—Vt IF}
0= —+4+rS;— + o - V7 + o ST
o " "Stgg, T |m T Sarre (Vi) & ar g(Vi,1) ] 0V (2.39)
+]W/5282Ft 1§23 t pitooyS °F, .
— _ — g — T .
5 ot 8St2 550 8Vt2 PtSo0t tastavt t

El problema (2.10) se resuelve al encontrar el coeficiente del premio al riesgo

de la ecuacién (2.38) y sustituir en nuestra propuesta de solucién.

2.4 El caso de funcion de utilidad tipo CARA

Examinamos en esta seccién el caso de funcién de utilidad del tipo CARA

(Constant Absolute Risk Adverse). Es decir, suponemos, para n > 0, que

1
u(cg, t) = — e Nete0t
n
y
1 _ ar —6T
blap,T) = ——e 1T %",

Para este caso, de la ecuacion de Hamilton-Jacobi-Bellman, tenemos la ecuacion:

1 0 0
0= max { ——e M 0 4 2 / + —fat {r +(p—r)ze + (pp — 1)y — 2}
{ze,ye,c } n ot day at
i 1 0” 2f 2 2 2 2 2, 2 o
50t~ | ¢ 0 Ty orT +yERpT + 2uyoior
28at
of 1 92 f
+ 224yi0¢EFpr + QthUFﬁFPt> + 8—‘/t 2 8Vt2€a
—i—ana(a:af + ytopé —1—55)
90,0V, t\Tt0tSoPt T YtOFSoPt T YtSoSF) (-
(2.40)
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Derivamos parcialmente con respecto a ¢;, x¢ y y; respectivamente para obtener las

condiciones de primer orden:

e*nCt — a_f
day’
02 f 0% f
Dar’ 0a;0V,
peg — 1T = — [a:tVt + ytorop + ththpt} at & — ilopt a‘{;_f t
aat 8at
y
% f
, , 3@,52
pr—r=—(yor’ +yilr” + 1000 + 2101 ppe + 2010 RERPR) ay of
day
82
0a0V,
— &0 <O’Fpt + 5F> %‘
8at

Simplificamos las ecuaciones anteriores al sustituir las condiciones de equilibrio z; =

1y y: =0 y llegamos a las ecuaciones:

e—nct — 8f

—_— 2.41
Pa, (2.41)
0% f 0% f
day? Da; 0V
pt —r = —Viay g_t — 0o pt a(;_f . (2.42)
8(115 8(115
y
92 f 02 f
daz? a0V
prp —1r = —(0t0F + 0ilFpe) at g} — & (UFPt + fF) %- (2.43)
day day

De manera semejante a los casos anteriores, la ecuaciéon (40) tiene solucién

debido a nuestra eleccion de funcion de utilidad independiente de la volatilidad
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(véase Cox, Ingerson y Rose [3]). De acuerdo con nuestra funcién de utilidad y de

legado, proponemos como candidato de solucién de la ecuacién (39) a la funcién

1
fag,ve,t) = ——efnatg(Vt,t)e’&.
n

En consecuencia, tenemos las siguientes expresiones:

0
% - e_”atg(vt,t>e—6t’
t
% f _ ,
aatQ = —ne natg(vtvt)e 6t7
00 _ 1 09 s
8Vt n 8Vt ’
82f _ _l —nay 829 e—5t
V> n ovi2
a2f —nag a_g€_5t

8at8Vt - 8Vt

9, 1
8—‘: = 656777(“9(%7 t)ef(%.

Observe que los premios al riesgo con la notacién anterior son:

_ 0
Ag = pe =" —oray —ne M g(Vy, t)efét — fgptefm“—gefét (2.44)
O¢ 8Vt
y
,LLF -r a —nag -
AF = - = (UtUF + 0t§FPt> U—t —ne 1 g(Vy, t)e 0
d F1 ) (2.45)
_ g st
_ _ nay _—<J
<0F§Fpt + §a£F) - e 8Vt6 .

Sustituimos las ecuaciones de las derivadas parciales de f en términos de g y sus

derivadas parciales en la ecuacién (2.40), conjuntamente con las condiciones de
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equilibrio para obtener la ecuacién diferencial parcial para calcular el premio al

riesgo g(Vi, t):

1 1
0=——e "+ 65— "g(Vi,t) + (ray — ¢r)e” 1 g(Vi, t)
n Y
15 1 _,. 09 1 5,1 _ 9%
— V, naz Vi, t) — —_e hor 2 _ —e Nat ___ -
+ 2at tne g( t ) mne av, 2€a 776 8Vt2

Pero, de la ecuacién (2.41) tenemos e~ "% = e~ 1% g(Vy, t) por lo que podemos

cancelar el término e¢~"*, obtenemos la ecuacién:

1 ¢ 1 m dg 1,1 9%
0= (——+~ — e+ za?Vin g - — o — S 2.46
( St tra et ga m)g LoV, 2% man? (2.46)

La condicién de frontera es g(Vp,T) = 1.
Finalmente, sustituimos primero las ecuaciones (2.4), (2.5) y (2.6) en la condi-

cién inicial dada en la ecuacién (2.43), tenemos

IFy s OF; - OF, N 1 2 5 02 F; N 15 5 0°F 4 pgoonS O%F, P
— —— T = = T
e M5, T ey, T2 gg2 T 2N avtz P Y A
dg dg
0L OF} OF} W o v, OF:
= S —_ _ — S t _ t -

A continuacién rescribimos la ecuacién como

Jdg 9g
OF - OF 2 N\ oF
a—tt + (Mt + Vinay + E50¢pt Vi )St Ly (m —&opt — EGQL) —t

g(Vi, t) 0S¢ g(Vi,t) ) OVy
41 25,201 L1l 2O°F + pileoyS R g g
Z —&o o —rFy =0.
20t t 8St2 5 P t2 PtSo0t t@Stth t

Ahora sustituimos la ecuacién (2.42), y obtenemos la ecuacién diferencial parcial

que sigue el precio del derivado para este caso:
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5‘Ft oF,

St—— — Qo _02
TS +r taSt—i‘(m Sopt — &

+-V,S + 3¢ + pibar/ViS O°Fy F, =0
— rFy = 0.
2 7" 95,2 7 v2 Ptsoy Ve tastavt t

g\% ) OFy

La condicion de frontera depende del producto derivado que consideremos. Observe
que esta ecuacion nos indica como se debe ajustar el proceso estocastico que sigue el
precio del activo. Para resolver el problema (2.10), primero resolvemos la ecuacién
(2.46) para determinar el coeficiente del premio al riesgo y después sustituimos en

nuestra propuesta de solucion.

2.5 Funcién de utilidad tipo CPRA con neutralidad al riesgo

Finalmente, estudiaremos en esta seccién el caso en que la funcion de utilidad
es del tipo CPRA, pero se tiene neutralidad al riesgo. Esto es, suponemos que la

funcion de utilidad estd dada por:

u(er, t) = e Oy

y la funcién de legado es

blap,T) = e TLar.

Es decir, v = 1 para el caso CPRA de la seccién 2.3. Es importante senalar que
no basta con sustituir v = 1 en el proceso que realizamos en esa seccion, debemos

desarrollarlo todo porque hay pasos que quedarian indefinidos con sélo sustituir.

En este caso, de la ecuacién de H-J-B del apéndice, tenemos la ecuacion:
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0= max t+—+—fat[r+< et G = = 2
{ze,ye,c0} 0 at at

10
+ 2 day (xt20t2 +yi2or? + yER” + 2eiyi000 F
of 1 o2 f
2 24 —=
+ 2z1yi01Eppt + 2y1 UFfFPt) + av, ™ 28Vt2§a
+—82f at(210460pt + Y10 REopt + yiéobr)
8at8Vtt tOtSo Pt tOFQopPt tSoGF .
Por tanto, las condiciones de primer orden son:
oot = 9F
8&15
0°f 0> f
da® dadV,
pe —r = —[2 Vi + yrorop + thtéFpt}atg—; — 0tlopt a(;f L
Jay Jay
y
o*f
2 2 day”
pUp —1r = — (ytO'F +yilFr” +xio0p + 1405 ppe + 2yt0F§FpF) =7 af
8@,5
9*f
Da 0V,
—&o <O’Fpt + €F> %
8(115

Como siempre, sustituimos las condiciones de equilibrio para simplicar estas ecua-

ciones, obtenemos las ecuaciones:

e = — (2.48)



9% o2 f

2

8at

Para este caso proponemos como candidato de solucién a la funcién,

f(ata Vta t) - g(Vtu t)atei(ﬁv

De esta funcién, tenemos las expresiones:

of _
a_ = g(‘/tat)e 6ta
at
82
2y
8@15
8f . 89 _ 6t
At t = )
oVy oVy
% f %9 _g
p) = Q¢ 26 )
oV oVy

P _ 99 s
8at8Vt (9Vt

of

Fri —barg(Vy, t)eiét.

En consecuencia, las condiciones de primer orden son las ecuaciones:

6—6t — g(Vt, t)e_ét,
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0 0a 0V,
pEp—1 = (O'tO'F + 0’t€FPt> at aa} - <0F§Fpt + §a€F) %-
9] e

(2.49)

(2.50)

(2.51)



99 st
—r = — oPt—— , 2.52
Ht —T ot&o Pt the ( )

dg _
pp— 1= — (ampt + gng) 29 -8, (2.53)
oV

Observe que de la ecuacién (2.51), el coeficiente del premio al riesgo es g(V, t) = 1,

por lo que los premios al riesgo, como es de esperar por la neutralidad al riesgo, son

cero:
W (2.54)
Ot
y
Ap=tE T . (2.55)
oF

En particular, obtenemos que la tendencia debe ser igual a la tasa de interés,
es decir, uy = r = up, por lo que la ecuacién diferencial parcial que sigue el precio

del producto derivado queda simplemente como:

OF, OF, oF, 1 2 0%F 1 ,0°F; O%F,
— Sy —= — 4V — (o — o/ ViS
gt Mt TGy, TRVt gz Tt G teke VISigen

- TFt =0.
(2.56)
La condicién de frontera depende del producto derivado y la solucion del problema

(2.10) es simplemente,

f(ata Vt7t) - at6_6t'
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CAPITULO 3

VALUACION DE PRODUCTOS
DERIVADOS PARA EL CASO DE ACTIVOS NOMINALES

En los capitulos anteriores, los activos eran reales. En este capitulo determi-
namos, mediante programacién dindmica, la ecuacién diferencial que determina el
precio del producto derivado cuando el inversionista tiene activos nominales. Esto
constituye una ampliacion del capitulo anterior.

Primero establecemos el caso en que la volatilidad es constante para luego

extender al caso de volatilidad estocéstica.

3.1 Activos nominales con volatilidad constante.

Utilizaremos en esta secciéon una notacion similar a la del capitulo I. Igual que
en ese capitulo, suponemos que existen soélo tres activos. El activo subyacente con

precio S¢, sigue un movimiento geométrico Browniano dado por

dSt == /,LStdt + O'Stth. <31)

El bono tiene una tasa fija r para todos los plazos. El producto derivado sobre el
activo subyacente que tiene precio denotado por Fy = F(S¢,t), y de acuerdo con el

lema de Ito, sigue la ecuacién

dFt = ,uFFtdt + O'FFtth, (32)

con

OF  OF 10%F 4  ,
Fy=—4 — - S 3.3
ety e +85t“ t 28St20 t (3.3)
y
oF

Fy = —085;. 3.4
7rFr = 520, (3.4)
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También suponemos que los inversionistas perciben que el precio del activo, que

denotamos por Py, sigue el movimiento geométrico Browniano:
dPt == TFPtdt+UPPtdZt. (35)

Aqui, 7 es la tasa de inflacién promedio, y op es la variacién esperada de la tasa
de inflacién. La relacién entre (3.1) y (3.5) es que E(dWy,dZ;) = pdt.

Con a; denotamos a la riqueza en el instante ¢, y con x4, y¢ y 1 — x4 — y¢
representamos, respectivamente, a las fracciones de la riqueza que se invierten en
el activo subyacente, en el producto derivadao y en el bono libre de riesgo. De esta

forma la restriccién presupuestal estd dada por la ecuacion:

da; = via;dRs 4+ yradRp + (1 — T — yt)atdt — Piaudt.

Al sustituir (3.1) y (3.2) obtenemos la ecuacién consolidada de la evolucién de la

riqueza:

P,
tct) dt + ay (x40 + yrop) AWy, (3.6)
t

da; = a4 (7“ +(p—r)re+ (pr —1)ye —

Un consumidor-inversionista busca, de forma simultdnea, cuanto invertir y
cuanto consumir de tal forma que maximice su utilidad total esperada, esto es,

busca

T
f(as, t) = max E{/t u(cs, s)ds + blar,T) ’ Fi }, (3.7)

{zey,e}
sujeto a las ecuaciones (3.5) y (3.6).
En el problema (3.5), b(ap,T) denota a la funcién de legado, F; es la infor-
macién relevante disponible hasta el instante ¢, y u(c¢, t) representa a la funcién de
utilidad, que suponemos es del tipo logaritmica, esto es, suponemos

u(eg, t) = In(ep)e 2!
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y la funcién de herencia es,

blar,T) = In(ag)e°".

Podemos rescribir el problema (3.5) como sigue:

f(at,t)

= max E

t+dt T
/ Incee %de + / Incse ®de + Inagpe %
{wt Yt, Ct}

t+4dt

g

{xf sYt 7Cf

= max E
{wt sYt 7Ct

= max E{lncte (ay + dt, t + dt) ‘ j-“t}
{lncte b ro(dt) + fag, t) +df(ag,t) ‘ Fi }

Cancelamos f(a¢,t) y desarrollamos df (a¢,t), obtenemos

0 1
0= max E[lncte_étdt—i— (dt)+—fdt+ fdat—i— 0 f(dat)

{z¢,ye,ce } 8 2 (9

ft].

Ahora sustituimos la ecuacion (3.6) en la ecuacién anterior:

0 9,
0= max E|lnce ®tdt + o(dt) + —fdt + of (at [r+ (b= r)ze + (pp — 7)ye
{zt,y1,ct } ot 8at
P;c 10?2 2
— ; 1t]dt + a¢ [:Eto + ytoF]th> + §6an (at)Q(a;ta + ytop) dt | F; ] )
t t

Tomamos esperanzas, después dividimos por dt y tomamos el limite cuando

dt — 0 y obtenemos la ecuacion:

0 0
0= max [lncte_& + — f + —fat {7" +(p—r)re+ (pr — 1)yt —

PtCt:|

{xe,ye,ce} ot da at at

y (3.8)
2

iaa—tg<at)2<xt‘7 + ytO’F) ] .
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Derivamos parcialmente con respecto a c¢;, z; y y: para obtener, respectiva-

mente,
1 0
et — pt_f,
C¢ 8(115
0°f
) 2
p—r=— g—; at(:rta + ytap)a
8at
y
0%f
P 2
up —r = — i at(ajta + ytaF)aF.
of
8at

(3.9)

(3.10)

(3.11)

Observe que las ecuaciones (3.10) y (3.11) nos indican que los premios al riesgo,

para el activo subyacente y para el producto derivado, son iguales. También de

estas mismas ecuaciones, se verifica facilmente que no tienen solucién interior, por

lo que suponemos que el equilibrio se obtiene cuando z; =1y y; = 0.

En este caso proponemos como candidato de solucién del problema (3.7) a la

funcion

flag,t) = (Bo + B1Inaz)e .

Por lo que, tenemos las expresiones:

of - 1 _g
8at - 61 ate ’
0° f | —
pa = gz
y
af _
Da, = —(Bo + B11nay)e?".

Observe que en particular estas expresiones nos llevan a que

22f
_ aatz

ay = 1.
8at
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Ahora obtenemos la ecuacion diferencial para valuar el producto derivado.
Primero sustituimos las ecuaciones (3.3) y (3.4) en la tercera de las condiciones

iniciales, junto con las condiciones de equilibrio, obtenemos

8F+8F5+182 262 SaF
Cor 29 OF
or o5, T 295,27 778,

Como consecuencia, al simplificar tenemos la ecuacion

OF OF 1092%F
Si—— 4+ ———025,> —rF = 0.
2t Tl )tast+2ast20 e

2

Pero de la segunda de las condiciones de primer orden, y — ¢ = r, por lo que la

ecuacién anterior nos queda como:

OF | L OF 1O0°F L 5 o
ot ' 7tes, 208,27 Tt T

Note que esta ecuacién no es otra que la ecaucion diferencial parcial del modelo
de Black y Scholes. La condicién de frontera depende, como siempre, del tipo de

producto derivado que se trate.

3.2 El caso de volatilidad estocastica

En esta seccién extendemos el resultado de la anterior cuando suponemos que
la volatilidad es estocastica. La notacién utilizada aqui es la misma que la del
capitulo anterior, pero anadimos que el consumidor-inversionista percibe que el
activo cambia con el tiempo de acuerdo con la ecuacién (3.45) que explicitamos
mas adelante.

El problema que buscamos resolver es

max E{/tT (ss,s)ds +b(Ap, T) 'ft }, (3.12)

{wuyt,ct}

sujeto a las condiciones:

50



ct Py

day = ay|r+(p—r)zi+(prp—r)ye— dt + zoia dWi+yio pa dWi+yilpadZy,

at
(3.13)
th - m(Vt)dt + £U<Vt)dZt (314)
y
dPt = WPtdt + O'PPtht, (315)

donde suponemos que Wt, Z y X+ son movimentos brownianos estandarizados con
COV(th,dZt) = ,Otdt, COV(th,dXt) = qtdt y COV(dZt,dXt) = etdt. En este

caso, tenemos las ecuaciones:

2 2 2 2
day® = [0 + yiPor” + Y 2r” + 22 i000 p + 2049101 Eppe + 294 0 pEppe] ar”dt,

(3.16)
dv;? = ¢,°dt, (3.17)
AP = op2P,2dL, (3.18)
(dag)(dVe) = [2t0460pt + Y10 FEopt + y1€olr] ardt, (3.19)
(day)(dPy) = [zi010par + y1oropas + yipo pbi|ar Prdt (3.20)
y
(dVi)(dPy) = oo pOe Prdt. (3.21)

Suponemos que la funcién de utilidad derivada de la riqueza, f, depende sélo
de la riqueza, la volatilidad y el precio en cada instante ¢, es decir, suponemos que
f = f(a¢, Vi, Py, t). Derivamos a continuacién la ecuacién diferencial para resolver

el problema (3.12).

T
f(ay, Vi, P t) = max E{/ u(cs,s)ds + b(Ap, T) ' Fi }
t

{zt,yt,ce}
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{z+,ye,ce } t+dt

tdt T
— max E{/tJr u(cs, s )ds+/ u(cs,s)ds +b(Ap,T) ‘ft}

= max E{u(ct,t)dt+f(at+dt,Vt+dt,Pt+dt,t+dt) ‘ft}

{:Et,yf,,ct}

{xtayhct}

= max E{U(Ct,t)dt + O(dt) + f(at, Vt, Pt,t) -+ df(at, Vt, Pt,t) ‘ .;Et }

Cancelamos f(a¢, Vi, Py, t) y desarrollamos el diferencial hasta términos de segundo

orden. Tenemos asi

f of of of
[ e} {u<ct’ Hdt Foldt) + 5 T T oy, T e

19%f s 1 an s 1 0%f

5 d > dv; dp
2 8at2( at) + 2 8Vt2( t) + = 2 8Pt ( t)

82f 82](* 82f
day)(dV;) + ———(das)(dP;) + ———(dV;)(dPy) | Fi p.
T Faay, (e (@Ve) + 5 (dar)(dPy) + 2o (AV)(dPy) | T

Sustituimos las ecuaciones de la (3.13) a la (3.21) en la ecuacién anterior:

0 0
0= . max }E{u(ct, )dt + o(dt) + 8—fdt + 8—fat lr +(p—r)ee+ (pFp — 1)y
Tt,Yt,Ct A

ct P 0
; t} dt + %at [ zopar dWy + yro padWy + ytﬁFatdZt]
¢ t

1 9%f
2 8@152

0 0
+ —f [mdt + §gdZt} + —f [ﬂ'Ptdt + O'PPtht] + [{Et20't2 + yt20'F2
th 8Pt
2, 2 2 2 19*f
Ty Ep” 4 2010 4 2241048 ppe + 2y 0 pERpe | ag At + 257 5&o 7 dt
t

2 82
f op2PAdt + /
2 8Pt da0Vy

a?f 82

f
+ + 0 Pdt + ——— 0, P;dt
9a,0P, (21040 pat + yio o par + yi€pophi|a Pydt + 8Vt8Pt§UUP tPy

+ [21041€0pt + Y10 PEopt + Yilolr]ardt

ft}.

Si tomamos esperanzas, los términos no deterministas se eliminan, obtenemos
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0 0
0= max < u(c,t)dt + o(dt) + —fdt + —fat 4+ (p—r)re+ (pr — )y
{xt,yt,ct } ot day

ct Py of of LO*f ¢ 5 o 2 2
— dt —dt Py——dt + —
at ] + 6 t +7T tc’?Pt + 26 [xt ot +yt or
+ YR + 204000 F + 20y040Eppr + 2y 0 pEppe| ad”dt
10%f 5 1o%f 5 o d?f
— o odt + Podt o - - dt
+ 59 tgf QOPtQUP ydt + Da,0V, [2t01opt + Y10 péopt + yi€alr|as
+ o°f [ + + yiEpo pi|ar Pydt + o Eoophy Ppdt
————— | X+0+0 OFR0 g a e g .
90,0, [TtOtO Pl T yoropay + yilropdijacky ov,op, oo

Ahora dividimos entre d¢ y tomamos el limite cuando d¢ — 0, obtenemos la ecuacion

0 0 ct P
0= max Julent)+ 2L+ 2Ll + (=)o + (up — g — 221
{ze,ye,ce} ot da at at
of of 102 f 9 9 9 9
+m8V + 7P, ta +28a [Sb’t ot + Yo
+ 4 26p° + 2xpyi000 p + 22y104Eppy + 2yt20Fprt}at2 (3.22)
% f 1 %f 5 % f
O’ P + PN o + o + o
28Vt2§ 2<9Pt20P Tt S, [2101opt + yioFéopt + yi€obr|as
+82f[ + + yelpopy]arPy + a2fg 0,P
T+O0+0 OF0o ag a g .
9a,0P, t0t0 Pqt YtOFO Pqt YtSFOopUg|atlt aV,0P, cOPUtLt

Derivamos parcialmente con respecto a ¢;, x¢ y y; para obtener las condiciones

necesarias:
0
Qu _p 9
8Ct 8at
of 2 2 0°f 0°f
(e — 1) Da, at + [l’tUt T YytooF + yt0t§Fﬂt]at a2 + otéoprat 90,0V,
% f
P =0
+ [UtUPQt}at t@ataPt
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of 0% f
(MF - T)aa‘at + [ytO'F2 + ytng + xi0:0F + .’lftO'thpt + QytO'Fngt] afm
t t
0°f o°f
+ + 6 Pi———— =0.
[0 r€opt &;EF}ataatth + [oropar + Epopby]ay ' 9ar0 P,

Sustituimos las condiciones de equilibrio para simplificar estas ecuaciones, tenemos

las ecuaciones:

ou of
— = P—, 3.23
8Ct taat ( )
0°f 02 f 0% f
0 0a0V, 0a;0P,
(Mt - 7“) = _Ut2at 5_} — 0Pt ag_f L UtUPQtPt% (3.24)
8(115 8at 8at
y
62f 82f
da’ a0V,
(up — 1) = —|o10p + 01 ppi] a5t — [opEopt + Eofp] —Lort
9f 9f
dat day (3.25)
%
0a;OP
_ [apapqt + §Fap9t}Pt%.
Jay

Suponemos en esta parte que la funciéon de utilidad es del tipo CPRA, es decir,

suponemos que

v
u(cg, t) = Ct—e_ét
v
y
v
blap,T) = —L =57
7

Debido a esta eleccién, la ecuacién (3.11) tiene solucién. Proponemos como can-

didato de solucién a la funcion

a? Py _
f(a’ta Vt7Pt7t) = L%Q(‘/t’t)e 6t7

~y

en consecuencia, obtenemos las ecuaciones:
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of P _

8—% =as’ 1%9(Vt,t)€ ot

0% f o P _

9 2 - (’7 - 1)atfy 2—g(Vt,t)€ 6t7
Qg Y

0°f _a" P %9 g
vty v oV ’
of a -1 —6t
— = —P,7 Vi, t ,
ap, 5 T g(Ve, t)e
0 f at’ o 5
=(y—1)—=—P" 2g(V;, t)e %,
3Pt2 ) 5 t g( t )
0*f —a 7—1£8_96 6t
0a0Vy ¢ Y oVy
o%f
— 7—1P y—1 Vi t —ot
aatapt at t g( ty )6 ’
O%f _ ) py199 s
OVi0P; o oVy
y
0 7P
or _ 5Tt (Vi t)e
ot ~y
Por tanto, tenemos las expresiones:
92 f
8at2 —
t 8—f 1 77
8at
0% f dg

8at0Vt _ 8Vt
8_f g(Vt7t)
8@15

0% f
8at8Pt
of
aat

Como consecuencia, las condiciones de primer orden quedan como:

_ P
et = Pray? ng(Vbt)a
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(ut —r) =0 (1 =) — Utgaptg(?/‘,:tt) — oo pqiPyy (3.27)
y
9g
(np—r) = [Ut0F+Ut§FPt} (1—7)— [UF§oPt+§a§F] g(V‘:tt) - [UFUPQt-FfFUP@t}Pt’%
(3.28)

Sustituimos lo anterior en la ecuacién (3.22) junto con las condiciones de equilibrio,
zy = 1y y: = 0, junto con los valores éptimos de ¢;. Obtenemos de esta manera
la ecuacién diferencial para determinar el premio al riesgo, g(Vi, P, t) (ecuacion

(3.29)):

et a”) P ct P P aY P 0
o=l gyl Bl oL P lt t}at’v LMl P 99
gl gl at gl v oy OV
a” v 1 a7 P 9% 1 5 ay
+r——Pg+ = —Da ) ——g + =& —— - —1)—p,
T t g o (’Y )at g 950 5 8Vt2 9 P (’Y ) t g
.Pt’y dg at” dg
+ a) —— + at'Plg + 0y — P —.
0t€oPrat 5 oV, otopqiar' Pr'g + oo pby 5 t aP,

., _ _ Y
De la ecuacién (3.26), tenemos que ¢;? "t = Pya;” 1%g(Vt,t), por lo que ¢;7 =
ol a+1 ~ al z 5 .y .
~NT=7 Py7=1"g"=Tas7, y asi podemos cancelar a,” y P;' en la ecuacién anterior,

obtenemos la ecuacion,

0= Ag7T + Bg + Cgy + Dgvv, (3.29)

en donde, por facilidad, utilizamos subindices para indicar las derivadas parciales
con respecto a la volatilidad, V;. Los coeficientes son A = yﬁPt;/_th, B =
St (e — )2 4+ T4 B () 4 0p? () +VViopar, C = 25 + 2V Vikopi +
%ngpet, D = #50, el parametro v < 1,con v # 0 y la condicién de frontera es
g(Vp, Pp,T) = 1.

Observe que la ecuacién (3.29) es dificil de resolver debido al término no lineal

g% que aparece y a que los coeficientes B, C' y D contienen a la variable inde-

pendiente, la volatilidad. Note, sin embargo, que para el problema de horizonte
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infinito, es decir, cuando consideramos un tiempo muy largo de inversiéon, T — oo,
se tiene que el coeficiente del premio al riesgo no depende del tiempo, sino sélo de
la volatilidad, g(V¢,t) — g(V3), por lo que la ecuacién diferencial (3.29) se convierte

en una ecuacion diferencial ordinaria:

dg d?g
O—AgW 1+Bg+C'—+D

K% vz (3.30)

A continuacién obtenemos la ecuacion diferencial para valuar el producto derivado.
Primero sustituimos los valores de g, o p y £ obtenidos del lema de It6 (ecuaciones

(3.15),(3.16) y (3.17) de la seccién anterior) en la ecuacién (3.28):

(‘)Ft+ S@Ft+ 8Ft+1 5282Ft+1§ 50?2 Ft+ ‘o O%F, »
— +m—+ -0 =5 p -7
ot TSy, TGy, T ot ga T gte e T ekeaiSig e — ks
9g
OF; OF} OF OFt, 3y,
= Spe—t —Lp](1 =) = [0S ,
(o0 '3, +Ut€aavtpt]( v) = [o t5g fa/)t—f—fafoavt]g(v )
OF; OFy
— St— o 0| P,
k2 taStUPQt+§ VUP t| Pry.
Reacomodamos los términos como sigue:
0 29 0
Fy 2 oV Fy
=t — 21— + P |S
B + |:Mt ot (1 =)+ oeéopt s (Vi 1) ot0Pqt t7] t95,
dg 5
oV, Fy
- 1— 2 2t P
+ |:m Utfaﬂt( '7) + ga g(Vt,t) + gao'P t t7] th
+1 25282Ft+1§ 50?2 Ft+ €. 0,5 O%F, Fo—0
_ £ o —r = 0.
2015 t 8St2 5 thg PtSo Tt tastavt t

Ahora utilizamos la ecuacién (3.27) para simplificar el coeficiente que acompana a
la derivada parcial con respecto al activo. Obtenemos asi la ecuacion diferencial

parcial para valuar el producto derivado:
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dg
OF; OF,

V.
Sp— 1— 2 2t
e tast+ —0téopt(1 —7) + &6

+ 0P,
(Vt,t) €UUP t try

8Ft
8Vt

1 0%F 1 02F
+ =82 ! 2

(3.31)
— + =& + o\ ViS
B 8St2 25 8V2 pté tOt T o

F, = 0.
astavt -

La condicién de frontera depende del producto derivado de que se trate

En particular, consideremos el caso limite en que v = 0, es decir, el caso en que
la funcién de utilidad es logaritmica, u(ct, t) = (Incy)e

ot y b(AT, T) = (hl AT)ei(ST

Tenemos en esta ocasion que el candidato para la funciéon de utilidad derivada de
la riqueza es,

f(atv Vt> Pta t) - (h’l at + hl Pt)g(vt7t)e—6t

)
por lo que obtenemos las expresiones

De esta forma, las condiciones de primer orden quedan en este caso como

1
- = _Ptg(Vt,t),
Ct a¢

(3.32)
99
(ne —7) = —04% = Utfaptg(?/‘:tw (3.33)
0g
(up —r) [o10F + 0iérpt] — [0r€apt + EoEP] g(?/‘:,tt)' (3.34)
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Cuando sustituimos las condiciones de equilibrio, junto con los valore éptimos
y las derivadas parciales anteriores en la ecuacién (3.22), obtenemos la ecuacién

diferencial parcial para calcular el premio al riesgo:

P 0
tht - 6(1110,15 -+ lnPt)g(Vt,t) + mt — Ct—t g(Vt,t) + m(lnat + h’lPt)—g
a+ 8Vt
1 1 d%g
+mg(Ve, t) — §Ut29(Vt, t) + 5602(1n at + In Pt)av 5

t

N dg dg
_Z Vi, t Pt —— sopli— = 0.
50P g(Vi,t) + o€ oy, +&op 5y,

De la primera de las condiciones iniciales, tenemos que ¢; = W, por lo que
Inc; =Ina; — In Py — Ing. Utilizando estas expresiones y simplificando obtenemos

la ecuacién:

1 1
Ina; —InP;—1—1Ing+ [—6(1nat+lnPt) 4+ e+ 7T — §Vt — 50}32]9
2

Ze,2(1 In P —0.
+ 3¢ (Ina; +In t)avf
(3.35)

dg
oV,

+ [m(ln at +1n Py) +\/Vilops + E50 POy

La condicién de frontera es g(Vr, Pr,T) = 1.
Para el caso de inversion con horizonte infinito, obtenemos la ecuacién diferencial

ordinaria de segundo orden,

A—Ing+Bg+Cgy + Dgyv, (3.36)

en donde A = Inay —InP; — 1, B = —é6(lnay + InP) + puy + 7 — %Vt - %Upz,
C=m(nas+InPy)+VVilops +Eqoply y D = %fGQ(IHat +1In Py).

Observe que en esta ecuacién, los coeficientes B, C' y D dependen de la vola-
tilidad, no son constantes.

Por otra parte, al sustituir los valores de ug, op y de £ obtenidos del lema de

It6 en la ecuacién (3.34) tenemos la ecuacién
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OF, s OF, N OF} N 1 QSQaQFt 15 5 0%F 4 pyocnS % Fy
m—r —0 - o
ot M5, T ey, T20 T gg2 T 2 av2 PLoeTtot e 5,0V,
dg
aFt 8Ft OF aFt oV,
= S, —L — [g,8 A
— oo '3, +otlo 7 v, pt] — o 535, §aPt +&olo 7 v, ]g(Vt, n
[ g OF} —1—5 OF; 0} 1
— |0 —O' —O0 tT—— T ——.
Simplificando, obtenemos
9g
8Ft 2 oV, 1 8Ft
-t o t g, "t
ey + [Mt-i-at + 04 ptg(Vt,t)+lnPtUtgpqt 195,
dg
o IV, 1 OFy
_ _ , 0
+ |:m 0t§opt — &o (Vt, ) In P, §oop ]th
N 1 252821% N 15 5 0°F ¢ oty %F, Fo—0
a 560 o -r =
2015 t 8St2 5 thg PtSo0t t@Stth t

—TFt

El coeficiente de la derivada parcial con respecto al precio del activo , de acuerdo con

la ecuacién (3.33), es igual a r, por lo que al sustituir esto en la ecuacién anterior,

obtenemos la ecuacion diferencial parcial que sigue el precio del producto derivado:

9g
8Ft 8Ft 2 9V, 1 8Ft
+ S ~ + o - So L + o 9 P
ot ' 7tas, ~otopr = ¢ g(Vi, 1) m P, 7P By,
1 2 0%Fy 1 ,0%F; °F,
o~z — S —rF; =0
+2 Py +2fo— o2 + piéoot 95,0V, rFy

La condicién de frontera depende del producto derivado.

(3.37)

Nuevamente es preciso observar que la ecuacion diferencial para obtener el

coeficiente del premio al riesgo, no es inmediata de resolver. Recuerde que en los

coeficientes aparecen los términos m y &, que dependen de la voatilidad V; de

acuerdo con el modelo que se elija para la volatilidad. Por ejemplo, en el modelo de

difusién GARCH, se tiene que m = w — kV; y que &, = £V, con w, k y £ constantes.
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CAPITULO 4
METODOS NUMERICOS

En el capitulo anterior desarrollamos la ecuacién diferencial (3.31) que sigue el
precio de un derivado. Para resolver esta ecuacion es necesario calcular el coeficiente
del premio al riesgo g(V4,t) cuyo valor también estd dado por la ecuacién diferencial
parcial (3.29). Ambas ecuaciones diferenciales no son inmediatas de resolver y
debemos recurrir,en consecuencia, a métodos numéricos de aproximacion de las
soluciones. Esta situacién es frecuente en la valuciéon de derivados, las ecuaciones
diferenciales no presentan una forma cerrada, por lo que en general las ecuaciones

diferenciales parciales se resuelven mediante métodos numéricos.

La solucién de ecuaciones diferenciales parciales mediante diferencias finitas es
la generalizacién del método binomial. Para encontrar soluciones aproximadas a una
ecuacion diferencial parcial, es mas facil utilizar la malla de diferencias finitas que un
arbol binomial, simplemente porque la transformacion de una ecuacién diferencial
a una ecuacion en diferencias es mucho maés facil cuando la malla o arbol es regular.
Ademas, existen muchos métodos de diferencias finitas que pueden mejorar los
resultados, haciendo el calculo més rapido y preciso. La principal diferencia entre
el método binomial y los métodos de diferencias finitas es que el ultimo contiene
en la estructura del arbol la difusién (volatilidad). En los métodos de diferencias
finitas el “arbol” estd fijo pero los pardmetros cambian para que reflejen un cambio

en la difusién.

Presentamos en este capitulo una breve descripcion de los métodods numeéricos
para resolver ecuaciones diferenciales parciales como las que mencionamos al prin-
cipio. La idea general es aproximar cada derivada parcial por diferencias finitas
utilizando mallas para los valores del activo y el tiempo asi como mallas de la
volatilidad y el tiempo. En particular desarrollamos el método para la ecuacién

(3.29) y mencionamos cémo seria el caso de la ecuacion (3.31).
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4.1 Métodos de diferencias finitas para modelos de un solo factor

En el estudio del método de las diferencias finitas se utiliza mallas. Una malla
es una arreglo rectangular de valores como las que se muestran en la grafica 1. Los
nodos estan espaciados en intervalos de tiempo iguales y en intervalos iguales de S;.
La malla de diferencias finitas tiene por lo regular los mismos espacios de tiempo,
que es el tiempo entre los nodos, y tamanos iguales de S;. También es necesario
tener una malla equivalente para valores de la volatilidad V; y el tiempo ¢t. De
hecho, la malla necesaria para la ecuacién (3.31)debe ser tridimensional con valores
simultaneamente para Sy, V; y t. Consideramos intervalos de tiempo y brincos de
los activos constantes y consideramos las ecuaciones hacia atras (backward). La
mayoria de los libros de analisis numérico explican los métodos con referencia a la
ecuacién hacia adelante (forward). La diferencia entre el forward y backward es un

cambio en el signo del tiempo.

Malla para S¢, Vi y t

Consideremos una particiéon del intervalo [¢t,T] en k subintervalos de tamano 6t.

Esto es, T — ¢t = két 6 lo que es equivalente
t =T — kot, (4.1)

como podemos verlo en la Grafica 2.
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Grafica 2

Sea S; el valor del activo y 65¢ el incremento constante en su valor. Esto es Sy =

a +1i6S¢, como se ve en la Grafica 3. Analogamente para el valor de la volatilidad.

Grafica 3

De la misma forma, consideramos incrementos de tamano é para la volatilidad,

Vt - j(SVt

Gréfica 4

Si a = 0, entonces el valor del activo estd dado por

Por lo que cada punto de la malla esta dado por el valor de los activos y del tiempo,

esto es

(St, Vt,t) = (i(SSt,jévt,T — k;6t),
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donde 0 < i < P,0< j<Q yv 0< k< K. Es decir, el valor del activo
va desde cero hasta el valor del activo P6S; y el valor de la volatilidad va desde
cero hasta Qé6V;,. En la practica, esta cota no tiene que ser muy grande, puesto
que normalmente es tres o cuatro veces el valor del activo. Para las opciones con
barrera, es méas facil resolverlo de manera numérica debido a que no se necesita
determinar todos los valores de S;; para una opcién up-and-out no es necesario

extender la malla mas alla de la barrera.

Denotamos el valor de la opcién con F (S, Vi, t) = F(i6S, j6V, T — két) en cada

uno de los puntos de la malla como

Fijr= F(iéS,jéV,T — k5t), (4_3)

de esta manera los subindices cooresponden al orden de las varibles: activo, volatil-
idad y tiempo respectivamente. Cabe senalar, que al incrementar el valor de k, el
tiempo real disminuye.

Ahora, calculamos las variaciones a través de una aproximacion. Para esto,
consideramos la definicién de la primera derivada del valor de la opcién, F;, con

respecto al tiempo ¢, esto es

OF (S¢, Vi, t) I F(St, Vi, t + h) — F(St, Ve, t)
—_— = [1m .
ot h—0 h

(4.4)

Por lo que de manera natural se aproxima la derivada con respecto al tiempo con

base a los valores de la malla, especificamente tenemos

ot ot '

(4.5)

A continuacién, justificamos la ecuacién (4.5) utilizando una expansién en serie de

Taylor para una funcién de dos variables S; y ¢ en este caso.
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Se puede expander el valor de la opcion en el valor del activo Sy y en el tiempo
t — 6t en la serie de Taylor!

alrededor del punto z, = (S, Vi, t — 6t), esto es

OF (S¢, Vi, t 5t)2 92F (Sy, Vi, t
F(St, Vi, t) = F(Sy, Vi, t — 6t) + 6t (; t: 1) (2') <at2 ¢ )
t . ! t 5
8Fs7v7t
:F(St,vt,t—(st)—k&t% +O<6t>
z.

(4.6)
Despejando F(Sy, Vi, t — 6t) de la ecuacién (4.6) y considerando que O(6t)? es

pequeno, obtenemos
OF; 9
F(St,Vt,t—(St) :F(St,Vt,t>—5tﬁ(5t,vt,t)+0(5t ) (47)

Ahora expresamos lo anterior en términos de valores en los puntos de la malla. Para

esto, tenemos que t — 6t =T — két — 6t =T — (k + 1)6t, es decir

Fijk+1 = F(i6tSy, jotVi, t — 6t)

(4.8)
= F(i6t, T — (k + 1)é6t).
Si sustituimos las ecuaciones (4.3) y (4.6) en la ecuacién (4.5), obtenemos
OF )
Fijr = Fijr+1 + 5755(575, Vi, t) + O(6t7). (4.9)

1 Sea wu(z,y,z) una funcién continua en @ con derivadas cruzadas continuas de
rden n Ir w(z,y,z)€ . un punto z.=(z.,y.,y.)e valor u
orden N en Q, es dec C~N+1. Dado to Q, el valor de

en algiin punto z=(z,y,2)cQ puede ser escrito como

ou
o Ty 55

(y — y+)? 0%u
T 21 Oy?

2
§ F(x—zs)(z2—24) %

u(x7 y’ Z> :u(x*7y*7z*)+(w—$* %
(:E — x*)2 0%u
2! ox2

2
(=) (y—ys) 25

Qu
. +(Z_Z* By

(2 — 24)% 0%u
Zx 2! 022

2
o Ty (z—yz.) s

T

donde RM*+! es la N+1 derivada parcial evaluada en z.
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Por lo tanto , el cambio en el valor de la opcién ante un cambio en el tiempo esta

dado por

OF Fijn—Fis
— (S Vi t) = Lk - LEREL 4 0 (61), (4.10)

asi, se obtiene que el error es del orden de O(6t). Note que para O(ét) pequeno
conduce a la ecuacién (4.2). Es posible tener una mejor aproximacion que ésta, el
error depende de la magnitud de la derivada de segundo orden de ¢, existen otros
métodos para aproximar la derivada del valor de la opcién, como veremos mas
adelante.

Aproximamos ahora la derivada de la opcién con respecto a St, F /9S¢.Un camino
semejante al que seguiremos nos permite calcular 0 F /9V;. Existen al menos tres for-
mas distintas de calcularla. Para mostrar esto, examinamos una seccién transversal
de la malla para un tiempo ¢. Tenemos tres casos: la funcién que estamos aprox-
imando (la curva), los valores de la funcién en los puntos de la malla (los puntos
grandes) y tres aproximaciones posibles para la primer derivada (que son las tres

lineas rectas, estas tres aproximaciones son: La diferencia forward dada por

OF Fipik— Fijk

0S¢ 0S¢ ’

(4.11)

donde Fi-l-l,j,k = F((i+1)65t,j6Vt,t) = F(St+65t, Vt,t> y Fi,j,k: = F(iéSt, 6Vt,t) =

F(S¢, Vi, t),la diferencia backward se calcula como
8F ~ FZ:jzk — F/I’_]-v]?k

~

0S¢ 0S¢ ’

(4.12)

donde Fj_1 1 = F((i —1)6S¢, 6Vi,t) = F(Sy — 65, Vi, t) y la diferencia central
esta dada por
0S¢ 265

(4.13)

A continuacién justificamos las ecuaciones (4.9), (4.10) y (4.11). También, obser-

vamos que una de estas aproximaciones es mejor que las otras dos, esto se puede
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ver si se utiliza la expansién en serie de Taylor del valor de la opcién F(Sy, Vi, t)

alrededor del punto (S; + 6S¢, Vi, t), esto es

OF (84, Vi, t
F(Sy, Vi t) = F (S + 68y, Vi, t) — 55,5“—”
9, .
(654)2 9%2F (S, Vi, t) (4.14)
2! 957 - '
OF (84, Vi, t
= F (St + 654, Vi, t) —55,5“—” +0(68,)2.

95, .

Despejando F(S; + 6Sy, Vi, t) de la ecuacién (4.14) y considerando que O(65;)? es
pequeno, obtenemos

OF (St, Vi, t)

F(St—l—ést,Vt,t) :F(St,Vt,t)+6St 85
t

o+ 0(65;)2. (4.15)

T 4

Expresamos lo anterior en términos de valores en los puntos de la malla. Para esto,

dado que Sy + 65t = i8St + 6St = (i + 1)6S¢, tenemos
Fi—i—l,j,k - F(St + 6St, Vt, t). (416)

Por lo tanto, podemos rescribir la ecuacién (4.15) como

OF (4, Vast) _ Firjk = Fijk
8575 6St

+0(65y), (4.17)

que para O(68St) pequeiio se llega a la ecuacién (4.9). Si utilizamos la expansién en

serie de Taylor del valor de la opcién F (S, Vi, t) alrededor del punto (S;—§Sy, Vi, t),

tenemos
OF (S, Vi, t
F(St, Vist) = F(St = 85, Vi, 1) + 55,5M
0S4 .
(65¢)% 02F (S, Vi, t) "
R .
OF (S, Vi, t
:F(St_ést,Vt,t)—FéStM +O(6St)2

0S4 .
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Despejando F(S; — 6Sy, Vi, t) de la ecuacién (4.16) y considerando que O(6S;)? es
pequeno, se tiene

OF (St, Vi, t)
0S4 -

L x

F(S;— 684, Vi, t) = F(Sy, Vi, t) — 65y +0(65)%. (4.19)

Ahora, expresamos lo anterior en términos de valores en los puntos de la malla.

Tenemos que Sy — 65y = i6St — 65t = (i — 1)6Sy, es decir
Fl = F(S; =651, Vi, t). (4.20)

Por lo tanto, la ecuacién (4.18) queda expresada como

OF(S4,Vi,t) _ Fijrk — Fi1jk
85, 55,

+ 0(55%). (4.21)

Note que para O(6S;) pequeno, la ecuacién (4.19) conduce a la ecuacién (4.10). Al
considerar términos a segundo orden en la expansién en serie de Taylor del valor de

la opcién F (S, Vi, t) alrededor del punto (Sy + 65, Vi, t), ecuacién (4.12), tenemos

OF (S, Vit
F(St7 Vtat) - F(St + 6St7 Vtat) — 5St%
t _
(654)2 92F (S, Vi, t) )
’ e (4.22)
8F(St,Vt,t) '
= F(S¢ + 6854, Ve, t) — 68—
8, .
(654)2 92F (S, Vi, t) \
0(65,)3.
2! dS? B + 0(654)

*

Despejamos F (S; + 653, Vy, t) de la ecuacién (4.20) y consideramos que O(8S;)? es

pequeno, entonces

F(St+ 65, Vi, t)
OF (St, Vi, t)

— F(S;, Vi, t) + 68
(St, Vi, t) + 654 a5,

z, (4.23)
(654)2 02F (Sy, Vi, t)

0(6S;)3.
2! 052 +0(65)

*
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Por otro lado, al tomar términos a segundo orden en la expansién en serie de Taylor
del valor de la opcién F(St, Vi, t) alrededor del punto (Sy — 6S¢, Vi, t), ecuacién
(4.16), obtenemos

OF (S¢, Vi, t
F(Sy, Vi, t) = F(Sy — 884, Vi, t) + 6stM
05, -
(654)% 02 F (S¢, Vi, t) N
2! 0S?
(4.24)
OF (St, Vi, t)
= F(S; — 654, Vi, t) + 68 ——2 2
05, .
(654)% 02F (S¢, Vi, t) 3
0(6S;)3.
21 952 +0(65)

Si despejamos F(S; — 6S;, Vi, t) de la ecuacién (4.22) y consideramos que O (6S;)?
es pequeno, se tiene

OF (St, Vi, t)

F(St - (SSt, Vt,t) - F(St, Vt,t) - 6515
0S4

(654)% 02F (Sy, Vi, t) (4.25)

0(6S;)3.
21 952 +0(65,)

*

Ahora tomamos la diferencia de las ecuaciones (4.21) y (4.23), y simplificamos, en

consecuencia

_(St7 Vt> t) = anl Sl
oS 208

si 0(65;)% es pequefio, conduce a la ecuacién (4.11). Note que el célculo de la

+ 0(65;)?, (4.26)

derivada parcial de F (S, Vi, t) con respecto a S; a través de la diferencia central
tiene un error de O(6S¢)? menor que el calculo a través de la diferencia forward
o backward. La diferencia central es mucho mejor en su ajuste debido a que se
cancelan distintos términos debido a la simetria alrededor de S; en la definicién de
la diferencia. La diferencia central calculada en S; requiere conocimiento del valor
de la opcién en Sy + 6S; y Sy — 6S; . Sin embargo, existen ocasiones que no se
conocen estos valores, como por ejemplo, si se estd en los extremos de la region,
es decir, en ¢ = 0 0 i = P. Por lo que si hay ocasiones cuando es ttil utilizar las

derivadas de un solo lado por razones de estabilidad.
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De forma analoga obtenemos que

OF (S4,Vi,t)  Fijiik— Fijk

— O(8V3), 4.27
v, o7 +0(8Vy) (4.27)
8F(St,Vt,t) Fijk_Fijflk
— bl I 088 4.28
oV, 65, +0( t) ( )
y
OF Fiji16— Fij-1k 2
(8, Vi, t) = bt JLE L 0(85,)2, 4.29
oo (5 Ve ) 55 +0(65¢) (4.29)

Las diferencias backward y forward utilizan solamente dos puntos para el calculo
de las derivadas, si se utilizan tres puntos se puede tener un ajuste mejor, por lo
que para encontrar mejores aproximaciones utilizando tres puntos se necesita una
vez mas una serie de Taylor.

Supongamos que se desean utilizar los puntos Si, St + 65 y St + 26S; para calcular
la delta de la opcién. Para obtener la mejor aproximacién primero se expande el
valor de la opcién en el punto S; + Sy en la serie de Taylor el cual ya fue calculado
en la ecuacién (4.21), y que se sabe que las derivadas son evaluadas en el punto de

interés, esto es

OF (S, Vi, t) N (65¢)2 02F (S, Vi, t)

F(S;+6S:, Vi, t) = F(Sy, Vi, t)+68S
(St +6St, Vi, t) (St, Vi, t) t 95, ol 85?

+0(65;)3.

Ahora, se expande el valor de la opcion en el punto S; + 26S; en la serie de Taylor,

es decir
F(St,Vt,t)
8FS,V,t 268 282FS,V,t
=F(St—|—25St,Vt,t)_255tM (265¢) ( t2 i, t)
95y . 2! 057 .
8FS,V,t 82F57V,t
:F(St"‘?éSth,t} —26StM +2(6St)2# +O(6St)3
05t g, 057 ]
(4.30)
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Al despejar F(S; + 65y, Vi, t) de la ecuacién (4.30) y considerar que O(6S;)? es

pequeno, tenemos

OF (Sy, Vi, t
F(S; + 268, Vi, t) = F(Sy, Vi, t) + 255;M
aS; |,
O2F (Sy, Vi, 1) * (4.31)
—2(88) 2 =02 1 0(65)°.
05; .
Podemos expresar la ecuacion anterior como

F (St + 2654, Vi, t)

OF (Sy, Vi, t D°F (S, Vi, t 4.32

= F(Sy, Vi, t) + 25stM - 2(5592M +0(88y)°. (4.32)

95, 052
Si consideramos una combinacién de las ecuaciones (4.21) y (4.30), obtenemos

F (St + 26S¢,t) — AF (St + 6S¢,t)

OF (S, Vi, t O2F (S, Vi, t
= F(Sy, Vi, t) + 25515M - 2(5515)2# +0(58;)°
OF (Sy, Vi, t)  (85)292F(Sy, Vi, t) g\ (4:33)
4 F(S5,, Vi, t) + 69 . 0(65
(“th 05, 2! 052 OS5
OF (S¢, Vi, t
3RSy, Vi) — 208, 2558 V01 L6563
0S¢
Al despejar OF (S, Vi, t)/0S: de la ecuacién (4.31), obtenemos
OF (S, Vi, t)  AF(Sy + 6S¢, Vi, t) — 3F (S, Vi, t) — F (St + 26S¢, Vi, t) 3
= L O(65;)%.
0S¢ 265t
(4.34)
La ecuacion (4.35) se puede expresar como
OF (S, Vi, 1) AFit1jk — 3Fijk — Fitajk (4.35)

0S¢ 2654

Esta aproximacion es del mismo orden de ajuste que la diferencia central, ecuacién
(4.26), pero cuyo ajuste es mejor que la diferencia forward simple. Asimismo, si
lo que se desea es calcular la delta utilizando la diferencia backward, es decir en
el punto F (S — 265y, Vi, t) entonces al igual que para el punto F (St + 265, Vi, t),

conduce a
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OF (S¢, Viyt)  —4F(Sy — 854, Vi, t) + 3F (Sy, Vi, t) + F(Sy — 2854, Vi, t)

+0(88¢)°.
a5, 265, (65¢)
(4.36)
La ecuacién (4.35) se puede expresar como
OF (Sy, Vi, t)  —4FF | +3FF + Fl
( ty Vi, )N i—1 7 1—2 (437)

asy 255

Por lo que con mayor frecuencia se utiliza la diferencia central para aproximar la

derivada respecto a Si, y en algunas ocasiones se usa alguna de las aproximaciones
forward o backward.

Para aproximar la segunda derivada parcial con respecto a S;, desarrollamos

nuevamente en seri de Taylor alrededor del punto (S¢+ 85S¢, Vi, t) (véase la ec. 4.14),

pero ahora despejamos la derivada en cuestion:

0’°F 2
dS? 65,

oF
(F(St + 65, Vi, t) — F(Sy, Vi, t) — 6St£) (4.38)
t

Podemos llevarla a una expresiéon en diferencias finitas al utilizar alguna de
las mismas para la derivada parcial respecto a S;. Por ejemplo para aproximacion

backward tenemos

O’°F  Fiyijk = 2Fijk + Fic1jk

~ 4.39
082 (6S¢)? ( )
Para la segunda derivada parcial respecto a la volatilidad obtenemos
I*F _Fijr15—2F; j 5+ Fi,j—l,k. (4.40)

VR (5V;)2
Si desarrollamos en serie de Taylor alrededor del punto (S; + 6S¢, Vi + 6Vi, t),

podemos despejar la derivada parcial mixta 02F/8S;0V; y obtenemos:

0’°F 1
9S:0Vy  (654)(6Vy)
1 OF 1 9F  §Sy 9°F 6V, 9°F

+ =+ = - -
6Vi 0Sy  6S;0S; 20V, 0SE 268, 0V/?

(F (St + 68, Vi + 6V, t) — F (S, Vi, t))
(4.41)

72



Si sutituimos las diferencias finitas que hemos obtenido para los términos del lado
dercho, obtenemos la aproximacién para 92F/dS;0V;. Observe que esta aproxi-
macién es del orden O(6S¢,6V;) y depende de cémo se elijan las aproximaciones

para las derivadas parciales del lado derecho.

4.2 Interpolacion bilineal

Supongamos que tenemos un estimado del precio de la opcién o de sus derivadas
o de la volatilidad, sobre los puntos en la malla y necesitamos estimar el valor
correspondiente en un punto entre los nodos. Es posible utilizar un método de

interpolacion de dos dimensiones llamado interpolacion bilineal. Véase la Grafica 6.

Gréafica 5

Queremos estimar el valor de la opcién en el punto interior de la Grafica. Los
valores de la opcion en los cuatro nodos més cercanos son Fy, Fy, F3 y Fy. Las
areas de los rectangulos que se forman por las cuatro esquinas y el punto interior
estan etiquetados como A1, Ao, Az y A4, notando que los subindices de las areas
corresponden a los subindices del valor de las opciones de las esquinas opuestas. La
aproximacion al valor de la opcién en el punto interior es:

Y1 AiFi
2?21 Ai
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4.3 Condiciones Finales y Pagos, condiciones de frontera

El valor de la opcién en la fecha de término es la funciéon de pagos. Esto
significa que no se tiene que resolver nada en el tiempo T, ya que en este tiempo se

tiene:

F(Sp,Vp,T) = Pago(Sr),

o bien, si se utiliza la notacién de diferencias finitas se tiene:

Fi7j,0 = Pago(i&St) (4.43)

Para el caso de la ec. (3.29) , la funcién del coeficiente del premio al riesgo
cumple la condicién g(Vp,T) = 1.
Cabe destacar, que el lado derecho es una funcién conocida, por ejemplo, si se esta

valuando el precio de una opcién de compra se puede escribir como

Fi,j,O = max{iéSt - E, 0} (444)

Se iniciara el esquema de diferencias finitas precisamente con esta condicién final,
es decir de manera equivalente a como se trabaja hacia abajo en el arbol binomial.
Al valuar la féormula en forma numérica, se debe de especificar el valor de la
opcion en los extremos de la region, es decir, se tiene que fijar el valor de la opcién
en S=0yen S =1i6S. Estas especificaciones dependeran del tipo de opciones que
se este valuando. A continuacién, se describen algunos ejemplos.
Ejemplo 1. Supongamos que se desea conocer el precio de una opcion call.

En S = 0 su valor es cero, por lo que se tiene

Fi».jak = 0
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Ejemplo 2 Para valores muy grandes de S el valor del call es asintotico a S —
Ee (Tt (més algunos pequenos términos exponenciales). Entonces la condicién

de frontera superior se puede escribir como:
Fijp =i65 — Ee Tk,

Note que, esta cantidad serda un poco diferente si se tiene el pago de dividendos.
Ejemplo 3. Para una opcién put se tiene la condiciéon de que en S = 0, el

valor de F es F = Ee~"(T=t) Esto conduce a
FO,j,k = Ee_rkét.

Ejemplo 4La opcién de venta put carece de valor para valores grandes de S
y por lo tanto

Fi?jak = 0

Ejemplo 5. Una condicién de frontera muy ttil de utilizar en S = 0 para la
mayoria de los contratos (tanto para calls y puts) es que se cancelan los términos de
difusion y del drift. Esto significa que en S = 0 el pago estd garantizado, resultando
en la condicion

oOF

—(0,V;,t) — rF(0,V, t) = 0.
S (0.it) = rF (0, Vi)

Numéricamente esto es

F07jak = (1 - T(St)F'Lm%k*l

Ejemplo 6. Cuando la opcion tiene un pago que es casi lineal con el subya-
cente para valores grandes de S, entonces se puede utilizar la condicion de frontera

superior

’3281;(5, Vi, t) — 0 cuando S — 00.

Casi todos los contratos comunes tienen esta propiedad. La representacién en
diferencias finitas es:

Fijr=2Fi—1;k — Fi—2 k-
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Esto es particularmente 1til porque es independiente del contrato que se esté val-
uando, lo que implica que el programa de diferencias finitas no tiene que ser muy

listo.

A menudo existen fronteras naturales con valores no cero o con valor finito del
subyacente, lo que implica que el dominio en el cual se esta resolviendo la ecuacion
no se extiende abajo del cero ni se va al infinito. Las opciones con barreras tienen
estas caracteristicas. Por ejemplo, supongamos que se esta valuando una opcién
call up-and-out. Esta opcién carecera de valor si el subyacente alcanza el valor S,

es decir

F(Sy, Vi, t) =0.

Para incorporar la condicion de frontera lo primero que hacemos es elegir los

tamanos de los periodos del activo de tal forma que la barrera S = S, sea un

S 1 Su, ) o o a
punto en la malla, es decir, tal que 2% sea un entero. Esto es para asegurar que la

condicién de frontera

Fijr =0,

es una buena representacion de la condicién correcta de frontera. Néte que no se
esta resolviendo sobre un rango en el precio del activo que se extienda a grandes
valores de S. La frontera superior en S = S, puede estar incluso cercana al nivel
presente del activo. En este sentido, las opciones con barreras son mas faciles de
valuar, puesto que la region de la solucion es mas pequena que la region sobre la
cual se valuaria otro tipo de opciéon. A veces no es posible hacer el que la malla
coincida con la barrera, como por ejemplo, en el caso de la barrera mévil. Si este
es el caso, entonces se tiene que encontrar una aproximacion para la condicién de
frontera. Sin embargo, hay cosas que no se tienen que hacer, y eso es establecer a
F con el valor de cero con el nodo mas cercano a la barrera. Dicha aproximacién es
muy mala y arruinara las soluciones numéricas. El truco que se utiliza para evitar

esto es introducir puntos ficticios.
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Ejemplo 7. Supongamos que se tiene la siguiente condiciéon
F(Su, Vi, t) = f(2).

Si se tiene una opcion "out” entonces f serd cero o el valor del descuento. Si se
tiene una opcién ”in” entonces f es el valor de la opcién en el cual la opcién con
barrera se convierte.

Esta condicion puede aproximarse para asegurar que la linea recta que une los
valores de la opcién en los dos puntos de la malla a cada lado de la barrera tienen el
valor de f en la barrera. Entonces una excelente version discreta de esta condicién

de frontera es:

1
Fijr= E(f —(1-a)Ffy),

donde
Su—(i—1)6S

o = 5

08

cuyo ajuste es O(85?), que es el mismo ajuste para la aproximacién de la derivada

de S.

4.3 El método explicito de diferencias finitas

La ecuacion del premio al riesgo (ec 3.29) es

- dg 329
0=Ag77 + Bg+C—=+ D—=,
g Iy T eve
. e BN _ -
en donde, los coeficientes son A = vT-vP;71), B = ,Y—Q‘S + (e — %)% + 3+

—1 -1 R
L(0) + 50p*(50) + VViopar, C = B + 2VVikopi + L,0p0:, D = &5, e
parametro v < 1,con v # 0 y la condicién de frontera es g(Vp, Pp,T) = 1.

Cuando consideramos las aproximaciones de las derivadas y las sustituimos en

la ecuacon anterior, obtenemos
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Malla para S, Vi y t

_ gk — g].€+1
0= Afgf™™ + Blgl + of T ——

k ko k
Df;gi—kl — 2g, +9¢—1.

* §V?2

(4.37)

En este caso es necesario tener mallas para cada uno de los términos que aparecen

k k
v, vyl

. . - k1 Vi
en los coeficientes, por ejemplo, A¥ = yF'=7 pkri=1 " "ete.
Se han utilizado diferentes lineas para cada término de la ecuacién original.
Es importante senalar algunos puntos, debido a que permitirin una mejor

comprension de la seccién tratada, estos son

i) La aproximacién de la derivada parcial del valor del coeficiente del premio al
riesgo con respecto al tiempo, utiliza el valor de la volatilidad al tiempo &k y

k 4+ 1, mientras que los otros términos utilizan los valores en k.

ii) El término para la segunda derivada parcial respecto a la volatilidad, utiliza la

diferencia central, en la practica no se utilizan los otros.
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iii) El término para la derivada parcial respecto a la volatilidad utiliza la diferencia

central. Existen ocasiones cuando las derivadas de un lado son mejores.

iv) Los coeficientes A, B,C y D que dependen de la volatilidad y del tiempo, han

sido valuados en V; =46V y en t =T — két con la notacién usual.
v) El error en la ecuacién es del orden de O(6t,§S?).

Si se reordena esta ecuacion diferencial para poner todos los términos k + 1 del

lado izquierdo, se tiene que

5t 5 k k —92gF 4 gk
k+1 k k=T k k kYi ki1 — 295 T 9i-1
k41 _ AFGEy=T L Bkok L okZi | ph ) 4.38
9; Czk ( i 9i i 9i it % (SVQ ( )
El error de esto es del orden de O(6t,552); este error de la aproximacién de la

ecuacion diferencial es llamado error local truncado.

La ecuacién anterior es valida parai = 1,2, ..., I —1, es decir, para puntos interiores,
puesto que g*, y glfH no estan definidos. Asi, existen I — 1 ecuaciones para las
I + 1 V[ desconocidas. Las dos ecuaciones restantes vienen de las condiciones de
frontera para i = 0 e i = I. Los dos puntos finales son tratados de manera distinta.
Es necesario calcular estos valores para tener la malla que se utiliza al aproximar

la ecuacion (3.31)
Si se conoce el valor de gf para toda i, entonces de la ecuacion (4.38) se tiene gf“.
Dado que se conoce la funcién de pago g?, se puede calcular ficilmente g}, que es
el valor de la opcién un periodo de tiempo antes de la fecha de término. Utilizando
estos valores, se pude trabajar regresandose paso a paso sobre la malla hasta el
punto deseado. Debido a que la relaciéon entre los valores de la opcién en el periodo
de tiempo k + 1 es una simple funcién de los valores de la opcion en el periodo de
tiempo k, a este método se le llama el método de la diferencia finita explicita .

Es decir, se busca una solucién oscilatoria con un ancho de onda de A. Si

encuentra que |a| > 1 entonces no hay estabilidad. Notar que no importa cémo

empieza la oscilacion, ya que se puede interpretar esta solucién especial como una
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parte del andlisis de las series de Fourier. Sustituyendo la ecuacién (4.41) en la

(4.40) se obtiene

2 _ 2
a= (1 + ckot + 2aF0, (cos (Tﬂ) - 1)) + V=1bFugsen (%) (4.47).

Es obvio que para tener |a| < 1 (para estabilidad), se requiere que

2111512tC — 6tcf <1,

1 k
T <wvia
2v2|b7|

i-

Para tener este resultado, se ha supuesto que todos los coeficientes varian muy poco
sobre el ancho de escala 6.

Como ya se menciond, la ecuacién (4.46) es valida para calcular valores de
opciones para 1 < i < I — 1 puesto que la ecuacién requiere el conocer los valores
de las opciones en i — 1 y en i + 1. Es aqu donde entran las condiciones de frontera.
Normalmente, no se cuenta con los valores Vik eni=0ei=1, 0como se menciona
Ineas arriba, se podra fijar una relacién entre el valor de la opcién en un punto final
y algunos valores interiores.

Esta idea se ilustra en el siguiente fragmento de cédigo en Visual Basic, cuyas
declaraciones de variables no aparecen ni la salida del mismo, con la idea de que se
concentren en cémo se establecieron las condiciones finales y el loop del tiempo en

las diferencias finitas.

El arreglo V (i, k) guarda los valores de la opcién. A menos que se desee tener todos
los valores de la opcion para todos los espacios de tiempo, este método sera muy

ineficiente, lo cual se mejorara més adelante.

Primero se considera la condicion final, es decir el pago
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For : =0 to NoAssetSteps

S(i) =i AssetStep

V(i,0) = CallPayof f(S(i)) ’Set up final condition
Next i

Ahora se trabaja el tiempo hacia atras utilizando el siguiente loop para el tiempo:

" Time loop

For k =1 to NoTimeSteps

RealTime = FExpiry — k x T'imestep

For i =1 to NoAssetSteps — 1

V(i,k+1)=A(S(i), RealTime) * V(i — 1,k)—

+B(S(i), RealTime)—
«V (i, k) + C(S(i), RealTime)—
«V (i +1,k)

Next i

BCat S=0V(0,k+1)=0.

BC at ”infinity”

V(NoAssetSteps,k + 1) =2 % V(NoAssetSteps — 1.—
k+1)—V(NoAssetSteps — 2,k + 1)
Next k

Se observa que el algoritmo para las diferencias finitas es muy sencillo, las funciones
A(S(i), RealTime), B(S(i), RealTime) y C(S(i), RealTime) estan definidas para
cualesquiera y estan en términos del precio del activo S(i) y del tiempo RealTime.
Dado que este programa esta valuando una opcién call la condicion de frontera en
S = 0 es simplemente V (o, k+ 1) = 0 pero la condicién de frontera que se ha escrito

en la frontera superior i = NoAssetSteps es de que la gama es cero.

4.4 Convergencia del método explcito
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Se puede escribir el valor de la opcién en cualquier punto 7 al final del periodo

de tiempo K como
k—1

k=0

Cada uno de los términos de esta suma tienen un error de O(6t%,6t652). Esto

significa que el error total del precio final de la opcion es
O (két?, k6t652),

porque hay K términos en la suma. Si se valua la opcion con un valor finito de T
entonces K = O (6t~ 1) de tal forma que el error total del precio final de la opcién
es O(6t,652).

Aunque el método explcito es facil de implementar, no converge siempre. La
convergencia de este método depende del tamao de los periodos de tiempo, del
tamao de los periodos del activo y del tamao de los coeficientes a, by c.

Si existe un error, debido por ejemplo al redondeo de las cifras, y este se
magnifica, entonces el método carece de utilidad. La forma tradicional para analizar

dicha estabilidad es observar la solucion de la ecuacién (71.48) de la forma siguiente

27iy/—1
Vi =akfem™> . (4.47)

?

Es decir, se busca una solucién oscilatoria con un ancho de onda de A. Si encuentra
que |a| > 1 entonces no hay estabilidad. Notar que no importa cémo empieza la
oscilacion, ya que se puede interpretar esta solucion especial como una parte del
analisis de las series de Fourier. Sustituyendo la ecuacién (4.42) en la (4.47) se

obtiene

2 _ 2
a= (1 + ckot + 2ak0; (cos (Tﬂ) - 1)) + V—Tbkvssen (%) (4.48).

Es obvio que para tener |a| < 1 (para estabilidad), se requiere que

cfgo

82



2111a7];C — 6tc7]f <1,

1 k
T <wvia
2v2[b7|

7

Para tener este resultado, se ha supuesto que todos los coeficientes varan muy poco
sobre el ancho de escala ¢S.

Para problemas financieros, siempre se tiene una ¢ negativa, usualmente deno-
tada —r donde r es la tasa de interés libre de riesgo. Las otras dos restricciones son

las que realmente limitan la aplicacién del método de diferencias explcitas.

Usualmente se elege vq como O(1) en cuyo caso la segunda restriccién es aproxi-
madamente
1

v < —
2a’

(ignorando los subndices y los suprandices en a). Esta es una limitante muy seria
en el tamao del periodo del tiempo:
ot < —.
a
Si se quiere mejorar la exactitud reajustando el tamao del paso del activo, entonces
se tiene que reducir el periodo de tiempo en, digamos, un factor de cuatro. El
tiempo computacional entonces se aumentara por un factor de ocho. La mejora que

se obtendra en el ajuste al realiza
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5. CONCLUSIONES

En este trabajo utilizamos agentes maximizadores de utilidad y volatilidad es-
tocastica y determinamos las ecuaciones que sigue el precio de un producto derivado

para diversos tipos de funciones de utilidad.

En la primera parte encontramos, que independientemente del tipo de funcion
de utilidad elegida, la ecuacion que sigue el precio del producto derivado es exac-
tamente la misma del modelo de Black y Scholes. Esto nos permite senalar los

resultados de los otros capitulos como extensiones de ese modelo.

En el segundo Capftulo determinamos ecuaciones diferenciales para valuar un
producto derivado, cuando consideramos volatilidad estocastica y algunos casos de
funciones de utilidad. Se puede resolver el problema del consumidor-inversionista,
pero se requiere que resolver la ecaucion diferencial parcial que sigue el coeficiente
del premio al riesgo. En las ecuaciones obtenidas no aparece explicitamente el
parametro de tendencia u; del activo, pero si se hacen presentes las preferencias de

los agentes.

La contribuciéon maéas importante de este trabajo, se encuentra en el tercer
capitulo, en donde se encuentra la ecuacién diferencial parcial que sigue el pre-
cio del producto derivado, cuando la volatilidad es estocastica y el inversionista
tiene activos nominales. Nuevamente, para resolver el problema del consumidor-
inversionista, es necesario resolver primero la ecuaciéon diferencial parcial del pre-
mio al riesgo. Si se considera el problema con horizonte de inversiéon infinita, esta
ecuacion diferencial (ec. 3.36) se convierte en una ecuacién diferencial ordinaria pero
en general, en los coeficientes interviene la variable independiente, la volatilidad,

porque los términos m y &, son funciones que dependen de esta variable.

Por ejemplo, para el modelo de difusion de volatilidad tipo GARCH, la ecuacion
(3.14) es:
AV, = (w — kV,)dt + €V,dZy,
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con w, k y & constantes. De esto se sigue que la ecuacién (3.36) queda como:

A—1ng+(B—lv)g+(curDVJrEVS/Q)d—g+Ev2ﬁ
2 dv dv?’
con A =Ilna; —InPy— 1, B=—6(lnay +InPy) + ps + 7 — %O’pQ C = wln(aP),

D =opéd—kn(aP), E =cépy F = 3&%n(aP). Este modelo de difusién GARCH
tiene la ventaja de que los parametro se pueden determinar con cierta facilidad
mediante series de tiempo.

Otro modelo utilizado para la difusién de la volatilidad, es el modelo raiz

cuadrada, es decir,

AV, = (w — kV,)dt + €3/ V3dZy,

con w, k y & constantes. En consecuencia, la ecuacién (3.36) es:

dg d?g
A1 B-1ly (C DV E\/V)— vl
ng+(B-3V)g+ (C+DV+ T TEV e

con A =lnag —InP; — 1, B =—6(lnas + InPy) + py + 7 — %UPQ C = wln(aP),

D =cép—kln(aP), E=0pff y F = 162In(aP).

Existen dos casos particulares inmediatos del presente trabajo. Uno es el caso
de horizonte de inversion infinito, del cual se hablé anteriormente, que consiste en

considerar el tiempo de inversion infinito y por tanto la funcion de herencia es cero:

7 }

El otro caso consiste en considerar inversién pura, esto es, cuando el consumo ocurre

{at,ce }

f(Ay, Vi, t) = max E{/ u(cs, s)ds
t

justo al final del tiempo de inversion, por lo que

f(Ay, Vi, t) = max E{b(AT,T) ' Fi }

{at,ct}

Las ecuaciones obtenidas no son faciles de resolver y requieren mas trabajo,

por lo que se incluyen métodos numéricos para aproximar la solucién en el iltimo
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capitulo. Ahi, presentamos el método de diferencias finitas para aproximar la
solucién de la ecuacién diferencial parcial del premio al riesgo y de la ecuacion

diferencial parcial para valuar el derivado, obtenidas en el capitulo 3.

Finalmente, debemos observar que las ecuaciones diferenciales parciales que
sigue el precio del producto derivado, nos permiten establecer el proceso ajustado
que sigue el precio del activo como martingalas, esto para cada caso de funcién de

utilidad.
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APENDICE. LA ECUACION DE JACOBI-HAMILTON-BELLMAN

En este apéndice obtenemos, mediante programacién dinamica, la ecuacion de
Hamilton-Jacobi-Bellman que utilizamos en los primeros dos capitulos. Primero
desarrollamos el caso de volatilidad constante para después extender al caso de

volatilidad estocastica.

Volatilidad Constante.

Iniciamos con el caso de volatilidad constante. Especificamente buscamos resolver

{atact}

Sujeto a la condicién:

max E{/Tu(CI,a:)da: +b(Ap,T) ‘ Fi } (A1)

dat = at,U,Adt + atO'Ath. (AQ)

Podemos pensar los componentes del problema como sigue. El conjunto F; repre-
senta la informacién conocida hasta el instante ¢, la funcién u(cy,t) representa la
tasa de utilidad del consumo en el tiempo ¢, y b(ap,T) es la funcién de legado o
herencia, es decir, la cantidad de riqueza que el agente esta dispuesto a dejar al
final del tiempo de inversién. a; es la riqueza del agente en el instante ¢ y sigue un
movimiento geométrico browniano dado por la ecuacién (A.2).

Definimos a la funcién de utilidad derivada de la riqueza, f(a¢,t), como:

T
flag, t) = {maX}E{/ u(cs, s)ds + b(ar,T) ‘ Fi }
at,Ct t

Rexpresamos lo anterior como sigue,

{at,ct}

t+dt T
/ u(cs, s)ds + / u(cs, s)ds +b(Ar,T) ‘ Fi
t t

+dt

T
f(as, t) = max E{/t u(cs,s)ds +b(Ap, T) ‘ F }

= max E
{at7ct}
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= {max}E{u(ct,t>dt + f(at +dt, t + dt) ’ Fi }

Por lo tanto,

f(as, t) = max E{u(ct,t)dt + o(dt) + f(as, t) +df(a,t)

{at,ct}

7 }

Cancelamos f(a¢,t) y desarrollamos df (a¢, Vi, t) hascta términos de segundo orden

7 }
, }

of of 1 0%f 5
= E t)dt dt) + =—dt + =—d ——(d
0 hax, {U(Cta )dt + o(dt) + o4t T 9a, ar + 28at2< at)

Si simplificamos y tomamos esperanzas obtenemos:

) ) 1 92
0 = max {u(ct,t)dt + o(dt) + a—fdt + —f,uAatdt 4= f

oala2dt

{at,er} day 2 8CLtZ

Dividimos ahora por dt¢ y tomamos el limite cuando d¢ — 0:

of of 1 82f 9 9
0= m t)+ — + ——paqa; + — A Fi ».
{ati)f}{u((:t, ) ot (9at'u at 2 8at20 at K

En particular, cuando a; representa la riqueza, tenemos que pua = r + (p — 7)xs +
(up —7r)ys — ci/ar y que o4 = ay [:ptat — ytO'F], por lo que de la ecuacion anterior

llegamos a la ecuacién que utilizamos en el capitulo I:

0 0
0= {:Cff’lyatfit}{u(ctvt) + 8_]; + 8_ciat [r+ (= r)xe + (pp —1)ys — z—i]
(%)
1 0%f

2
EmatQ[xtUt — Yo ‘ Fi }
t
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Volatilidad Estocastica.

Ahora desarrollaremos la ecuacion de Hamilton-Jacobi-Bellman para el caso de

volatilidad estocéstica. Especificamente buscamos resolver el problema:

max E{/tTu(cs,s)ds+b(AT,T) ‘ Fi }, (A.4)

{me,ys,c }

sujeto a las condiciones:

C

dat = a¢|r+(p—7r)zi+(pr—7)ys — a—t dt + ziorardWi+yropadWy +yipardZy,
t

(A.5)

th == m(Vt)dt + §U<Vt)dZt7 (AG)
donde suponemos que E(dWy,dZ;) = pedt.

En este caso, la funcién de utilidad derivada de la riqueza, depende tanto de

la riqueza, a+, como de la volatilidad estocéstica, V4,

T
f(ay, Vi, t) = max E{Z u(cs,s)ds +b(Ap,T) ']:t }

{xtayhct}

Observe que estamos suponiendo que las tinicas variables de estado son la riqueza

y la volatilidad en cada instante t.

La ecuacién diferencial de Hamilton-Jacobi-Bellman se obtiene como sigue.
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flag, Vi, t) =

t4dt T
= max E / u(cs, s )ds+/ u(cs,s)ds +b(Ap, T) ‘ft
{ze,ye,e0} t t+dt

t+4dt
= max E{/ u(cs, s)ds + f(a¢ + day, Vi + dVy, t + dt) ’ft }
t

{ze,ye,ce}

{zt,yt,ce}

t4dt
—  max E{/ u(cs, s)ds + o(dt) + f(as, Vi, t) +df(as, Vi, t) ‘ Fy }
t

Observe que podemos cancelar f(ay, Vi, t). Desarrollamos df (a, Vi, t) hasta térmi-

nos de segundo orden,

) d 102
0= max E{u(ct, )dt + o(dt) + —J;dt + —fd + _fth S

(dat)z
{z+,yt,ce } Odat oVy 2 Jay

1 92%f 9 o2 f
—— (dV, -
* 2 thQ( t> + 8at5'Vt

(day)(dVy) ‘ Fi }

Sustituimos las ecuaciones (A.5) y (A.6):

0 0
0= max B u(en (0 +ofdt) + G-+ | G et (i =
{xt,ye,ce } 0 8&75

¢ 0 0
— a—i] dt + (9_;1 lxtatatth + ytat(aFth + deZt)} + 8_‘J/:mdt + (9‘2 §,dZy
1 9%f

of 2 2 2 9 2, 2
29a,2% (%& ot" Yy or” + Yy EpT + 2ryotop + 2x04ytotlFpe
t

+ 2yt20F§Fpt) dt + PS fQéJth
e }

62
L0
aatth

ar(20éopt + Yto plopt + y1€olr)dt

Simplificamos al tomar esperanzas,
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0 0
0= max qu(e,t)dt + o(dt) + —fdt + —fat [T +(p—r)ze + (ur —7)ye
{x¢,ye,ce } ot 8&,5

of LO*f ol 5 2 2 2. 2
— —|dt + —mdt + =
atl + 8Vtm + 2 94,2 sat” | 270" +yTopT FyEr
0 f
+ 2z1yi0i0p + 221y10eEppe + 2yt20F€FPt) dt 25 zfcr

%

+ aatGVt

ar(v101€apt + Yo péapr + ytgagF)dt}'

Finalmente, al dividir pot dt¢ y tomar el limite cuando d¢ — 0, obtenemos la ecuacion

diferencial parcial que utilizamos en el capitulo II,

0 c
0= s Julent) o+ G0 Sarlr (= ek (o - |+
{wtﬁyhct} 8t 8at a/t
1 9%f
+ 29a 2at2 (xt20t2 +ylor® + ylEr” + 2ui000F
t (++)
F 2eotrm + onerp )+ Slm ¢ L0 e 2
X g g —m
tYtOtSFpPt Yt OFSFPt av, 28%2 o

o2 f

+ 8at8Vt

at(0éopt + Yo rlapt + Eoyilr) }
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