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RESUMEN 
 
 
 
La aplicación de un método para resolver problemas de elasticidad en cuerpos con defectos e 
inclusiones se muestra a lo largo de este trabajo. Estableciendo primeramente un modelo de 
ecuaciones integrales, el cálculo de las respectivas soluciones se realiza mediante una nueva clase 
de funciones de aproximación, que simplifican el proceso de construcción de la matriz final del 
sistema algebraico correspondiente. Estas funciones base (Gaussianas) centradas alrededor de 
cada punto del dominio, permiten obtener las densidades de potencial elástico en la ecuación  
integral a través de la aproximación de una serie de integrales que corresponden a los coeficientes 
del sistema, los cuales pueden determinarse analíticamente la mayor parte de las veces, y en el 
peor de los casos mediante una simple cuadratura. 
 
La ventaja principal al usar estas funciones es que la acción de los operadores integrales sobre 
ellas puede ser presentada en una simple forma analítica (como combinaciones de unas cuantas 
funciones estándar), cuyos valores pueden ser tabulados y almacenados fácilmente para la 
solución posterior de cualquier problema de elasticidad. Además ya que los coeficientes del 
sistema resultante dependen únicamente de las coordenadas de un determinado número de puntos 
en que ha sido dividida la región por analizar,  se  vuelve  innecesario  definir  los  elementos  
(sub-regiones) requeridos por otros métodos. 
 
Los resultados generados al emplear la técnica en varios problemas son comparados con las 
respectivas soluciones exactas, en el afán de identificar la influencia del tipo de malla usado, el 
contraste (diferencia entre las propiedades de la perturbación y el medio donde se encuentra) y la 
modificación de los parámetros propios de la técnica en los valores así calculados; así como el 
grado de precisión obtenido. Asimismo se utiliza la regularización de Tikhonov de manera 
auxiliar en algunos casos, donde las soluciones son producto de sistemas mal condicionados; 
provocados por las propiedades del problema considerado. 
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1. INTRODUCCIÓN 
 
 
 
A diario se utilizan todo tipo de materiales en todos los sectores de la industria, y a pesar de los 
avances tecnológicos en los procesos de fabricación es inevitable que se presenten un cierto 
número de defectos en la estructura. Este tipo de características: vacancias, huecos, intersticios, 
etc. puede modificar el comportamiento elástico del material de manera perjudicial si no se tiene 
el control apropiado. Sin embargo, la inserción de “defectos” (como las inclusiones) se hace 
también de manera intencional con el propósito de variar las propiedades del material original; 
creando de este modo materiales compuestos a partir de la combinación de al menos dos 
elementos (tal es el caso de una matriz homogénea y un arreglo de inclusiones). 
 
El comportamiento de esta clase de compuestos - usada en una amplia variedad de aplicaciones -, 
no puede ser descrito fielmente con la teoría clásica de elasticidad, porque al igual a lo ocurrido  
con los defectos, únicamente ha sido desarrollada para los problemas más sencillos. De modo que 
el cálculo de las ecuaciones que modelan las situaciones más complejas, cuya relevancia y/o 
aplicación son de particular interés, es un importante problema de la teoría de medios no 
homogéneos. Así por ejemplo, cuando un medio con una inclusión de geometría compleja es 
sujeta a un campo externo arbitrario, la respuesta del material sólo puede ser calculada de forma 
numérica. 
  
En la búsqueda de dichas soluciones, los trabajos realizados no han servido únicamente para crear 
variantes de los métodos más comunes que si puedan realizar la tarea, sino también han guiado 
hacia nuevas herramientas cuya aplicación no se ha limitado al campo que les dio origen. Esto 
explica  como  a  pesar  de  que  el  método  de  elementos  finitos  FEM (Finite Element Method) 
- considerado una de las herramientas más poderosas - no resulta muy útil en estos casos (debido 
a que al ocupar la matriz - medio de fondo - una región más grande que la de las inclusiones, se 
vuelve impráctico realizar el análisis), si ha servido de base para el XFEM (Extended Finite 
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Element Method), entre cuyas aplicaciones esta la del modelado de problemas de inclusiones y 
agujeros situados de forma arbitraria [1]. 
 
Por su parte, el método de elementos de frontera BEM (Boundary Element Method) - una de las 
alternativas al FEM para evitar el problema de discretización surgido en estas situaciones - ha  
sido también mejorado y aplicado en el caso de inclusiones circulares [2]. La diferencia con 
respecto al BEM convencional estriba en que se vuelve innecesario trabajar con las fronteras de 
las inclusiones, gracias a que la distribución potencial en la inclusión circular es aproximada por 
una simple serie de Fourier en la dirección angular y por un polinomio de segundo orden en la 
dirección radial. Con ello el número total de libertades sufre una reducción si se compara con el 
método convencional. 
 
Ahora si a la generación de diferentes técnicas se refiere, merece cierta atención el nuevo método 
de aproximación propuesto por V. Maz’ya [3], [4], que se caracteriza por aproximaciones muy 
precisas en ciertos rangos útiles para los cálculos numéricos y que por lo general no converge 
fuera de ellos. Esto ha dado origen no sólo al nombre asignado a este tipo de procesos: 
approximate approximations [5]; sino también a una variante del BEM nombrada por su creador 
como BPM (Boundary Point Method) [6], [7]; debido a que los puntos de la frontera (nodos) 
realizan el papel de los elementos de frontera del BEM convencional.  
 
Ahora bien si estos métodos son una muestra del interés que existe sobre el área referida, no 
bastan para ejemplificar la gran variedad de técnicas desarrolladas y aplicadas día con día, por lo 
que no debe extrañarse el hecho de encontrar otros métodos con características que ni siquiera. 
han sido contempladas en este trabajo. De tal manera que la descripción que a continuación se 
presenta, sólo pretende dar una idea de algunas de los conceptos fundamentales de las técnicas 
más conocidas, obviando otros elementos cuyo conocimiento se considera es propio de quién esta 
interesado en este tipo de temas. 
 
 
 
1.1. MÉTODO DE LOS ELEMENTOS FINITOS 

 
 
Ante todo el objetivo de cualquier método es resolver el modelo planteado para un problema en  
particular, por ello no importando de cual se pretenda usar el primer paso es describir el 
fenómeno matemáticamente basándose en principios físicos básicos, para lo cual pueden usarse 
ecuaciones diferenciales. En lugar de esta formulación diferencial, el fenómeno puede describirse 
en términos de la minimización de la energía total del sistema (o funcional) asociado con el 
problema, la cual es llamada formulación variacional [8], [9]. La formulación de elementos 
finitos puede derivarse de esta formulación variacional tanto como exista un principio variacional 
correspondiente al problema de interés.   
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Por lo que si 

L(φ~ ) = 0,    Formulación diferencial 
y 

( )( )xφ~∏ ,  Energía Total  -  Formulación Variacional 
 
se busca )(~ xφ  para minimizar ( )( )xφ~∏ , lo cual es una función de una función: Funcional. 
 
El objetivo será en consecuencia encontrar una solución aproximada que minimice un funcional  

( )( )xφ~∏ . El FEM resulta ser por lo tanto un método que permite realizar este propósito, para lo 
cual en principio se debe discretizar el dominio de interés en W elementos (sub-regiones)           
- Fig. 1.1.1 -.  
 

 
Fig. 1. 1. 1  Discretización del dominio Ω, donde cada elemento es definido en el plano n1 ×  n2  -  FEM. 

 
 
Es importante seleccionar el elemento que más se ajuste al problema en cuestión (orden del 
polinomio en la interpolación  - número de nodos en cada elemento -), y determinar las funciones 
de forma (interpolación, que dependen de las coordenadas naturales - o nodales, es decir, 
“dentro” de cada elemento -) para el tipo de elemento seleccionado, los cuales dependen de lo 
siguiente: 
 

• Forma (1D, 2D, 3D, triangular, cuadrilátero, tetrahedro, etc.) 
• Número y tipo de nodos (nodo-3, nodo-4, etc.) 

• Tipo de variables nodales (φ,
x∂

∂φ , 
y∂

∂φ , etc.) 

• Tipo de funciones de interpolación (polinomios de Lagrange, polinomios de 
Hermitian, etc.) 

 
 

(1.1.1)

(1.1.2)
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De este modo la variable de campo es representada en términos de series de polinomios con 
coordenadas generalizadas o globales: x1, x2 - Fig. 1.1.1 - ; las cuales no dependen del elemento y 
que no tienen significado físico. Por lo que de esta representación se puede derivar otra en 
términos de funciones de interpolación y grados físicos de libertad [8]. Esto significa representar 
funciones desconocidas por medio de funciones de aproximación estándar, generando un número 
de funciones locales que son mucho más simples que aquellas requeridas para representar la 
región entera. 

iiI φφ )()(~ xx = , Solución aproximada (FEM) 
φi  valores nodales 
Ii  funciones de forma 

 

),,,()~( 21 Nφφφφ K∏=∏ , a ser minimizada 

0=
∂
∂

iφ
∏ ,  i = 1, 2, ..., N : N ecuaciones para N desconocidas φi‘s. 

 
Entonces el siguiente paso es analizar la respuesta de cada elemento, lo que genera una matriz 
cuyos coeficientes están en función de las derivadas de las funciones de forma con respecto a un 
sistema de coordenadas global, y ya que las funciones de forma suelen estar en términos de  
coordenadas naturales o normalizadas: n1, n2 - Fig. 1.1.1 - , porque suelen definirse de esa 
manera, es necesario realizar una conversión para llevar a cabo este proceso. 
 
Por último, se debe resolver la matriz de ecuaciones para obtener las variables desconocidas en 
los nodos. Y con ello se pueden calcular los valores de interés de la solución aproximada, usando 
las funciones definidas anteriormente [9]. 
 
  
1.2. MÉTODO DE LOS ELEMENTOS DE FRONTERA 

 
 
En este caso el enfoque numérico es tal, que un fenómeno es descrito matemáticamente por 
sistemas de ecuaciones integrales, en vez de diferenciales (FEM) [6]. Esto da como consecuencia 
una cierta simplificación, debido a que sólo es necesario resolver las ecuaciones integrales sobre 
la frontera, en lugar de los elementos que componen toda la región. Por lo que para aproximar 
una geometría, la frontera Γ del dominio Ω es dividida en W elementos de frontera - Fig. 1.2.1 - , 
los cuales tienen uno o más nodos. 

 
Fig. 1. 2. 1  Discretización de la frontera  -  BEM. 

(1.1.3)

(1.1.4)

(1.1.5)
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La información desconocida en la frontera puede calcularse empleando el método de colocación. 
El enfoque más simple es establecer un sistema de ecuaciones con tantas incógnitas como 
ecuaciones [10]. El principio de la técnica es la expresión de una función desconocida f por la 
combinación lineal de un arreglo de funciones ϕn [11] (1.2.1), lo cual significa establecer el punto 
de carga secuencialmente en todos los nodos de la discretización, de modo tal que la variable de 
dominio en el punto de carga coincida con el valor nodal.  
 

∑
=

=≈
N

n
nn

N c
1

ϕff  

 
Ya que las funciones lineales y de alto orden polinomial producen nodos que pertenecen a más de 
un elemento, es conveniente generar una numeración global para los nodos (n = 1, 2, 3, ..., N) la 
cual no dependa del elemento. De esta manera los coeficientes desconocidos cn son determinados 
al satisfacer la ecuación integral exactamente en los N puntos de colocación. Así que al colocar el 
punto de carga sobre el primer nodo global, se obtiene la primera ecuación del sistema; mientras 
que al ubicarlo en los nodos del 2 al N, da como resultado las ecuaciones adicionales. Por lo 
tanto, la ecuación integral es convertida en un arreglo de ecuaciones integrales que puede ser 
escrito en forma matricial.  
 
En consecuencia el problema es reducido a la solución de un sistema finito de ecuaciones lineales 
algebraicas, cuya matriz esta compuesta por integrales (como regla singulares) para cada uno de 
los elementos finitos (sub-regiones). Por lo que en el BEM la parte principal del tiempo de 
cómputo es utilizado para el cálculo de esas integrales [6]. Y aunque sólo puede ser aplicado a 
problemas lineales o de coeficientes constantes, la generación de malla (discretización del 
dominio) requerida para la solución es más sencilla que en el FEM, al mismo tiempo que las 
soluciones generadas por el BEM suelen ser más precisas que las obtenidas con el FEM. 
 
 
1.3. ECUACIONES INTEGRALES DE FÍSICA MATEMÁTICA 

 
 
Una ecuación en la que la función desconocida aparece bajo el signo de integración es llamada 
ecuación integral. Las ecuaciones integrales abarcan un gran número de áreas de la ciencia: 
acústica, elasticidad, mecánica de fluidos, etc. En muchos casos la ecuación integral se origina de 
la conversión de un problema de valores de frontera o un problema de valor inicial asociado con 
una ecuación diferencial parcial u ordinaria, pero otros tantos problemas llevan directamente a 
ecuaciones integrales y no pueden ser formulados en términos de ecuaciones diferenciales. 
 
Existen diferentes tipos de ecuaciones integrales, la teoría clásica distingue dos tipos: de 
Fredholm y de Volterra [12], [13], [14], [15]. En la primera la región de integración es fija, 
mientras que en la segunda dicha región es variable. Por lo tanto, la expresión 
 

∫+=
b

a

dssytsKtftcy ))(,,()()( λ , bta ≤≤  (1.3.1)

(1.2.1)
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es un ejemplo de una ecuación de Fredholm, mientras que 

 

∫+=
t

a

dssytsKtftcy ))(,,()()( λ , ta ≤  

 
es un ejemplo de una ecuación de Volterra. 
 
Aquí la función de ajuste f(t) y el Kernel K(s, t, y(s)) están preestablecidas, en tanto que y(t) es la 
función desconocida ha ser determinada. (Generalmente la integración y el dominio de la 
definición pueden extenderse a más de una dimensión). El parámetro λ usualmente es omitido; 
sin embargo, este tiene importancia en ciertas investigaciones teóricas (como la relativa a 
estabilidad) y en problemas de valores principales. 
 
Si en (1.3.1) y en (1.3.2)  c = 0, la ecuación integral es llamada de primer tipo.  En el caso de que 
c = 1, entonces la ecuación se dice es de segundo tipo. 
 
Asimismo las ecuaciones (1.3.1) y (1.3.2) son lineales, si el kernel K(s, t, y(s)) = k(s, t) y(s), de 
otra manera serán no lineales. Por lo  que en el caso lineal suele referirse a k(s, t) como el kernel 
de la ecuación. 
 
Estos dos tipos de ecuaciones son análogos a los problemas de valor inicial y de frontera para una 
ecuación diferencial ordinaria (ODE, Ordinary Differential Equation); por lo tanto la ecuación de 
Volterra, caracterizada por un límite de integración superior variable, se puede someter a la 
solución por métodos progresivos, mientras que muchos de los métodos para las ecuaciones de 
Fredholm  llevan  a  la  solución  de  un  sistema  aproximado  de  ecuaciones  algebraicas 
simultáneas [16]. 
 
 
1.4. SOLUCIÓN NUMÉRICA DE ECUACIONES INTEGRALES 

 
 
El punto de partida de las técnicas encaminadas a la solución es establecer una relación entre las 
fuentes conocidas y el campo generado por ellas en la forma de un operador integro-diferencial 
que actúe sobre los términos conocidos. La ecuación integral es entonces obtenida por la 
selección de las condiciones de frontera adecuadas y de un esquema de discretización para 
resolverla. 
 
Una técnica que tiene este último propósito es el método de colocación, antes mencionado (1.2). 
Al establecer un sistema de ecuaciones con tantas incógnitas como ecuaciones [10], la función 
desconocida f es expresada por la combinación lineal de un arreglo de funciones ϕn [11] (1.2.1). 
Esto equivale a establecer el punto de carga en todos los nodos de la discretización de manera 
secuencial, haciendo coincidir la variable de dominio con el valor nodal en el punto de carga. 
 

(1.3.2)
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De esta forma los coeficientes desconocidos cn son determinados al satisfacer la ecuación integral 
exactamente en los N puntos de colocación. Así que al colocar el punto de carga sobre los N 
nodos, se obtiene el sistema de ecuaciones lineales algebraicas, cuya solución permite resolver el 
problema propuesto en principio. 
 
Otro esquema de discretización para ecuaciones de la forma 
 

L f = g, 
 
es el Método de Momentos (MoM, Method of Moments) [17], donde L es un operador integro-
diferencial; mientras g y f son funciones: la primera conocida y la última a ser determinada. El 
primer paso en el MoM es aproximar la función desconocida f por una combinación lineal de 
funciones conocidas ϕn,  n = 1, 2, ..., N.  
Así la aproximación es 

∑
=

=≈
N

n
nn

N I
1

ϕff , 

 
para la cual In corresponde a los coeficientes desconocidos a ser determinados. Las funciones ϕn 
son conocidas como funciones base o funciones de expansión. En problemas prácticos es 
indispensable usar un número finito N de modo tal que f es aproximada en el sub-espacio     
finito-dimensional abarcado por las funciones base. Entonces definiendo al residuo empleando la 
linealidad del operador:  

rN = g − L ∑
=

−=
N

n
n

N I
1

gf L ϕn . 

 
Dicho residuo es forzado a ser ortogonal a otro sub-espacio dimensional-N abarcado por un 
arreglo de funciones tm, m = 1, 2, ...,N. Esta condición es expresada como 
 

〈tm, rN〉 = 0, m = 1, 2, ...,N , 
 
en la que el producto interno 〈.,.〉 es igual a  
 

∫ ⋅=
S

t dSgfgf , , 

 
siendo t la denotación del complejo conjugado. Estas funciones tm son llamadas de prueba. 
Insertando la ecuación (1.4.4) en la (1.4.5) resulta la siguiente ecuación matricial 
 

Z I = V, 
 
donde Z y V tienen los siguientes elementos 
 

Zmn = 〈tm, L ϕn〉, 
Vm = 〈tm, g〉. 

 

(1.4.1)

(1.4.2)

(1.4.3)

(1.4.4)

(1.4.5)

(1.4.6)

(1.4.7)
 

(1.4.8)
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Así los elementos In de I son los coeficientes deseados en (1.4.3). Y ya que todas las funciones 
base interactúan con todas las otras funciones base, la matriz producida por el MoM es una matriz 
completa. Todo esto permite afirmar que el MoM es un método de proyección, debido a que 
proyecta una función desconocida dentro de un subespacio dimensional-N abarcado por las 
funciones base. 
 
En cuanto a la memoria necesaria en el CPU para almacenar esta matriz, esta es del orden de 
O(N2); mientras que el tiempo necesario para resolverla está en el orden de O(N3) u O(N2), lo cual 
depende del método de solución: directo o iterativo, respectivamente. El MoM es particularmente 
ventajoso para configuraciones que involucran regiones homogéneas o regiones abiertas ya que 
sólo las fronteras necesitan ser discretizadas. Sin embargo, también ha sido usado para resolver 
ecuaciones integrales volumétricas para regiones no homogéneas. 
 
El Método de Nyström [17] es otro esquema de discretización el cual no requiere de funciones 
base pero emplea una regla de cuadratura para aproximar todas las integrales directamente. Y 
aunque el método básico de Nyström no puede manejar kernels integrales singulares, esto es 
remediado por correcciones locales de la regla de cuadratura al incorporar la naturaleza singular 
del kernel. En cuanto a la memoria y el tiempo requeridos en el CPU por esta técnica están en los 
mismos ordenes que las correspondientes al MoM. 
 
Por su parte el Método de Multipolos Rápido de Niveles Múltiples (MLFMM, Multilevel Fast 
Multipole Method) [17] es un intento de mejorar los esquemas del MoM y Nyström, los cuales 
permiten a todos los términos fuente interactuar con todos los otros términos fuente. En el 
MLFMM las zonas lejanas de interacción son reunidas en grupos y se calcula un nivel grupo a 
grupo. Una vez que las interacciones entre grupos son determinadas las contribuciones a los 
términos fuente individuales pueden ser encontradas.  
 
Ahora bien entre las características no tan deseables, debe mencionarse que las interacciones 
entre grupos son tan sólo una aproximación, aceptable y controlable (en términos del error) hasta 
cierto punto. Además la baja complejidad computacional no garantiza que el método requiera 
menor uso del CPU (tiempo y memoria) que el usado por un esquema de MoM convencional. Sin 
embargo,  el  tiempo de procesamiento  y  la  memoria  empleada  en  el  CPU  del  orden  de  
O(N log(N)), ha dado a este método y otros similares el nombre de métodos rápidos. 
 
Por último, hay que referirse a los métodos híbridos originados por la combinación de las 
características sobresalientes de dos técnicas distintas [17], y de aquellas variantes o 
modificaciones hechas sobre las técnicas “originales” [1], [2]. A partir de esto es fácil inferir que 
no existe un método capaz de resolver todos los problemas. Por lo que la selección óptima de uno 
de ellos para resolver un caso en particular está gobernado por muchos factores, tales como 
requerimientos de exactitud, fácil implementación y disponibilidad del equipo de cómputo. 
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1.5. PLAN DE TESIS 

 
 
Para llevar a cabo el objetivo propuesto se desarrollarán los elementos necesarios a lo largo de 
varios capítulos. De este modo, el segundo capítulo servirá para establecer las ecuaciones 
integrales para inclusiones en un medio elástico [18] partiendo de la definición de la región por 
analizar, para poder describir entonces sus características y comportamiento. Las condiciones 
para la existencia de soluciones únicas de estas ecuaciones [19] son contempladas también en 
esta parte, así como la técnica de regularización de Thikonov [20], la cual será objeto del tercer 
capítulo. En este se retomarán algunos de sus puntos principales a la vez que se muestra su 
desarrollo a lo largo del tiempo. La solución de estas ecuaciones se aproximará mediante el uso 
de funciones Gaussianas [6], desarrolladas en los trabajos de V. Maz’ya y G Schmidt [3], [4], [6]; 
por lo que en el cuarto capítulo se presentarán sus propiedades, auxiliándose para ello de algunos 
ejemplos. 
 
Así en el quinto capítulo se podrá desarrollar la solución numérica [6], [19] de las ecuaciones 
planteadas, la cual podrá implementarse con un lenguaje de programación. Para que a 
continuación, el resultado generado por la aplicación del método a varios problemas de 
elasticidad se compare con la solución exacta u otra calculada por otro medio en el capítulo sexto, 
a fin de observar el grado de precisión obtenido y la influencia de la modificación de los 
parámetros propios de esta técnica en las soluciones calculadas. Para que finalmente, las 
conclusiones resultantes de la aplicación del método, su desarrollo posterior y aplicaciones sean 
tema del último capítulo - el séptimo - . 
 
 



15 

2. ECUACIONES INTEGRALES DEL PROBLEMA DE 
ELASTICIDAD PARA INCLUSIONES EN UN MEDIO ELÁSTICO 

 
 
 
Las ecuaciones integrales permiten establecer el modelo de un medio elástico homogéneo en 
términos del esfuerzo y la deformación. Para establecer estas relaciones en el problema propuesto 
se parte de las ecuaciones clásicas de elasticidad [18] 
 

( ) ( )txx
t kljklii

j ,quC
u

=∇∇−2

2

∂
∂

ρ , 
i

i x∂
∂=∇ ,

 
donde ρ es la densidad, C ijkl es el tensor de constantes elástico, u(x, t) corresponde al vector de 
desplazamiento y q(x, t) corresponde al vector de fuerzas - todos pertenecientes a un medio 
homogéneo -. De modo que xi corresponde a las coordenadas cartesianas de un punto del dominio 
(i = 1, 2, 3 para el caso tridimensional;  o  i = 1,2 para el bidimensional); teniéndose la sumatoria 
respecto a índices repetidos implicada: 
 

∑
=

=
=

3

1

n

i
iiii baba . 

 
De modo que limitándose al caso estático entonces (2.1) se convierte en 
 
 

( ) ( ) ( )xxx jklijkli quC =∇∇− , 
 
 
asumiendo también que este medio es infinito, el tensor Cijkl = C0 es constante y que q(x) decrece 
lo suficientemente rápido en el infinito; entonces bajo estas condiciones la solución de (2.3), la 
cual tiende a cero en el infinito, es única y representable en la forma 
 

Gqu = , 
 

(2.1)

(2.3)

(2.4)

(2.2)



16 
 
o de manera más detallada (2.4) puede rescribirse como 
 

( ) ( ) ( )∫ −= ''q'Gu dxjjii xxxx , 

 
donde Gij es el tensor de la función de Green, la cual satisface la ecuación 
 

( ) ( )xx0 δjilmkljkii δ−=∇∇ GC , 
 
en la que δ ij es la función Kronecker delta, y δ(x) es la función delta Dirac. La función de Green 
tiene asimismo una transformada de Fourier que resulta en una representación en el espacio k.  
  

( ) [ ] 1−= jslijilm kk CG~ k ,  || k=k . 
 
 
En cuanto al tensor del módulo elástico, este puede ser asociado al operador de energía interna φ 
para un medio isotrópico [18], el cual es construido por las principales combinaciones del tensor 
δi j y los componentes del vector k. De este modo  
 

( ) ( ) ( )( )jkilikjlkljilkji δδδδµδδλ ++= kkk0 00C , 

 
por lo que en un medio isotrópico; este se convierte en 
 

210 EE 002 λµ +=C , 
 
en el que E1 y E2 son los tensores de constantes isotrópicos definidos como: 
 

( )jkiljliklkji δδδδ +=
2
1

1E ,  kljiljki δδ=2E , 

 
y λ0 , µ0  son las constantes de Lamé. La expresión así generada para )(G~ k  coincide con 

 

( ) 







+
+

−= 2
00

00

0
2 2
1

k
kk

k
ji

ijji µλ
µλδ

µ
kG~ , 

 
la cual resulta de reemplazar las constantes de Lamé en el tensor de Green de la teoría local de 
elasticidad por los correspondientes operadores [18]:  
 

( ) 







−= 20

0
2

1
k
kk

k
ji

ijji κδ
µ

kG~ , 

 
 

(2.5)

(2.6)

(2.9)

(2.10)

(2.11)

(2.7)

(2.8)

(2.12)
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que para el caso tridimensional presenta 

00

00
0 2µλ

µλκ
+
+

= , 

 
mientras que para el problema bidimensional κ  0 puede tomar la forma 
 

( )012
1
ν−

  para un estado de deformación plana, 

κ  0 = 

( )012
1
ν+

  para un estado de esfuerzo plano. 

 
En el caso de un medio arbitrario anisotrópico 
 

( ) ( )
2k

ji
ji

n
k

g~
G~ = ,

  k
kn = ,

 
 
teniendo a k definido en (2.7) y a ( )njig~  como una función definida sobre una esfera unitaria en el 
espacio k que puede obtenerse explícitamente por (2.7). 
 
La expresión explicita para Gi j ( x ) sólo es conocida para un medio isotrópico y un medio con 
simetrías isotrópicas transversales y hexagonales. Sin embargo, en un número de casos 
importantes es suficiente con conocer las propiedades generales de Gi  j ( x ) y su representación en 
el espacio k. Así que en particular, puede derivarse de (2.7) que 
 

( )njig~  = ( )n−jig~ , Gi  j ( x ) = Gi   j ( -x ). 
 
Ahora bien para el caso de un medio con defectos, es conveniente tener un equivalente de las 
ecuaciones de elasticidad y sus soluciones no en términos del desplazamiento ui, sino de la 
deformación ε i  j o del esfuerzo σ i  j. Para este propósito, ahora se considera que el medio infinito 
homogéneo  con  un  tensor  elástico C0 antes contemplado, contiene una inclusión que ocupa una 
región V, cuya función característica es V(x) y posee un tensor elástico C(x); con lo cual es 
posible definir estas regiones a través de 
 
        V(x) = 1  si x ∈  V, 
        V(x) = 0   si x ∉  V. 
 
            C0   si x ∉  V, 
        C0 + C1(x)  si x ∈  V. 
 
  

(2.15)

(2.16)

(2.17)

(2.18)

(2.14)

(2.13)

 

V(x) = 
 
 
 

C(x) = 
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Estas expresiones contienen el planteamiento de que el medio puede ser considerado como una 
adición de lo que ocurre en el medio sin la perturbación (V), más el efecto que provoca ésta en el 
medio (2.18). De manera que usando las ecuaciones de elasticidad expresadas en desplazamientos 
para rescribir esta relación, se parte en un principio de 
 

( ) 0=∇∇ lklkjii uxC , 
 
condición dada por tratarse del campo original. Ahora si se sustituye (2.18) y la siguiente 
ecuación que corresponde al desplazamiento total en el medio (incluyendo la perturbación) 
  

iii 10 uuu += , 
 
debido a que u 0 corresponde al estado del medio sin la perturbación y u 1 a lo que acontece en la 
perturbación, y considerando que  
 

iiba⇒⋅ba ,  klijklC ε⇒εC : , 
 
se puede manipular (2.19) de la siguiente forma: 

 
( ) 0=∇+⋅∇ u:CC 10  

( ) ( ) 0=+∇+⋅∇ 1010 uu:CC  
( ) u:CuuC 1100 ∇⋅−∇=+∇⋅∇  

para obtener que 
u:CuC 110 ∇⋅−∇=∇⋅∇ . 

 
Considerando asimismo que en la perturbación  
 

u:CquC 110 ∇⋅−∇==∇⋅∇ ,  
 
entonces empleando (2.23) con el propósito de obtener una expresión para u1, al sustituir estas 
expresiones en la solución (2.5) obtenida anteriormente entonces 
 

( ) ( ) ( )∫ ∇∇−= ''u''''Gu dxmnnmlkkjii xxCxx 11 . 

 
Sin embargo, no sólo se quiere conocer el estado dentro de la inclusión, sino de todo el medio 
(con la inclusión) por lo que haciendo uso de (2.20) se tiene que  
 

( ) ( ) ( ) imnnmlkkjiii dx 0101 xxCxx u''u''''Guu +∇∇−=+ ∫  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )xxxCxxx 01 imnnmlkkjii dx u''u''''Gu =∇∇−− ∫ , 

 
 

(2.25)

(2.19)

(2.20)

(2.22)

(2.23)

(2.24)

(2.21)
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ahora considerando que 

ε = def  u ⇒ ∇ (i u j) → ( )ijjiji uuε ∇+∇=
2
1 , 

jilkjijilk εCuC )( =∇ , 

ijlkjilk CC = , 
 
resulta que al aplicar el operador def (2.26) a ambos lados de (2.25) y rescribiéndola haciendo uso 
de (2.27) y (2.28) se obtiene que 
 

( ) ( ) ( )[ ] ( )xxxxxx 01 jimnnmlkkljiji dx ε''ε'C''G)(ε )( =∇−∇− ∫ , 
 
en esta última expresión (2.29) la integral presente puede resolverse (usando el Teorema de 
Gauss) como  

( ) ( ) ( )[ ]∫ =∇−∇ ''ε'C''G dxmnnmlkkjli xxxx 1  
( ) ( ) ( )[ ] ( )[ ] ( ) ( )∫∫ −∇∇−−∇∇ ''ε'C'G'''ε'C'G' dxdx mnmnlkjlkimnklmnjlii xxxxxxxx 11 , 

 
como siguiente paso esa segunda integral puede rescribirse, lo que origina el cambio de signo de 
la misma  
 

( ) ( ) ( )[ ] ( )[ ] ( ) ( )∫∫ −∇∇+−∇∇ ''ε'C'G''ε'C'G' dxdx mnmnlkjlkimnklmnjlii xxxxxxxx 11 , 

 
mientras que la primera puede sustituirse (aplicando el Teorema de Gauss) por 
 

( ) ( )[ ] ( )[ ] ( ) ( )∫∫ −∇∇+−∇
Ω

''ε'C'G''εC'G dxdx mnmnlkjlkimnklmnlji xxxxxxxm 11 , 

 
esta integral se efectúa sobre la frontera Ω de V, donde m es el vector normal situado en la 
frontera. Así considerando que sucede lejos del origen (centro de la inclusión): ( x - x’) → ∞,     
G ( x - x’) → 0; entonces el valor de esta integral tiende a  0. Por lo tanto (2.30) es igual a 

         
 ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )∫∫ −∇∇=∇−∇ ''ε'C'G''ε'C''G dxdx mnmnlkjlkimnnmlkkjli xxxxxxxx 11 , 

 
De modo que finalmente sustituyendo el valor de esta integral (2.31) en (2.29) se obtiene 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )xxxxxx 01 ji
V

mnmnlkljkiji dx ε''ε'C'Gε )( =−∇∇− ∫ , 

 
expresión que permite definir el siguiente operador 
 

( ) ( ) ))((|GK lkjijlkiljki xx ∇−∇= , 

(2.26)

(2.27)

(2.28)

(2.32)

(2.30)

(2.29)

(2.31)

(2.33)
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por lo que la expresión (2.32) puede rescribirse como 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )xxxxxx 01 ji
V

mnmnlkijklji dx ε''ε'C'ε =−+ ∫ K , 

 
esta última corresponde a la ecuación integral para la deformación de la región V ocupada por la 
inclusión. Es posible rescribirla en forma de operadores   
 

ε + K C1 ε = ε0. 
 
Las condiciones para la existencia de soluciones únicas de esta ecuación (2.35) han sido discutidas 
en detalle [19], aunque puede establecerse que esto ocurrirá si C(x) ≠ 0, ∞ dentro de V. Si por el 
contrario C(x) = 0 (C1 = − C0), la ecuación (2.35) tendrán una clase de soluciones no triviales. De 
manera similar, si C(x) →  ∞ se presentará esta situación. Esto implica que las soluciones 
obtenidas para valores muy pequeños o muy grandes de C(x) se convertirán en problemas mal 
condicionados. 
 
Continuando con la derivación de la ecuación del esfuerzo se parte de la expresión obtenida para 
la deformación (2.35), que junto con la expresión para el esfuerzo σ derivada de las ecuaciones de 
elasticidad (2.3)  

σ = C ε, 
 
así al sumar C0 a ambos lados de la ecuación (2.35) y reemplazando el valor de ε obtenido de 
(2.36) en el segundo término del lado izquierdo de (2.35) se obtiene que 
 

 C0 ε + C0 K C1 C-1 σ = C0 ε0, 
 
 
si ahora se suma y resta C1 ε del lado izquierdo, y se usa (2.36) en el término negativo para 
sustituir ε entonces 

 C0 ε + C1 ε +C0 K C1 C-1 σ - C1 C-1 σ = C0 ε0, 
 
por lo que usando (2.36) puede apreciarse que los dos primeros términos de la última expresión 
corresponden a σ, en tanto que el lado derecho es igual a σ0, de manera que rescribiendo la 
ecuación y reagrupando términos 
 

σ + (C0 K C1 C-1 - C1 C-1) σ = σ0, 
 
a continuación se manipula C1 C-1 con el objeto de obtener una expresión equivalente: en primer 
lugar se multiplica por 1, para después sustituir el valor de C1 (2.18); así después de reagrupar los 
términos 
 
  (1) C1 C-1 = (C0 C0

-1) C1 C-1 = C0 C0
-1 (C - C0) C-1 = C0 (C0

-1 - C-1) = - C0 (C-1 - C0
-1)  

 

(2.34)

(2.35)

(2.36)

(2.37)

(2.38)
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con este resultado, se definen los siguientes tensores 
 

B = C-1, 
B0 = C0

-1, 
B1 = B - B0, 

 
lo cual hace posible rescribir (2.37) como 
 

σ + (- C0 K C0 B1 + C0 B1) σ = σ0, 
 
para que al definir el operador 
 

S = - C0 K C0 + C0, 
 
la ecuación (2.42) se convierta en 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )xxxxxx 01 ji
V

mnmnlkijklji dx σσσ =−+ ∫ '''' BS , 

 
que corresponde a la ecuación integral del esfuerzo de la región V ocupada por la inclusión. Sin 
embargo, estas ecuaciones (2.34) y (2.44) pueden usarse para reconstruir los campos ε(x) y σ(x) 
de los medios, si es que los campos dentro de la región V son conocidos. Para esta última 
expresión rescrita en forma de operadores 
  

σ + S σ = σ0, 
 
es posible establecer usando los tensores definidos para su construcción, al igual que con la 
ecuación (2.35) las condiciones que generan problemas mal condicionados; lo cual correspondería 
a cuando  B1(x) →  ∞  (C1 = − C0)  y  a  si  B1(x) = − B0 (C(x) →  ∞), situaciones que tienen su 
origen a partir de lo ya mencionado. 
 
En el caso de los operadores integrales K(x) y S(x) sus transformadas de Fourier pueden definirse 
usando (2.7) como 

( ) ( ) lmjnknmilkjilkji kkkkkk 1−== 0k CG~K~ ))(( , 

( ) ( ) ijklopklmonpijmnlkji 000 kk CCK~CS~ +−= , 
 
por lo que si bien se cuenta con estas definiciones para K(x) y S(x) - de acuerdo a su 
transformada inversa de Fourier (2.46) -; son las expresiones conforme a la segunda derivada de 
G(x) (2.33), (2.43) las que se utilizan para efectos de la regularización auxiliar empleada para este 
propósito [18]. Esto significa que K(x) puede descomponerse en una parte regular (funcional) y 
una singular, la cual es proporcional (por la constante a) a δ(x)  

 
( ) ( ) ( )xaδxx += KK

)
. 

 

(2.44)

(2.42)

(2.39)
 

(2.40)
 

(2.41)

(2.43)

(2.46)

(2.47)

(2.45)
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Para mostrar esto considérese una región VE con una frontera suave Γ  , un radio β  y siendo x = 0 
un punto interno de VE. Entonces K(x) actúa sobre la función ϕ (x) de acuerdo a 
 

( )( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )∫ ∫+−=
E EV V

dxdx xxxxx ϕϕϕϕ KK,K 0
)

, 

 
donde K(x) está definido en (2.33) como la segunda derivada de G(x) y EV es el complemento de 
VE. A su vez la constante  a  está dada por la expresión 
 

( ) ( )∫ ∇−=
Γ

dΓxmxa G , 

 
aquí m(x) es la normal a Γ  en el punto x. Entonces haciendo uso del Teorema de Gauss sobre la 
expresión anterior (2.49), con el propósito de obtenerla en términos de k, se introduce la función 
característica VE(x) de la región VE. Por lo que tomando en cuenta la fórmula de Parseval  
entonces 

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )∫∫∫

Ω

∞

Ω==
1

1
0

2
33 2

1
2

1 dddk nkkkkka K~||||V~V~K~ EE
VE

ππ
, 

 
en la que n está definido de acuerdo a (2.15), mientras que Ω1 corresponde a la superficie de una 
esfera en el espacio k. Es posible sustituir k por | k | y después por n debido que a la función en k 
es homogénea de grado cero. Siendo además la función característica VE igual a  
 
       1, x ∈  VE 
       0, x ∉  VE 
 
entonces la integral que aparece en (2.50) es igual a  
 

( )
( ) 2

0

2
3 2

2
1 π
π

=∫
∞

||||V~E kkk d , 

 
y por lo tanto, la constante  a  (2.49) es a su vez 
 

( )∫
Ω

Ω=
1

14
1 dnK~
π

a . 

 
De este modo, ya que el funcional definido en (2.48) no depende de las dimensiones de la región 
VE,   es posible pasar al límite de contraer la región VE  - β → 0  -  a un punto  (por conveniencia 
x = 0). Entonces la integral sobre VE se desvanece, ya que K(x) ∼  | x | 

3 y la segunda integral es 
expresada como una integral en el sentido del valor principal, la cual existe ya que el funcional 
está bien definido.  
 
 

(2.48)

(2.49)

(2.50)

VE = (2.51)

(2.52)

(2.53)
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Así 

( )( ) ( ) ( ) ( )
0

0
→

+= ∫
β

ϕϕϕ axxx
EV

dxK,K
)

 

 
en la que todos los elementos ya han sido definidos.  
 
Un procedimiento similar se realiza con el operador S~ , por lo que la acción de esos operadores 
sobre una función suave ϕ (x) con soporte finito esta definida como 
 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫ −+=−= '''K~..''K~K~ dxpvdx xxxxaxxxx ϕϕϕϕ , 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫ −+=−= '''S~..''S~S~ dxpvdx xxxxsxxxx ϕϕϕϕ , 

 
donde  ∫ '.. dxpv K   es el valor principal de Cauchy de la integral y las constantes a y s tienen la 
forma [19] 

( ) ( )∫
ΩΩ

=
11

1 dk
Area

ka K~ , ( ) ( )∫
ΩΩ

=
11

1 dk
Area

ks S~ , 

 
donde Ω1 es la superficie de una esfera unitaria en el espacio k y Area(Ω1) es el área de esta 
esfera. Si en cambio ϕ (x) es una función suave con soporte no compacto que tiende a cero más 
rápido que cualquier potencia negativa de |x|. La acción de los operadores K y S sobre tal función 
puede ser presentada de la siguiente forma: 
 

( )( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )∫ ∫ ⋅−=−= dkidx d xkkkxxxx exp~K~''K~K~ ϕ
π

ϕϕ
2

1 , 

( )( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )∫ ∫ ⋅−=−= dkidx d xkkkxxxx exp~S~''S~S~ ϕ
π

ϕϕ
2

1 , 

 
en las cuales d corresponde a la dimensión espacial. Por lo que empleando (2.7) y (2.12) para el 
caso de un medio isotrópico es posible obtener el operador 
 

( ) ( ) ( )[ ]nEnEn 65 κ
µ

−= 1K~ , 

 
en el que E5 y E6 son los tensores de constantes isotrópicos definidos como 
 

( ) ( )ikljilkjjklijlkilkji nnnnnnnn δδδδ +++=
4
1nE5 , ( ) lkjilkji nnnn=nE6 , 

 
µ   es la constante de Lamé,  κ  está definido por  (2.13)  o  (2.14)  y  n  corresponde a lo definido 
en (2.15). En consecuencia con las expresiones desarrolladas (2.55), (2.57); es posible obtener el 
operador S correspondiente. 

(2.59)

(2.55)

(2.56)

(2.57)

(2.58)

(2.54)
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3. REGULARIZACIÓN DE TIKHONOV 

 
 
 
Para los casos donde se tienen inclusiones muy rígidas o muy suaves, la solución de la ecuación 
(2.35) y (2.45) es un problema mal condicionado, para el que se emplea la técnica de 
regularización de Tikhonov [20]. Así el cálculo de la solución involucra una relación entre el 
“tamaño” de la solución regularizada y la calidad del ajuste que esta tiene a la información 
original. De esta manera, planteado un problema correspondiente a un sistema de ecuaciones 
lineales  A x = b, - siendo A la matriz del sistema; mientras x, y b son los vectores columna del 
problema -, aplicar la regularización de Tikhonov equivale a resolver el problema de 
minimización 

( ) 222 xbAxx γ+−=Φ , 
 
donde γ es el parámetro real de regularización que debe ser seleccionado. El “tamaño” de la 
solución regularizada es medido por la norma ||x||, mientras la medida del ajuste corresponde a la 
norma ||Ax – b|| del vector residual. Así la solución de Tikhonov  xγ  está dada formalmente como 
 

( ) bAxIAA TT =+ γγ 2 , 
 
siendo  I  la matriz identidad y ...T la transpuesta de una matriz. Cuando γ = 0, la solución 
corresponde a un ajuste de mínimos cuadrados en el caso de un problema sobredeterminado 
(mayor número de ecuaciones que incógnitas). 
 
Añadir este proceso disminuye las contribuciones debidas a errores en los datos y al redondeo 
que dominan la solución del problema, manteniendo la norma de un tamaño razonable. Tal vez el 
primer autor que describe un esquema que es equivalente al de Tikhonov fue James Riley en 
1955 [21], considerando sistemas mal condicionados  A x = b  con  un  coeficiente  
(semi)definido positivo simétrico, y  propuso resolver en su lugar el sistema (A + α I ) x = b, 
donde α es una constante positiva. 
 
 

(3.2)

(3.1)
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Un documento posterior dedicado a problemas más generales fue publicado por D. Phillips en 
1962 [21]. Aquí A es una matriz cuadrada obtenida de una ecuación integral de Fredholm de 
primer tipo por medio de una regla de cuadratura. De este modo Phillips obtiene una formulación  
sin la notación matricial, y propone calcular la solución regularizada como  xγ = (A + γ2 A-T)-1 b. 
 
En su documento de 1963 [21] S. Towney reformuló la expresión de Phillips y obtuvo la bien   
conocida  expresión 

( ) bAIAAx TT 12 −
+= γγ . 

 
A. N. Tikhonov en 1963 [21], formuló en su documento el problema desde un enfoque más 
general: considerando κ  f = g  donde f  y  g  son funciones mientras que κ  es un operador 
integral, con ello propuso la formulación 

 
( )fgff Ω+−= 22 γκγ , 

con el funcional particular 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )∫ +=Ω
b

a

dssfswsfsvf 22 ' , 

 
donde v y w son funciones de peso positivas.  
 
De cualquier manera, retomando la solución regularizada presentada antes (3.2), la que se usará 
en el presente trabajo considera γ  = γ 2 , por lo que dicha expresión es ahora 
 

( ) bAIAAx TT 1−
+= γγ , 

 
alteración que debe tomarse en cuenta al momento de revisar los resultados. 
 

(3.4)

(3.5)

(3.6)
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4. FUNCIONES DE APROXIMACIÓN DE GAUSS 
 
 
 
V. Maz’ya [3], [6] propuso hace algunos años (1991, 1994) un nuevo método de aproximación, 
caracterizado por obtener una aproximación muy precisa en un cierto rango relevante en los 
cálculos numéricos, pero que por lo general produce aproximaciones que no convergen. Por tal 
razón dichos procesos fueron llamados approximate approximations [4]. 
 
La idea inicial es representar una función arbitraria como una combinación lineal de funciones 
base, las cuales a diferencia de las splines, forman una partición de unidad. La aproximación 
obtenida por tanto no converge necesariamente conforme disminuye la distancia entre los puntos 
distribuidos sobre el dominio. Esta falta de convergencia es compensada, antes que nada por la 
flexibilidad en la selección de las funciones base y la simplicidad de la generalización para el 
caso multidimensional. Además de que cuentan con la posibilidad de obtener fórmulas explícitas 
para los valores de varios operadores integrales y pseudodiferenciales de física matemática 
aplicados a las funciones base [5].  
 
Esta propiedad ha servido para resolver diferentes problemas mediante el uso de un esquema de 
discretización, donde los coeficientes del sistema algebraico resultante dependen solamente de las 
coordenadas de un número finito de puntos - distribuidos sobre el dominio -, y que pueden ser 
determinados analíticamente en muchos casos, o en el peor de ellos mediante una cuadratura 
simple. Esto último se traduce en una disminución en el tiempo e información necesaria para el 
cálculo en comparación con otros métodos. 
 
La aproximación con funciones Gaussianas - exp (-|x|2) - es usualmente mencionada en la 
literatura, y aunque como cualquier proceso de este tipo, produce siempre algunas inexactitudes, 
los errores pueden hacerse arbitrariamente pequeños ya que los kernels - exp (-H-1 |x|2) - pueden 
reproducir las funciones de interés con mucha precisión [3]. De este modo estas funciones base 
localizadas, centradas alrededor de cada punto del dominio o que decrecen rápidamente conforme 
la distancia a este punto, son las densidades de potencial en la ecuación integral que se quiere 
aproximar.  
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4.1. PROPIEDADES DE APROXIMACIÓN POR MEDIO DE LAS FUNCIONES DE GAUSS 

 
 
Para referirse a las propiedades de este tipo de aproximación, considérese una función finita 
uniforme u(x) de una variable x en una región -∞ < x < ∞  Esta función puede ser aproximada por 
la siguiente serie: 
 

( ) ( ) ( )∑
∈

−=≈
d

xuxuxu mh
Zm

mhϕ , 

  

( )
( ) 













−= 2

2

2 HhH
1 x

expx dπ
ϕ . 

 
Aquí m ∈  Z d es un vector d-dimensional con componentes enteros, hm son las coordenadas de 
los nodos de aproximación, h es la distancia entre estos, um = u(hm) es el valor de la función u(x) 
en el nodo x = hm, y H es un parámetro adimensional. Está demostrado que la siguiente 
estimación [19] se mantiene: 
 

( ) ( ) ( ) ( )Hh Txuuxuxu h |||||||| +∇≤− β ,     ( ) ( )( )HH 2π−= expOT , 
 
donde || ∇ u || es la norma en el espacio de las funciones continuas, β = O(1). Por lo tanto, el error 
T de aproximación de (4.1.1) depende de dos parámetros: la dispersión H y el paso de 
aproximación h. Si h es lo suficientemente pequeño y H = O(1) este error puede ser 
prácticamente despreciable. 
 
Esta aproximación puede ser usada para una amplia clase de funciones, pero los errores pueden 
incrementarse si la función no satisface las condiciones arriba mencionadas. 
 
 
4.2. EJEMPLOS 

 
 
De este modo, considerando las peculiaridades de la aproximación en el caso unidimensional 
para la función v(x). 

1 + x3,   | x | ≤ 1; 
0,  | x | > 1. 

 
La aproximación (4.1.1) de esta función es 
 

( ) ( ) [ ]









 −−= ∑
+

=
2

21

1 hHH
1 )(

)(
iN

i

i
h

xxexpxvxv
π

, 

 

(4.1.1)

(4.1.2)

v(x) = (4.2.1)

(4.2.2)
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y es presentada en las Figs. 4.2.1(a) y (b) para varios valores de los parámetros H y h. Las 
coordenadas de los nodos son escogidas en los puntos   x(i) =  –1 + h (i  – 1),  i = 1, 2, ..., N + 1;   
h = 2 / N,  donde  N + 1 es el número de nodos dentro del intervalo [–1, 1]. Así las líneas de color 
amarillo en las Figs. 4.2.1(a) y (b) son la función (4.2.1). En tanto que las tres líneas de otro color 
(azul, rojo y verde) en la Fig. 4.2.1(a) corresponden a  h = 0.2  y diferentes valores de  H = 0.3; 1; 
y 2. Mientras que las tres líneas de color (azul, rojo y verde) en la Fig. 4.2.1(b) corresponden a 
diferentes valores de h = 0.1; 0.2; y 0.5 con H = 0.7. A partir de esto se observa de las figuras que 
las funciones de aproximación gaussianas describen satisfactoriamente v(x) en la región media 
del intervalo [–1, 1] y cerca de la parte final izquierda (x = –1), donde v(x) tiende a cero. En 
cambio, las vecindades de la parte final derecha del intervalo (x = 1), donde v(x) presenta un salto 
finito, presentan el error de la aproximación (4.2.2) máximo. Este error disminuye cuando los 
valores de h y H disminuyen, pero para H < 0.5, el error de la aproximación en la mitad de la 
región  del  intervalo  crece  dramáticamente  (ver  oscilaciones  de  vh(x)  para  H = 0.3  en  la 
Fig. 4.2.1(a)). 
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Fig. 4. 2. 1  Aproximación de la función v(x) = (1+x3), |x| ≤ 1;  v(x) = 0, |x| > 1 usando funciones gaussianas.

(a) 

(b) 
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5. DISCRETIZACIÓN DE LAS ECUACIONES INTEGRALES DEL 
PROBLEMA DE ELASTICIDAD PARA UNA INCLUSIÓN 

 
 
 
Teniendo un medio isotrópico bidimensional con un tensor de constantes elástico C0 que contiene 
una inclusión que ocupa una región V (2.17), (2.18), con un tensor elástico de constantes C, la 
solución de la ecuación integral para la deformación (2.34) dentro esta región puede ser 
encontrada usando una aproximación similar a (4.1.1) para ε de modo que 
 

( ) ( )∑
=

−≈
N

r

rr xxx
1

)()(εε ϕ  

( ))()( εε rr x= ,  ( ) 












−= 2

2

hHH
1 x

expx
π

ϕ , 

 
V)( ∈rx ,  N21r K,,= ,   },{ )()()( rrr xxx 21=  

 
donde x(r) es un conjunto de N nodos homogéneamente distribuidos en la región V. Así que 
después de sustituir la aproximación (5.1) en la ecuación (2.34) se obtiene la siguiente expresión 
 

( ) ( )∫ ∑ =−−+
=

ji
s

N

r

rr
mnklmn

s
jkli

s
ji dxxxxx )()()()()( ε''εC'Kε 01

1
ϕ  

 
N21s K,,=  

 
aquí  s  se refiere al punto sobre el que se centrara la función de aproximación tomando en cuenta 
a los  r  puntos. Reordenando los términos en (5.2) entonces 
 

( ) ( ) ji
s

N

r

r
mnklmn

rs
jkli

s
ji dxxxxx )()()()()( εεC'''Kε 01 =−−+∑∫

=1
ϕ  

  
 

(5.1)

(5.2)

(5.3)
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las integrales resultantes pueden resolverse realizando en primera instancia un cambio de variable 
para simplificar el proceso 

( ) ( )∫
∞

∞−

=−− '''K )()( dxxxxx rs ϕ  

por lo que si 
)(' rxxy −= ,  'dxdy = , 

 
)()( rs xxR −= , 

 
entonces después de sustituir las respectivas expresiones (5.5) y (5.6) en (5.4), se puede definir el 
tensor 

( ) ( )∫ −− dyyyxx rs ϕ)()(K , 

( ) ( ) ( )∫ −= dyyyRR ϕKI . 

 
Para obtener la solución de esta integral se parte de lo establecido en el segundo capítulo para el 
operador K sobre una función (2.53), (2.54), (2.55), (2.56), (2.57); por lo que aplicando la 
transformada de Fourier a  I  (5.7) 
 

( )
( ) ( )∫ ⋅−= dkkkR Rike~K~)I( ϕ

π 22
1 , 

 

( ) ( ) ( )[ ]nEnEn 65 κ
µ

−= 1K~ , 

( ) ( )ikljilkjjklijlkilkji nnnnnnnn δδδδ +++=
4
1nE5 , ( ) lkjilkji nnnn=nE6 , 

 
haciendo uso de las propiedades µ, κ - (2.13) o (2.14) - y lo definido en (2.7), (2.15) junto con la 
siguiente expresión 














−=

4
Hh

h
22

2 k
expk )(~ϕ , 

 
resulta en las siguientes dos integrales requeridas para el cálculo de I: 
 

( ) ∫∫∫ −
∞

⋅− ⊗=⊗
π

ϕα ϕϕϕ
2

00

dkdkkdkk iki cosR e~e)(~ nnnn  

 

( ) ( ) ∫∫∫ −
∞

⋅− ⊗⊗⊗=⊗⊗⊗
π

ϕα ϕϕϕ
2

00

dkdkkdkk iki cosR e~e~ nnnnnnnn  

 

(5.4)

(5.5)

(5.6)

(5.8)

(5.7)

(5.9)

(5.10)

(5.11)
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que emplean estas expresiones: 

( ) Ren kk ⋅=⋅ R , 
 

Rk=α ,  ( ) en ⋅=ϕcos , 

R
Re = ,  },{ 21 ee→e     Vector unitario 

 
|| sr xxR −→ ,    ( ) ( ) 222111 exxexx srsrrs −+−=),(R , 

 

( ) ( )2
22

2
11

),( || srsrrs xxxxR −+−== R , 
 
de modo que la segunda integral de (5.10) es igual a 
 

( ) ( ) 




 ⊗−=⊗∫ − ee1nn α
α
απϕ

π
ϕα

2
1cos JJe 2

2

0

di , 

 
donde  1  es el tensor unidad de rango 2; 1ij = δ ij.; mientras la correspondiente a (5.11) es 
 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )+++−+=⊗⊗⊗∫ − eEeEeEeEeEnnnn 54312 42

2

0 α
α

α
αϕ

π
ϕα 32cos JJe di  

( ) eeee ⊗⊗⊗α4J , 
 
usando ambas: ( )αqJ  es la función de Bessel de orden q, con argumento α. Todo ello permite 
calcular (5.10) y (5.11) al integrar sobre k,  generándose así las funciones: 
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(5.13)

(5.14)

(5.15)

(5.16)

(5.17)

(5.12)



32 

( ) ( )




























+++−=











 ⋅
=Φ ∫

∞ −

2

2

22
22

4
0

3

4

881
22

a

aadk
ke ak

rs

Rexp

RR
RR

RJ 3),( , 

 

( ) ( )




























++++−=⋅=Φ ∫

∞
−

2

2
2

4224
22

4
0

4

4

1696896
2

122

a
a

aaadkkke akrs

Rexp

RRR
R

RJ 4
),( , 

 
cuyo argumento requiere 

2
hH=a . 

 
Por lo tanto, - omitiendo los índices -  la expresión (5.8) es 
   

)I(I ),( Rrs
ljki = , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )[ ][ ]eEeEeEeEEEeEE 65431251 432010
0

42
2

1 Φ+++Φ−+Φ−Φ−Φ= κ
πµ

),(I rs
ljki , 

 
que hace uso de los tensores de constantes isotrópicos definidos en (2.10) y (2.59), además de 
 

( ) lkjilkji nnδ=nE3 , 

( ) kljilkji nn δ=nE4 . 

 
Para el cálculo de (5.21) por medio de los tensores referidos se hace uso nuevamente de lo 
definido en (5.12), que puede rescribirse más detalladamente como 
 

|| ),(

),(
),(
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entonces (5.3) puede rescribirse 
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por lo que el siguiente paso es efectuar 
 

klmn
rrs

lkji
rs
lkji

)(),(),( CIB 1= ,  ( )( )r
klmnklmn

r x11 CC )( = ,   
 

(5.18)

(5.19)

(5.21)

(5.22)

(5.23)

(5.24)

(5.25)

(5.20)



33 
este cálculo requiere el valor de C1, definido en (2.9) y (2.18). De manera que la operación (5.25) 
resulta en  
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )[ ][ ] +Φ+++Φ−+Φ−Φ−Φ= eEeEeEeEEEeEE 65431251 432010
0

1 42κ
πµ
µ )(

),(B
r

rs
ljki  

( )
( ) ( )( ) ( )[ ][ ]eEeEEEeEE 442242 432010

0

1 34
2

Φ++Φ−Φ−Φ−Φ κ
πµ
λ r

, 

 
( )( )rr x11 µµ =)( ,  ( )( )rr x11 λλ =)( , 

 
la sustitución de los índices correspondientes con la debida reagrupación de términos permite 
obtener los coeficientes 
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definidos por las funciones  bi   
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(5.27)
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con esto es posible rescribir la expresión (5.24) 
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Este sistema puede ser reducido a un sistema canónico de ecuaciones lineales algebraicas 
 

A x = f 
 
cuya matriz de dimensión (3N × 3N) puede construirse a partir de los coeficientes ),( rs

jkliB  de  
acuerdo con 
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+
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retomando la ecuación (2.35), rescrita de la siguiente forma 
 

(I + K C1) ε = ε0 , 
(I + B) ε = ε0 , 

 
es posible apreciar que al resolverla para valores pequeños (como los que corresponden a la 
magnitud de las deformaciones), el valor del primer término ε del lado izquierdo puede 
aproximarse por la matriz identidad  I.  Por ello para los bloques de A ubicados en la diagonal 

 
),( rs

ssssssss GBA += ,   ( )
sr

rsG δ=, , 

(5.37)

(5.38)

(5.39)

(5.40)

(5.41)
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en caso de no aproximarse el valor de ese término de ε mediante la Función Kronecker 
presentada (5.46), se puede hacer mediante una Función de Gauss del tipo definido en (5.1) 
 

( ) ( )∑
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−≈
N
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rr xxx
1
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por lo que para los bloques de A ubicados en la diagonal  
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Con ello se tienen dos alternativas para obtener la mejor aproximación para la solución. 
Definiendo además el vector de incógnitas  x  de  dimensión  3N   
 

 )( s
11ε   s ≤ N, 

  x =  )( Ns−
22ε    N < s ≤ 2N, 

  )( Ns 2
12

−ε   2N < s ≤ 3N. 
 
y  el  vector  f  correspondiente al estado inicial 
 

 )( s
110ε   s ≤ N, 

   f =  )( Ns−
220ε   N < s ≤ 2N,  

  )( Ns 2
120

−ε   2N < s ≤ 3N, 
 
se cuenta con todos los elementos para resolver el problema. Ahora en caso de aplicar la 
regularización, entonces la ecuación regularizada correspondiente a la expresión (5.43) es 
 

( ) fAIAAx T1T −
+= γ  

 
siendo  γ   el parámetro de regularización (3.6) e  I  la matriz identidad.  
 

(5.47)

(5.48)

(5.49)

(5.50)
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6. RESULTADOS NUMÉRICOS 
 
 
 
La implementación de las funciones de aproximación se hizo con la ayuda de Mathematica 5.0, 
de manera que se realizaron varios problemas para probar la aplicación del método propuesto. 
Así se consideraron tres casos para una perturbación circular (región V) de r = 1 - radio medido a 
partir del origen -, cuyas propiedades son: 
 

1. Constantes para toda la región V. 
µ1 = µ - µ0,    λ1 = λ - λ0 

I. µ = 3,  λ = 3 
II. µ = 0.1,  λ = 0.1 
III. µ = 7,  λ = 7 

 
2. Constantes dentro una sub-región de V determinada por el valor del radio, de acuerdo a 

esto se definen dos secciones concéntricas: un centro o capa interior y un anillo exterior. 
µ1 int = µ int - µ0,    λ1 int = λ  int - λ0 
µ1 ext = µ ext - µ0,   λ1 ext = λ ext - λ0 

I. µ int = 3, λ  int = 3,  µ ext = 2, λ ext = 2 
II. µ int = 0.5, λ  int = 0.5,  µ ext = 0.7, λ ext = 0.7 
III. µ int = 10, λ  int = 10,  µ ext = 3, λ ext = 3 

 
3. Variables de acuerdo al radio de la región V, conforme a una función suave (Parábola). 

µ1 = µ0 (a + b r 2),   λ1 = λ0 (a + b r 2) 
   r 2 = x1

2 + x2 2 
I. a = 1,  b = - 0.9 
II. a = 1,  b = 3 
III. a = 1,  b = 10 

 
 
así que los correspondientes tensores elásticos C, pueden ser calculados a partir de estos valores y 
los del medio infinito homogéneo (propiedades constantes: µ0 = 1, λ0 = 1) donde se sitúa V. El 
estado inicial planteado es igual a: ε0 11 = 1, ε0 22 = 0, ε0 12 = 0; mientras que el origen del sistema 
de coordenadas empleado se ha ubicado en el centro de la perturbación. 
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Para el cálculo de las soluciones se emplearon dos arreglos de puntos para abarcar la región V: en 
el primero los puntos se sitúan separándolos una distancia  h  tanto en la dirección e1 como e2       
- Fig. 6.1 (a) - dando como resultado una cuadrícula (malla estándar); mientras que en el segundo 
h  separa una serie de círculos a lo largo de  e1  - Fig. 6.1 (b) -, estos últimos contienen a los puntos 
distribuidos manteniendo  h  entre ellos, originando una malla circular. Esto se traduce en un 
diferente número de puntos para los mismos valores de  h, en la cuadrícula entonces  a  0.2  se 
tienen  81 puntos,  a  0.1 - 317 puntos,  a  0.0625 - 797 puntos  y  a  0.05 - 1257 puntos; mientras 
que para el arreglo circular estos valores de h producen para 0.2 - 91 puntos, a 0.1 - 331 puntos, a 
0.0625 - 817 puntos  y  a  0.05 - 1261 puntos. Este último arreglo se uso como alternativa cuando 
el primero no proporcionaba una buena aproximación para el caso en cuestión. En el caso del 
parámetro adimensional H se emplearon tres valores (0.7, 1.0 y 2.0), mientras el parámetro de 
regularización de Tikhonov  γ 1  se varió entre cinco valores  (1E-5, 1E-4, 1E-3, 0.01, 0.10). 
  
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig. 6. 1  Mallas para el cálculo de los campos elásticos en una inclusión circular: (a) Estándar,  (b) Circular. 
 
 
6.1. INCLUSIÓN CIRCULAR CON PROPIEDADES CONSTANTES 

 
 
En el caso de una inclusión con propiedades constantes existe la solución exacta del problema: 
 

(I + A C1) ε = ε0 , 
ε = Le ε0 , 

donde  
Le = (U(1) + Ae C1)-1 

  U(a) = a E1 

  Ae = a1 P1 + a2 P2   
0

0
1 4

2
µ
κ−

=a   
0

0
2 4

1
µ
κ−

=a  

  C1 = c1 P1 + c2 P2   11 2µ=c   112 µλ +=c  
 
                                                
1  Los valores corresponden a γ 2, de acuerdo a lo establecido en (3.6), (3.7).  p. 24 
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P-base 

211 EEP
2
1+=    22 EP =  

E1  y  E2  corresponden a los tensores de constantes isotrópicos definidos en (2.10) 
 
Por lo que la deformación ε11 calculada en la dirección e1

2 del primer problema ( I.  µ = 3, λ = 3) 
presenta un comportamiento tal que al reducir el valor de h, la solución presenta una mayor 
convergencia - Fig. 6.1.1 -. Dicha disminución influye también de manera que la variación de H 
repercute menos en la solución  - Fig. 6.1.2 (a) (b) -. Estos resultados son producto de la aplicación 
de una Función Kronecker (5.46) para el cálculo del término libre ε de la ecuación (2.35), ya que 
proporcionan una mejor aproximación que sus contrapartes realizadas con una Función de Gauss 
(5.47) - Fig. 6.1.3 (a) (b) -. Igualmente la regularización de Tikhonov (5.50) se vuelve innecesaria, 
debido al grado de ajuste a la solución exacta obtenido por la aplicación exclusiva del método, 
por lo que no se requiere emplearla. La situación de contraste bajo contemplada corresponde 
entonces a cuando las propiedades son similares en magnitud  (|µ1 / µ0| ≈ 1), es decir no existe 
una diferencia muy grande entre la “dureza” o “suavidad” de la inclusión y su medio. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig. 6. 1. 1  Solución de ε11 para una inclusión circular con µ = 3, λ = 3. - variación de h - 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig. 6. 1. 2  Solución de ε11 para una inclusión circular con µ = 3, λ = 3. - variación de H - 

                                                
2  La solución presentada de esta manera, fue calculada con  e2 = 0 
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Fig. 6. 1. 3  Solución de ε11 para una inclusión circular con µ = 3, λ = 3. - variación de γ - 
 
 
En el segundo problema  ( II.  µ = 0.1, λ = 0.1) los resultados del cálculo de ε11 en la dirección  e1

3  
presentan el mismo patrón descrito antes para la convergencia al disminuir  h  - Fig. 6.1.4 -  y en 
la repercusión de esa reducción en la influencia de  H  sobre la solución - Fig. 6.1.5 (a) (b) -. Estos 
valores corresponden a lo obtenido mediante una Función Kronecker (5.46) que sigue 
proporcionando una mejor aproximación, sólo que también se utiliza un factor de regularización  
γ = 0.01 (5.50) - Fig. 6.1.6 -. Esto se debe a que no se tiene tan buen ajuste a la solución exacta 
como en el primer problema; sin embargo, se demuestra la efectividad del método en situaciones 
de contraste alto en que las propiedades de la perturbación son tales que C(x) → 0, (C1 = − C0). 
Dicho contexto se presenta cuando se trabaja con porosidades o inclusiones mucho más “suaves”  
(|µ1 / µ0| << 1) que el medio donde se encuentran. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig. 6. 1. 4  Solución de ε11 para una inclusión circular con µ = 0.1, λ = 0.1. - variación de h - 
 
 
 
                                                
3  La solución presentada de esta manera, fue calculada con  e2 = 0 
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Fig. 6. 1. 5  Solución de ε11 para una inclusión circular con µ = 0.1, λ = 0.1. - variación de H - 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig. 6. 1. 6  Solución de ε11 para una inclusión circular con µ = 0.1, λ = 0.1. - variación de γ - 
  
 
La deformación ε11 en la dirección e1

4 resuelta para el tercer problema ( III.  µ = 7 λ = 7), no 
presenta diferencias con respecto a los dos primeros problemas ni en la tendencia de 
convergencia para  h - Fig. 6.1.7 - o en cómo su alteración afecta la influencia de H en la solución          
- Fig. 6.1.8 (a) (b) -. La aplicación de una Función Kronecker (5.46) sigue siendo la mejor opción 
para la aproximación, presentándose los resultados que corresponden a las soluciones obtenidas 
sin el uso de la regularización - Fig. 6.1.9 -. Las razones de ello coinciden en parte con lo expuesto 
en el primer problema; sólo que ahora se trata de una situación de contraste alto donde la 
inclusión es mucho más “dura” que el medio donde se encuentra  (|µ1 / µ0| >> 1). Este escenario 
crítico es  opuesto a lo abordado en el problema anterior para la ecuación (2.35), es decir cuando, 
C(x) → ∞.  
 
 
 
                                                
4  La solución presentada de esta manera, fue calculada con  e2 = 0 
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Fig. 6. 1. 7  Solución de ε11 para una inclusión circular con µ = 7, λ = 7. - variación de h - 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig. 6. 1. 8  Solución de ε11 para una inclusión circular con µ = 7, λ = 7. - variación de H - 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig. 6. 1. 9  Solución de ε11 para una inclusión circular con µ = 7, λ = 7. - variación de γ - 
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De cualquier manera, no importando el problema del que se trate, la mayor magnitud en el error 
de la aproximación se presenta generalmente en los límites de la región V, acusando el efecto del 
fenómeno de Gibbs. La magnitud del sobresalto asociado (que evita la convergencia uniforme de 
la solución en un intervalo alrededor de esos puntos de discontinuidad) se ve afectada por el tipo 
de función que se utilice para calcular el valor del término libre ε de la ecuación (2.35), siendo 
para este caso (6.1) menor cuando se aplica una Función Kronecker (5.46) para ese cálculo. 
 
 
6.2. INCLUSIÓN CIRCULAR CON PROPIEDADES CONSTANTES DENTRO DE UNA 

SUB-REGIÓN DETERMINADA POR EL VALOR DEL RADIO (ANILLOS O CAPAS) 
 
 
En esta situación, la solución puede ser obtenida por medio del método desarrollado en Kanaoun 
et. al. (1989) [22], y a diferencia del caso anterior (6.1), se hizo necesario usar una malla circular 
para obtener una mejor aproximación que la generada con la malla estándar - Fig. 6.2.1 (a) -. Así 
la deformación ε11 obtenida en la dirección e1

5 del primer problema ( I.  µ int = 3, µ ext = 2) se 
comporta de modo que al reducir el valor de h la solución presenta una mayor convergencia         
- Fig. 6.2.1 (b) -. Esa disminución es causa también de que los cambios en H afecten menos la 
solución - Fig. 6.2.2 (a) (b) -. Los cálculos del término libre ε de la ecuación (2.35) fueron 
realizados ahora por medio de una Función de Gauss (5.47), ya que resultan mejor que los 
generados con una Función Kronecker (5.46). Y gracias al grado de ajuste obtenido por la 
aproximación a la solución exacta con la aplicación exclusiva del método - Fig. 6.2.3 -, la 
regularización de Tikhonov (5.50) es nuevamente innecesaria. Se tiene entonces una situación de 
contraste bajo, donde las propiedades son similares en magnitud (|µ1 / µ0| ≈ 1), es decir no existe 
una diferencia muy grande entre la “dureza” o “suavidad” de las capas de la inclusión y su 
medio. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig. 6. 2. 1  (a) Solución de ε11 para una inclusión circular con capas: µ int = 3,  µ ext = 2 con dos tipos de malla. 
(b) Solución de ε11 para una inclusión circular con capas: µ int = λ int = 3,  µ ext = λ ext = 2  - variación de h - 

 
 
 

                                                
5  La solución presentada de esta manera, fue calculada con  e2 = 0 
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Fig. 6. 2. 2  Solución de ε11 para una inclusión circular con capas: µ int = λ int = 3,  µ ext = λ ext = 2  - variación de H - 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig. 6. 2. 3  Solución de ε11 para una inclusión circular con capas: µ int = λ int = 3,  µ ext = λ ext = 2  - variación de γ - 
 
 
Con una mejor aproximación de ε11 en la dirección e1

6 generada también gracias a una malla 
circular  - Fig. 6.2.4 (a) -, el segundo problema ( II.  µ int = 0.5, µ ext = 0.7) posee el mismo patrón 
descrito antes para la convergencia cuando se reduce  h  - Fig. 6.2.4 (b) -, al tiempo que ese 
decremento produce que la alteración de H se vuelva irrelevante en el cálculo de la solución       
- Fig. 6.2.5 (a) (b) -. La Función de Gauss (5.47) se mantiene como la mejor elección para obtener 
el término libre de la ecuación (2.35) que produce el mejor resultado. Y aunque el uso de un 
factor de regularización   γ = 0.01  (5.50)  podría asociarse a un peor grado de ajuste a la solución 
exacta por la aplicación exclusiva del método, este resulta más bien por la mejora de la 
aproximación que puede obtenerse - Fig. 6.2.6 -. El contexto abordado es nuevamente del tipo de 
contraste bajo, sólo que ahora la inclusión tiene un centro “suave” y se “endurece” conforme se 
avanza hacia sus límites (la capa exterior es más dura), siendo las sub-regiones más “suaves” que 
el medio donde se encuentran. Este escenario es lo opuesto a lo presentado en el primer ejemplo 
(6.2.1) de este caso, donde el medio es más “suave” que las sub-regiones. 
                                                
6  La solución presentada de esta manera, fue calculada con  e2 = 0 
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Fig. 6. 2. 4  (a) Solución de ε11 para una inclusión circular con capas: µ int = 0.5, µ ext = 0.7 con dos tipos de malla. 
(b) Solución de ε11 para una inclusión circular con capas: µ int = λ int = 0.5, µ ext = λ ext = 0.7 - variación de h - 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Fig. 6. 2. 5 Solución de ε11 para una inclusión circular con capas: µ int = λ int = 0.5, µ ext = λ ext = 0.7 - variación de H - 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Fig. 6. 2. 6  Solución de ε11 para una inclusión circular con capas: µ int = λ int = 0.5, µ ext = λ ext = 0.7  - variación de γ - 
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El tercer problema ( III.  µ int = 10, µ ext = 3 ) no es la excepción del caso en cuanto a la selección 
de la malla (circular) - Fig. 6.2.7 (a) - para el cálculo de ε11 en la dirección e1

7 donde el 
comportamiento observado no presenta diferencias con respecto a los dos primeros. Tanto en la 
tendencia de convergencia para  h  - Fig. 6.2.7 (b) -, como en el efecto que la variación de este 
parámetro tenga para que un cambio de H modifique la solución - Fig. 6.2.8 (a) (b) -. Siendo la 
Función de Gauss (5.47) todavía la mejor opción para la aproximación, el ajuste obtenido con la 
regularización (5.50) - Fig. 6.2.9 -, no puede aún con su valor más alto proporcionar un ajuste a la 
solución exacta como los que se habían obtenido. El cambio estriba en que ahora se presenta un 
contraste alto, donde las propiedades no son similares en magnitud (no se tiene |µ1 / µ0| ≈ 1), es 
decir, existe una diferencia muy grande entre la “dureza” o “suavidad” de las capas de la 
inclusión y su medio. Ahora bien en las situaciones presentadas para este caso (6.2) la mayor 
magnitud en el error se encuentra generalmente en el límite de la región V (inclusión) o en el 
existente entre la capa interior y exterior, los cuales corresponden a las discontinuidades que se 
tienen para la solución, que no está exenta del fenómeno de Gibbs mencionado anteriormente. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Fig. 6. 2. 7  (a) Solución de ε11 para una inclusión circular con capas: µ int = 10, µ ext = 3  con dos tipos de malla. 

(b) Solución de ε11 para una inclusión circular con capas: µ int = λ int = 10, µ ext = λ ext = 3  - variación de h - 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Fig. 6. 2. 8  Solución de ε11 para una inclusión circular con capas: µ int = λ int = 10, µ ext = λ ext = 3 - variación de H - 

                                                
7  La solución presentada de esta manera, fue calculada con  e2 = 0 
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Fig. 6. 2. 9  Solución de ε11 para una inclusión circular con capas: µ int = λ int = 10, µ ext = λ ext = 3 - variación de γ - 
 
 
6.3. INCLUSIÓN CIRCULAR CON PROPIEDADES VARIABLES DE ACUERDO AL 

VALOR DE SU RADIO (FUNCIÓN PARABÓLICA) 
 
 
En este caso también es posible calcular la solución mediante el método desarrollado en Kanaoun 
et. al. (1989) [22], siendo la malla circular la que produce una vez más la mejor aproximación en 
comparación con una malla estándar - Fig. 6.3.1 (a) -. Así la deformación ε11 calculada en la 
dirección e1

8 del primer problema ( I.  a = 1, b = - 0.9) tiene la tendencia - hasta ahora observada - 
de que al reducir el valor de  h  la solución presenta una mayor convergencia  - Fig. 6.3.1 (b) -. Esa 
disminución resulta asimismo en que una variación de  H  origine menos cambios en los valores 
de la solución - Fig. 6.3.2 (a) (b) -. Teniéndose a la Función de Gauss (5.47) como la generadora 
del mejor resultado cuando se emplea para obtener el término libre ε de la ecuación (2.35). Y 
debido al grado de ajuste obtenido por la aplicación del método, la regularización de Tikhonov 
(5.50) no aporta mejoras importantes - Fig. 6.3.3 -. Ahora se está frente a un ejemplo con un 
contraste bajo, donde las propiedades son similares en magnitud (|µ1 / µ0| ≈ 1), lo cual se puede 
traducir como una diferencia pequeña entre la “dureza” o “suavidad” - la cual puede estar 
comprendida por un máximo y/o un mínimo definido por la función seleccionada - de la inclusión 
y su medio. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig. 6. 3. 1  (a) Solución de ε11 para una inclusión circular con µ 1 =µ0 (1-0.9 r2 ), con dos tipos de malla.  
(b) Solución de ε11 para una inclusión circular con µ 1 =µ0 (1-0.9 r2 ), λ1 = λ0 (1-0.9 r2 ) - variación de h - 

                                                
8  La solución presentada de esta manera, fue calculada con  e2 = 0 
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Fig. 6. 3. 2  Solución de ε11 para una inclusión circular con µ 1 =µ0 (1-0.9 r2 ), λ1 = λ0 (1-0.9 r2 ) - variación de H - 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig. 6. 3. 3  Solución de ε11 para una inclusión circular con µ 1 =µ0 (1-0.9 r2 ), λ1 = λ0 (1-0.9 r2 ) - variación de γ - 
 
 
Para este problema ( II.  a = 1, b = 3) se observan las mismas relaciones y tendencias del último 
ejemplo (6.3.1) cuando se emplea una malla circular, que produce al igual que antes la mejor 
aproximación para la deformación ε11 en la dirección e1

9 - Fig. 6.3.4 (a) -. Así como se mantiene el 
efecto de h en la convergencia de la solución  - Fig. 6.3.4 (b) -, también permanece la influencia de 
h sobre los cambios en la solución que pudiera producir la variación del valor de H            
- Fig. 6.3.5 (a) (b) -. De igual forma el cálculo del término libre ε con una Función de Gauss (5.47) 
prevalece como la mejor opción. Y a pesar de que la regularización (5.50) no produce cambios 
muy grandes en la solución obtenida con el método, si sirve para conseguir un mejor ajuste a la 
solución exacta - Fig. 6.3.6 (a) -. Todo esto resulta del contraste bajo que se tiene nuevamente en 
esta ocasión, sólo que a diferencia de la situación que le precede, la inclusión es más “dura” que 
el medio que la contiene, lo cual resulta ser lo opuesto a la última situación considerada (6.3.2).   
 
 
 
 
                                                
9  La solución presentada de esta manera, fue calculada con  e2 = 0 
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Fig. 6. 3. 4  (a) Solución de ε11 para una inclusión circular con µ 1 =µ0 (1 + 3 r2 ), con dos tipos de malla. 
(b) Solución de ε11 para una inclusión circular con µ 1 =µ0 (1 + 3 r2 ), λ1 = λ0 (1 + 3 r2 ) - variación de h - 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig. 6. 3. 5  Solución de ε11 para una inclusión circular con µ 1 =µ0 (1 + 3 r2 ), λ1 = λ0 (1 + 3 r2 ) - variación de H - 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig. 6. 3. 6  Solución de ε11 para una inclusión circular con µ 1 =µ0 (1 + 3 r2 ), λ1 = λ0 (1 + 3 r2 ) - variación de γ - 
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Aunque en el tercer problema ( III.  a = 1, b = 10) de este caso se aprecian los patrones descritos 
para los ejemplos previos, la aproximación no se comporta tan bien como hasta ahora. Porque si 
bien se obtiene la mejor aproximación para la deformación ε11 en la dirección  e1

10  empleando 
una malla circular - Fig. 6.3.7 (a) -. Y se aprecia que una disminución en el valor de h produce una 
mayor convergencia de la solución - Fig. 6.3.7 (b) -, generando también que la variación de H 
termine por alterar cada vez menos los resultados - Fig. 6.3.8 (a) (b) -. Son estos últimos         
- generados por una Función de Gauss (5.47) para el término libre de la ecuación (2.35) - los que 
sufren de un ajuste a la solución exacta menor que el obtenido previamente; llegándose al punto 
de que ni siquiera con el mayor factor de regularización γ (5.50) se reduce el error de la 
aproximación en las zonas alejada de los bordes de la inclusión - Fig. 6.3.9 (a) -. Esto se debe al 
contraste alto propio de la situación planteada, que corresponde a una gran diferencia entre las 
propiedades de la inclusión y el medio donde se encuentra.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig. 6. 3. 7  (a) Solución de ε11 para una inclusión circular con µ 1 =µ0 (1 + 10 r2 ), con dos tipos de malla. 
(b) Solución de ε11 para una inclusión circular con µ 1 =µ0 (1 + 10 r2 ), λ1 = λ0 (1 + 10 r2 ) - variación de h - 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Fig. 6. 3. 8  Solución de ε11 para una inclusión circular con µ 1 =µ0 (1 + 10 r2 ), λ1 = λ0 (1 + 10 r2 ) - variación de H - 
 

                                                
10  La solución presentada de esta manera, fue calculada con  e2 = 0 
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Fig. 6. 3. 9  Solución de ε11 para una inclusión circular con µ 1 =µ0 (1 + 10 r2 ), λ1 = λ0 (1 + 10 r2 ) - variación de γ - 

 
 
Al igual que con los casos anteriores se aprecia que la mayor magnitud del error se presenta 
generalmente en los límites de la inclusión, donde la solución presenta discontinuidad, acusando 
el fenómeno de Gibbs mencionado con anterioridad. 
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7. CONCLUSIONES 
 
 
Existen varios elementos que afectan el comportamiento de las aproximaciones obtenidas 
mediante este método. Los principales factores responsables de ello son: el tipo de malla que se 
use para el cálculo y el tipo contraste (diferencia entre las propiedades de la inclusión y el medio 
donde se encuentra) que tenga el problema a resolver. Para el primero de ellos, se tiene que la 
geometría seleccionada para el arreglo de puntos (malla) resulta de suma importancia;  ya que se 
pueden obtener formas y magnitudes para las soluciones calculadas totalmente diferentes a partir 
del mismo espaciamiento - h - (6.2) (6.3).  
 
En cuanto al contraste se pueden definir dos casos: bajo (| µ1 / µ0 | ≈ 1)  y  alto (| µ1 / µ0 | >> 1 o   
| µ1 / µ0 | << 1); con el primero se obtiene un ajuste a la solución exacta tal que la regularización 
de Tikhonov se vuelve prácticamente innecesaria, en tanto que con el segundo, se requieren de 
los cambios que produce el parámetro γ  (5.50)  para lograr un mejor resultado, que puede a pesar 
de esto no ser tan bueno como lo esperado - Fig. 6.2.9 -.  
 
Además de esto, los parámetros h y H poseen un par de tendencias, que se encuentran vinculadas. 
Si bien un decremento en el valor de h produce una mayor convergencia en la aproximación, es 
causante asimismo que el efecto de un cambio H se haga despreciable. Las variaciones que se 
obtienen por la manipulación de estos elementos, si bien permiten obtener mejores ajustes, no 
producen modificaciones tan significativas como las obtenidas por la selección de malla y/o de 
un problema con cierto tipo de contraste. 
 
En cualquier caso, la mayor magnitud para el error se presenta generalmente donde las soluciones 
presentan una discontinuidad, generándose una convergencia no uniforme en las zonas alrededor 
de dichos puntos, lo cual es síntoma del fenómeno de Gibbs. La elección de la función - Gauss 
(5.46) o Kronecker (5.47) - empleada para calcular el término libre de la ecuación (2.35), permite 
modificar dichos valores logrando producir soluciones diferentes.  
 
También es posible aliviar esto mediante una modificación a las funciones gaussianas aquí 
propuestas, lo cual produce otro tipo de funciones de aproximación llamadas de borde [19]. Estas 
se definen de modo que disminuyen el error obtenido, al considerar la distancia mínima entre el 
punto donde se ubica la función con respecto al límite de la región y la normal a la tangente del 
punto sobre la frontera de la región que marca dicha distancia. Sin embargo, requieren también de 
la redefinición de los datos iniciales del problema, lo que se traduce en una mayor cantidad de 
información necesaria para su aplicación. 
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De cualquier forma, las funciones gaussianas empleadas permiten que la construcción del sistema 
sea un proceso simple que implica el uso de unas cuantas funciones estándar, que dependen 
únicamente de las coordenadas de los puntos distribuidos en la región por analizar. Lo que se 
traduce en una implementación sencilla, que no requiere de una gran capacidad de cómputo. 
 
En conclusión, el método propuesto es una herramienta que permite el cálculo de los campos 
elásticos alrededor de los defectos e inclusiones en un medio no homogéneo. Ya que es capaz de 
generar resultados con un grado de ajuste a la solución exacta (por su aplicación exclusiva o con 
el auxilio de la técnica de regularización de Tikhonov) para casos diferentes que muestran el 
rango de aplicación y precisión que posee, junto con las ventajas sobre otras vías de solución. 
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