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RESUMEN: 

EN ESTA TESIS SE PRESENTA UNA SERIE DE SECUENCIAS DIDÁCTICAS ENCAMINADAS A ENSEÑAR LA 

GEOMETRÍA ANALÍTICA. 

EL DESARROLLO TIENE UN ENFOQUE CIEN PORCIENTO DIDÁCTICO EN EL QUE SE RETOMAN ALGUNOS 

ELEMENTOS DE LA ENSEÑANZA TRADICIONAL DE LA MATEMÁTICA. EL MÁS IMPORTANTE DE ELLOS ES .. EL 

ELEMENTO PROBLEMA .. YA QUE ES A PARTIR DE PROBLEMAS COMO SE MUESTRAN LOS CONCEPTOS, 

DEFINICIONES Y RESULTADOS DE LA GEOMETRÍA ANALÍTICA EN ESTE TRABAJO. 

SE DESARROLLAN DESDE ESTA PERSPECTIVA CUATRO TEMAS IMPORTANTES; EL DE LA CIRCUNFERENCIA, 

ELIPSE, PARÁBOLA E HIPÉRBOLA Y SE TERMINA CON EL TEMA QUE LOS GENERALIZA, EL DE CÓNICAS. 

EN LA PRESENTACIÓN Y DESARROLLO DE LA SOLUCIÓN A LOS PROBLEMAS SE REVISA CUIDADOSAMENTE 

EL PAPEL QUE JUEGAN LAS REPRESENTACIONES GEOMÉTRICAS Y ALGEBRAICAS, Y CÓMO ESTAS 

INTERACTÚAN EN UN DIÁLOGO CONSTANTE PARA OTORGARSE SIGNIFICADO MUTUAMENTE. 

DE ESTA FORMA, ALGUNOS PROBLEMAS EMPIEZAN RESOLVIENDOSE CON EL APOYO GEOMETRICO HASTA 

LLEGAR A REPRESENTACIONES ALGEBRAICAS O TAMBIEN CON EL APOYO ALGEBRAICO HASTA LLEGAR A 

REPRESENTACIONES GEOMÉTRICAS: 
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INTRODUCCIÓN 

A lo largo de la historia educativa de México, un problema que se ha 

observado es la forma en que se enseñan los cursos de Matemáticas a nivel 

medio y superior. La apatía y el poco interés por su aprendizaje por parte de 

los alumnos se manifiesta principalmente en los altos índices de reprobación y 

en una deserción más o menos constante en los cursos de Matemáticas. La 

solución de este problema implica un análisis cuidadoso de la función que 

desempeñan los dos elementos más importantes en el proceso enseñanza

aprendizaje, que son el profesor y el alumno. El primero porque tiene la 

responsabilidad ineludible de guiar el proceso y el segundo porque es el 

parámetro que de alguna manera regula el éxito o fracaso de dicho proceso. 

En particular en la preparatoria del ITESM Campus Morelos esta 

situación se observa cuando nos damos cuenta que existe una aversión 

marcada por el aprendizaje de las Matemáticas, cuando observamos apatía y 

poca participación de los alumnos durante el desarrollo de las clases, por los 

altos índices de reprobación, etc. 

La indisposición a pensar y replantear las Matemáticas fuera del 

contexto matemático, principalmente fuera del aula, es un serio problema que 

enfrentamos y que debemos resolver si queremos que nuestros alumnos 

mantengan un interés constante y una participación activa en el desarrollo 

cotidiano de las clases, si queremos lograr altos estándares en su rendimiento 

y sobre todo si queremos enseñar a nuestros alumnos a razonar y a ser 

analíticos y críticos a través del conocimiento matemático. 

El problema es claro, el poco interés y la escasa participación en el 

proceso enseñanza-aprendizaje de las Matemáticas por parte del alumno 

origina un bajo rendimiento de éste. 



En este trabajo nos proponemos analizar y sugerir una alternativa 

tendiente a resolver este problema utilizando una serie de secuencias 

didácticas con un enfoque constructivista en donde el alumno esté implicado 

directamente en la construcción de su conocimiento y el profesor sea el guía 

para lograr este propósito. Dichas secuencias didácticas serán presentadas 

como un apoyo que podrá ser implementado en algunos temas del curso de 

PM-500 de la preparatoria del ITESM Campus Morelos, que es donde labora el 

autor, con el fin de dar un enfoque distinto a la enseñanza de las Matemáticas 

tomando como base la experiencia física y matemática y la sensibilidad de 

alumno con su entorno físico, es decir, se pretende traspasar la barrera que 

obscurece el pensamiento matemático del estudiante. Esto significa que el 

inicio de cada clase de Matemáticas bajo esta perspectiva la iniciamos 

describiendo las características y propiedades de las definiciones y conceptos 

que involucra el tema a desarrollar, para ello, elegimos un problema 

significativo en el que a través de su planteamiento y su solución 

contemplemos la mayor parte de todos los elementos que estén inmersos en 

los temas a desarrollar. 

El método tradicional de enseñanza matemática se basa esencialmente 

en la suposición de que la estructura cognitiva del alumno es semejante a la 

estructura del conocimiento matemático, por lo que muchas veces (la mayoría) 

la enseñanza se convierte en una secuencia ordenada de algoritmos, 

originando un aprendizaje mecánico y sin sentido para nuestros alumnos que al 

poco tiempo olvidan. 

Este nuevo enfoque constructivista, en cambio, propone en primer lugar 

incorporar todo conocimiento y experiencia previa relacionada con los 

conceptos y definiciones que se desean enseñar, y en segundo lugar llevar un 

registro del desarrollo cognitivo y de su evolución en nuestros alumnos a través 

del pensamiento matemático. 
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Este objetivo, como lo hemos dicho anteriormente, se pretende lograr mediante 

el planteamiento de problemas prácticos en donde el alumno haga uso de todo 

cuanto sepa acerca del problema, incluyendo conocimientos matemáticos y de 

esta manera construirlo y darle un significado a la teoría matemática. 

Uno de los objetivos primordiales es desarrollar en el alumno su 

creatividad, induciéndolo a ser más crítico y analítico ante el conocimiento 

matemático, despertando principalmente su pensamiento inductivo y deductivo. 

Hoy en día este problema es analizado por diferentes pedagogos en 

distintos centros de investigación tanto en México como en el extranjero, 

habiendo diferentes enfoques en la resolución del mismo. 

El Dr. Francisco Cordero, investigador del CINVESTAV-IPN, analiza esta 

problemática a través de dos ejes: el discurso matemático escolar y el 

conocimiento ante problemas matemáticos. 

En el primer eje se considera a la matemática como un conocimiento 

acabado y la manera de entender el conocimiento matemático ha sido a través 

de su repetición. Entonces, conocimiento acabado y repetición de conceptos, 

son los componentes que de alguna manera han definido la enseñanza 

tradicional de la matemática, cuya característica esencial es que se ha limitado 

al plano del lenguaje y ha dejado de lado el papel de las acciones. 

El segundo eje, el conocimiento ante problemas matemáticos señala 

algunos componentes importantes en la concepción de la enseñanza de las 

Matemática que derivan en concluir que la forma de presentar el conocimiento 

matemático en la enseñanza tradicional no se parece a la forma de pensar la 

Matemática, sobre todo por el alumno. 
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Uno de los científicos y pedagogos contemporáneos que han contribuido 

a la solución de este problema y sobre todo en el aspecto heurístico es G. 

Polya; en sus libros "Mathematical Discovery, How to salve it?" y 

"Razonamientos inverosímiles", presentando un método éUternativo para la 

enseñanza de las Matemáticas, utilizando un mecanismo que opera tanto en la 

estructura cognitiva del alumno como en la estructura del conocimiento 

matemático en un medio adecuado para que se den las experiencias de 

aprendizaje necesarios que logren armonizar la manera de presentar las 

Matemáticas con la manera de entenderlas y es precisamente el aula y a través 

de la resolución sistemática de problemas donde debe darse este proceso. 

En este proyecto pretendemos que el estudiante del curso de Geometría 

Analítica construye el conocimiento matemático dentro del aula a través de la 

solución de problemas que le ofrezcan un conjunto de significados cercanos a 

su realidad. 

En el marco de esta visión constructivista identificamos un medio que 

favorece la construcción del conocimiento matemático en el aula, denominado 

del "ejemplo al método". Este método consiste en plantear un problema 

matemático con un contenido específico capaz de formular y explicar conceptos 

y definiciones de entes matemáticos desarrollados durante cada clase. El 

criterio de selección de los problemas adecuados para el desarrollo de 

determinados conceptos y definiciones debe ser extremadamente cuidadoso. 

Se presentarán un conjunto de lecciones pertenecientes a temas del 

curso de PM-500 diseñadas usando este enfoque constructivista puntualizando 

en cada caso el punto específico en que se aplica el método propuesto y la 

descripción del concepto o definición que pretende explicar. 
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MARCO TEÓRICO. 

Enfrentar el problema de la enseñanza de las Matemáticas en cualquier 

nivel significa analizar detalladamente, en primer lugar, los elementos 

esenciales que intervienen en el proceso de su desarrollo, y en segundo lugar 

observar cuidadosamente la relación que guardan y cómo es que funcionan 

durante dicho proceso. 

Una de las grandes interrogantes que no ha sido aclarada totalmente es 

¿cómo es que el estudiante adquiere el conocimiento?, y como consecuenc!a 

inmediata cabe preguntarse ¿cómo éste entiende los conceptos matemáticos 

formalmente definidos?, ¿cuáles son los procesos cognitivos por medio de los 

cuales adquiere dichos conceptos?, esto nos conduce a considerar la 

dimensión epistemológica y didáctica de la Matemática, y la dimensión 

cognitiva por parte del alumno. 

El conocimiento matemático, la estructura cognitiva del estudiante, y el 

profesor son elementos fundamentales que deben ser tomados en cuenta si 

queremos entender y dirigir adecuadamente el proceso de la enseñanza

aprendizaje de las Matemáticas. El análisis de la estructura del conocimiento 

matemático nos permite por una parte conocer la relación interna de conceptos, 

definiciones y resultados, y por otra la lógica de su naturaleza. Conocer la 

estructura cognitiva del alumno, revisar cuidadosamente su evolución al 

contacto con el conocimiento matemático, reconocer y valorar las funciones de 

dicha estructura nos permite darle un significado más real a conceptos como la 

percepción, comportamiento, conciencia y memoria, y por último, la labor que 

tiene el profesor mostrará su trascendencia porque figura como el guía y como 

el eslabón entre la estructura del conocimiento matemático y la estructura 

cognitiva del alumno. 
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De acuerdo a esta primera estructuración del problema situamos las 

partes que lo componen en las disciplinas que las estudian. Vergnaud (1990) 

hace una clasificación al problema de la enseñanza matemática atendiendo la 

dimensión epistemológica y la divide en la Epistemología de la Matemática, 

Epistemología de la Psicología y Epistemología de la Educación Matemática. 

La epistemología de la matemática. En sus orígenes surge como una 

reflexión de los propios matemáticos sobre la naturaleza de su conocimiento y 

de los procesos de invención y descubrimiento. Se considera también el 

enfoque histórico, que trata de explicar las circunstancias bajo las cuales se 

desarrollaron y surgieron los resultados matemáticos. 

La epistemología de la psicología. Tiene diferentes raíces. Se nutre del 

doble enfoque acerca de la naturaleza de los objetos con que trata la 

psicología como ciencia, la conducta, la conciencia, la percepción, la memoria, 

etc. 

Por su parte, la epistemología de la educación matemática trata 

cuestiones tanto de la psicología como de la Matemática, aunada a las que 

surgen debido a las restricciones sociales de la educación matemática. Tales 

restricciones aunque no modifican la naturaleza del conocimiento matemático 

sí tienen fuertes implicaciones en la forma como los maestros ven su 

enseñanza y en su visión de la Matemática misma. 

El problema de enseñar las Matemáticas empieza desde que se intenta 

transmitir la matemática de unas personas a otras, por lo cual en este intento 

de dar la solución a esta problemática se han seguido diferentes perspectivas 

teóricas. 

En este trabajo abordamos la problemática con el enfoque 

constructivista del conocimiento, desde el cual se pretende que el aprendizaje 
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se dé mediante la construcción del conocimiento por parte del estudiante, y 

esto se lleve a cabo dentro del salón de clases. 

Dicho enfoque está fundamentado en la teoría de Jean Piaget (1896-1980) 

acerca del desarrollo intelectual en la que postula que los seres humanos 

heredan dos tendencias básicas: organización (tendencia a sistematizar y 

combinar procesos en sistemas generales · cohérentes) y la adaptación 

(tendencia a ajustarse al medio ambiente). Vernaugh considera como ideas 

esenciales de Piaget los siguientes puntos: 

1. El conocimiento deriva de la adaptación del individuo a su entorno. Esta 

tesis refleja en el fondo la formación en biología de Piaget, que considera al 

proceso de aprendizaje como un caso particular de asimilación y proceso de 

acomodación que caracteriza a todos los organismos vivientes: la 

asimilación de nuevas situaciones y nuevos objetos para formar estructuras 

y la modificación de estas estructuras a las nuevas características de los 

objetos. 

2. El conocimiento puede ser trazado por la forma individual de actuar con 

objetos y tratando con las situaciones, no solamente con sus declaraciones. 

La acción es el factor principal en el proceso del conocimiento. El lenguaje 

fue visto por Piaget como una consecuencia y como factor de pensamiento, 

pero Piaget se preocupó más por la acción que por el lenguaje. 

3. Cuando se actúa con objetos, los individuos desarrollan diferentes tipos de 

conocimiento, dependiendo del tipo de abstracción que ellos hacen: La 

abstracción empírica que consiste en aislar las propiedades y relaciones de 

objetos externos, y la abstracción reflexiva que consiste en aislar las 

propiedades y relaciones de las operaciones propias de las personas. 

7 



Para Piaget, el conocimiento lógico matemático deriva de la abstracción 

reflexiva, y el conocimiento físico o biológico proviene de la abstracción 

empírica. 

4. Aunque Piaget estudió extensivamente el desarrollo de conceptos 

matemáticos, el trató de dejar una relación del desarrollo de la inteligencia y 

el conocimiento en términos puramente lógicos: Por ejemplo, él trató de 

caracterizar la "etapa concreta" y la "etapa formal" del desarrollo cognitivo 

como conjuntos de operaciones lógicas. Sin embargo sus resultados no 

fueron buenos, y se enfrentó con el problema del "decálogo", que es, cuando 

la misma estructura lógica no se aplica de igual manera a objetos diferentes 

o a diferentes aspectos de los mismos objetos. Por ejemplo, hay un decálogo 

entre la conservación de la substancia (cantidad de materia), el peso y el 

volumen de un mismo pedazo de plastilina. 

5. La actividad simbólica es la contraparte interna de la actividad pública y 

resultados principalmente del proceso de interiorización por el cual la 

actividad pública (motora, perceptiva, comunicativa, etc.) es borrada 

progresivamente y hecha interna (Piaget, 1945). Por ejemplo, la actividad 

pública de contar una serie de objetos puede ser progresivamente 

interiorizada: los detalles se vuelven menos visibles, el número de palabras 

menos y menos audibles. Este punto es importante en la teoría piagetiana, 

como esta nos lleva a la tesis que pensar no es meramente una percepción 

o lenguaje interiorizados, pero también y más bien esencialmente una acción 

interiorizada. Un concepto es operacional, o no lo es. 

La visión constructivista del conocimiento matemático por parte del 

estudiante es una de las más ampliamente aceptadas hoy en día por los 

investigadores en Psicología de la educación matemática. Respecto a la 

construcción .del conocimiento Gerard Vergnaud lo define como "la 
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construcción progresiva de representaciones mentales implícitas o explícitas 

que son homomórficas a la realidad para algunos aspectos". 

En la enseñanza tradicional de la Matemática la solución de problemas 

se ha implementado como parte del proceso, muchas veces después de 

haberse expuesto los conceptos, definiciones y resultados matemáticos 

necesarios para su solución, y, es en la aplicación de la parte teórica de la 

Matemática en donde por lo general los estudiantes le dan un significado al 

conocimiento declarativo que les ha sido enseñado. Vergnaud en su reflexión 

acerca del punto de vista formalista señala que si las matematicas pueden ser 

pensadas con definiciones o axiomas o deben ser presentadas como una 

forma de conceptualizar un amplio rango de situaciones a través de la 

solución de problemas y con la ayuda de explicaciones progesivas y parciales, 

y concluye que el significado de las matemáticas proviene escencialmente de 

las solución de problemas y no de definiciones y fórmulas. 

La solución de problemas en las clases de Matemáticas es cotidiana, 

mediante ellos el alumno reafirma su conocimiento, casi todos los libros de 

Matemáticas al final de cada tema traen una lista de problemas resueltos y 

propuestos, la evaluación casi siempre es hecha a través de la solución de 

problemas, la misma evolución del conocimiento matemático ha tenido un 

importante desarrollo a través de los problemas, es decir, en la solución de 

muchos problemas han surgido nuevos resultados que vienen a hacer más 

completa la teoría de la ciencia matemática. El problema de Pappo que está 

enunciado en su libro VII en sus "Ediciones Matemáticas": "El lugar de tres o 

cuatro líneas es el de los puntos tales que el producto de sus distancias a dos 

rectas dadas sea igual al cuadrado de aquellos a una tercera o al de a otras 

dos rectas dadas." Fue el punto de partida de Descartes para establecer su 

nuevo sistema de Geometría. 
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Los 13 libros de Diofanto de Alejandría (del cual no se sabe su periodo 

de vida) en los cuales enuncia una serie de problemas geométricos son la base 

de la teoría de los números desarrollada principalmente por Pierre de Format 

en el siglo XVII. 

El Cálculo Diferencial tiene su orígen formal en el problema del trazo de 

rectas tangentes de funciones polinomiales, la Teoría de las Ecuaciones se 

desarrolla al intentar Galois y Abel resolver ecuaciones de grado mayor a 4. 

La idea de utilizar la solución de problemas en el proceso de la 

enseñanza-aprendizaje de las Matemáticas encuentra entre sus más 

importantes exponentes en este siglo a George Polya, quien desarrolló un 

trabajo extenso sobre el tema. Polya escribió numerosos libros que muestran 

una metodología para resolver problemas. Este autor caracteriza la estructura 

del problema, establece un proceso por faces en la resolución y de alguna 

manera algoritmiza dicho proceso. La idea central es que el estudiante 

permanentemente se encuentre en un estado de cuestionamiento en el que 

probablemente encuentre analogía con otros problemas ya resueltos y de esta 

forma llegar más fácil y rápido a la solución. 

Gran parte de la teoría matemática, como hemos dicho, se ha construido 

a partir de la solución de problemas a lo largo de la historia de la sociedad bajo 

determinadas condiciones y para la satisfacción de necesidades también 

específicas. El autor propone retomar esta forma de construcción del 

conocimiento y llevándola al aula a través de situaciones didácticas apropiadas 

en las que el alumno pueda otorgarle un significado a los resultados de las 

Matemáticas. 

El mecanismo- a través del cual llevaremos a cabo este proceso es 

mediante la resolución sistemática de problemas, a través del análisis de 

situaciones reales o a través del análisis del desarrollo histórico de los 

conceptos de la Geometría Analítica que se estudian en este trabajo. Esta 
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estrategia presenta los conceptos y definiciones de las Matemáticas mediante 

el apoyo de construcciones geométricas asociadas con formas simbólicas 

(algebraicas) para después aplicarlos en la solución de problemas en que el 

alumno podrá incorporar toda su experiencia que posee acerca del problema y 

acerca del concepto a desarrollar. 

Este tipo de problemas que escogeremos para desarrollar una serie de 

secuencias didácticas en la asignatura de Geometría Analítica serán 

seleccionados y presentados cuidadosamente en este trabajo enfatizando en 

que el alumno desde esta visión constructivista utiliza todo el cúmulo de 

experiencias matemáticas y no matemáticas relacionadas con los conceptos, 

resultados y definiciones que se enunciarán. 

Lo anterior implica que a partir de un conjunto de significados existentes 

en la estructura cognitiva de los alumnos, éstos pueden plantear la solución de 

los problemas y a través de este planteamiento aplicar y desarrollar el 

contenido matemático deseado. De esta manera el estudiante puede otorgarle 

un significado a los resultados matemáticos. El conocimiento matemático es 

normalmente presentado al estudiante a través de dos tipos de 

representaciones, las algebraicas y las geométricas, en las primeras por lo 

regular el alumno no puede incorporar más que experiencia matemática 

proporcionada por cursos de Matemáticas y la manifiesta a través de un 

lenguaje un tanto débil al que no puede otorgarle suficiente significado, el 

segundo tipo de representación le permite incorporar experiencia no 

matemática a la cual le otorga otro significado que es más acorde con su 

realidad. 

La afirmación en este sentido de Tomy Dreyfus acerca de dos conceptos 

importantes dentro del aprendizaje de las Matemáticas, la imagen conceptual y 

la definición conceptual nos muestra que el alumno tiene un lenguaje simbólico 

que utiliza para comunicarse y para aprender, al cual le otorga de antemano un 
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significado, en función de su bagaje de experiencias, en particular lo hace en 

Matemáticas y el citado autor argumenta lo siguiente: " ... todos los conceptos 

matemáticos excepto los primitivos tienen definiciones formales._ Muchas de 

estas definiciones son introducidas en los niveles de secundaria y preparatoria. 

Sin embargo, por una parte el estudiante no necesariamente usa la definición 

cuando decide si un objeto matemático dado es un ejemplo o no de el 

concepto. En muchas de los casos el estudiante decide sobre la base de una 

imagen conceptual, que es el conjunto de todas las imágenes mentales en la 

mente del estudiante asociadas con el nombre del concepto, junto con todas 

las propiedades que las caracterizan ... 

Su imagen del estudiante es un resultado de su experiencia con 

ejemplos y con no ejemplos del concepto. Aquí el conjunto de objetos 

matemáticos determinados por el estudiante a ser ejemplos del concepto no 

necesariamente es el mismo al del conjunto de objetos matemáticos 

determinado por la definición". 

En la mayoría de los casos estos conjuntos no son los mismos y es una 

de las razones por las cuales los resultados de los alumnos no son los 

esperados por el profesor. 

En este primer acercamiento hacia nuestro objetivo, han aparecido 

conceptos que utilizaremos durante el resto del trabajo y que convendría en 

este momento explicar por qué son propios de la educación matemática, es 

decir, pertenecen tanto a la epistemología del conocimiento matemático como a 

la epistemología de la psicología de la educación. 

Es muy importante analizar los objetos matemáticos que surgen desde la 

visión constructivista de esta investigación porque de acuerdo a una de las 

hipótesis de Piaget se afirma, que el conocimiento debe ser derivado de la 

acción deseada del estudiante sobre los objetos matemáticos, considerando en 

esta acción otro concepto importante denominado proceso (que se explicará 
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con más detalle en el desarrollo de esta investigación). Para explicar estos dos 

conceptos analizamos la estructura matemática. Encontramos que el 

conocimiento matemático está constituido de objetos como son los números, 

las funciones, los vectores, las ecuaciones, los conjuntos, etc., o de procesos 

como son la diferenciación, la suma, la integración, etc. Sin embargo, a pesar 

de que parece muy obvia esta primera clasificación surgen interesantes 

complicaciones, porque, algunos conceptos muchas veces pueden ser tratados 

como objetos y otras como procesos, por ejemplo las funciones son un proceso 

en tanto que se encargan de asociar elementos entre dos conjuntos, mientras 

que pueden ser identificados como objetos si consideramos que las funciones 

se pueden derivar o integrar, es decir, se les puede aplicar un proceso. 

Algunas veces para entender un objeto necesitamos repetidamente 

llevar a cabo procesos sobre varios objetos de tal manera que estamos 

objetificando el conocimiento matemático a través de la operación continua 

sobre objetos matemáticos desarrollando de esta forma un "pensamiento 

operacional" en el estudiante que le sirve para la construcción del 

conocimiento. 

Una de las razones de la complejidad del conocimiento matemático es 

que muchas nociones matemáticas toman el rol de procesos y otras veces de 

objetos dependiendo de la situación matemática y de la conceptualización del 

estudiante (Dreyfus). 

Por otra parte las imágenes conceptuales y las definiciones 

conceptuales que interpretan en cierta medida la experiencia del alumno, nos 

conducen a analizar de forma natural en como los estudiantes entienden no 

sólo las Matemáticas sino tambien el mundo real. Este tipo de representaciones 

son dos: las representaciones que son expresadas por medio de un conjunto 

de símbolos previamente definidos, y aquellas que pueden registrarse 

directamente del mundo físico por nuestra vista, llevadas al contexto de la 
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enseñanza matemática las identificamos como las representaciones 

algebraicas y representaciones geométricas. Las segundas tienen una 

importancia primordial para nosotros porque a través de ellas intentaremos 

otorgarle un significado a las primeras. 

Las representaciones geométricas ofrecen un concepto que puede ser 

entendido como un fenómeno dentro del proceso, y esta es la visualización, 

que en particular en el desarrollo de las secuencias didácticas del curso de 

Geometría Analítica de este trabajo tiene una importancia trascendente ya que 

los objetos matemáticos a ser estudiados tienen una representación geométrica 

fácil de identificar en superficies planas y además tienen una representación 

algebraica simbólica, que es a lo que se intenta darle un -significado a través de 

su construcción. Los dos conjuntos de representaciones, las algebraicas y las 

geométricas, son el tipo de representaciones que ayudarán al alumno a hacer 

representaciones mentales de conceptos, definiciones y resultados de 

Matemáticas. 

Tomy Dreyfus analiza la visualización desde dos puntos de vista: la 

interpretación y el conocimiento de modelos visuales y la habilidad para 

trasladar en imágenes visuales información que es dada en forma simbólica. 

En esta investigación la visualización es un argumento importante en el 

planteamiento de los problemas y refuerza la idea de incorporar la experiencia 

del estudiante en la solución de éstos. 

Se han identificado elementos importantes que intervienen en la 

construcción del conocimiento, la imagen conceptual y la definición conceptual, 

los procesos, los objetos y la visualización. Todos ellos están inmersos en la 

solución de problemas, en donde además de la solución nos interesa el 

planteamiento de ésta. Sin embargo, aunque se ha trazado un camino por 

donde transitar para lograr nuestros propósitos no se ha aludido el papel que 

mantiene el estudiante y sobre el cual tienen un impacto los elementos 
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descritos anteriormente. Es decir, la estructura cognitiva del estudiante se 

desarrolla y evoluciona utilizando estos elementos de tal manera que el 

estudiante inicia un proceso en la construcción de su conocimiento, al cual 

llamaremos abstracción. ¿En qué consiste este proceso? En trabajos 

realizados por Piaget y citados por Vergnaud la abstracción consiste en aislar 

las propiedades y relaciones externas de los objetos, y de aislar las relaciones 

de las propias operaciones de las personas, por lo que de acuerdo a esto la 

abstracción la clasifica en dos tipos: abstracción empírica para el primer caso y 

abstracción reflexiva para el segundo y afirma que el conocimiento lógico 

matemático se deriva de la abstracción reflexiva. 

En este trabajo la abstracción reflexiva la entenderemos como un 

proceso por medio del cual el alumno ha de construir su conocimiento en 

Matemáticas. 

La abstracción reflexiva es una construcción mental de objetos o de las 

acciones sobre estos objetos (E. D. Dubinsky, 1991 ). 

La abstracción reflexiva a la luz de los elementos que han sido 

analizados anteriormente se convierte en el medio en que nuestros alumnos le 

dan significado al conocimiento matemático, y sobre todo en el medio que 

utilizan nuestros alumnos para la construcción de su conocimiento. 

En la estructura del conocimiento matemático se han identificado 

objetos, tales como números, funciones, gráficas, etc., y en la estructura 

cognitiva del estudiante se han identificado procesos que no son más que 

acciones llevadas a cabo por nuestros alumnos sobre estos objetos, es decir, 

un proceso, es una construcción interna de una acción llevada a cabo por el 

aprendiz para conocer un objeto matemático. 

Sin embargo en la estructura del conocimiento matemático también 

existen procesos tales como la diferenciación, la suma, la división, las 
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funciones que son distintos a los procesos que hemos definido en la estructura 

cognitiva del estudiante. Aunque aquí también existen objetos que no 

necesariamente son distintos a los objetos dentro de la estructura matemática 

porque estos serán entendidos por el estudiante a través de sus propiedades y 

mediante procesos. Por esto vamos a diferenciar los procesos dentro de la 

estructura del conocimiento matemático . que llamaremos procesos 

matemáticos, y los procesos dentro de la estructura del estudiante que 

llamaremos procesos cognitivos. De tal manera que los procesos cognitivos 

son las acciones que tienen una construcción interna en el estudiante y que 

tiene que llevar a cabo sobre los objetos matemáticos para construir su 

conocimiento. La idea es que el alumno incorpore el máximo de su experiencia 

en el aprendizaje de los conceptos matemáticos, para ello tiene que accionar 

todo lo existente, es decir, deben de existir de antemano un conjunto de 

procesos cognitivos por medio de los cuales el estudiante aprende, este 

conjunto de procesos y de objetos más o menos coherentes dentro del alumno 

es lo que Piaget llama esquemas, es decir, el esquema es un marco de 

referencia dentro de la estructura cognitiva del alumno que le permitirá 

incorporar toda su experiencia en el aprendizaje de la teoría matemática; cada 

vez que hagamos referencia a un esquema será en este sentido. La 

abstracción reflexiva como construcción mental la vamos a analizar para ser 

más específicos en cuanto a su funcionamiento al contacto con la Estructura 

Matemática. 

Dubinsky clasifica en cinco clases a la abstracción reflexiva: la 

interiorización, la coordinación, al encapsulación, la generalización y la 

inversión. 

• La interiorización la define como el proceso interno de construcción, como 

una forma de darle sentido a un fenómeno percibido. 
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• La coordinación es la composición de dos o más procesos para construir uno 

nuevo. 

• La encapsulación es la conversión de un proceso (dinámico) en un objeto 

(estático). 

• La generalización es la aplicación de un esquema a una amplia colección de 

fenómenos. 

• La inversión consiste en reconstruir un nuevo proceso invirtiendo el proceso 

original (este tipo de abstracción es considerado por Dubinsky en adición a 

los cuatro anteriores que consideró Piaget). 

La estructura de un esquema y utilizando las clases de 

abstracción que Piaget encontró es la siguiente: 

Interiorización 

OBJETOS 

Encapsulación 

Generalización 

Esquema 

PROCESOS 

Coordinación 
Inversa 

Una acción debe ser interiorizada. Esto significa que alguna 

construcción interna ha sido hecha referente a la acción. Una acción 

interiorizada es un proceso. La interiorización nos permite ser conscientes de 
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una acción para reflejarla y combinarla con otras acciones. Por ejemplo, el 

cálculo de una derivada de una función particular es una acción sobre un 

objeto. La idea de poder calcular la derivada de cualquier función, es el 

proceso que resulta de interiorizar esta acción. 

Interiorizando acciones es una forma de construir procesos, otra forma 

es trabajar con procesos que ya existen para formar otras. Si un proceso es 

interiorizado el estudiante puede ser capaz de revertir el proceso para resolver 

el problema. Por ejemplo, cuando de una función dada se desea encontrar una 

función cuya derivada es la función original, esto es la antidiferenciación o 

integración que también debe ser interiorizada para convertirse en un proceso. 

Para encapsular los procesos de integración y diferenciación debería parecer 

como requisito esencial conocer el Teorema Fundamental del Cálculo. 

Otra forma de construir nuevos procesos a partir de los existentes es 

componer o coordinar dos o más procesos que es precisamente a lo que se 

refiere la coordinación. 

Un proceso cognitivo simple es un tipo de abstracción a la que P. D. 

Dubinski llama interiorización, un proceso que surge a partir de dos procesos 

cognitivos lo llama "coordinación" y un proceso (dinámico) que lleva a 

concentrarse en un objeto (estático) le llama "encapsulación". Los cuatro tipos 

de .abstracción serán utilizados para desarrollar estas secuencias y se hará 

referencia a ellas cuando se necesiten. 

La solución sistemática de problemas y más bien el planteamiento de la 

solución junto con ella es el método que seguiremos para construir el 

conocimiento matemático del estudiante. En este método es muy importante 

identificar los esquemas que creemos ha de utilizar el alumno para resolver el 

tipo de problemas planteados, y así de esta forma llegar a dedudr los de 

Geometría Analítica, a pesar de que hemos especificado· 1os elementos que 

constituyen tanto la estructura matemática como la estructura cognitiva del 
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estudiante y se ha tendido el puente entre dichas estructuras por medio de la 

abstracción reflexiva utilizando el elemento "problema" que opera tanto en el 

conocimiento matemático como en el desarrollo cognitivo del alumno, cabe 

aclarar que existen muchas interrogantes que este trabajo no ha tocado, como 

por ejemplo el medio ambiente donde se lleva a cabo la instrucción 

matemática, el factor afectivo y el lugar donde. quedan fijos los conocimientos 

matemáticos en el estudiante, por ejemplo, la memoria o en la configuración 

psicológica como lo menciona Dubinski. Por otra parte señalamos 

enfáticamente que la solución de problemas a través de la cual es presentado 

el conocimiento matemático al estudiante no está orientado a mostrar ni a 

desarrollar la adquisición de habilidades para resolverlos, si no más bien hacia 

los procesos del pensamiento y a su evolución a través del conocimiento 

matemático. Nicholas Balachev describe esta problemática argumentando que 

el cambio de la enseñanza de competencias y habilidades hacia los procesos 

cognitivos es reforzada por la evolución general de nuestra problemática del 

estudio de las dificultades del estudiante hacia su conocimiento. 
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CAPÍTULO l. 

CIRCUNFERENCIA 

Problema 1. 

Encontrar la representación geométrica. y algebraica de la trayectoria 

que sigue una abeja para comerse la miel que está en el borde de un plato 

redondo, si sabemos que la abeja se encuentra en el centro del plato. 

Solución. 

Para la solución de este problema acudimos primeramente al bosquejo 

geométrico del planteamiento de la solución. 

Suponemos que todos nuestros alumnos conocen un plato redondo, esto 

es: 

PLATO 

Para que la abeja empiece a comer la miel debe recorrer un primer 

camino (el cual suponemos es una recta) para llegar al borde del plato. Se 

puede deducir que cualquier dirección que ésta elija, la distancia debe ser la 

misma. En cuanto la abeja llega al borde del plato para comerse la miel, 

empieza a describir una trayectoría que puede ser imaginada como un gran 
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conjunto de gotas de miel una tras otra que la abeja deberá seguir hasta 

comerla toda. La trayectoría que sigue para comerse la miel es la que vamos a 

llamar circunferencia. Dos tipos de trayectorías sigue la abeja para comerse la 

miel, la primera es una línea recta y es siempre constante, la segunda que 

debe realizar para comerse la miel es sobre el borde del plato, a la primera le 

llamamos radio y a la segunda le llamamos circunferencia, además no 

debemos olvidar el punto de partida de la abeja que es el centro del plato. 

A partir del planteamiento del problema se enuncia una primera 

definición (informal) junto con los alumnos de la trayectoria a la cual le hemos 

llamado circunferencia. Esto es, se· describe la trayectoría de la abeja como un 

conjunto sucesivo de gotas de miel que se encuentran todas a una misma 

distancia de un punto fijo que es el centro del plato, punto de donde parte la 

abeja. 

Se ha llegado a contruir la definición de la trayectoria seguida por la 

abeja y se han identificado sus elementos esenciales. A continuación, 

utilizando estos elementos (radio, centro) se construye su representación 

algebraica. Para esto se lleva el plato al sistema coordenado haciendo coincidir 

su centro con el origen, y se utilizan algunos procesos ya existentes en la 

estructura cognitiva del alumno. Para construir la representación algebraica de 

la circunferencia que es la trayectoria que sigue la abeja para comerse la miel, 

primero hacemos la representación geométrica apoyandonos en la experiencia 

del alumno y en el planteamiento descrito anteriormente. 

Suponemos que la distancia del centro del plato al borde la hemos 

medido y que ésta es de 1 O cm. También que el alumno conoce el resultado 

del Teorema de Pitagoras (proceso cognitivo existente). De esta manera, al 

construir la representación geométrica en el sistema coordenado se obtiene la 

representación algebraica. 

000965 
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Representación Geométrica 

representación algebraica 

x2+y2=102 

La representación geométrica de la trayectoría de la abeja a la que se le 

ha llamado circunferencia surge en muchas otras situaciones, por ejemplo, la 

circunferencia nos recuerda la figura que se forma en el agua cuando tiramos 

una piedra en un estanque, al pasar el tiempo el círculo se hace mayor y se va 

propagando o moviendo. Esto sucede con todos los fenómenos ondulatorios, 

como son el sonido, la luz, etc. 

En algunas investigaciones sociales se busca, dados dos centros de 

producción colocados a cierta distancia determinar el límite o frontera donde el 

precio o influencia de las centros es el mismo. De esta manera, quedan 

determinados las áreas de distribución para cada una de ellos. 

En la industria la forma de herramientas y de los objetos, es como la de 

una circunferencia, por ejemplo, las poleas, las llantas, etc. 

Ahora estamos en condiciones de dar una definición formal de lo que es 

la circunferencia. 

Definición: Circunferencia es el lugar geométrico de un punto que se 

mueve en un plano de tal manera que se conserva siempre a una distancia 

constante de un punto fijo de ese plano. 
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El punto fijo se llama "Centro" y la distancia constante se llama "Radio". 

La primer acción que se lleva acabo para conocer este objeto 

matemático es su construcción geométrica, formando de esta manera el primer 

proceso cognitivo y utilizando la visualización en ello. 

p 

Para construir procesos cognitivos en los que el alumno pueda 

incorporar su experiencia matemática y no matemática, 

planteamiento y solución de los siguientes problemas: 

Problema 2. 

acudimos al 

Hallar la representación algebraica (ecuación) de la circunferencia cuyo 

centro está en el origen de coordenadas y su radio es: 

a) R=3 b) R=5 c)R=1 

Solución. 

a) Se intenta encontrar una representación algebraica utilizando la 

experiencia matemática de nuestros alumnos, y el primer proceso cognitivo que 

el alumno ha formado a través de la definición : 
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-1 

-z 

Observamos por los triángulos OPQ, OP'Q', OP"Q" y OP"'Q"' que con 

todos los puntos que están sobre la curva se pueden formar triángulos 

rectángulos, simplemente trazando rectas paralelas al eje de las "Y' por los 

puntos y uniendo mediante una linea recta el origen con dichos puntos , de 

esta manera la hipotenusa siempre es el radio y los catetos corresponden a 

las x e y respectivamente. Por el teorema de Pitágoras (proceso conocido 

existente) se puede deducir la representación algebraica. 

x2+y2=9 representación algebraica 

b) 

Pi><.vl 

I 1 
/ 

r 7'1_; ¡/ y 

ºI • Q . 
1 ¡ 

\ 

\ ¡ ~ 
' 1 

1 

x2+y2 = 25 Representación algebraica 

2-1 



Pi,c. y) 

r 1 

y 

o a 

c) Representación algebraica 

Comentarios: El alumno puede darse cuenta con estos ejercicios que la 

representación algebraica de cualquier circunferencia con centro en el origen 

de coordenadas es de esa forma, es decir, las variables x e y aparecen 

elevadas al cuadrado y sumadas e igualadas a una costante. Para generalizar 

este resultado resolvemos el siguiente ejercicio: 

Problema 3. 

Encontrar la representación algebraica (ecuación) de la circunferencia 

cuyo centro es el origen de coordenadas y cuyo radio es R donde R es 

cualquier cantidad positiva: 

Solución. 

En el problema anterior el alumno a través de la definición construía la 

circunferencia, ésta es: 
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P(x,yJ 

A 

y 

o )( a X 

Por el teorema de Pitágoras . La representación algebraica (ecuación) 

de esta circunferencia es x2+y2=R2
. 

Esta ecuación es un primer resultado de generalización, es decir, es un 

esquema al cual pertenecen todos los procesos cognitivos que el alumno va 

formando de circunferencias con distintos radios. 

Problema 4. 

Encontrar la representación algebraica (ecuación) de una circunferencia 

cuyo centro está en el punto (3, 1) y R=4 

Solución. 

( 
\ 
\ 

y 

/ ·p¡x,y] 

\ 
A 4 \ 

C .,._(3.-IJ _ __,..,(x.lJ \ 

" 

Representación geométrica 
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Estamos empezando a familiarizarnos con la definición y el alumno 

vuelve a visualizar que cualquier punto que esté sobre la curva debe estar a la 

misma distancia del punto C(3, 1), esto es, 4 unidades. 

Se observa que el triángulo CQP: 

a) es rectángulo. 

b) Los catetos son: x-3 y y-1 y R=4. 

c) la hipotenusa es 4 

Por el teorema de Pitágoras·(x-3/ + (y-1/ = 42
. 

(x-3/ + (y-1/ = 16 representación algebraica 

Problema 5. 

Encontrar la ecuación de una circunferencia cuyo centro es el punto (2,-

1) y R=3 

Solución. Representación geométrica 

y 

X 

e 12,-11 a (x.-11 

Se observa que el triángulo CQP es rectángulo, y se deduce que: 
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a) sus catetos son (x-2) y (y+1) 

b) la hipotenusa es 3 

Por el teorema de Pitágoras (proceso cognitivo existente) tenemos: 

(x-2/ +(y+1/ = 32 

(x-2/ +(y+1/ = 9 

Problema 6. 

Representación algebraica 

Encontrar la ecuación de una circunferencia cuyo centro es el punto 

( a,P) y radio R con R>O 

Solución. Representación geométrica 

y 

P(x..y) 

x-a X 

En el triángulo CQP observamos que: 

a) El triángulo es rectángulo 

b) Los catetos son x-a y y-p 

c) La hipotenusa del triángulo es R 

Por el teorema de Pitágoras se tiene que: 

· 28 



(x- a/+ (y-f)j = R2 Representación Algebraica. 

De esta manera la representación algebraica (ecuación) de cualquier 

circunferencia con centro en el punto ( a,/3) y radio Res: (x- aj+ (y-pj =R2 que 

es un esquema al cual pertenecen todos los casos particulares presentados 

anteriormente. Esta ecuación, que es la más simple de la circunferencia la 

llamaremos La ecuación ordinaria de la circunferencia con centro en el punto 

( a_./3) y radio R, que queda formalizado en el siguiente teorema: 

TEOREMA 1. 

La circunferencia de radio R con centro en el punto e( a,/3) tiene como 

ecuación ordinaria a: 

(x- al+ (y-f)j =R2 

Si el centro coincide con el origen de coordenadas, es decir, si a= O, 13 = 

O la ecuación ( 1 ) toma la forma x2 + y2 = R2 
. 

Otra clase de problemas que se pueden resolver utilizando el esquema 

encontrado en el teorema anterior, es aquella en la que como datos se tiene 

ciertas condiciones que debe cumplir el objeto matemático: 

Problema 7. 

Hallar la ecuación de la circunferencia de la cual los puntos A(3,3) y 8(-

1,3) son extremos de uno de sus diámetros 

Solución. 

Para la solución de este problema el alumno utiliza experiencia 

matemática obtenida en cursos anteriores de matemáticas, en este caso, que 

todo diámetro pasa por el centro de la circunferencia y que su longitud es igual 

al doble del radio. 
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Identificamos los elementos dados como datos en el plano cartesiano, 

esto es, Representación geométrica 

y 

A ( 1,31 e 11.J1 B ,31 

)( 

El punto medio del segmento de recta que determina el diámetro, es el 

centro de la circunferencia. 

-1+3 
x=--=1· 2 1 

3+3 
y=-2-=3, esto implica que C (1,3) 

Sólo falta determinar la longitud del radio. Se puede utilizar el proceso 

cognitivo (fórmula que determina la distancia entre dos puntos), o simplemente, 

en este caso contar las unidades del centro a cualquiera de los extremos del 

diámetro. Esto por ser el diámetro un segmento de recta paralelo al eje de las x 

Por lo tanto el radio es R = 2 

Aplicando el esquema: (x- aj+ (y-/Jf = R2 obtenemos: 

(x-1/ + (y-3/ = 22 lo que implica: (x-1/ + (y-3/ = 4 ecuación. 

Desarrollando las operaciones en esta última ecuación obtenemos una 

nueva expresión a la cual se le llama ecuación general de la circunferencia, en 

este caso con centro en el punto (1,3) y de radio 2. 
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En el siguiente problema se plantea la generalización. 

Problema 8. 

Encontrar la ecuación general de la circunferencia cuya ecuación 

ordinaria es (x- aj+ (y-/Jj = R2 

Solución: 

(x- aj+ (y-/Jj =R2 

x2 -2ax + a 2 + / -2/Jy +p2 = R2 

x2+ /-2ax-2/Jy+ a 2+p2 - R2 = O 

Si -2a=D; -2/3 = E y a 2+p2 - R2 = F obtenemos: 

x2+ y2+Dx + Cy + F = O 

El resultado de este problema lo podemos enunciar como resultado. 

TEOREMA 2. 

La ecuación general de cualquier circunferencia es de la forma: 

x2+ y2+Dx + Ey + F = O, donde O, E, Fe R 

Se han llegado a representar algebraicamente de dos formas a todas las 

circunferencias, la ordinaria en la cual se conocía el centro y el radio y la 

general en la cual se desconocen el centro y el radio. El siguiente problema 

muestra cómo encontrar los elementos de una circunferencia a partir de su 

ecuación general. 

Problema 9. 

Analizar la circunferencia cuya ecuación general es: 

x2 +y2 -2x +4y - 20 = O 
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Solución. 

En la solución de este problema y los siguientes cuatro, se invierte el 

proceso, lo que se llama inversión, para esto la ecuación general "se regresa" a 

la ecuación ordinaria. 

x2 +y2 -2x +4y- 20 = O 

Agrupando los términos en x y en y : 

x2 -2x +y2+4y - 20 = O 

Completando cuadrados: 

(x 2 -2x+1) +(y2+4y+4) =20+1+4 

F actorizando: 

(x-1 J2 +(y+2;2 = 25 que es la ecuación ordinaria de esa circunferencia. 

De esta circunferencia se puede decir que : 

a) El centro es el punto (1,-2). 

b) El radio es 5. 

Problema 1 O. 

Analizar la circunferencia cuya ecuación general es: 

x2 +y2 +4x -6y - 3 = O 

Solución: 

Por analogía a la solución del problema anterior tenemos : 

x2 +y2 +4x -6y - 3 = O completando cuadrados obtenemos: 
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(x2 +4x+4) +(y2-6y+9) =3+4+9 factorizando: 

(x +2)2 +(y-3)2 = 16 Ecuación ordinaria. 

Circunferencia con: 

a) Centro en (-2,3). 

b) Radio R = 4. 

Problema 11. 

Analiza la circunferencia cuya ecuación general es: 

Solución. 

x2 +y2 +2x - 35 = O 

x2 +y2 +2x - 35 = O 

(x2 +2x+1) +y2= 35+1 

(x+1)2 +y2 =36 

Por lo tanto es una circunferencia con : 

a) Centro en (-1,0). 

b) Radio R = 6. 

La siguiente clase de problemas muestran que muchas veces al analizar 

una ecuación de la forma x2+y2+Dx+Ey+F=O no siempre es posible que 

represente una circunferencia. 

Problema 12. 

Analizar las siguientes ecuaciones: 
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a) x2+y-4x-6y+14=0 

b) x2+y2+2x+10y+26=0 

Solución: 

Por la forma que tienen estas ecuaciones parecen circunferencias, sin 

embargo al aplicar algunos de los procesos cognitivos para llevarlas al 

esquema ( ecuación ordinaria) obtenemos : 

a) x2+y-4x-6y+14=0 

x2 -4x+y2-6y = -14 

agrupando: 

completando cuadrados: 

(x 2 -4x+4)+(y-6y+9) = -14+4+9 factorizando: 

(x-2/ + (y-3/ = -1 

Esta última representación algebraica también se parece a una 

circunferencia, sin embargo el lado derecho es negativo, lo cual al tratar de 

construir su representación geométrica origina problemas, ya que si 

identificamos su centro que es el punto (2,3) no se puede construir su radio, 

porque la noción de distancia está asociada con números positivos, por otra 

parte si dos cantidades elevadas al cuadrado son positivas, su suma es 

positiva, y está igualada a una cantidad negativa, lo que quiere decir que no 

existen parejas de números que satisfagan esta ecuación, por lo que la 

ecuación representa un conjunto vacío de puntos. 

b) x2+y2+2x+10y+26=0 

(x2 +2x+1)+(y2+10y+25) = -26+1+25 

(x+1/ + (y+5/ = O 
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Esta última ecuación representa una circunferencia de radio "cero" con 

centro en el punto (-1,-5). Si se intenta construir su representación geométrica, 

se observa que solamente se puede identificar el centro que es un punto 

porque el radio no tiene magnitud. 

El siguiente problema generaliza los últimos tres problemas. 

Problema 13. 

Analizar la ecuación x2+y2+Dx+Ey+F=O con D,E y F E .W. 

Solución: 

Por analogía a la solución de los últimos problemas obtenemos : 

x2+y+Dx+Ey+F=O 

(x 2+Dx) +(y +Ey) = -F 

(x2+Dx+D2 )+(y+Ey+E2 )=-F+D2 +E2 
4 4 4 4 

(x+º )2+(y+5-)2 = -F+D2 +E2 
2 2 4 4 

Esta expresión origina los siguientes tres casos : 

Caso 1. F+
02 

+E
2 

> O, qQue representa una circunferencia con centro (-Q,-
4 4 2 

-5__), 
2 

Caso 2. F+
02 

+ E
2 

= O Que representa el punto (-Q,_5._)_ 
4 4 2 2 

Caso 3. F+
02 

+ E
2 

< O Que representa un conjunto vacío de puntos. 
4 4 

El resultado de este problema se puede enumerar como el siguiente 
teorema: 
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TEOREMA 3. La ecuación o representación algebraica de la forma 

x2+y2+Ax+By+C=0 puede representar: 

a) Una circunferencia. 

b) Un punto. 

c) Un conjunto vacío. 

APLICACIONES DE LAS CIRCUNFERENCIAS. 

(de! libro de Relaciones y Geometría Analítica) 

Al resolver problemas determinados por ciertas condiciones, obtenemos 

como resultado la ecuación de la circunferencia. 

Problema 14. 

¿Cuáles son los límites del territorio que puede cubrir un ave que parte 

.de su nido en búsqueda de alimento a las 6 a.m. y regresa a él a las 6 p.m.? El 

ave tiene una velocidad media de vuelo de 20 km/s y requiere de un mínimo de 

4 horas para descansar y alimentarse. 

Solución. 

En el enunciado del problema se alude a la realidad del estudiante. En la 

solución se busca el vínculo entre su realidad y los procesos cognitivos 

construidos referentes a la circunferencia. 

Los datos que tenemos son: 

Tiempo de vuelo = t = 12 horas - 4 horas = 8 horas. 

Velocidad = 20 km/h 

La distancia máxima que puede recorrer es entonces: 
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Distancia = Velocidad x Tiempo = (20 km/h) (8 h) = 160 km 

(proceso cognitivo existente.) 

El punto donde es más sencillo localizar el nido en un sistema de 

coordenadas es el origen. Las coordenadas del nido son entonces C(0,0). A 

partir de este punto puede recorrer 160 km en cualquier dirección. Si 

tomamos en cuenta que regresará al nido, lo más que puede alejarse son 80 

km. 

Por lo tanto, los límites del territorio que. puede cubrir están dados por la 
ecuación: 

~----- 160 
±~(x-0)2 +(y-0)2 = 2 
x 2 +y 2 =(80;2 

que es la ecuación de una circunferencia con centro en el origen y radio 
80. 

Problema 15. 

¿Cuál es la ecuación que define la onda formada por una piedra al caer 

en un lago cuya superfide está en reposo y cuál es su variación con el 

tiempo, si la onda se aleja del punto de impacto con una velocidad constante 

V? 

Solución. 

En la solución de este problema además de que se alude a la 

experiencia no matemática, se trata de vincular el conocimiento matemático 

con el de otras ramas del conocimiento como la Física. 

La distancia de la onda al punto de impacto varía con el tiempo. Esta 

distancia (el radio) está dada por la fórmula: 

d=Vo • t (proceso cognitivo o conocimiento previo) 
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Si denotamos las coordenadas del punto de impacto (x,y) y con P(x,y) a 

los puntos de la circunferencia que se va alejando del punto de impacto, 

tenemos: 

d (P, punto de impacto) = Vo • t 

(procesos cognitivos existentes). 

Si elevamos al cuadrado los dos miembros de la igualdad queda: 

(x-x)2 + (y - y,)2 = Vo • t 

Al efectuar las operaciones indicadas: 

x2 + 1- 2x,x - 2y,y + x/ +y/= (Vo/f 

Las dos últimas ecuaciones corresponden a la ecuación de una 

circunferencia. Conforme varíe el tiempo (t) se obtendrán las ecuaciones de 

las ondas que se forman en la superficie del agua. 

Problema 16. 

Sean dos focos luminosos A y B. Sea la la intensidad luminosa del foco A 

e lb la intensidad luminosa del foco B. 

La intensidad luminosa de un foco es la cantidad de luz que arroja un 

foco sobre una unidad de superficie colocada a una unidad de distancia. 

Queremos encontrar el límite o frontera cuyos puntos estén situados a 

una distancia de los focos, tal que la intensidad luminosa sobre ellos resulte 

la misma venga del foco A o del foco B. 

Si colocamos el foco A en el origen de coordenadas y el foco B a una 

distancia h de A sobre el eje X, las coordenadas de A y B son: A (0,0) y B 

(h,0). 
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Representación Geométrica 

y 

A X 
(0,0) 

Otra vez se establece el vínculo entre el conocimiento matemático 

y otras disciplinas del conocimiento, en este caso la Óptica. Y enuncia la 

ley que dice: 

La iluminación que recibe el punto P del foco A (la) es 

proporcional a la potencia del foco (Pa) e inversamente proporcional 

al cuadrado de la distancia (r a). Entonces, si la potencia del foco A 

es Pa y la distancia del punto Pal foco A es 'ª' tenemos que: 

(Representación algebraica) 

donde k es la constante de proporcionalidad y (rsl = x2 + y2 

La iluminación que recibe el punto P del foco B (lb) es proporcional a la 

potencia del foco (Pb) e inversamente proporcional al cuadrado de la 

distancia (rb). Entonces, si la potencia del foco B es Pb y la distancia del 

punto Pal foco B es rb, tenemos que: 

donde k es la constante de proporcionalidad y (rb;2 = (x-h;2 + y2 
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Si el punto P se encuentra igualmente iluminado por ambos focos 

entonces: 

Por lo tanto, 

pa _ pb 
x2+y2 -(x-h)2+y2 

Quitamos denominadores 

P. [(x-h)2 + y2 1 = Pb {x2 + 11 

Desarrollamos el binomio 

Pa [x2 - 2hx + h2 + 11 = Pb [x2 + 11 

Pasamos todos los términos al primer miembro y factorizamos 

Si dividimos entre Pa - Pb queda: 

2 2 pa Pah 2 
X + y - 2( p _ p )hx + p _ p = 0 

a b a b 

Completamos cuadrados 

P Ph Ph Ph 2 
X2 _ 2( a )hx + ( a )2 + Y2 = ( a }2 - _a __ 

~-~ ~-~ ~-~ ~-~ 

Factorizamos y realizamos operaciones en el segundo miembro 

Ph Ph P-P 
X- a J2 +y2 =( a }2(t- a b) 
~-~ ~-~ ~ 
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Al efectuar operaciones 

que es la ecuación de una circunferencia con fórmula 

(x-h)2 + (y-k)2 = r 

En los puntos de esta circunferencia la iluminación es la misma, venga 

del foco A o del foco B. Dentro del círculo la iluminación es más intensa para 

el foco B y fuera del círculo la iluminación es más intensa si viene del foco A 
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CAPÍTULO 11. 

ELIPSE 

Problema 17. 

Determinar geométrica y algebraicamente la trayectoria que sigue el 

planeta Tierra en su movimiento de traslación. 

Solución. 

Para la solución de este problema se tomó material expuesto en el libro 

de Relaciones y Geometría Analítica (páginas 271-276). _ 

Uno de los procesos más interesantes que nos ha legado el proceso de 

conocer al mundo que nos rodea es, sin duda el de encontrar las leyes que 

rigen el movimiento de los planetas en nuestro Sistema Solar. 

Los primeros hombres, al igual que nosotros ahora, sintieron que la 

Tierra en que vivían era su hogar y por esta razón la ubicaban como el centro 

de todo lo que los rodeaba. 

Las Estrellas, la Luna y el Sol "moviéndose alrededor nuestro" en forma 

periódica son el primer modelo que el hombre crea para entender a la 

naturaleza. Esto significa que los primeros modelos que el hombre genera para 

tratar de entender lo que observa en el firmamento, colocan siempre a la Tierra 

como el centro del Universo (teoría geocéntrica) y ponen un conjunto de 

esferas dentro de las órbitas de otras esferas como las trayectorías que siguen 

los cuerpos celestes al moverse. Estos modelos se complicaban cada vez más, 

ya que nuevas observaciones astronómicas generaban nuevas esferas y 

nuevas órbitas. 
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La teoría geocéntrica tiene su mejor momento en el siglo II d. C. cuando 

el astrónomo Ptolomeo simplifica los modelos anteriores, supóniendo uno en el 

cual los planetas giiraban en órbitas circulares alrededor de la Tierra con lo que 

logra, por un lado, ajustar las observaciones realizadas con un modelo muy 

simple y, por otro, mantener sin contradicción las ideas religiosas dominantes 

en esa época que le daban a la tierra el papel c~ntral en el Universo. 

Este modelo consistente con la ideología de la Edad media duró cerca 

de 14 siglos, pero, poco a poco, los datos obtenidos de nuevas observaciones, 

hicieron que el modelo de Ptolomeo no lograra reproducir con exactitud el 

movimiento visible de los planetas. -

Fue en el siglo XVI cuando, después de la comprobación de la redondez 

de la Tierra, de encontrarse con nuevos continentes como el caso de América 

y del nacimiento de nuevas relaciones mercantiles, se generan también nuevas 

concepciones del mundo y del Universo. 

Así, el gran astrónomo polaco Nicolas Copérnico hace un modelo 

diferente de las ór~itas de los planetas, propone la teoría heliocéntrica en la 

cual la Tierra junto a los demas planetas giran en orbitas circulares alrededor 

del sol. Esta teoría tenía la virtud de que lograba explicar muchas de las 

observaciones que no encajaban en el modelo de Ptolomeo, pero tenía el 

"defecto" de que al colocar en el centro al Sol, y a la Tierra como un planeta 

más, la teoría entraba en contradicción con las ideas religiosas, todavía en la 

teoría de Aristóteles (geocéntrica), por lo que el libro de Copérnico, y con el su 

teoría, fue prohibido por la Iglesia, 

A mediados de ese siglo el astrónomo danés Tycho Brahe estuvo, 

durante 20 años realizando observaciones muy precisas sobre el movimiento 

de los planetas y así encontró algunas diferencias con lo que predecía el 

modelo copernicano. Tycho murió sin encontrar la solución a este problema, sin 
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embargo dejó muchísimos datos perfectamente tabulados de todas sus 

observaciones. 

En esa época, el genial astrónomo y matemático alemán, Johannes 

Kepler, quien vivió apasionadamente la mayor parte de su vida tratando de 

encontrar las leyes fundamentales que rigen el movimiento de los planetas, 

conoció a Tycho Brahe y después de la muerte de éste, usó todos sus datos 

como base de su trabajo para tratar de explicar las diferencias de estos con el 

modelo copernicano. 

Durante más de 15 años, Kepler trató de encontrar las ecuaciones 

matemáticas de las curvas cerradas que representaban las trayectorias de los 

planetas, regresando casi siempre a la ecuación de la circunferencia. Para 

algunos planetas eran pocas las diferencias que existían entre la ecuación de la 

circunferencia y los datos de las tablas de Tycho, aumentadas con sus propias 

observaciones, pero para otros planetas las diferencias eran mayores. 

Este gran esfuerzo culminó exitosamente con tres leyes del movimiento 

de los planetas, una de las cuales surgió al probar como, con una curva 

cerrada llamada· elipse para la órbita de los planetas, las diferencias 

observadas entre el modelo heliocéntrico y las observaciones realizadas se 

minimizaban. 

El cometa Ha/ley también mantiene una órbita elíptica alrededor del Sol. 

En 1705, el astrónomo Edmund Ha/ley afirmó que el cometa que vió en 1682 

era el mismo que había sido visto en 1456, 1531 y 1607. Ha/ley predijo que ese 

mismo cometa volvería a acercarse a la Tierra en 1758. Era la primera vez que 

alguien predecía el acercamiento de un cometa. Aunque no vivió para 

observarlo, el cometa que lleva su nombre efectivamente regresó en ese año. 

Este cometa tarda 76 años en completar una órbira. La última vez que pasó 

cerca de la Tierra fue en 1986. 
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La construcción geométrica de la trayectoria que sigue tanto el cometa 

Halley como el planeta Tierra, a la cual se le llama elipse y se describe a 

continuación : 

Construcción de la elipse. 

Construiremos una elipse que se asemeje a la órbita del cometa Ha/ley. 

Se necesitará de las siguientes "herramientas": 

1. Un hilo o cuerda de aproximadamente 30 cms. 

2. Dos alfileres o clavos. 

3. Papel y lápiz. 

Ataremos el hilo a los alfileres de modo que la longitud del hilo quede de 

22 cm. exactamente. Como se ve en la figura, tomamos el hilo y clavamos los 

alfileres a la hoja de papel en los puntos fijos F' y F, que deben estar a 21.3 cm. 

uno del otro. El hilo se tensa con el lápiz hasta el punto P y se mueve de modo 

que, sin aflojar el hilo, la punta del lápiz dibuje la figura. 

- -F'P+PF=22cm 

---------,- -~ . ' 21.lan 
, F F ,• 
_,_ --

----------
Ésta es la forma como los jardineros construyen· elipses de flores, etc. La 

figura que se ha trazado está muy relacionada con una circunferencia, con la 

diferencia de que en lugar de tener un centro, esta figura tiene dos puntos fijos 
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en su interior, llamados focos, y denominados F' y F. La recta que pasa por 

estos dos puntos recibe el nombre de eje focal. 

La elipse que dibujamos tiene aproximadamente la misma forma que la 

órbita del cometa Ha/ley, excepto que para dibujar la órbita exacta del cometa, 

necesitaríamos tener una cuerda de casi 8,800 millones de km. de longitud. 

Entonces, la órbita del cometa Ha/ley es de: 

8,800,000,000, 000m 
------- = 40,000,000,000,000 

0.22m 

Cuarenta billones de veces más grande que la elipse que dibujamos. 

Ahora marcamos 3 puntos sobre la elipse y los denominamos Q, R y S. 

Si se mide F'Q + QF. Si se mide F'R + RF, Si se mide F'S + SF. Se 

observa que la longitud es siempre la misma y además es igual a la longitud de 

la cuerda estirada (22 cm.). Podemos entonces decir que la elipse es una curva 

en la que todos sus puntos cumplen con la propiedad de que la suma de las 

distancias a los dos puntos fijos que llamamos focos, es siempre la misma 

cantidad (en este ejemplo 22 cm.) Es decir, para cualquier punto P de la curva 

se cumple la propiedad de que: 

PF' + PF = 22. 

En el caso de las órbitas de los planetas y del cometa Ha/ley, el Sol 

ocupa uno de los focos de la elipse. En el otro foco no hay nada. 
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A la distancia F'F se le da el nombre de distancia focal. La distancia focal 

en la órbita del cometa Ha/ley mide aproximadamente 8,536,000,000 km. Si 

dividimos esta cantidad entre 40,000,000,000,000 (que es la escala que 

encontramos anteriormente) obtenemos 0.0002134 km, lo cual es igual a 

0.2134 metros o a 21.34 cm, esto es la distancia que separa los focos (los 

alfileres) en el dibujo. 

1- 1 
8,536,000,000 km 

En la misma elipse que dibujamos, trazamos un segmento de recta que 

pase por los dos focos de la elipse y que se prolongue hasta intersectar a la 

elipse en los dos extremos. Las intersecciones de esta recta con la elipse 

determinan los llamados vértices de la elipse, denominados A' y A. 

Al segmento A 'A se le da el nombre de eje mayor. En el caso de la órbita 

del cometa Ha/ley, su eje mayor mide aproximadamente 8,800,000,000 km. 
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B 

B' 

8,800,000,000 km 

Medimos la distancia focal F'F y marcamos el punto medio. Este punto 

es el centro de la elipse y lo indicamos con la letra C. Ahora dibujamos una 

línea perpendicular al eje mayor pasando por el centro C. Los puntos, donde 

esta perpendicular intersecta a la elipse, los nombramos con las letras By B'. Al 

segmento B'B se le da el nombre de eje menor. El eje menor de la órbita del 

cometa Ha/ley mide aproximadamente 2,140,000,000 km. 

B 

B' 

Si dividimos esta distancia entre 40,000,000,000,000 obtenemos 

O. 0000535 km, que es igual a O. 0535 metros o a 5. 35 cm. 

Si medimos el eje menor de la elipse dibujada, podemos confirmar que 

esta distancia mide aproximadamente 5. 35 cm. 
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Si ahora medimos el eje mayor observarás que esta distancia corresponde a los 22 

cm que mide la cuerda que usamos para dibujar la elipse. Al estirar la cuerda para que 

el lápiz está colocado sobre el punto B vemos que los triángulos F'CB y FCB son 

iguales porque tienen dos catetos correspondientes iguales y ángulos 

correspondientes de 90 grados (proceso cognitivo existente). Por lo tanto, las 

hipotenusas BF y BF' son iguales. Llamemos cada '!na de esas distancias con la letra 

a. 

En las figuras siguientes notarás que la cuerda tiene una longitud de 2a y que, 

a medida que el lápiz se mueve desde B hacia A, la longitud de la cuerda no cambia. 

B 

A 

En el momento en que el lápiz está sobre el punto A, la longitud de la cuerda 

sigue siendo 2a. Sin embargo, en ese momento, la cuerda pasa dos veces por la 

distancia FA. Como las distancias FA y F'A' son iguales, podemos recortar uno de los 

pedazos de cuerda que están sobre el segmento FA y colocarlo sobre la distancia 

F'A '. Se puede entonces concluir que la distancia entre los dos vértices A y A' es igual 

a 2a. A la distancia CA o a la distancia CA' se Je llama semieje mayor. Si A 'C + AC = 

2a, entonces el semieje mayor mide a. Observa que a=BF y a=CA. 

B 
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A la distancia CB o CB' se le llama semieje menor y se denomina con la letra b. 

La distancia CF o CF' se denomina con la letra c. Si empleamos el Teorema de 

Pitágoras (conocimiento previo): 

y como conocemos dos de las tres cantidades podemos encontrar la tercera. 

Si utilizas el Teorema de Pitágoras puedes confirmar que los valores a,b y c de la 

órbita del cometa Ha/ley cumplen con esa relación. 

Kepler descubrió que la Tierra también tiene una órbita elíptica y que el So/ 

está localizado en uno de los focos de esa elipse. Construiremos ahora, la 

representación geométrica que tiene la órbita de la Tierra. 

Atamos el hilo a los alfileres de modo que la longitud del hilo quede de 20 cm 

exactamente. Tomamos el hilo y clavamos los alfileres cerca del centro de la hoja del 

papel en dos puntos fijos F' y F, que deben estar a 4 mm de distancia uno del otro. 

Tensamos el hilo con el lápiz y lo movemos de modo que sin aflojar el hilo la punta del 

lápiz dibuje la figura. Observarás que la curva cerrada que dibujamos es 

prácticamente igual a una circunferencia. Sin embargo, no es una circunferencia, sino 

una elipse. Por esto ·Kepler tardó tantos años en descubrir que la órbita de la Tierra 

era elíptica, ya que la diferencia es verdaderamente mínima Para la órbita de la Tierra, 

su eje mayor mide 299.140,000 km, su eje menor mide 299,098,284 km, y la distancia 

del centro al foco mide 4,995,638 km. Observa la diferencia entre la medida del eje 

mayor y del eje menor. 

geométrica. 
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299,140,000 km. 
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Con lo que hemos determinado la trayectoria en forma geométrica del 

movimiento de traslación de la Tierra. Para determinar su trayectoria en forma 

algebraica, vamos a caracterizar esta curva mediante la abstracción de sus 

propiedades que surgen por construcción. 

Si colocamos la elipse que describe el planeta Tierra en su movimiento 

de traslación, en el plano y hacemos coincidir su eje mayor con el eje X y el Sol 

como uno de sus focos obtenemos: 

X 

representación geométrica 

Sabemos que 2a = 20, y que la longitud de su eje focal es 4, por lo que 

utilizando procesos cognitivos existentes obtenemos: 
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Jrx-(-.2)) 2 +(y-0)2 +J(x-.2)2 +(y-0)2 = 20 

Jrx+.2)2 + y 2 + Jrx-.2)2 + y 2 = 20 

x - 2)2 + y 2 = 400- 40J(x-.2)2 + y 2 + (x-.2) 2 + y 2 

x 2 -4x+4=400-40J(x-.2}2 +y 2 +x 2 -4x+4 

.Bx - 400 = 40J(x-.2) 2 + y 2 

.02x-10) 2 = (J(x-.2)2 + y 2 J2 
.004x 2 -.4x +100 = x 2 -.4x+.04+ y 2 

-.4 +100 =.96x 2 + y 2 

99.6 =.996x 2 + y 2 

.96x 2 y 2 

=--+--
99.6 99.6 
x2 y2 

= 99.96 + 99.6 

.9996 
x2 y2 x2 y2 

= 100 + 99.96 ====> 100 + 99.96 = 1 

algebraica. 

representación 

Que es la ecuación de la órbita que sigue la Tierra alrededor del Sol. 

La construcción de la trayectoria del cometa Halley, y de la Tierra, 

permite definir la curva cerrada llamada elipse. También, en esta construcción 

se identifican con claridad los elementos esenciales de la elipse que surgen al 

presentar la serie de gráficas. 

Definición. 

Se llama elipse al lugar geométrico de los puntos de un plano cuya suma 

de distancias no dirigidas a dos puntos fijos llamados focos es una cantidad 

constante que se representa por 2a. 
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Representación Geométrica. 

eje mavor 

Problema 18. 

Encontrar la ecuación de la elipse con centro en el origen de 

coordenadas cuyo eje mayor es horizontal y de longitud igual a 1 O unidades, y 

su eje focal tiene longitud de 8 unidades. 

Solución: 

El primer proceso que utilizamos para su solución es la representación 

geométrica de los elementos dados como datos, esto es, hacemos que coincida 

el eje mayor con el eje de las abcisas y la mitad de este (centro de la elipse) 

segmento con el origen de coordenadas. 

eje.mayor 

eje f cal 

Por definición, todos los puntos de la curva deben de cumplir que la 

suma de las distanéias a dos focos debe ser constante y esta es de 10, de 

acuerdo a la gráfica, y utilizando los conocimientos previos necesarios se 

obtiene: 
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P~ +PF2 = 2a 

~(x-(-4) 2 +(y-0) 2 +~(x-4) 2 +(y-0) 2 =10 

~(x+4)2 +y 2 +~(x-4)2 +y 2 =10 

~(X +4) 2 + y 2 )2 = (10-~(X-4) 2 + y 2 )2 

x 2 +8x+16+y 2 =100-20~(x-4) 2 +y 2 +x 2 -Bx+16+y 2 

6x -100 = -20~(x -4) 2 + y 2 

4x -25 = -5~(x -4) 2 + y 2 

4x -25) 2 = 25[(x - 4)2 + y 2 J 
6x 2 

- 200x + 625 = 25x 2 
- 200x + 400 + 25y 2 

625-400 = 25x 2 -16x 2 +25y 2 

225 = 9x 2 + 25y 2 

9x 2 + 25y 2 = 225 
x2 y2 
-+-=1 
25 9 

algebraica. 

Problema 19 

representación 

Encontrar la ecuación de la elipse con centro en el origen de 

coordenadas de longitud igual a 8 unidades y cuyo eje focal mide 5 unidades. 

Solución: 

Para la solución de este ejercicio identificamos gráficamente los datos 

dados en el problema, esto es: 

Representación Geométrica 
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y aplicando un proceso cognitivo conocido, obtenemos: 

PF, + PF2 = 2a 

Jrx-0)2+(y-3)2 +J(x-0)2+(y-(-3)2 =8 

Jrx -0)2 +(y-3)2 = 8- J(x -0)2 +(y-(-3)2 

x 2 + y 2 -6y+9= 64-16Jx 2 +(y+3)2 +x 2 +(y+3) 2 

X 2 + y 2 
- 6 y + 9 = 64 - 16J X 

2 + ( y + 3 )2 + X 
2 + y 2 + 6 y + 9 

-12y- 64 = -16Jx 2 +(y+ 3)2 

3y+16)2 =(4Jx 2 +(y+3)2 )2 

9y2 +96y+256=16(x 2 +y 2 +6y+9) 

9y2 +96y+256=16x2 +16y 2 +96y+144) 

12 16x 2 7y 2 

12 = 112 + 11 2 
x2 y2 

=-+-
7 16 

x2 y2 
-+-=1 
7 16 

representación algebraica. 

En los dos problemas anteriores se utilizó la definición del objeto 

matemático elipse para construir ecuaciones de elipses específicas: Ahora se 

está en condiciones de resolver un problema que sea más general. 

Problema 20. 

Encontrar la ecuación de la elipse con centro en el origen de 

coordenadas cuyo eje mayor coincida con el eje x y cuya longitud sea 2a y su 

foco sea de longitud 2c 

Solución: 

Para la solución de este prob!ema utilizamos el mismo procedimiento 

para la solución de los casos anteriores, es decir, elaboramos un esquema, 

donde identificamos los datos del problema anterior, esto es: 
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Colocamos la elipse sobre un sistema de ejes coordenados donde el eje 

mayor coincida con el eje x y el centro de la elipse con el origen del sistema, y 

escojamos un punto P, perteneciente a la elipse: 

y 

P(x,y) 

X 

e 

Representación Geométrica 

Para que el punto P pertenezca a la elipse es necesario que se cumpla : 

d(F' ,P) + d(F,P) = 2a 

que es la característica que define al objeto denominado elipse. 

para cual·quier pareja de puntos en el plano A(x1 ,y1 ), B(x2 ,y2 ) la 

distancia entre ellos esta determinada por: 

conocimiento previo 

Las coordenadas de los focos son F'(-c,O) y F(c,O). El punto P es un 

punto cualquiera de la elipse, o sea que tiene coordenadas P(x,y). 

Entonces: 

J ( X - ( -C) )2 + ( y - 0 )2 + Jrx-c)2 +(y-0)2 =2a 

Jrx-c)2+y 2 + Jrx-c) 2 +y 2 =2a 
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Pasamos la segunda raíz al segundo miembro. 

Jrx -c)2 + Y2 = 2a - Jrx -c)2 + Y2 

Si elevamos al cuadrado los dos miembros de la igualdad se obtiene: 

rJrx-c)2+y 2 
)

2 = (2a-J(x-c) 2 +y 2 
/ 

(x-cl + y2 = 4a2 
- 4a Jrx -c)2 + y 2 + (x-c/ + y2 

Al desarrollar y reduc,r se obtiene : 

x2 + 2cx + c2 + y2 = 4a2 
- 4a J ( x - e) + y 2 + x2 

- 2cx + c2 + y2 

x2 + 2cx + c2 
+ y2 - 4a2 

- x2 + 2cx - c2 
- y2 = -4a J ( x - e) + y 2 

4cx - 4a2 = - 4a J ( x - e) + y 2 

2- ~ 2 ex - a - -a( x - e) + y 

Si elevamos nuevamente al cuadrado se obtiene: 

cx-a 2 )2 =(-aJ(x-c)2 +y 2 )2 

Pasamos todo al segundo miembro. 
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Pasamos al primer miembro -a4-a2
c

2 = (a2
-c

2
) y sacamos x

2 como factor 

común en el segundo miembro. 

F actorizamos a2
. 

Y como para cualquier elipse se cumple que: ª2 = b2 + c2 

Por lo tanto: ª2 - c2 = b2 .. :.(2) 

Entonces se sustituye (2) en (1) y obtenemos: 

Ahora dividimos ambos lados de la ecuación entre a2b2 para obtener: 

Simplificamos: 
x2 y2 

1=-+
ª2 b2 

Esta 
x2 y2 

igualdad: - + - - 1 ª2 b2 -

recibe el nombre de ecuación ordinaria de la elipse con centro en el 

origen y focos sobre el eje X . 

2 2 

: 3 + ~2 = 1, que es la representación algebraica de cualquier elipse con 

eje mayor horizontal, esto significa que se ha construido el primer esquema 

algebraico de la elipse y se conoce como la forma ordinaria de la ecuación de 

la elipse con centro en el origen y focos sobre el eje x. 

En base a los resultados de los ejercicios 17 y 18, observamos que la 

forma de la ecuación ordinaria para elipses con eje mayor horizontal y vertical 

difiere solamente en las cantidades constantes que están en el denominador 
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de x2 y y2, esto es, en a2 y b2
. Para el caso de elipses horizontales la cantidad 

mayor aparece en el denominador de la x2
. En el de las elipses verticales la 

cantidad mayor aparece en el denominador de la y2, lo cual significa que por 

medio de su ecuación ordinaria, podemos determinar si es vertical u 

horizontal, esto es comparando las cantidades a2 y b2
. Sabemos también por 

construcción que a es la mitad de la longitud d~I eje mayor por lo que a > b ya 

que b2 = a2 
- c2

., e> O por lo tanto, concluimos el siguiente resultado: 

Teorema 1. 

:: + ;: = 1 es la ecuación ordinaria de toda elipse con centro en el 

origen de coordenadas, cuyo eje mayor es horizontal y de longitud 2a y: 

~: + :: = 1 es la ecuación ordinaria de toda elipse con centro en el 

origen de coordenadas, cuyo eje mayor es vertical y de longitud 2a. 

Obtenidas -las representaciones algebraicas del objeto matemático 

llamado elipse, identificaremos en estas ecuaciones los elementos que han 

sido descritos en la definición. 

La elipse con ecuación: 
x2 Y2 
-+--1 ª2 b2 -

tiene los siguientes elementos: Horizontal 

Vertical 

• longitud del eje mayor= 2a vértice A (a,O) y A' (-a,O) 

A'(O,-a) 

• longitud del eje menor= 2b vértice B (O,b) y B' (0,-b) 

b,O) 
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x2 y2 
-+--1 b2 ª2 -

A(O,a) y 

B(b,O) y B'(-



• longitud del eje focal = e 

e) 

Focos F (c,O) y F' (-c,O) donde: F(O,c) y F'(O,-

e= ~a2 +b2. 

Y entonces se pueden plantear el siguiente tipo de problemas que 

incluyen a los anteriores. 

Problema 21. 

Encontrar la ecuación de la elipse con centro en el origen de 

coordenadas y la longitud del eje mayor es de 14 unidades, es horizontal y con 

longitud del eje focal de 10 unidades. 

Solución: 

Sabemos que es horizontal y que su centro está en el origen de 

2 2 

coordenadas. Su ecuación corresponde al esquema algebraico : 2 + ~ 2 = 1, 

por lo tanto sólo nos falta calcular b, ya que 2a = 14 ===> a = 7. 

2c = 1 O ===> e = 5 

y sabemos que b2 = a2 + c2 ===> 72 - 52 = b2 ===> b = 2. 

x2 y2 
La ecuación buscada es 

49 
+ 4 = 1 

Problema 22: 

(En relación al problema de la órbita del cometa Halley) Encontrar la 

ecuación de su órbita. 
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Solución: 

Representación Geométrica. 

y 

8.5 cm. 

X 

8.57 cm. 

La solución es muy sencilla si consideramos la representación gráfica 

de los elementos del problema. 

Si colocamos la elipse que dibujamos y que representa la órbita del 

cometa Halley sobre un sistema de ejes coordenados, donde el eje mayor 

coincide con el eje de las abcisas y el centro de la elipse con el origen del 

sistema anterior. 

Su ecuación pertenece al esquema algebraico. 

x2 y2 
-+--1 ª2 b2 -

Sabemos que 

donde 2a = 22 cm. ===> a = 11 cm. 

2c = 21.3 cm.===> c = 10.65 cm. 

b2 = 8.5775. 

La ecuación de la órbita del cometa Halley quedaría : 
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+ = 1 

121 7.5775 

Para resolver problemas en los que se tengan que encontrar ecuaciones 

de las elipses que tengan su centro fuera del origen de coordenadas, 

utilizamos el siguiente resultado que bien lo podemos entender como un 

proceso cognitivo que va a ayudar en la solución. 

Traslación de ejes. 

En el sistema de coordenadas x y con frecuencia es necesario 

considerar un punto en el plano como un nuevo origen, de tal manera que a 

través de este punto se pueden trazar otros ejes coordenados. Una de las 

maneras más simples es trazarlos de modo que sean paralelos a los ejes x y 

originales. Es decir, se han trasladado los ejes a un punto determinado del 

plano. 

y Y' 

O' X' 

o X 

El nuevo origen lo denotamos por O' y a los ejes x' y y'. 

Consideramos un punto P en el plano. Es claro que este punto puede 

ser definido en términos de las coordenadas x y originales o en términos de las 

coordenadas trasladadas x' y'. 
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y Y' 
p (x.yJ 

P(x'.y'J 

y o lh,kl 
X' 

k 

o X 

h 
·---····- -------

X visualización 

P (x,y) = P(x',y'). 

Para establecer una relación entre los dos sistemas, consideraremos 

que las coordenadas del origen O' en el sistema xy son (h,k). 

Entonces: 

x= x'+h y=y'+k (1) 

despejando a x' e y' respectivamente, se obtiene: 

x' = x-h y'= y-k (2) 

Así en el sistema P (x', y') = P (x-h, x-k), que les llamaremos fórmulas 

de traslación. Se utilizará este resultado para resolver los siguientes 

problemas. 

Problema 23. 

Encontrar la representación algebraica de la elipse cuyo eje mayor es 

paralelo al eje de las x, de longitud 10, y con centro en el punto (2,3), eje focal 

tiene una longitud de 6 unidades: 
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Solución: 

Para su solución planteamos gráficamente los datos, esto es: 

Y' 

X' 

Representación Geométrica. 

Cualquier punto p que se encuentre sobre la curva tendrá coordenadas 

(x',y') respecto al sistema x'y', por lo que la ecuación con respecto a este 

sistema es: 

ya que el centro de la curva está en el origen de coordenadas de este 

sistema. 

Por las ecuaciones de traslación sabemos que: x' = x -2 e y' = y-3 

La ecuación de la elipse buscada es: 

(x-2)2 (y-3)2 
---+---=1 

25 16 
Representación algebraica 

64 



Problema 24: 

Encontrar la ecuación de la elipse con centro en el punto (-2,4), eje 

mayor vertical de longitud 8 y eje menor de longitud 6. 

Solución: 

Planteamos gráficamente los datos, esto es: 

2a 
= 8 

Y' 

2b = 6 

y 

X 

Con respecto al sistema X' Y' la ecuación de la elipse es: 

x'2 y'2 
-+-=1 

9 16 

por ser vertical su eje mayor. Y por las fórmulas de traslación se 

obtiene. 

(x+2)2 (y-4)2 
9 + 16 = 1 

donde (h,k) = (-2,4) 

2a = 8 ==>a= 4 

2b = 6 ==> b = 3. 
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Problema 25. 

Encontrar la ecuación ordinaria de una elipse con centro en el punto 

(h,k), longitud del eje mayor 2a, eje menor 2b: 

a) El eje mayor es horizontal 

y Y' 

(h k) 

X' 

o X 

b) El eje mayor es vertical. 

y 

(h k) X' 

o X 

Las representaciones algebraicas o ecuaciones para las elipses cuya 

representación geométrica ha sido hecha en a) y en b) con respecto al sistema 

coordenado x'y' son las siguientes: 
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x'2 y'2 
a) -+-=1 ª2 b2 

x'2 y'2 
b) -+--1 b2 ª2 -

Esto es por estar el centro de las elipses en el origen de coordenadas 

del sistema x'y'. 

Utilizando el resultado de traslación de ejes, (proceso cognitivo 

existente) donde x'=x-h y y'=y-k obtenemos: 

(x - h)2 (y- k)2 . 
---+---=10 ª2 b2 

(x-h)2 +(y-k)2 =
1 

b2 ª2 

que son las representaciones algebraicas o ecuaciones para a) y b) 

respectivamente. 

Para ejemplos específicos de elipses, consideremos los siguientes 

ejemplos: 

S 
. (x-2)2 (y-3)2 _

1 ean. 
9 

+ 
5 

- y 
(x-1)2 (y+2)2 

16 + 7 = 1 

que pueden cambiar de forma efectuando las operaciones indicadas e 

igualando a cero, esto es: 

(x-2)2 +(y-3)2 =
1 

9 5 

5 (x-2)2 + 9 ( y-3;2 = 45 

5 (x2-4x+4) + 9 (y-6y+9) = 45 

5x2-20x+20 + 9y-54y+B1 = 45 

y 
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(x-1) 2 (y+2) 2 

16 + 7 = 1 

7 (x-1)2 + 16 (y+2)2 = 112 

7 (x2-2x+1) + 16 (y2+4y+4) = 112 

7x2-14x+7 + 16y2+64y+64 = 112 



5x2+ 9y-20x-54y + 56 = O 7x2+ 16y2+64y-14x+-41 = O 

Lo anterior quiere decir que cualquier elipse que está expresada a través 

de su forma ordinaria se puede transformar en otra. Esta nueva forma que 

toman las elipses la denominaremos la ecuación general de la elipse. En estos 

dos últimos ejemplos se destaca un hecho importante en las ecuaciones 

generales obtenidas, y es que los coeficientes de x2 y y2 son distintos y del 

mismo signo. 

Mediante el planteamiento y solución del siguiente problema 

obtendremos un resultado que nos ayuda a construir un esquema algebraico. 

Problema 26. 

Encontrar la ecuación general de las elipses cuyas ecuaciones 

ordinarias son: 

y 
(x-h)2 (y-k)2 

b2 + ª2 = 1 

Solución. 

La solución es idéntica a los dos ejemplos planteados anteriormente, 

esto es, desarrollamos las operaciones indicadas e igualamos a cero, y 

obtenemos: 

(x-h)2 +(y-k)2 =
1 ª2 b2 y 

b2(x2-2hx + h2
) + a2 (Y -2ky + k2) = a2b2 

b2x2-2b 2hx+b2h2+a2/-2a 2ky+a2k2 = a2b2 

b2hy+b2h2=a2b2 
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(x-h)2 (y-k) 2 

---+---=1 
b2 ª2 

a2(x 2-2kx + k2) + b2(y-2hy+h 2
) =a2b2 

a2x2-2a2kx+a2k2)+b2y2-



ordenamos y: ordenamos x: 

b2x2+a2y-2b 2hx-2a2ky+b2h2 +a2k2-a2b2=0 a2x2+b2y-2a 2kx-b2hy+a2k2+b2h2
-

a2b2=0 

Si hacemos las sustituciones sig: Si hacemos las sustituciones sig: 

A = b2 C = a2 D = -2b2hx } } } A = b2 C = b2 D = -2a2hx } } } 

obtenemos: obtenemos: 

Ax2+Cy+Dx+Ey+F = O Ax2+Cy+Dx+Ey+F = O 

El esquema que se construye con la solución de este problema nos 

permitirá reconocer a todas las elipses a través de una representación 

puramente algebraica. Esto queda enunciado en el siguiente resultado: 

Teorema 2. 

La ecuación general de las elipses cuyo eje es paralelo a· 1os ejes 

coordenados es 

Ax2 + cy2 +Dx + Ey + F = O, donde A, C, D, E, F E R.y AC > O. 

El alumno de esta forma, ha construido dos tipos de representaciones 

algebraicas a partir de la definición del objeto matemático elipse apoyado en la 

construcción geométrica (visualización) y en el panteamiento y solución del 

problema 16. En la primera ecuación (ordinaria), el alumno puede identificar 

los elementos de la definición, sin embargo en la segunda ecuación (general) 

ya no lo puede hacer, esto significa que si se le preseta una elipse por medio 

de la segunda representación el alumno no podrá decirnos mucho acerca de 

ella,. 
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Cabe aclarar que la ecuación Ax'+ cy2 +Dx + Ey + F = O, con AC>O no 

siempre representa precisamente una elipse. El análisis de expresiones 

algebraicas de esta clase da lugar a tres casos (ver apéndice ): 

1. Que la expresión represente una elipse real. 

2. Que la expresión represente un punto. 

3. Que la expresión representa un conjunto vacío de puntos. 

En la solución de los siguientes problemas se plantea esta situación: 

Problema 27. 

Analizar la ecuación x2 + 4/ + 6x + 16y + 21 = O. 

Solución. 

Identificamos en la ecuación x2 + 4/ + 6x + 16y + 21 = O donde los 

coeficientes A y B que valen respectivamente 1 y 4, y advertimos que: 

AC = (1)(4) > O, por lo tanto esta expresión puede representar une elipse. Para 

saberlo llevamos· esta ecu_ación a un esquema conocido (forma ordinaria), 

utilizando procesos cognitivos existentes en la estructura cognitiva del alumno 

y la inversión como clase de abstracción, esto es: 

x2+4y2+6x+16y+21 = O agrupamos términos y obtenemos 

x2+6x+4y2+16y = -21 completamos cuadrados en x y y 

(x2+6x+9)+4(y+2;2 = -21+9+16 factorizando obtenemos 

(x-3;2+4(y+2/=4 dividiendo por 4 la igualdad 

(x+3)2 + {y+2) 2 = 1 
4 1 
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Que pertenece a la forma ordinaria de una elipse horizontal donde el 

centro es el punto (-3,-2). 

a2 = 4 ==> a = 2, por lo que el eje mayor mide 4 unidades. 

b2 = 1 ==> b = 1, por lo que el eje menor tiene una longitud de 2 

unidades. 

Problema 28. 

Analizar la ecuación 4/ + 9x2 -24y- 72x + 144 = O. 

Solución. 

4/ + 9x2 -24y- 72x + 144 = O. se agrupan términos 

obtenemos: 

4(/-6y) +9(x2 -Bx) = -144 completando cuadrados 

4(y-6y+9)+(x2-Bx+16) = -144+36+144 

vCv-3)~ + (x-4) 2 = 1 
9 4 

y 

Que pertenece al tipo de elipses verticales donde las coordenadas del 

centro son (4,3); a= 3, b = 2 y e =.Ja 2 + b2 = ~9-4 = Js. 

Los vértices están en (4,0) y (4,6), los extremos del eje menor están en 

(2,3) y (6,3) las coordenadas de los focos son (4,3-Js) y (4,3+./s). La gráfica 

es la siguiente: 

y 

2.3) 

o [4.DJ X 
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Problema 29. 

Analizar la ecuación 3x2 + 2y 2 +24x - 12y + 66 = O 

Solución. 

Para resolver este problema procedem~s de la misma manera que en 

los 2 anteriores, es decir: 

3x2 + 2y 2 +24x - 12y + 66 = O 

3(x2 + 8x) +2(y 2 -6y) = -66 

3(x2 + 8x+16) +2(y 2-6y+9) = -66+48+18 

3(x+4)2 + 2(y-3)2 = O 

agrupamos y factorizamos 

completamos cuadrados 

factorizamos 

Lo cual significa que el único par de números reales que satisface la 

ecuación, es la pareja (-4,3), por lo que la ecuación solo representa un punto, 

el punto (-4,3). 

Problema 30 

Analizar la ecuacion 3x2+4y2+12x+8y+18=0 

Solución 

De la misma manera que en el ejercicio anterior se obtiene: 

3x2 +4 y2 + 12x+8y+ 18=0 asociando y factorizando 

3(x2+4x)+4(y+2y)=-18 completando cuadrados 

3(x2+4x+4)+4(y2+2y+1)=-18+12+4 factorizando 

72 



3(x+2)2+4(y+1 /=-2 

Al leer ésta última ecuación, nos damos cuenta que del lado izquierdo 

estan dos cantidades elevadas al cuadrado y multiplicadas por dos números 

positivos, lo cual significa que todo el lado izquierdo es positivo, sinembargo 

del lado derecho se encuentra una cantidad. negativa, esto no puede ser, 

porque estan igualadas. Con este razonamiento conluimos que no existen 

pares de números (x,y) que satisfagan esta ecuación. Por lo tanto el conjunto 

de parejas (x,y) que satisfacen la ecuación anterior es un conjunto vacio. 

Por otra parte, el análisis de la forma de las elipses nos lleva a observar 

la forma de las trayectorias de las órbitas de la tierra y del cometa Halley. 

Las órbitas descritas por el cometa Halley y el planeta Tierra son: 

Cometa Halley Planeta Tierra 

Se observa que tienen diferente forma a pesar de que las dos son 

elipses. La órbita del cometa Halley es alargada, mientras que la de la Tierra 

se parece a una circunferencia. La caracterización está dada por la distancia 

entre sus focos. La distancia entre los focos de la tierra es de 4 mm. Por tanto, 

podemos expresar esta caracterización mediante la razón c/a, a la cual se le 

llama excentricidad (ver apéndice). 
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Problema 31. 

Encontrar la excentricidad de la órbita del Cometa Halley y de la órbita 

del planeta Tierra. 

Solución. 

La excentricidad de la elipse que describe el cometa Halley es de 
e=10.65 =9.68, dado que c=10.65 y a=11 

11 

La de la Tierra: c=0.4 =.004 
10 
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CAPÍTULO 111 

PARÁBOLA. 

La trayectoria de un proyectil lanzado desde el nivel del suelo, describe 

una curva, a la cual se la ha llamado parábola, material extraído del libro 

Geometría y Trigonometría Industrial (páginas 167 y 168 ). 

La curva descrita no solamente se observa en situaciones como la anterior. 

Esta aparece también en el perfil de los puentes, cuando deben soportar grandes 

cargas, como el paso de trenes, etc. 

El perfil parabólico es el idóneo para que el armazón metálica trabaje en las 

mejores condiciones y con los esfuerzos uniformemente repartidos; una vez conocido 

el esfuerzo máximo que debe soportar en el centro, esta magnitud permite calcular la 

célula del armazón central. 

Otra situación en donde surge un arco parabólico es cuando un avión lanza 

objetos (bombas) desde el aire por donde navega. 
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Supongamos que un avión navega horizontalmente según la trayectoria 

rectilínea AB. En un momento determinado, que llamamos instante cero, deja caer 

una bomba y sigue navegando. Desde ese momento ya sólo nos interesa el proyectil, 

que va animado de la misma velocidad horizontal, es decir que si no cayese (debido a 

la acción de la gravedad), seguiría al avión en una forma semejante como cuando nos 

bajamos de un vehículo en marcha y tendemos a seguir su movimiento. Ahora bien, el 

proyectil pesa, y por lo tanto cae, por consiguiente, el proyectil estará animado por 

dos clases de movimiento: el horizontal, debido al impulso que tenía cuando fue 

desprendido del avión, y el vertical, a consecuencia de la acción de la gravedad de la 

Tierra. Lo que sucede es lo siguiente: 

• A cada segundo que pasa desde el momento en que la bomba ha quedado libre en 

el espacio recorre en su caída una altura calculada anteriormente; al primer 

segundo, 7. 9 m, al segundo 19. 6 m, etc. 

Marquemos horizontalmente, sobre la trayectoria seguida por el avión 1, 2, 3, 4, etc., 

las distancias recorridas después de haber dejado el proyectil; estas mismas 

trayectorias habrá recorrido la bomba a consecuencia de su velocidad inicial, pero 

cayendo, por lo cual al cabo de un segundo, el proyectil estará 4.9 m. más abajo, al 

cabo· de dos segundos estará en 19.6 m. más abajo y así sucesivamente, de todo lo 

cual se deduce que si unimos la intersección de los puntos correspondientes a los 

desplazamientos horizontales y verticales obtendremos la curva que es un arco 

parabólico. 

La parábola 
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Las tres situaciones anteriores muestran que existe una curva a la cual 

se le llama parábola, y que para poderla estudiar se debe construir y definir. 

Construcción. 

y 

...,..~ ___ ..,_ __ ~.,_ L' 

_..., __ ..,.. __ ...,_ L' 

-------...----.to--- L' ___ ....,_.,_ .... .,_ __ L' 

V 

L 
X 

1. En un plano cartesiano, se dibuja una recta L, llamada directriz, y un punto F, 

al cual se le llama foco. 

2. Se dibuja una familia de rectas paralelas a la directriz. 

3. Con un compás se mide la distancia de las rectas paralelas L'. Se coloca la 

punta del compás en F y se construye un arco de radio d para que intersecte 

a la recta L' en los puntos A' y B'. 

4. Se repite este proceso con toda la familia de rectas paralelas. Los puntos 

marcados por el compás son los puntos de la parábola. 

Se puede observar, que las distancias de los puntos de intersección a la 

directriz y al foco son iguales. 

DEFINICIÓN. 

Una parábola es el lugar geométrico de los puntos del plano que están a 

la misma distancia de un punto fijo y de una recta fija. Al punto fijo se le 

r: 



denomina foco y la recta fija se llama directriz. Se le llama vértice al punto 

medio entre el foco y la directriz. Por estar a la misma distancia del foco y de la 

directriz, el vértice es un punto de la parábola. A la recta que pasa por el foco y 

el vértice se le llama eje de simetría o eje focal. 

D 
i 

e 
e 

a 

1 R p 

z 

O' 

V F 

p./ 

\ representación geométrica. 

La propiedad que define el conjunto de puntos que pertenecen a 

la curva es expresada analíticamente de la siguiente manera: 

PF=PQ P'F = P'Q' VF= VR 

p, que es la distancia del vértice al foco o del vértice a la directriz, es el 

parámetro de cualquier parábola. 

Vamos a empezar resolviendo problemas en donde el parámetro p esté 

variando, apoyándonos en la construcción geométrica de la parábola 

encontraremos una expresión simbólica (Representación algebraica). 

Los siguientes 4 problemas ilustran tanto la representación geométrica 

como la representación algebraica de parábolas con valores específicos para p 

Problema 32. 

Hallar la ecuación de la parábola cuyo vértice está en el eje de coordenadas, 

sabiendo que: 
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a) la parábola tiene su eje focal sobre el eje X, abre hacia la derecha y p=2. 

b) la parábola tiene su eje focal sobre el eje X, abre hacia la izquierda. 

c) la parábola tiene su eje sobre el eje Y, abre hacia arriba y p=3. 

d) la parábola tiene su eje sobre el eje Y, abre hacia abajo y p=3 

Solución. 

a) De acuerdo a la definición construimos la parábola en el semiplano 

derecho, esto es un proceso cognitivo que surge desde la definición. 

y 1 

o 1·2,YI 
1-------+-=-----.l'P i><-YI. 

F 12.DI 

-1 -3 -1 

PF = PQ, característica esencial de todos los puntos que pertenecen a la curva. 

Jcx - 2) 2 + ( y - 0) 2 = Jcx + 2) 2 distancia entre dos puntos, proceso cognitivo 

existente (coordinación). 

x-2) 2 + y 2 =(x-2)2 

x 2 + 4x + 4 + y 2 = x 2 + 4x + 4 

y 2 = Bx elevando al cuadrado 

y 2 = 4(2x) desarrollando constituye otro proceso. 

p = 2 simplificando 
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Se debe hacer ver al alumno que en este caso, la variable "y" es la que 

está elevé.Ida al cuadrado y que el parámetro p es mayor que cero. 

b) 

otro 

y t 
P(x.yJ 

__ ¡.;:._ __ ~Oircmz . 

Q (2.yJ 

nz 1 

-1 -3 -z -1 

-1 

-z 

-J 

PF = PQ. 

Jcx +2) 2 +(y -0) 2 = Jcx-2) 2 

x+2)2 +y 2 =(x-2)2 

x 2 + 4x + 4 + y 2 = x 2 
- 4x + 4, elevando al cuadrado constituye 

proceso cognitivo 

y 2 = -Bx 

y 2 = 4(-2x) 

p=2 

Representación algebráica. 

vértice en el origen, abre hacia la izquierda y p es negativo. 

Con este tipo de problemas el alumno va desarrollando un esquema 

algebraico a través de ir desarrollando uno geométrico utilizando la 

visualización y el primer proceso cognitivo propiciado por la definición y por su 

experiencia acerca del objeto que ha sido definido. 

80 



c) La solución es: 

y 

p (x.y) 

-6 -1 -2 2 1 6 

-1 

-2 

a (x.-3J 

J ( X - 0 )2 + ( y - 3 )2 = J ( X - X )
2 + ( y + 3 )2 

Jx 2 +(y-3)2 = J(y+3}2 

x 2 +y2 -6x+9=y2 +6y+9 

x 2 = 12y 

x 2 = 4(3y) 

elevando al cuadrado 

simplificando 
p>O 

Este resultado constituye otro proceso cognitivo (Representación 

algebraica). 

En este ejemplo debemos también puntualizar que la variable que está 

elevada al cuadrado es la "x", y que el parámetro p es mayor que cero. 
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d) La solución es: 

-8 -& 

construcción por definición. 

PF = PQ 

-'I 

Representación Geométrica 

y 

2 

1 

-1 

F (0,-31 

J(x-0)2 +(y+3)2 =J(x-x) 2 +(y-3)2 

Jx 2 +(y+3) 2 =J(y-3)2 

a l><-31 

'I 

P(x.yl 

x 2 +y 2 +6y+9=y 2 -6y+9 

x 2 =-12y 
p<O, p=-3 

x2 = 4(-3y) 

Representación algebraica 

E, 

En este ejercicio, como en el anterior, se debe hacer ver al estudiante 

que la variable que está elevada al cuadrado es la x y que en este caso p es 

menor que cero. 

Se han dibujado dos clases de parábolas en función de su eje, cuando 

coincide con el eje x o con el eje y (geométricamente), y se han clasificado en 4 

clases de acuerdo a su situación dentro del plano: 

a) parábola con vérHce en el origen cuyo eje coincide con el eje x y abre hacia 

la derecha. 
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b) parábola con vértice en el origen cuyo eje coincide con el eje x y abre hacia 

la izquierda. 

c) parábola con vértice en el origen cuyo eje coincide con el eje y y abre hacia 

arriba. 

d) parábola con vértice en el origen cuyo eje coincide con el eje y y abre hacia 

abajo. y para cada una se ha también encontrado una representación: 

algebraica parámetros geométrica 

/ 
QH,\11 

Pk• 

1 
1 
\. 
\ 

' 1 
\IC'.11 

., 
\ .,. 
--l', 

a) y2 = 4(2x) p=2 

"k• -,· ·~· ' '. 

,. 
rtr.11 .. . , 

b) y2 = 4(-2x) p=-2 

lFfLJI / 
/ 

/ .... 
,1 .// 

.. .. .. ·• ' . . 

c) y2 = 4(3x) p=3 
Q~-11 

'1 ·~· 
1: 

·• p- 1 cc::z:: . • 

'V /. • '-., P~wt 

. -1 ·,, 

d) y2 = 4(-3x) p=-3 
--\, 

/ 
fll,·ll 
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Los siguientes 4 problemas generalizan los 4 anteriores y tratan de 

formar esquemas geométricos y algebraicos en los alumnos. 

Problema 33. 

Hallar la ecuación de la parábola cuyo vértice está en el origen de 

coordenadas, sabiendo que: 

a) Su eje coincide con el eje Ox, abre hacia la derecha y p>0 

b) Su eje coincide con el eje Ox,abre hacia la izquierda y p<0 

c) Su eje coincide con el eje Oy, abre hacia arriba y p>0 

d) la parábola está situada en el semiplano inferior, su eje coincide con el eje 

Oy y p<0 

Solución. 

El proceso que se inicia con la solución de estos problemas es el de la 

construcción de un esquema que pueda ayudar al alumno a resolver una gran 

cantidad de problemas, esto es, generalizar un resultado. 

a) Representación Geométrica 

1 

1 pi 
1 

i 
1 

1 ' a~.~ 1 P~~ 

v' \ f~.~ 
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Jrx-p)2 +(y-0)2 =J(x+p)2 +(y-y)2 

(Jrx-p)2 +y2)2 =(~(x+p)2)2 

x 2 - 2 px + p 2 + y 2 = x 2 + 2 px + p 2 

=> y 2 =4px 
con p > O 

Representación algebraica 

De esta manera el alumno pt1ede interpretar que todas las 

representaciones algebraícas de parábolas de esta clase, tienen esta forma. 

b) Representación Geométrica 

F l·p,0] 
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e) 

~(x+p)2 +(y-0)2 = ~(x-p)2 +(y-y)2 

(~(x+p)2 + y2r =(x+p)2 

x 2 +2px+p2 + y 2 =X 2 -2px+p2 

y 2 = -4px 

y 2 = 4(-px) => y 2 = 4px 

conP < O 

Representación algebraica 

Representación Geométrica 

F (O.p) 

DIRECTRIZ y=-p a (x.-pJ 

~ ( X - 0 )2 + ( y - p )2 = ~ ( X - X )2 + ( y + p )2 

(~(x2 +(y- p)2 r = (~(y+ p)2 y 
x2 + y2 _ 2py + p2 = y2 + 2py + p2 

x 2 = 4py 

con p > O 

Representación algebraica 
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4) Representación Geométrica 

DIRECTRIZ Y = P O (><-PI 

\PF\=IPO\ 
Jrx-0) 2 +(y+p)2 = Jrx-x)2 +(y-p)2 

(Jrx2 +(y+pJ2)2 =(J(y-p)2 )2 
xz + yz + 2py + p2 = yz _ 2py + p2 

x 2 = -4py 

X 2 =4(-py) 

x 2 = 4py 
con p > O 

Representación algebraica 

Hemos llegado a un nivel importante en la construcción del conocimiento 

por parte del estudiante, la generalización, es decir, ha logrado encontrar una 

representación algebráica para todas las parábolas con vertice en el origen de 

coordenadas_, está también en posibilidades de que a través de la 

representación algebraica establezca cuándo una parábola tiene su eje 

coincidiendo con el eje de las "x" o con el eje de las "y", además de que puede 

diferenciar cuándo la parábola abre hacia la derecha o cuándo . hacia la 

izquierda, cuándo abre hacia arriba o cuándo hacia abajo, esto es, le ha 

otorgado un significado al parámetro p, Esta discusión nos muestra que el 

alumno ha construido un esquema de conocimiento a través de un conjunto de 
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procesos cognitivos, tal esquema es algebraico y tiene un significado 

proporcionado por el esquema geométrico que originó la definición. 

Ahora se procede a la inversa, es decir, plantearemos problemas en 

donde lo que se nos da es la representación algebráica (ecuación) y lo que se 

tiene que decidir, es que clase de parábola es y cuáles son sus elementos. 

Problema 34. 

Determinar el valor del parámetro y la situación de las parábolas 

siguientes con respecto a los ejes coordenados. 

a) /=6x 

b) /=4x 

c) x2=5y 

d) x2= -y 

Solución. Los esquemas que se espera el alumno aplique en la solución de 

estos ejercicios son: 

I= 4px con p>O o p<O, parábolas horizontales, y 

x2= 4py con p>O o p<O, parábolas verticales. 

a) l= 6x, es una parábola horizontal con vértice en el origen y además 4p= 6, 

esto implica que p= 312, es decir, abre hacia la derecha. 

b) /= -4x, es una parábola horizontal con vértice en el origen y abre hacia la 

izquierda, esto porque 4p= -4, es decir, p=1. 

c) x2= 5y , es una parábola vertical con vértice en el origen y abre hacia arriba 

puesto que p=5/2. 

d) x2= -y, es una parábola vertical con vértice en el origen y abre hacia abajo 

donde p= -114. 
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Otra clase de problemas es determinar la ecuación cuando tenemos 

algunos datos y a partir de ellos podemos determinar el tipo de parábola y su 

respectivo parámetro. 

Problema 35. 

Hallar la ecuación de la parábola cuyo vértice está en el origen de 

coordenadas sabiendo que: 

a) La parábola es simétrica con respecto al eje OX y pasa por el punto A{9, 6). 

Solución. En la solución de este problema vamos a deducir los parámetros a 

partir de los esquemas que han sido construidos y utilizando los datos que 

proporciona el enunciado del problema. La ecuación que se busca es del tipo: 

/= 4px o x2= 4py donde p>0 o p<0. 

Se sabe que es simétrica respecto al eje x por lo tanto pertenece al 

primer caso, y lo que falta determinar es el valor de p. El otro dato es que la 

parábola pasa por el punto A{9, 6), lo que quiere decir que debe satisfacer la 

ecuación. Esto significa que : 

62 = (4)p(9) => 36 = 36p => p = 1 por lo tanto la ecuación buscada es/= 4x. 

b) La parábola es simétrica· con respecto al eje OX y pasa por el punto B(-1, 3). 

Solución. El esquema que aplica es el mismo al ejercicio anterior por lo que 

solo tenemos que verificar que el punto 8(-1,3) peretenece a la curva y de esta 

forma despejar a p, esto es: 

, 9 , 1 t 1 .• 3-=(4)p(-l)=>p=--=>y-=4(-9/4)x ,por o anta a ecuaciones 
4 

I= -9x. 

c) La parábola es simétrica respecto al eje OY y pasa por el punto C{1, 1). 

Solución. El esquema a aplicar es x2= 4py, que si sustituimos el punto C{1, 1) 

debe satisfacer la ecuación, esto es: 
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= ( 4)p(l) => p = l / 4 por lo tanto la ecuación es x2= 4(1/4)y es decir: 

d) La parábola es simétrica respecto al eje OY y pasa por el punto 0(4,-8). 

Solución. El esquema a aplicar es el mismo del ejercicio anterior, esto es: 

4 2 = ( 4) p (-8) => p = -1/ 2 por lo tanto la ecuación buscada es : 

Aún cuando en el proceso de la construcción del conocimiento por parte 

del alumno se ha llegado al nivel de generalización ésta es por decirlo así, 

limitada, porque el esquema construido nos sirve solo para las parábolas cuyo 

vértice coincide con el origen de coordenadas. Siguiendo con este proceso 

encontraremos representaciones algebraicas de parábolas cuyo vértice está 

fuera del origen de coordenadas, esto es planteado en el siguiente problema: 

Problema 36. 

Encontrar la ecuación de la parábola cuyo vertice está en el punto 

V(3, 2), su eje es paralelo al eje OX y el parámetro p=2. 

Solución. A estas alturas, el alumno está familiarizado con la construcción 

geométrica de parábolas y ha construido procesos cognitivos que le permiten 

extender la construcción de las parábolas con vértice en cualquier punto del 

plano, esto es: 

Por definición: 
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~(x-5)2 +(y-2)2 =~(x-1)2+(y-y) 2 

~(x-5)2 +(y-2) 2 =~(x-1) 2 

x-5)2 +(y-2)2 =(x-1)2 

y-2}2 +x 2 -10x+25=x 2 -2x+1 

y-2) 2 =Bx-24 =>(y-2)2 =B(x-3);:=)(y-2) 2 =4(2)(x-3) 

Representación 

Algebraica 

Representación Geométrica 

y 
5 

a 11.YI 
1 

3 

F (5,2) 

1 

2 3 1 s 6 

-1 

Problema 37. 

Encontrar la ecuación de la parábola con vertice en el punto V(3, 2) si su 

eje es paralelo al eje OX y p= -2. 

Análogamente al problema anterior, primero, se construye su representación 

geométrica: 
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y 1, 

" '" 5 "-· 
\, Pp(.Y) 

Q (5.Y) 

1 //\: 
3 

I 
I 

I z ---;-------
F (1.ZJ 

J 
-z -1 

~(x-1)2+(y-2)2 =~(x-5)2+(y-y)2 

(~(x-1) 2 +(y-2)2)2 =(~(x-5)2)2 

x-1) 2 +(y-2)2 =(x-5)2 

y-2)2 +x 2 -2x +1 = x 2 -10x +25 

V (1.21 

1 ? 

y-2)2 =-8x+24 ~(y-2)2 =-8(x-3)~(y-2)2 =4(-2)(x-3) 

Representación algebraica 

La ecuación de la parábola es idéntica a la del ejercicio anteri~r excepto 

por el valor de p que en el caso anterior fue de 2 y en este es de -2. Se observa 

que el punto (3, 2) que es el vértice en la figura aparece en la ecuación, y que 

el número 3 que es la abcisa en la ecuación está junto con la x, el número 2 

que es la ordenada en la ecuación está junto con la y, además de que este 

último término aparece elevado al cuadrado. 
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Problema 38. 

Encontrar la ecuación de la parábola con vértice en el punto V(3,4) y 

cuyo eje es paralelo al eje Y. 

a)p=3 b) p=-3 

Solución. Construimos la parábola atendiendo a la definición 

\ 
y 

F(],7) 

:0 '------ PIX,Yl 

1 VJl.4) 

3 

2 

Dlrectrtz Q()(.1) 

--1 -3 -z -1 l z 3 1 5 6 1 

representación geométrica. 

visualización. 

JPFJ=IPOI 
(Jrx-3)2 +(y-7)2)2 =(Jr~-x)2 +(y-1)2)2 

(Jrx-3) 2 +(y-7)2
)

2 

=(y-1)2 

x-3}2 +(y-7) 2 =(y-1) 2 

X - 3 )2 + y 2 -14 y+ 49 = y2 
- 2y + 1 

x-3}2 =12y-48 

X - 3 )2 = 12( y - 4) =:> ( X - 3 )2 = 4( 3 }( y - 4) 

/ 

e ' 18 

Representación algebraica 

b) p=-3 
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1, 

s 

vp.41 

fll.1) 

-1 -3 -z -1 1 z l 1 s , ? e ~ 

-1 

representación geométrica 

IPFl=IPQI 
( ~ ( X - 3) 2 + ( y - 1) 2 ) 2 ·= ( ~ ( X - X) 2 + ( y - 7) 2 ) 2 

{~(x-3) 2 +(y-l) 2
)" =(y-7) 2 

(x-3)2+(y-1) 2 =(y-7) 2 

(x - 3)2 + y 2 
- 2x + 1 = y 2 

- 14y + 49 

(x -3}1 = -12y +48 

(x - 3)2 = -12(y -4) => (x - 3) 2 = 4(-3)(y -4) 

(3,4) 

p =-3 

Representación algebraica 

Problema 39. 

Hallar la ecuación de la parábola sabiendo que su vértice es el punto 

(a,/3): 

a) p > O y su eje es paralelo al eje OX. 

b) p < O y su eje es paralelo al eje OX. 

c) p > O y su eje es paraelo al eje OY. 

d) p < O y su eje es paralelo al eje OY. 
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Solución. 

Por analogía en la solución de los problemas anteriores debemos 

considerar dos casos cuando A) p>O o b) p<O. 

a). 

Ola P.YI 

o 

representación geométrica 

IPFI= ¡;;-¡ 
(.J<x -(a+p))2+(y -.0)2r =(.J<x -(a-p))2+(y -y)2r 

x 2 -2(a + p )x +(a+ p ) 2 + (y - p )2 = x 2 -2(a - p )x + (a - p ) 2 

-2ax - 2 p x + a 2 + 2ap + p 2 + ( y - p) 2 = -2ax + 2 p x + a 2 
- 2ap + p 2 

( y - /J ) 2 = 4 p X - 4ap 

(y -/3) 2 =4p(x -a) 

(a, /3) 
p > o 

algebraica 

Representación 

95 



b). p<O Representación Geométrica 

c) 

y 

IPTI= li0I 

01 a p,y] 

e 
e 
1 

(.J<x -<a - p)): +(y -P):r = (.J<x -<x + p))
2 +0)2 

( y - P ) : = 4 ( - p )( X - a ) 

Representación algebraica 

esto es por analogía con el ejercicio anterior. 

Representación Geométrica 

1,1 

Dired.riz 

F(e,11• p.J 

V( a.11) 

1 

1 

1 

1 
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d) 

(J<x-a)2 +(y -(/3 + p))2r =(J<x-x)2 +(y -(/3 -p))2)2 

(x --a)2 +(y -(/3 + p))2 = (y -(/3 _ p))2 

(x - a )2 + y 2 - 2(a + p )y+ (/3 + p )2 = y 2 - 2(/3 - p )y + (/3 - p )2 

( X - a )2 - 2 /Jy - 2 py + /3 2 + 2 /Jp + p 2 = -2 /Jy + 2 py + /3 2 - 2 /Jp + p 2 

(x -a) 2 = 4py -4/Jp 

(x-a)2 =4p(y-/J) 

p >Ü 

Representación algebraica 

Representación Geométrica 

a lx. P+ PI 

V[a. PI 

F[a,{J-p) 

(Jcx-a)2 +(y -(/3 -p))2)2 =(Jcx-x)2 +(y-(/3 + p))2r 

(x -a)2 +(y -(/3 - p))2 = (y -(/3 + p))2 
' 

1 2 2 2 (x-af+y--2(/3-p)y+(/3-p) =y -2(/J+p)y+(/J+p) 

(x -a)2 -2/Jy +2py + /3 2 -2/Jp + p 2 = -2/Jy -2py + p 2 +2/Jp + p 2 

( X - a) 2 = -4 py + 4 /Jp 

( X - C( f = -4 p ( y - /3 ) 
(x - a f = 4(- p )( y - /3) 

p > o 
Representación 

algebraica 

El resultado de este ejercicio queda enunciado en el siguiente teorema: 
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TEOREMA 1 
La ecuación ordianaria de una parábola cuyo eje es paralelo al eje "x" y 

el vértice es el punto v(a,P) es: 
(y- ~J2=4p(x-a) 

TEOREMA 2 
La ecuación ordinaria de una parábola cuyo eje es paralelo al eje "y" y 

el vértice es el punto V(a,P) es: 
(x- a )2 = 4p(y- p) 

Sabemos que la ecuación ordinaria de cualquier parábola es de la forma 

(x--a) 2 =4P(y-p) ó (y-p) 2 
=4P(x-a) 

Para ejemplos específicos de parábolas tenemos: 

(x - 3)2 = 12( y - 2) ó (y-2)2=4(x-1) 

que pueden cambiar de forma efectuando las operaciones indicadas e 

igualando a cero, esto es 

( X - 3 r = 12( y - 2) 

x2 
- 6x + 9 = 12 y - 24 

X 
2 

- 6x -12 y + 35 = Ü 

( y - 2)2 = 4(x - 1) 

y 2 -4y+4=4x-4 

y 2 -4x-4y+8=0 

Esto significa que cualquier parábola que esté expresada a través de su 

forma ordinaria se puede transformar en otra como en los ejercicios anteriores. 

Esta nueva forma de parábolas la denominaremos la ecuación general de la 

parábola. Podemos destacar algunos hechos importantes de estos dos 

ejemplos antes de generalizar: 

a) En las parábolas horizontales la variable que aparece elevada 

al cuadrado es la "y" los otros terminas son dos lineales y uno constante. 

b) En las parábolas verticales la variable que aparece elevada al 

cuadrado es la "x" los otros términos son dos lineales y uno constante. 

El esquema que se desea construir en la mente del estudiante es aquel 

que reconoce a todas las parábolas a través de una representación puramente 

algebraica. Para ello enunciamos el siguiente resultado: 
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TEOREMA 3. 

La ecuación general de las parábolas cuyo eje es paralelo al eje de las 

x tiene la forma : y 2 + Dx + Ey + F = O 

La ecuación general de las prábolas cuyo eje es paralelo al eje de las y tiene 

la forma: x 2 +Dx +Ey +F = O. 

Esta forma de representar a las parábolas, mediante el esquema 

propuesto, le permite al alumno extender su dominio de reconocimiento del objeto 

matemático llamado parábola, es decir ahora las puede identificar mediante 

esquemas geométricos o analíticos, y dentro de esta última puede identificarlas a 

través de su ecuación ordinaria o de su ecuación general. 

La manera de deducir la ecuación general de una parábola, es 

desarrollando su ecuación ordinaria esto significa que : 

( X - a) 2 = 4 p( y - fi ) Parábolas Verticales 

desarrollo 

x2 -2ax +a 2 = 4py-4pp 

x 2 
- 2ax -4py + a 2 

- 4pp = O 

Si hacemos -2a = O -4p = E a 2 -4pfi=F 

Se obtiene x 2 + ox + Ey + F = O. que es esta la ecuación general de una 

parábola vertical. Análogamente se hace lo mismo para la parábola horizontal. 

El alumno ha construido dos tipos de representaciones algebráicas a partir 

de la definición del objeto matemático llamado parábola apoyado en la 

representación geométrica (visualización). En la primera (ecuación ordinaria) el 

alumno puede identificar los elementos de la definición, sin embargo en la 

segunda (ecuación general) ya no, esto significa que si se le presenta una 
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parábola por medio de la segunda representación no podrá el alumno decirnos 

mucho acerca de ella. 

Este problema y su solución queda planteado en el siguiente ejercicio. 

Problema 40. 

Analizar la parábola x 2 + 2x - 4y- 7 = O 

Solución: 

x 2 +2x-4y-7=0 

(x 2 +2x+1)=4y+7+1 

(x +1) 2 
= 4y +8 

(x+1) 2 =4(y+2) ~ (x +1) 2 = 4(1)(y + 2) 

Ecuación Ordinaria 

A partir de este tipo de representación estamos en condiciones de analizar 

la parábola : 

x 2 +2x-4y-7=0 es Vertical y abre hacia arriba 

su parámetro es p= 1 

su vértice es (-1,-2) 

Problema 41. 

Analizar la parábola y~ + 4y + Sx - 12 = O 
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Solución. 

y 2 +4y = -8x +12 

y 2 + 4 y+ 4 = -8x + 16 

(y+ 2) 2 
= -8x + 16 Procesos cognitivos para llevarlo a un esquema 

( y + 2) 
2 

= -8( X - 2) 

(y+ 2)
2 

= -8(-2)(x - 2) 

este es un esquema conocido, en que el alumno puede decirnos mucho 

acerca de la parábola. 

Apartir de este tipo de representación estamos en condiciones de analizar la 

parábola: 

y~+ 4y + 8x -12 = O es Vertical y abre hacia abajo 

su parámetro es p = -2 

su vértice es v(2,-2) 

En los siguientes ejercicios a partir de ecuaciones se puede determinar si 

son o no representaciones algebraicas de parábolas. 

Problema 42 

Verificar si las siguientes ecuaciones representan parábolas. 

a) y= 1/4x2 + x + 2 b) x = -114/ + y 

e) x2 = 2 - y 

Solución: 

a) y= 1/4x2 + x + 2 

y -1/4x2 
-X -2 = 0 

4y-x2 -4x-8 = O 

x2 -4y +4x +8 = O 
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2 . , 
Que pertenece al esquema x +Dx +Ey +F = O, Por lo tanto, s, es una 

parábola donde O= 4, E= -4 y F= B. 

b) X= -1/4y +y 

X +1/4y -y= 0 

4x +y2 -4y = O 

y2 +4x -4y = O 

Que corresponde al esquema y2 +Dx +Ey +F = O, en donde O = -4, E = -4 y 

F = O. 

) 2 - 2 C X - -y 

x2 
+ y-2 = O 

Que también corresponde al esquema x2 + Dx +Ey + F = O, donde O= O, E= 

1 y F= -2. 

En los ejercicios anteriores hemos aprendido a analizar parábolas a través 

de sus representaciones algebraicas (ecuaciones). En los siguientes 

aprenderemos a encontrar la ecuación cuando como datos tenemos algunos 

elementos de la parábola. 

Problema 43. 

Hallar la ecuación general de la parábola si se dan su Foco F(l,2) y la 

directriz. x -5 = O. 
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Solución: 

De nueva cuenta utilizamos la representación geométrica de los elementos 

que están dados como datos, junto con la representación algebraica ( ecuación 

ordinaria ) que es un esquema existente en la estructura cognitiva del alumno. 

y 

F(l,1') 

5 X 

.Directriz 

X -5 = 0 => x=5 

Por la ubicación de los elementos sabemos que es una parábola horizontal 

cuya ecuacion ordinaria debe ser de la forma (y -/JJ2 =4p(x -a) (esquema). 

La característica que define al vértice de la parábola es que está a la 

misma distancia del foco que de la directriz por lo que ya podemos determinarlo, 

es V(6,2) y P = 1. 

Por lo tanto su ecuación ordinaria es: 

(y -2;2 = 4(1 )(x - 6) 

l -4y +4 = 4x - 24 

y2-4x-4y+28=0 ecuación general. 

Problema 44. 

Encontrar la ecuación de la parábo_la cuyo vértice es el punto (1, -2) y 

Foco el punto (1, 1). 
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Solución. 

Acudimos otra vez a la representación geométrica identificando los 

elementos que se presentan como datos: 

y 

F(l,1) 

X 

V(l,-2) 

Por la ubicación de los datos en el plano cartesiano se deduce que es una 

parábola vertical cuya ecuación ordinaria es de la forma (x -h;2 = 4p(y -k), y que 

p=3, además abre hacia arriba por lo que sabemos que es positiva, el vértice es 

(1, -2). 

Por lo tanto su ecuación es la siguiente. 

(x -1;2 = 4(3)(y +2) ecuación ordinaria 

x2 -2x +1 = 12(y +2) 

x2 -2x +1 = 12y +24 

x2 -2x -12y + 1 -24 = O ecuación general 
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CAPÍTULO IV. 

HIPÉRBOLA. 

Problema 45. 

Determinar la representación geométrica .y algebraica del planteamiento 

y solución en los siguientes dos problemas (material extraído del libro de 

relaciones y geometría Analítica páginas 332-342) 

1. Durante 4 años una familia ha viajado de vacaciones a una playa que se encuentra 

a 300 km. de distancia de su casa. Hay un tramo de 100 km. de la carretera que 

durante el primer año era una brecha y solamente les permitía ir a 25 km/h, por lo 

que tardaron 4 horas en recorrerla. En el segundo año aplanaron los 100 km, lo 

que hizo que la velocidad se duplicara a 50 km/h, en consecuencia tardaron 2 

horas en recorrerlos. En el tercer año pudieron ir a 75 km/h, ya que la carretera se 

pavimentó y recorrieron los 100 km en una hora y 20 minutos (1 1/3 h). El último 

año se aumentó un carril más a la carretera, por lo que su velocidad fue de 100 

km/h. 

Solución. 

Se presentan los datos que durante 4 años se han acumulado en una tabla 

como la siguiente: 

e (km/h) 25 50 75 100 

T (h) 4 2 1 1/3 1 

Se puede ver en esta tabla que al aumentar una variable, en este caso la 

velocidad, disminuye la otra variable, o sea el tiempo y se dice que la velocidad es · 

inversamente proporcional al tiempo cuando la distancia es constante. 

Se observa también que si se multiplica la velocidad por el tiempo en cada 

año, el resultado son los 100 km de la distancia recorrida, esto es: vt = O. Ahora bien, 
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con los datos de la tabla se puede interpretar mediante una gráfica el mismo 

fenómeno: 

V (k lh) 

100 

75 

50 

25 

O 1 2 3 4 5 6 7 8 T (h) 

Al unir los puntos se obtiene una curva, con la cual se pueden obtener más 

datos que las cuatro parejas de datos que se guardaron de los viajes. 

2. Los gases tienen la característica de que se les puede reducir su volumen mediante 

la aplicación de presión sin alterar su temperatura. 

Esta idea, es la que se usa para almacenar en sitios relativamente pequeños el 

gas que usa en la casa. El gas es sometido a diferentes presiones de tal manera que 

al aumentar ésta, el volumen de gas se va reduciendo, por lo que se puede guardar 

en un recipiente más pequeño la misma cantidad de gas. 

En la siguiente tabla aparecen los datos que se obtienen de la lectura de una 

máquina compresora de gas: 

P (mm de Mg) 80 160 240 320 

60 30 20 15 

La relación entre esas variables es inversamente proporcional. Si se multiplica 

cada pareja de datos entre sí se obtiene siempre la misma constante, por lo que su 

representación algebraica es PV = K. La representación gráfica de los datos de la 

tabla anterior es la siguiente: 
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V( ml) 

60 

50 

40 

JO 

20 

10 

o 
80 160 240 320 

P (mm de Mg) 

Para generalizar se puede decir lo que tienen en común los ejemplos 

anteriores. 

• Primero, la relación que hay entre dos variables x e y es inversa. 

• Segundo, al multiplicar las variables siempre se obtiene el mismo número 

(constante) 

• Tercero, al trazar las gráficas de los datos obtenidos se encuentra una cuNa de la 

misma forma. 

A las cuNas de este tipo se les llama hipérbolas. 

A continuación se construirá este objeto matemático llamado hipérbola: 

Para construir una hipérbola 1
: 

1. Dibujaremos una recta horizontal. 

2. Sobre la recta localizaremos un punto y lo llamaremos F'. Diez unidades a la 

derecha de él marcaremos otro punto y lo denotaremos F. (Fig.1) 

3. A la mitad de ellos marcaremos el centro con la letra C (Fig.1). 

1 del libro de Relaciones y Geometría Analítica. 
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F ' e 

Figura 1 

F' 

4. A partir del centro dibujaremos dos puntos, uno a cada lado a una distancia menor 

de d (C, F), digamos 3 unidades. Los marcamos con las letras V' y V (fig. 2). 

F v.· ' e 

Figura2 

V F' 

5. Trazaremos dos rectas perpendiculares al eje que pasen por V' y por V. Con un 

compás haremos centro en C y con radio igual ad (C, F), en este caso 5 unidades, 

dibujaremos un arco que corte /as rectas arriba y abajo ( fig. 3). 

F V' e 

Figura 3 

6. Uniremos ahora esos cuatro puntos y dibujaremos /as diagonales del rectángulo 

que se formó, estas son /as asíntotas de la hipérbola ( fig. 4 ). 
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F F 

Figura4 

7. Marcaremos algunos puntos a derecha de F ( P, P2, P3, P4, Ps,P6, P1, .. .) Con centro 

en F', F y radios V,P, y V'P,, se trazan dos arcos que se intersectan en puntos de 

la hipérbola. Haz lo mismo con P2, P3, ... Uniremos estos puntos con una curva 

suave para trazar la rama de la derecha de la hipérbola. (Fig. 5) 

Figura 5 

8. Marcaremos algunos puntos a la izquierda de F (P(,P2',P/, .. .). Repetiremos el 

proceso anterior con los puntos P,',P2',P/, ... , para obtener la rama de la izquierda. 

(Fig. 6) 
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Figura 6 

Los dos puntos fijos F y F' son llamados focos de la hipérbola. El punto medio 

de F' F es el centro (C) de la hipérbola, así la distancia de F' a C es la misma que la 

distancia de C a F. La distancia de y es llamada: distancia focal (en la Fig. 6 mide 10 

unidades). 

Figura 7 

La recta horizontal que pasa por los puntos F' y F determina el eje focal de la 

hipérbola. Las intersecciones de con el eje focal son dos y se les da el nombre de 

vértices de la hipérbola (V' y V). A la distancia comprendida entre ellos se le llama eje 

real o transverso (En la Fig. 7 mide 6 unidades) 

La distancia del centro C al vértice V' es la misma que la distancia al vértice V, 

así, la distancia entre los dos vértices la podemos denotar como 2a. 

Observa la figura 8 y notarás que 2a > 2a, así, a>c. 
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F' v· F 

Figuras 

Observa el triángulo CVR, como C corresponde a la hipotenusa de un triángulo 

rectángulo y a corresponde a uno de sus catetos, además a<c, entonces, siempre 

existe otro cateto b, tal que a2 + b2 = c2 (Teorema de Pitágoras), de donde 

b=.Jc 2 
- a 2 proceso cognitivo existente 

En la figura 9 trazaremos rectas perpendiculares al eje transverso en los 

vértices. Con el compás colocado en el centro y con una abertura CF, encontraremos 

las intersecciones con /as rectas que construimos y trazaremos /as rectas paralelas al 

eje transverso. 

Figura 9 

Trazaremos una recta perpendicular al eje focal que pase por C. Los puntos de 

intersección B y B' de la recta con los lados horizontales del rectángulo (Fig. 10) 

determinan el eje conjugado o imaginario de la hipérbola. 
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Figura 10 

¿ Cuánto mide el eje conjugado? 

Sabemos que V'V=6u, que CF = 5, por lo tanto, el segmento CR mide 5 

unidades, entonces, por el teorema de Pitágoras se tiene: 

2b. 

cR2 = vR2 + cv2 cR = s I 2s = vR2 + 9 

vR2 = 16 

CR =±4 

Además VR = CB por ser lados opuestos de un rectángulo. 

El eje conjugado B'B mide 8 unidades. También se le llama a esta distancia 

2b = 8 

A las diagonales del rectángulo se les conoce como asíntotas de la hipérbola, 

estas dos rectas no pertenecen a la hipérbola pero son dos herramientas muy útiles 

para trazarla, ya que la curva siempre queda contenida entre ellas. (fig 11). 
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Figura 11 

El segmento que une dos puntos diferentes de la hipérbola se le llama cuerda. 

Puede unir dos puntos de una mism_a rama como EE', o de dos ramas diferentes 

como V'V lfig 11). 

Si la cuerda pasa por el centro entonces es un diámetro, como V'V o D'D (fig 

11) 

A las cuerdas que pasan por los focos y que son perpendiculares al eje focal 

se les llama lados rectos o anchos focales de la hipérbola (fig 12). Toda hipérbola 

tiene dos lados rectos. 

Los segmentos que unen un punto de la hipérbola con algún foco se conocen 

como radios vectores o radios focales (fig 12). 

Figura 12 

Observa la fig 13 y recuerda como trazamos la hipérbola. 
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VP1 = VF + FP1 

V'P1 = V'V + VF + FP1 

Restamos la primera a la segunda. 

V'P1 -VP1 = V'V + VF + FP1 -(VF+FP1) 

Efectuamos operaciones 

V' P1 - V P1 =V'V Pero V' P1 =F' Pp Y V P1 =F Pp 

=V'V = 2a. 

Figura 13 

En la construcción del objeto matemático denominado hipérbola se 

utilizo en primer lugar, el planteamiento y solución del problema 44. En 

segundo, la experiencia matemática del estudiante y principalmente la 

visualización, que fue expuesta cuidadosamente mediante la secuencia de 

gráficas que se presentaron y en las que progresivamente se fueron 

descubriendo los elemntos principales de la hipérbola. 

A continuación se presenta la definición formal de la hipérbola, a la cual 

se espera que el estudiante le otorgue un significado mas preciso y con la cual 

se espera construya el primer y mas importante proceso cognitivo dentro de 

este tema. 
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HIPÉRBOLA 

La hipérbola es el lugar geométrico de los puntos de un plano cuya 

diferencia de las distancias no dirigidas a dos puntos fijos llamados focos es 

igual a una cantidad constante. Esta constante corresponde a 2a donde a es la 

distancia del centro al vértice. 

representación geométrica 

Problema 45. 

Encontrar la representación algebraica y geométrica de la hipérbola con 

centro en el origen del sistema donde 2a = 6 y cuyos focos tienen coordenadas 

F'(-5,0) y F(5,0). 

Solución. 

Primero de acuerdo a la representación geométrica del objeto 

matemático, tenemos: 

y 

F(5,0J 
X 

Y(·Mf, C 1~(3,0) 

/, 1 

__ / t-- 6 ___J 

EJE TR . .:..NSVERSO 
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Para encontrar la representación algebraica (ecuación) utilizamos la 

definición, es decir, para cualquier punto P perteneciente a la hipérbiola es 

necesario que se cumpla: 

/d (p,FJ . d (p, F) / =6 

El punto P es un punto cualquiera de· la hipérbola, o sea que tiene 

coordenadas P(x,y), entonces: 

Jcx - (-5))2 + (y - 0)2 Jcx-5)2 +(y-0)2 = ± 6 

Jcx+5)2 +y2 = ± 6 + Jcx -5)2 + y2 

Elevamos al cuadrado los dos miembros de la igualdad 

(x+5) 2 +y 2 =36+12J(x-5) 2 +y 2 +(x-5) 2 +y 2 

desarrollando: 

x 2 +10x+25+y 2 =36±12J(x-5)2 +y 2 +x 2 -10x+25+y 2 

Reducimos términos semejantes y obtenemos: 

20x - 36 = ±12J(x -5)2 + y 2 

Dividiendo entre 4 

5x - 9 = ±3J(x -5)2 + y 2 

Elevamos nuevamente al cuadrado: 

5x-9) 2 =(±3J(x-5)2 +y 2 J2 
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25x2-90x+81=9(x2-10x+25+y2) 

25x2-9x2-9/=225-81 

16x2-9y2=144 

Al dividir ambos miembros de la igualdad por 144, obtenemos: 

o bien 

6x 2 9y 2 144 
----

144 144 - 144 

x2 y2 
---=1 
9 16 

que es la representación algebraica de la hipérbola. y se le conoce como 

la ecuación en forma ordinaria de la hipérbola con centro en el origen y focos 

sobre el eje de las abcisas, en este caso, F'(-5,0) y F(5,0). 

Problema 46. 

Encontrar la representación algebraica y geométrica de la hipérbola con 

centro en el origen de coordenadas, cuyos focos estan sobre el eje Y, con 

coordenadas F'(0,-7) y F(0. 7) y cuyo eje transverso es de 10 unidades. 

Solución. 

Igual que en el problema anterior, primero construimos la representación 

geometrica apoyandonos en la construción hecha en la definición. (proceso 

cognitivo existente). 
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y 

X 

Si tomamos cualquier punto P perteneciente a la hipérbola es necesario 

que se cumpla: 

/d(p,F') - d (p, F) / = 10 

~(x-0}2+(y-(-7)) 2 -~(x-0) 2 +(y-7) 2 = ± 10 

Pasamos la segunda raíz al lado derecho 

~x 2 +(y+7)2 = ±10+~x 2 +(y-7)2 

Elevamos al cuadrado ambos lados 

x 2 +(y~7)2 =100±20~x2 +(y-7)2 +x 2 +(y-7)2 

elevamos al cuadrado los binomios. 

y 2 +14y+49=100±20~x 2 +(y-7)2 +x 2 + y 2 -14y+49 

28y -100 = ±20~x 2 +(y- 7)2 

Dividimos entre 4: 

y-25=±5~x 2 +(y-7) 2 
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Elevamos nuevamente al cuadrado. 

ly-25)2 =(±5~(y-7)2 +x 2 )2 

49y 2 
- 350y + 625 = 25(y 2 -14y + 49 + x 2

) 

49y 2 -25y 2 -25x 2 = 1225.:... 625 

24y 2 
- 25x 2 = 600 

Dividimos ambos lados de la ecuación por 600, obtenemos. 

hipérbola. 

24y 2 

600 

25x 2 600 
----
600 600 

y2 x2 

25 
-

24 
= 1, que es la representación algebraica de la 

Esta última igualdad es la ecuación en forma ordinaria de la hipérbola 

con centro en el origen y focos sobre el eje de las ordenadas. 

Estamos ahora en posibilidad de generalizar este resultado, es decir, de 

construir un esquema por medio del cual el alumno pueda reconocer a todas 

las hipérbolas con estas características. Esto queda expresado mediante la 

solución del siguiente problema: 

Problema 47. 

Encontrar la representación geométrica y algebraica de la hipérbola con 

centro en el origen y el eje focal sobre el eje X Con focos F' (-c,O) y F (e, O) y 

de longitud en el eje transverso 2a. 
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Solución: Representación Geométrica 

y 

- F(C.O) 
---4-~i----á----+-..::::.a-- X 

v·1-a., e:~ 
__,/" ~ 2a -J · 

EJE TRANSVERSO 

Para que un punto P pertenezca a la hipérbola es necesario que se 

cumpla: 

Id( P, F') - d( P, F JI = 2a por construcción. 

para cualquier pareja de puntos en el plano A(x1, Y1) , B(x2, Y2) la 

distancia entre ellos está determinada por: 

d(A;B)= J(x2 -x1 )
2 +(y2 -y,)2 proceso cognitivo 

existente. 

Sabemos que las coordenadas de los focos son F'(-c,O) , F(c,O) . El 

punto Pes un punto cualquiera de la hipérbola con coordenadas (x.y), esto es: 

~(x-(-c))2 +(y-0)2 -~(x-c)2 +(y-0)2 =±2a 

~(x +c;2 + y 2 - ~(x -c;2 + y 2 = ±2a 

~(x+c) 2 +y2 =±2a+~(x-c)2+y2 

Elevamos al cuadrado los dos miembros de la igualdad: 

x +c)2 + y 2 = (±2a+~(x-c)2 + y 2 )2 
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x 2 + 2cx +c2 +c2 + y 2 = 4a2 ±4a~(x -c)2 + y2 +(x -c)2 + y 2 

Reduciendo términos semejantes y pasamos 4a2 al primer miembro; 

4cx -4a 2 = ±4a~(x-c)2 + y 2 

Elevamos al cuadrado y dividimos entre 4-: 

Desarrollando: 

Reducimos términos semejantes. 

Factorizamos x2 del lado izquierdo y a2 del lado derecho esto es: 

............... ( 1) 

Pero sabemos que b2 = c2 
- a2 y si sustituimos en (1) obtenemos 

Dividimos la igualdad entre a2b2 y se obtiene: 

x2 y2 
----1 ª2 b2 - representación algebraica. 

Esta última igualdad recibe el nombre de forma ordinaria de la ecuación 

de la hipérbola con centro en el origen de coordenadas y su eje focal sobre el 

eje X . En la obtención de la representación algebraica de la hipérbola con eje 

focal sobre el eje Y se plantea el problema siguiente: 
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Problema 48. 

Encontrar la representación geométrica y algebraica de la hipérbola con 

centro en el origen y eje focal sobre el eje Y, sabiendo que las coordenadas de 

sus focos son: 

F'(o,-c) y F(O,c). La longitud de su eje transverso es 2a. 

Solución. 

Primero, const1·uimos la hipérbola utilizando los datos dados en el 

problema, y, la definición del objeto matemático llamado hipérbola. 

y 

X 

representación geométrica. 

Para que el punto P(x.y) pertenezca a la hipérbola es necesario que se 

cumpla: 

[d( P,F' )-d(P,FJI = 2a En este caso 

~ ( x - O )2 + ( y - (-e)) 2 
- ~ ( x - O J2 + ( y - e )2 = ±2 a 

que si seguimos el procedimiento de los problemas anteriores, se 

obtiene que: 

y2 x2 
---=1 
ª2 b2 representación algebraica. 
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Esta igualdad recibe el nombre de forma ordinaria de la ecuación de la 

hipérbola con eje focal sobre el eje Y. 

En los problemas hasta ahora resueltos acerca de la hipérbola se ha 

hecho coincidir el centro de las hipérbolas con el origen de coordenadas, sin 

embargo podemos imaginar que las hipérbolas pueden estar en cualquier otra 

parte del plano , esto queda planteado en el siguiente problema. 

Problema 49. 

Encontrar la representación geométrica y algebraica de la hipérbola con 

centro en el punto (-3,5) con eje focal paralelo al eje x de longitud 10, y con eje 

transverso de longitud 6. 

Solución. 

Aludimos de nueva cuenta a la representación geométrica utilizando los 

datos del problema y la definición: 

y 

L.__ 6 ' 

EJE TRANSVERSO 

X 

Para cualquier punto que esté sobre la curva se debe cumplir que: 

ld(P,F')-d(P,F)I = 6 

es decir: 
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Jrx - (-8)) 2 + (y - 5) 2 = Jrx - 2)2 + (y - 5) 2 = ±6 

elevamos a/cuadrado y pasamos un radical del lado derecho: 

(J(x+B)2 +(y-5)2 )2 =±6+(J(x-2)2 +(y-5)2 )2 

desarrollando obtenemos: 

x 2 +16x + 64 +(y-5)2 = 36 ±12J(x - 2)2 +(y-5)2 +xx -4x + 4 +(y-5)2 

simplificando obtenemos: 

(20x + 24) = ±12J(x -2)2 +(y-5)2 

dividiendo entre 4: 

(5x + 6) = ±3J(x - 2)2 + (y- 5)2 

elevamos al cuadrado y obtenemos: 

25x2 + 60x + 36 = 9[(x - 2)2 + (y- 5)2]. 

6x 2 +96x+36=9(y-5)2 +9x 2 -36x+36 

6( X 
2 + 6x + 9) = 144 

16(x+3)2 9(y-5) 2 144 
-

144 144 144 

(x -
9 

3
)

2 

(y ;t)2 = 1, que es la representación algebraica de la hipé boa dada en 

[(x-(-3)] 2 

9 

nuestro problema. 

(y-5)2 

16 
= 1, donde reconocemos algunos elementos que ~stá n co,o 

datos en el enunciado del problema. 

(-3,5), que es el centro, Jg = 3que es la mitad del eje transverso. 

Se ha obtenido la representación algebraica de una hipérbola con eje 

focal paralelo al eje de las x. El análogo para una hipérbola con eje focal 

paralelo al eje y queda planteado en el siguiente problema: 
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Problema 50. 

Encontrar la representación geométrica y algebraica de la hipérbola con 

centro en el punto C(2, 1), eje focal paralelo al eje y y cuyos focos tienen 

coordenadas F'(2,-9) y F (2, 11) y la longitud de su eje transverso es de 12 

unidades. 

y 

F(2,l l) 

Solución. 

12 
Eje 

Traru,,.-e:rso 

- - J 

representación geométrica 

Para cualquier punto que esté sobre la curva de debe cumplir que: 

ld(P,F') = d(P,F)I= ±12 
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Jrx-2)2+(y-(-9))2 =J(x-2)2+(y-11)2 =±12 

elevamos al cuadrado y pasamos un radical del lado derecho: 

Jrx-2)2 +(y+9;2 )2 =(±12+J(x-2)2 +(y-11}2 )2 

desarrollando obtenemos: 

(x-2) 2 +(y-9) 2 =144±24J(x-2)2 +(y-11} 2 +(x-2} 2 +(y-11)2 

Se cancela (x -2) 2 de ambos lados de .la igualdad. 

Y desarrollando: 

y 2 +1By+B1 =144+y 2 -22y+121±24J(x-2)2 +(y-11)2 

simplificando obtenemos: 

40y-184 = ±24J(x -2)2 +(y-11)2 

dividiendo entre 8: 

5y-23)=±3J(x-2)2 +(y-11)2 

elevando al cuadrado: 

25y2 
- 230y + 529 = 9(x - 2) 2 + 9(y 2 

- 22y + 121) 

25y 2 
- 9y 2 

- 230y + 198y- 9(x - 2)2 = 1089- 529 

6y 2 
- 32y - 9(x - 2)2 = 1089- 529 

6y 2 -32y-9(x-2)2 =560 

6(y 2 -2y+1)=9(x-2)2 =560+16 

6(y-1)2 - 9(x - 2)2 = 576 

Dividimos entre 576: 

16(y-1)2 

576 
(y-1)2 

36 

9(x -2)2 576 
--

576 - 576 

(x-2)2 

64 
= 1, representación algebraica. 

Esta última igualdad se le llama la ecuación de la hipérbola en su 

segunda forma ordinaria y eje focal paralelo al eje y. 

La generalización de estos resultados quedan expresados en la solución 

de los siguientes problemas: 

Problema 51. 

Encontrar la representación geométrica y algebraica de la hipérbola con 
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centro en el punto (h,k), con eje focal paralelo al eje x y de longitud 2 e, cuyo 

eje transverso es de longitud 2a. 

Solución: Representación Geométrica 

y ,Y' 

P(x,y) 

F(h+c, k) .,.__,.,--_____ __.,__-=,._ - x· 

--+---+----+--------X 

1 

l _ _ 2a ___ 1 

EJE TRANSVERSO 

Para la representación algebraica usamos los resultados de los dos 

últimos problemas, junto con las fórmulas de traslación de ejes, es decir 

suponemos que el centro de la hipérbola coincide con el origen del nuevo 

sistema x' y', y entonces sabemos por el problema 47 que la ecuación es de la 

forma: 

x'2 y'2 
ª2-b2=1 ......... (1) 

además las coordenadas de cualquier punto del sistema x'y' en el 

sistema xy son: x'=x-h y y'=y-k, por lo que si sustituimos en (1) obtenemos: 

( X - h )2 _ ( y -
2

k )2 = t 
ª2 b 

Representación algebraica. 

El resultado análogo para hipérbolas con eje focal vertical se plantea en: 

Problema 52. 

Encontrar la representación geométrica y algebraica de la hipérbola con 
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centro en el punto (h,k) cuyo eje es paralelo al eje y y de longitud 2c, y con 

longitud del eje transverso de 2a. 

Solución. 

y -y· 

F·(h; k.c) 
1 

La solución del problema 49 nos muestra que la representación 

algebraica de la hipérbola con respecto al sistema x'y' es: 

x'2 y'2 
ª2 - b2 = 1 ............... (1) 

y utilizando el hecho de que las coordenadas de un punto cualquiera en 

el sistema x'y' con respecto al sistema xy son: 

De x'=(x-h) y y'=y-k obtenemos: 

(y-k)2 

ª2 

(x -h) 2 

2 =1 
b 

a esta última igualdad se la llama la segunda forma ordinaria de la 

ecuación de una hipérbola con centro en el punto (h,k) y con eje focal paralelo 

al eje y (hiperbolas verticales). 

La ecuación ordinaria de cualquier hipérbola la podemos expresar en 

una forma diferente, efectuando las operaciones algebraicas indicadas en la 
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ecuación ordinaria e igualando a cero, a esta nueva forma se le llama 

ecuación general de la hipérbola. Esto está planteado en el siguiente 

problema: 

Problema 53. 

Encontrar la ecuación general de la hipérbola: 

Solución. 

(x-2)2 

9 

(y-1)2 
16 = 1 

Efectuaremos la resta de fracciones algebraicas. 

16( X - 2 )2 - 9( y -1 )2 . . . 

144 
= 1 Proceso cognitivo existente. 

6(x-2)2-9(y-1)2 =144 

Desarrollemos los cuadrados: 

6(x 2 -4x+4)-9(y 2 -2y+1)=144 

6x 2 
- 64x + 64 - 9y 2 + 1 By - 9-144 = O 

6x 2 
- 9y 2 

- 64x + 1 By - 89 = O 

que es la ecuación general de una hipérbola horizontal. 

Un resultado análogo para las hipérbolas verticales es: 

Problema 54. 

Encontrar la ecuación general de la hipérbola vertical 

Solución. 

(y -3)2 

4 

(x -4)2 
---'-- = 1 

9 

Efectuando la resta de fracciones algebraicas: 
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9( y - 3 )2 - 4( X - 4 )2 
36 = 1 

desarrollando los cuadrados: 

9(y 2 -6y+9)-4(x 2 -Bx+16)=36 

9y 2 -54y+81-4x 2 +32x-64-36=0 

9y2 -4x 2 +32x-54y-19=0 

que es la ecuación general de una hipérbola vertical. 

La generalización de estos resultados quedan plantados en: 

Problema 55. 

Encontrar la ecuación general de la hipérbola: 

Solución. 

(x -h) 2 

ª2 
(y-k)2 =1. 

b2 

Efectuando la resta de fracciones obtenemos: 

b2(x-h)2-a 2(y-k)2 
---------=1 

a2b2 

Desarrollando los cuadrados: 

b2(x 2 -2hx+h 2)-a2(y 2 -2ky+k2)=a2b2 

b2x 2 -2b2hx +b2h 2 -a2y 2 -2a2ky-a2k 2 -a2b2 =0 

ordenando: 

b2x 2 -a2y 2 -2b 2hx-2a2ky+b 2h 2 -a2k 2 -a2b2 =0 

Si hacemos las siguientes sustituciones: 

b2 =A· -a2 =c· -2b2h=D·-2a2k=E· b2h 2 -a2k 2 =F 1 I J I 

obtenemos: 

Ax 2 +Cy 2 +Dx+Ey+F=O· 

que es la ecuación general de todas las hipérbolas horizontales, en las 

cuales cabe destacar algunos hechos importantes: 

130 



a) el valor de C, que es el coeficiente de y2 es negativo. 

b) el valor de A, que es el coeficiente de x2 es positivo. 

c) por lo tanto el producto de AC < O. 

Problema 56. 

Obtener la ecuación general de la hipérbola: 

(y-k)2 

ª2 
(x - h)2 

b2 = 1 

Solución. 

Sea 
(y- k)2 

ª2 
(x-h)2 

b2 = 1. 

Efectuando la resta de fracciones obtenemos: 

b2(y-k)2 -a2(x -h)2 
---------=1 

a2b2 

Desarrollando los cuadrados obtenemos: 

b2 ( y 2 - 2ky + k 2 
)- 8

2 
( X 

2 
- 2hx + h 2

) = 8
2 b 2 

b2y 2 -2b 2 ky+b 2 k 2 -a 2 x 2 +2a2hx-a 2 h 2 -a 2 b 2 =0 

ordenando: 

-a 2 x 2 +b 2 y 2 +2a 2hx-2b2ky-a 2 h 2 +b 2 k 2 -a 2 b 2 =0 

Y haciendo las siguientes sustituciones: 

-a 2 =A- b2 =c· 2a 2 h=D·-2b 2 k=E· -a 2h 2 +b 2 k 2 -a 2 b2 =F 1 1 J I 

obtenemos: 

Ax 2 +Cy 2 +Dx+Ey+F=O 

Que es la ecuación general de todas las hipérbolas horizontales con 

centro en el punto C (h,k) y cuyo eje es paralelo al eje y. 

Un hecho importante que vale la pena destacar es que el coeficiente A 

de la x2 es negativo y el C de la y2 es positivo por lo que el producto vuelve a 
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ser negativo, es decir, AC < O. 

De la solución de estos últimos dos problemas podemos inducir el 

siguiente resultado. 

Teorema 1. 

Todas las hipérbolas con ejes paralelos a los ejes coordenados tienen 

como ecuación general a una ecuación de la forma: 

Ax2 + Cy + Dx + Ey + F = O 

donde A,C,D,E,F, E .W. 

El resultado recíproco no es cierto y queda analizado en los siguientes 

tres problemas. 

Problema 57. 

Dar la representación geométrica de la ecuación: 4x2 
- 2Sy2 - 4Bx - SOy + 

219 = O 

Solución. 

La ecuación 4x2 
- 2Sy - 48x - SOy + 219 = O esta dada en la forma Ax2 + 

cy2 + Dx + Ey + F = O donde A y C tienen signo distinto, por lo que la ecuación 

debería ser una hipérbola con ejes paralelos a las coordenadas. Para saberlo 

debemos llevar la ecuación general a la ordinaria, es decir, invertir el proceso, 

utilizando la inversión como clase de abstracción para hacerlo. 

4x2 
- 2sy2 - 48x - soy+ 219 = O 

Agrupamos términos semejantes en x y en y .. 

4x2 
- 48x -2Sy -SOy = -219. 
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Factorizamos y completamos cuadrados (proceso cognitivo existente.) 

4(x2 -12x+36) -25(y-2y+1) =-219+144-25 

4(x-6) 2 
- 25 (y+1)2 = 100 

Dividimos entre -100 y: 

4(x-6)2 

-100 
25 Cv+1)2 = 

-100 

Cv+1J
2 = 1 

-100 
25 

(v+1 J2 - (x-6)2 = 1 
4 25 

Con lo cual sus elementos son: 

e {6,-1J 

-100 
-100 

a2 = 4 , a = 2 longitud del eje transverso 2a = 4 

b2 = 25, b= 5 longitud del eje conjugado 2b = 10 

c2= 29, e= 5.29 distancia focal 2c = 10. 78. 

y 

1 

3 

1 

-1 

-2 

-3 

-5 

2 

Representación Geométrica 

1 
e ¡s.-11 

2n ,4 
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Problema 58. 

Dar la representación geométrica de la ecuación 

8x2 -24/2 -80x + 24y + 128 = O 

Solución. 

La ecuación está dada en la forma: Ax2 + Cy2 + Dx + Ey + F = O 

Donde A y C tienen distinto signo. Entonces, la ecuación debe ser una 

hipérbola de ejes paralelos a las coordenadas. Para averiguarlo llevamos esta 

ecuación a su forma ordinaria, esto es: 

8x2 -24/2 -80x + 24y = - 128 

Factorizamos y empleamos cuadrados: 

8(x2 -10x +25) - 2(/-12y +36) = -128 + 200 -72 

8(x-5) 2 
- 2 (y-6/ = O 

Factorizamos el número 2: 

2[4(x-5/ - (y-6/J = O 

dividimos entre 2 

4(x-5/ - (y-6/=0 .............. (1) 

Como no podemos dividir entre cero, la ecuación no corresponde a la 

forma ordinaria de la ecuación de una hipérbola. 

En la ecuación podemos reconocer una diferencia de cuadrados, que 

factorizamos de la siguiente manera (proceso cognitivo existente): 
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(2(x-5) + (Y-6)) (2( X-5) - (Y-6)) = O 

Quitando paréntesis 

(2x-10+y-6) (2x-10+6-y) =O 

(2x+y-16) (2x - y-4) =O 

Para que el producto de dos factores sea igual a cero, al menos uno de 

ellos debe ser igual a cero, así 

2x + y -16 =O ó 2x + y -4 =O 

Que son dos rectas perpendiculares que se cortan en el punto (5, 6). 

Representación Geométrica 

'( 

2 ;yt16=0 

X 
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CAPITULO V. 

CÓNICAS. 

El presente capitulo es un resumen de todos los esquemas geométricos 

y algebraicos que se han construido en los capítulos anteriores. Se empieza 

con el más simple que es el de la circunferencia cuya representación 

algebraica es la siguiente: 

Ax 2 + Cy 2 + Dx + Ey + F = O donde A,C,D,E,F E R 

y A= B 

A la cual se le conoce como ecuación general de la circunferencia, y que 

tiene la siguiente representación geométrica en el sistema coordenado XY: 

X 

Cabe señalar que en base a las soluciones de los problemas 

relacionadas con la circunferencia se concluye que: "todas las circunferencias 

tienen como representación algebraica al esquema Ax 2 + Cy 2 + Dx + Ey + F = O 

con A,C,D,E,F E R y A= C, pero no siempre esta representación es 

precisamente una circunferencia". La forma de investigar si una expresión que 

tiene esta forma es una circunferencia, es transformandola en otro esquema en 

donde el alumno este familiarizado con los elementos esenciales del objeto 

matemático construido y denominado circunferencia. Este esquema llamado 
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ecuación ordinaria de la circunferencia esta dado por la representación 

algebraica siguiente: 

x-h) 2 +(y-K)2 = r 2 

donde (h,K) representa el centro y res el radio. 

El segundo esquema algebraico importante que se ha construido, es el 

que representa a todas las parábolas y que se le llama ecuación general de la 

parábola, su expresión es: 

X 2 + Dx + Ey + F = 0 donde D, E, F E R 0 

y 2 + Dx + Ey + F = O cuya representación geométrica es: 

y y 

o X 
o X 

respectivamente. 

El esquema construido y representado por x 2 + Dx + Ey + F = O ó 

y 2 + Dx + Ey + F = O no siempre estará representando a alguna parábola, el 

procedimiento que se utiza para investigarlo es transformando este esquema 

en otro en donde el alumno este familiarizado con los elementos esenciales 

que debe tener el objeto matemático denominado parábola. Este esquema esta 

dado por la representación algebraica siguiente: 

X - h )2 = 4 p( y - k) Ó 
2 

y - K) = 4 p( x - h) 
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donde (h,k) es el vertice de la parábola y p es la distancia del vértice al foco. 

El torcer esquema importante que se construyó en este trabajo es el que 

representa a todas las elipses, al cual se le llama ecuación general de la 

elipse, cuya representación algebraica es la siguiente: 

Ax 2 +Cy 2 +Dx+Ey+F=0 con A-:f.C yAC>O, A,C,D,E,FER 

la cual tiene como representación geométrica a la siguientes figuras: 

y 

o o X 

Nuevamente la afirmación de que todas las elipses tienen como 

representación algebraica a ecuaciones de la forma 

Ax 2 + Cy 2 + Dx + Ey + F = O es cierta, en cambio no se puede afirmar que todas 

las ecuaciones de esta forma esten representando a objetos matemáticos 

llamados elipses. El procedimiento que se sigue para analizar este tipo de 

ecuaciones es similar a los dos anteriores, es decir, se transforma este 

esquema en otro, llamado ecuación ordinaria de la elipse representado como 

sigue(ver apéndice): 

(x-h)2 (y-k)2 
---+---=1 ó 

ª2 b2 
(x-h)2 (y-k) 2 

b2 + ª2 = 1 

donde (h,k) es el centro de la elipse, a es la mitad de la longitud del eje 

mayor, y b es la mitad de la longitud del eje menor. 
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El cuarto y último esquema construido es el que representa a todos los 

objetos matemáticos llamados hipérbolas, al cual se le llama ecuación general 

de la hipérbola, que tiene la siguiente representación algebraica: 

Ax 2 + Cy 2 + Dx + Ey + F = O 

A,C,D,E,F E R 

cuya representación geométrica es: 

y 

o X 

donde A;rC, AC<O y 

X 

En este caso se cumple también que todas las hipérbolas tienen como 

representación algebraica a ecuaciones de la forma 

Ax 2 + Cy 2 + Dx + Ey + F =O, con AC<O, pero que no necesariamente una 

expresión de esta forma representa a una hipérbola (ver apendice). 

Y de nueva cuenta, la manera de investigar si una ecuación de esta 

forma representa a alguna hipérbola y ademas identificar sus elementos 

esenciales, es transformandola en otro esquema, el cual se le llama ecuacion 

ordinaria de la hipérbola cuya representación algebraica es la siguiente: 

(x-h)2 

ª2 
(y-k)2 

ª2 
(x - h) 2 

2 =1 
b 

En general, se ha construido un esquema algebraico simbólico mediante 

el cual se pueden representar a los cuatro objetos matemáticos identificados y 

analizados en este trabajo dicho esquema es: 

139 



Ax 2 +Cy2 +Dx+Ey+F=O con 

A,C,D,E,F E R 

cuyo análisis nos llevó a concluir que en este esquema suceden los 

siguientes casos: 

a).- si A=C entonces el esquema puede représentar una circunferencia, un 

punto 

ó un conjunto vacío de puntos. 

b).- Sí A=O y C;z{) entonces el esquema puede estar representando una 

parábola 

horizontal ó un par de rectas horizontales. 

Si A;z{) y C=O entonces puede representar una parábola vertical ó un par 

de 

rectas verticales. 

c).- SI A.éB y AB>O, entonces el esquema puede representar una elipse, un 

punto o un conjunto vacío de puntos. Y por último: 

d).- si A;rC y AC<O, entonces el esquema puede estar representando una 

hipérbola ó un par de rectas que se cortan. 

En conclusión la representación algebraica Ax 2 + Cy 2 + Dx + Ey + F = O 

con A;z{), o C;z{), o ambos, puede representar dependiendo de sus coeficientes: 

o una circunferencia, o una parabola, o una elipse, o una hipérbola, o un par de 

rectas que se cortarí, o una recta paralela al eje "x", o una recta paralela al eje 

"y", o un punto, o un conjunto vacío de puntos. 
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por otra parte, la representación geométrica de estos objetos 

matemáticos se puede obtener mediante el corte de un plano a un cono o a 

dos, de la siguiente manera: 

y esta es la razón de que se les llame cónicas a los objetos analizados 

en este trabajo. 
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CONCLUSIONES. 

La construcción del conocimiento por parte del estudiante es la idea 

fundamental en el desarrollo de este trabajo y el proceso utilizado es la 

"abstracción reflexiva" que mediante la solución de problemas en un orden 

determinado, el alumno le otorga un significado a los resultados de la 

geometría analítica. 

Se supone que muchos procesos cognitivos ya existen en la estructura 

cognitiva de los alumnos, de los cuales hace uso constante para construir 

otros, esto es lo que en el marco teórico se señala como experiencia 

matemática o conocimientos previos. Por ejemplo, los desarrollos algebraicos, 

despejes, factorizaciones, productos notables, resultados elementales de 

geometría plana son algunos de ellos. Dichos procesos cognitivos o 

conocimientos previos, se señalan con claridad durante el desarrollo de la 

solución de los problemas para los primeros temas, sin embargo, a medida que 

se avanza en estas secuencias didácticas, se dejan de señalar uno por uno, 

por considerar el autor que se originan repeticiones excesivas y se puede caer 

en una mecanización. 

Respecto de los problemas planteados en cada uno de los temas se 

observa que se debe ser muy cuidadoso en su elección, ya que se pide que 

algunos de ellos tengan implícito en su planteamiento y solución un contenido 

matemático específico, esto significó una seria dificultad para el inicio de los 

temas de parábola e hipérbola ya que son curvas abiertas y no se pudo 

encontrar problemas con estas características. A pesar de este tropiezo, el 

desarrollo a través de problemas y mediante la construcción de los resultados 

por parte de los alumnos se conserva, ya que para estos temas sino se 

empieza con el planteamiento y solución de un problema, sí se empieza 

aludiendo a la experiencia no matemática del estudiante, citando situaciones 

reales donde de manera natural surgen estos objetos matemáticos. De esta 
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forma, el alumno se da cuenta que los objetos matemáticos representados por 

estas curvas realmente existen, y puede tener una mejor disposición para 

construirlos. El siguiente paso, es entónces, construir la representación gráfica 

de dichos objetos, haciendo énfasis en las características esenciales que 

poseen. Posteriormente se definen, pensando en que esta definición, no es 

más que la formalización de su construcción .. A partir de la construcción se 

puede iniciar la solución de problemas, que son la vía a través de la cual la 

abstracción reflexiva que hacen los alumnos les ayuda a otorgarle un 

significado a los resultados desarrollados en este trabajo. 

Por otra parte, la implementación de nuevas formas de presentar el 

conocimiento matemático a los estudiantes, ha traído- como consecuencia el 

desarrollo de una visión didáctica más acorde con las necesidades escolares, 

impactando directamente en la literatura matemática. En particular, de 

geometría analítica se han escrito un número importante de libros en donde 

implícitamente el desdarrollo de sus temas es muy parecido a la de esta 

investigación, por ejemplo, presentan muchas gráficas para interpretar y darle 

significado a ecuaciones, existe una buena cantidad de problemas resueltos, y 

se llega a los mismos resultados matemáticos. Sin embargo, en este trabajo se 

considera de extrema importancia el orden y la clase de problemas que se 

resuelven, tampoco se pierde nunca de vista la representación geométrica de 

los objetos estudiados y se tiene cuidado de ir construyendo esquemas o 

patrones de reconocimiento con un significado para el estudiante, también se le 

da nombre y se identifican los procesos llevados a cabo por el alumno para 

construir los objetos matemáticos estudiados. 

Para finalizar, el autor reflexiona acerca de la viabilidad de implementar 

estas secuencias en un curso de geometría analítica y concluye que, en primer 

lugar, se debe tener más tiempo del normal disponible para estos cursos y 

desarrollar material didáctico suficiente; en segundo lugar, la evaluación 

debe ser acorde con la forma en que le es presentada la geometría analítica, 
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es decir, a través de problemas con un contenido matemático específico en 

donde se puedan aplicar los resultados obtenidos y si no los hay entonces, el 

alumno debe ser capaz de deducirlos de la misma manera en que dedujo los 

que aplica. 
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APÉNDICE. 

Elipse. 

Una característica importante que tienen las elipses es su forma: cuando 

ésta es muy parecida a la de una circunferencia o cuando ésta tiende a ser 

más alargada. Una medida natural que sigue a través de sus elementos es la 

razón del semieje natural entre el semieje mayor. Cuando el semieje mayor 

X 

a la razón c/a le llamamos excentricidad (e) de la elipse. 

La forma de una elipse depende del valor de su excentricidad. 

Supóngase, por ejemplo que visualizamos una elipse en la cual el eje mayor 

permanece constante mientras que e comienza en cero (Gordon Fuller). 

La ecuación ordinaria de cualquier elipse es: 

(x-h) 2 (y-k) 2 

+ ª2 b2 
o 

(x-h) 2 (y-k) 2 

b2 + 2 a 

si desarrollamos los cuadrados e igualamos a cero obtenemos una ecuación 

de la forma siguiente: 

Ax 2 +Cy 2 +Dx+Ey+F=O dondeAC >O yA:t:-C 
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es llamada la ecuación general de una elipse. 

Ax 2 + 0x + Cy2 + Ey = -f 

{x2+~x+ )+c{y2+~y+ )=-F 
,.( O 0

2 J j E E
2 J 0

2 
E

2 

1-_x2+Ax+4A2 +vlY2+cY+4c2 =4A2+4c2-F 

{x+~r +c{Y+ 2~r =M 

02 E2 
donde M = 4A2 + 

4
C; -F 

y dividiendo entre M, tenemos: 

{x+~r c{v+2~r 
--M--+ M =1 

y su equivalente: 

(x+~r (v+~r 
M + M =1 

A C 

La ecuación Ax 2 + Cy2 + 0x + Ey + F = O reducida a la forma: 

{x+~r +c{Y+ 2~r =M 

02 E2 
donde M = 

4
A2 + 

4
C2 - F, representa: 

(
-0 -E) 

a) Una elipse con centro en 
2

A, 
2

C si M>O. 

( O -E) b) El punto 
2

A, 
2
C si M=O. 

c) El conjunto vacío si M<O. 
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HIPÉRBOLA. 

La ecuación ordinaria de cualquier hipérbola es: 

(x - h)2 (y-k)2 
=1 ª2 b2 

o 

(y-k)2 (x-h)2 
=1 ª2 b2 

y que si las desarrollamos se obtiene la expresión 

Ax2 + Cy2 + Dx + Ey + F = O 

D E 
A (x + -/ + C (y + -) = -M 

2A 2C 

02 ·E2 
donde M = -F + - + -

4A 4C 

entonces, analizando M suceden los dos casos siguientes: 

1. Si M ~ O, la ecuación representa una hipérbola con centro en (-~A, -
2
~) 

2. Si M =Ola ecuación representa dos rectas que se cortan. 
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