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RESUMEN

Uno de los problemas que los economistas dedicados a las nanzas intentan resolver es
tratar de entender @mo, y bajo que criterios, los agentes ecoromicos toman las decisiones
gue hacen variar su bienestar y @moestas impactan en las diferentes variables del mercado,
tales como los precios. Persiguiendo este objetivo, los modelos matenaticos son empleados
para describir y predecir dicho comportamiento. El primer supuesto con el que se construye
la mayora de estos modelos es que la gente es racional, por lo que es capaz de de nir
ciertas metas ecoromicas y/o nancieras e intenta alcanzarlas para garantizar un nivel
determinado de \felicidad" en un momento del tiempo. En estos erminos, cada uno de
nosotros quera optimizar el criterio que le genere mayor bienestar.

Un ejemplo de esto es trabajar con una funcon matematica que describa el compor-
tamiento del consumo de un agente representativo, considerando que posee una riqueza
inicial y que cada una de sus decisiones tienen como n la maximizacon de dicha funcon.
De tal forma queel debera tomar, dentro de un escenario diramico, las mejores decisiones
acerca de cuanto y en que consumir hoy, y cuanto y en que consumir manana (cuanto
ahorrar!) para maximizar su utilidad esperada a lo largo de un horizonte de tiempo dado.
Por supuesto que, como sucede en cualquier mercado, los agentes ecoromicos tienen que
establecer relaciones de preferencias entre las diferentes estrategias de consumo y ahorro.
Para determinar cual de entre todas las estrategias es la que logra maximizar la utilidad
esperada existen varios caminos. Uno de ellos se basa en el principio de optimizacon de
la programacon diramica.

En su verson discreta y determinstica, este principio genera un algoritmo de retrazo
gue nos ayuda a encontrar la poticaoptima (la estrategia que maximiza la utilidad) para
un periodo de tiempo, a partir de un comportamiento optimo en los periodos futuros.
En tiempo continuo y con elementos esto@sticos, esta ecnica soluciona una ecuacon
diferencial parcial conocida como ecuacon diferencial parcial de Hamilton-Jacobi-Bellman.
La solucon de este problema explica tanto la manera en que se intercambian los diferentes
commaodities dentro de la economa, como la distribucon diramica de la riqueza entre el
consumo Yy el ahorro. De tal forma que la construccon de un modelo macroecoromico
diramico de equilibrio parcial, el cual considera la existencia de incertidumbre nanciera,
nos ayuda a determinar el precio de los diferentes activos nancieros disponibles y la
polticaoptima que resuelve el problema de maximizacon de utilidad de un agente con
vida in nita.



La decison de consumo y ahorro se encuentra relacionada con la distribucon de la
riqgueza inicial entre un bien de consumo perecedero y varios activos nancieros. Los
activos nancieros que puede adquirir nuestro agente son: un bono libre de riesgo de
incumplimiento, un ttulo de capital que incorpora una ecuacon de volatilidad esto@stica
y una opcon europea de compra sobre este ttulo. La existencia e in uencia de un ambiente
esto@stico se obtiene gracias a la incorporacon de tres movimientos brownianos dentro
de las restricciones del problema. Esto introduce, intuitivamente, el concepto de riesgo de
mercado en el modelo. El uso de diferentes funciones de utilidad, las cuales garantizan el
supuesto de averson al riesgo, determina la polticaoptima. En el caso mas elaborado,
nuestro agente representativo posee una funcon de utilidad logammica con la que resuelve
su problema de maximizacon de utilidad esperada, determina los precios de los activos
nancieros y establece la diramica de largo plazo del consumo vy la riqueza.

Ciertamente, la aproximacon ecoromica, sugerida para solucionar este tipo de pro-
blemas nancieros, es mucho mas compleja y mucho mas di cil de emplear por los agentes
en la vida real, si la comparamos con los etodos de valuacon de activos nancieros
propuestos por las nanzas teoricas modernas. Una de las razones por la cual se dan
estas diferencias, es el hecho de que la solucon al problema de maximizacon de utilidad
esperada depende de variables difciles de estimar. Junto con esto, todos los agentes
ecoromicos tienen una actitud diferente ante el riesgo, lo que provoca la existencia de
diferentes funciones de utilidad, cada una asociada a un nivel de averson.

Sin embargo, esta aproximacon ha probado ser muy util para describir las carac-
tersticas cualitativas del comportamiento de los inversionistas dentro del ambiente de
incertidumbre que hay en los mercados nancieros. De la misma forma, como parte de
los resultados se obtienen las ecuaciones de valuacon de Garman & Vasicek y de Black
& Scholes; ecuaciones obtenidas por la teora de las nanzas modernas por otros caminos.
Finalmente, nuestro modelo puede ser usado como una herramienta adicional para asignar
precios y generar coberturas dentro de un escenario en donde no exista unaunica forma
de valuar un activo, es decir, cuando se suponga la existencia de mercados incompletos.
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INTRODUCCION
Sobre el origen del modelo de ecoaonanciera

>Cuanto dinero debemos de ahorrar? y >Cuanto riesgo estamos dispuestos a soportar en las
transacciones monetarias que realizamos a diario? o dicho de otra forma >Cuanto estamos
dispuestos a pagar por estar seguros que en el futuro consumiremos wigproducto de
nuestra preferencia?

Si pensaramos un poco mas detenidamente en este tipo de preguntas, nos dari-
amos cuenta de inmediato que son bastante relevantes si hablamos de nuestro bienestar
ecoromico de hoy y del futuro. Evidentemente, el ahorro es esencial en nuestras vidas, ya
gue la mayora de nosotros dejaremos de trabajar en algun momento del tiempo y a partir
de ese momento, aungque sigamos consumiendo, ya no recibiremos ningngreso laboral.
Junto con todo esto, tamben debemos enfrentar algunos tipos de riesgos exogenos a lo
largo de nuestras vidas (el riesgo de perder nuestro trabajo, de tener un accidente o perder
nuestra casa en una inundacon). La ocurrencia de estos eventos, aungque no sea clara para
muchas personas, pueden tener un enorme efecto sobre nuestras vidas y es, por lo tanto,
necesario aprender a tomar decisiones racionales acerca de cuanto dinero debemos ahorrar
y cuanto riesgo somos capaces de tolerar.

Si bien, este tipo de preguntas son importantes para cada uno de nosotros, las deci-
siones individuales sobre el ahorro y el riesgo son tandm un asunto que tiene que ver con
la sociedad en su conjunto. El ahorro total determinag, en parte, el monto y el tipo de
inversiones que una econora pueda realizar; de la misma forma la cantidad de riesgo que
esh dispuesta a correr determinaga si los proyectos riesgosos podran ser llevados acabo o
no.

Este tipo de decisiones individuales son coordinadas, en el agregado, a tesvde los
mercados nancieros. Siestos trabajan bien, el riesgo es asignado a aquella gente que esa
dispuesta a soportarlo, aquellas gentes impacientes por el consumo podan consumir a
traves de un pestamo y el capital sea asignado a aquellos proyectos que generan un per |
de riesgo-rendimiento atractivo. Entonces, parte del estudio de las nanzas modernas,
desde una perspectiva ecoromica, se concentra en la determinacon de aquellos precios que
igualan la demanda con la oferta en este tipo de mercados, de los efectos que pueda tener
tal o cual asignacon de capital y del tipo de riesgo que persiven los diferentes agentes que
coexisten dentro de la econona.



Equilibrio general, macroeconom a 'y nanzas: una teor a unicada

La teora de equilibrio general, la macroeconoma y las nanzas (o teora de valuacon de
activos) son tresareas dentro de la ciencia ecoromica que han convergido cada vez mas en
losultimos treinta a-hos.

Para ser mas explcitos, iniciemos recordando lo que la teora de equilibrio general
nos ofrece. Sabemos que esta teora trata de describir el desemqmede una econona
como un todo, suponiendo el comportamiento optimo de cada uno de los miembros de
un conjunto de agentes que la forman y buscando el punto de compatibilidad mutua o
consistencia. Esta teora, tamben, supone que los individuos no interactuan directamente
entre si, sino que la interaccon ocurre lo indirectamente a traves de los mercados, en
donde cada uno de los agentes puede conocer los precios de los bienes y/o de los activos
disponibles en ese momento del tiempo. Otro de los supuestos que se hace, es que cada
individuo es pequew con relacon al mercado, as que la in uencia que pueda tener el
sobre los precios establecidos es despreciable (en otras palabras, hablamos de la existencia
de competencia perfecta). En este sentido, dentro de este tipo de modelos no se especi ca
quien establece el precio, por lo que todos los agentes lo toman como dado. Aquellos
modelos que dentro de su estructura teorica interna consideran estos dos supuestos son
llamados modelos Walrasianos.

Ahora bien, decimos que una econora est en equilibrio o lo alcanza en algun mo-
mento, si con un cierto vector de precios cada individuo compra o vende una cantidad
optima (sujeta a sus gustos o posibilidades) de cada uno de l@®smmodities que posee y
gue existen en la econona, y donde la oferta total de cadacommodity iguala a la demanda
total poreste.

Por otro lado, la teora de equilibrio general moderna, hablando del modelo de Arrow
& Debreu (1954), trabaja con un gran rumero de diferentes bienes y un mmero igual de
preferencias individuales. Su estudio establece las condiciones que garantizan la existencia
de un equilibrio y desarrolla, tambien, las propiedades relacionadas con las asignaciones
de equilibrio, tales como los teoremas del bienestar. Estos dos teoremas demuestran que
las asignaciones de equilibrio de mercado y las asignaciones socialmente e cientes son
equivalentes, bajo ciertas condiciones. Esta equivalencia es sumamente util para nuestros
propositos de estudio de las nanzas, ya que en cierta forma tamben puede aplicarse a los
mercados de activos.

El desarrollo de este tipo de modelos en donde se incluy por primera vez al mer-
cado nanciero, se encuentra en los trabajos de Hirshleifer (1965, 1966) y Radner (1972).
Estos autores, ademas de construir un modelo nanciero bajo el esquema Walrasiano, es-

2



tablecieron los elementos teoricos kasicos para poder aplicar la teora de equilibrio general
al estudio de las nanzas. Mas an, contemplaron la posibilidad de analizar al mercado
nanciero como un mercado incompleto, en el sentido de que la disponibilidad de intru-
mentos nancieros puede no ser su ciente para realizar un intercambio e ciente de todos
los riesgos individuales; este situacon a la postre, resaltara los problemas y/o errores de
coordinacbn dentro de una economa de mercado*

Ahora bien, con respecto al estudio de la macroeconompodemos decir que cuando J.
M. Keynes (1936) desarrolb su Teora General, la economa mundial experimentaba altas
tasas de desempleo y frecuentes eventos de quiebras nancieras. Posiblemente, y debido
a la ocurrencia de estos eventos, Keynes decido desarrollar un modelo que rompiera con
la tradicon de la econom a chsica, la cual al menos hastas entonces no poda explicar lo
sucedido. Su modelo no se caracteriD por la existencia explta de agentes individuales ni
por sus comportamientos diramicos a largo plazo. En cambio, se concento en la interde-
pendencia existente entre las diferentes variables agregadadNo obstante, las inovaciones
proporcionadas por el modelo keynesiano y la solucon de algunos de los problemas ex-
istentes, dejaron una nueva familia de problemas sin resolver. La falta de fundamentos
microecoromicos dentro de la teora, generaron problemas asociados con la determinacon
endgena de las expectativas individuales. Claramente, la formacon de estas afectn
cualquier decison que un individuo pueda tomar.

Sin embargo, como sucede frecuentemente con el desarrollo de la ciencia, en cualquiera
de susareas, este tropiezo teorico que sufro el modelo de Keynes-Hicks, trajo nuevos brios
para el viejo modelo chsico. La construccon de nuevos modelos ecoromicos diramicos
consideraron, por una lado, uctuaciones ecoromicas agregadas basadas en el supuesto
de decisiones individuales junto con la ocurrencia dehocksde algun tipo, en especial los
tecnobgicos, y, por otro lado, la idea de que los agentes tenan expectativas insesgadas de
la media sobre las variables de decison, sugerian que eran capaces de desarrollar un cierto
tipo de expectativas racionales.

Como podemos ver, de alguna o de otra forma, la moderna teora neokeynesiana y la
nueva sntesis neochsica se desvan de la tradicon walrasiana ortodoxa, al introducir varias

1 Las respuestas a estos problemas, en un principio, hab an llegado en los aros cincuenta con la teor a
microecoromica; pero permanecieron sin una cabal explicacon hasta que se lograron avances tericos en

lasareas de econom a de la informacon y la teor a de juegos, a nales de los aros setenta.
2 Encierto sentido, el modelo Keynesiano es un modelo de equilibrio general, uno en el cual las funciones

de oferta y demanda agregada no se construyen a partir de la perspectiva de optimizacon individual. Esto

se aclara con la verson del modelo keynesiano desarrollada por Hicks (1937).
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fricciones dentro de sus modelos. Sin embargo, ambas trabajan con el esquema de equilibrio
general y mantienen el supuesto de la existencia de agentes y bienes representativos.

Porultimo y una vez expuestas las virtudes y fallas tanto de la teora de equilibrio
general como de la macroeconom, debemos de reconocer que el estudio de las nanzas
comena dentro delarea de la administracon. Sus argumentos enfatizan lo vital que resulta
para cualquier empresa el grado de sensibilidad que tienen sus tomadores de decisiones
frente a operaciones nancieras que deben realizar, con el n de impactar positivamente en
los bene cios de la misma. Markowitz (1952) proporcioro a este tipo de agentes la primera
regla de decison so sticada, a traves del mecanismo de media-varianza. Sin embargo, no
fue capaz de explicar la determinacon de los precios de los activos.

Tiempo despLes, el estudio de las nanzas se concento en este proceso para explicar
la determinacon de los precio de los activos. El modelo de valuacon de activos de capital
(CAPM) de Sharpe (1964) y Linter (1965) supona que la economa estaba poblada de
agentes que tomaban deciciones usando el modelo de media-varianza de Markowitz. Con la
ayuda de algunos supuestos adicionales, Sharpe pudo concluir que el portafolio de mercado
debera de ser e ciente en el sentido de media-varianza y que cada agente debera mantener
una combinacon de activos libres de riesgo y otros que no lo fuerantfo-fund separation
theorem). El resultado mas signi cativo de esta teora implica que la parte del riesgo de
un activo que est correlacionada con el mercado en su conjunto, trae consigo un premio
en el equilibrio.

Actualmente, la mayor parte del estudio de las nanzas se concentra en las implica-
ciones que el supuesto de no arbitraje tiene sobre los precios de los activos. La ausencia
de oportunidades de arbitraje es una forma cebil de racionalidad o de requerimientos de
equilibrio. Un portafolio arbitrado es un portafolio que garantiza un per| de pago po-
sSitivo, pero cuyo precio es cero o negativo. En otras palabras, si tal portafolio existiese,
sera posible generar in nitos perles de pago sin exponernos a ningun tipo de riesgo.
Sin embargo, el supuesto de no arbitraje es lo mejor que tenemos para trabajar y enten-
der el comportamineto de las variables nancieras. Hay que resaltar que dicho supuesto
nos impide incorporar, dentro de nuestros modelos, todas las variables relacionadas con
las preferencias y dotaciones que estamos acostumbrados a manejar dentro de los mode-
los ecoromicos; las cuales, directa o indirectamente, in uyen en las decisiones acerca de
las asignaciones intertemporales y la exposicon al riesgo de cada agente. Masima no
nos ayuda a explicar las implicaciones que tiene el equilibrio de mercado sobre nuestras
decisiones futuras, ni sobre la determinacon de los precios de los activos. De hecho, el
equilibrio requiere mas que el simple supuesto de no arbitraje, a saber, se necesita que la
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oferta total de cada activo iguale a su demanda total.

El modelo de econom a nanciera

La teora de equilibrio general tradicional, as como la teora macroecoromica, se enfocan

en la descripcon de las propiedades de las asignaciones de equilibrio. Sin embargo, su
alcance es diferente entre si, mientras la segunda se concentra en los aspectos de series de
tiempo (aralisis dirmamico) de las medidas agregadas de la actividad ecoromica, la teora

de equilibrio general se enfrenta a preguntas relacionadas con la existencia y e ciencia del
equilibrio ecoromico, siendo capaz tambén de analizar el proceso por el cual se determinan

de los precios en dicho equilibrio.

Dentro de este amplio y complejo marco teorico, la disciplina nanciera en sus inicios
no contaba con una su ciente estructura intuitiva ni metodobgica para producir resultados
interesantes. Uno de los motivos era que trabajaba con agentes y bienes heterogeneos,
asi como con ningun tipo de preferncias en particular. Esto comend a cambiar con las
contribuciones, entre otros, de Stiglitz (1970), quien intenb conectar las nanzas con
la economa; explicando la demanda por activos nancieros a traes de un problema de
maximizacon de utilidad, cuyo objetivo nal era la elecconoptima del consumo. A este
trabajo le siguieron las aportaciones de Lucas (1978) y Breeden (1979).

A partir de entonces es cuando podemos hablar de la aparicon de modelos de econam
nanciera, donde se incorpora el esquema de la teora de equilibrio general. En otras
palabras, este nuevo modelo es el resultado de la combinacon de la teora de equilibrio
general desarrollada por Arrow-Debreu-Radner y la teora de utilidad esperada de von
Neumann-Morgenstern. Dentro de este contexto teorico, el primer teorema del bienestar
nos permite transformar la verson general del modelo walrasiano en una economnmucho
mas simple, en donde existe un solo agente y un solo bien representativo.

Pero que es realmente lo que nos ofrece un modelo de econanmanciera. Primero
gue nada, nos permite trabajar con un modelo en donde existe ©lo ununico agente, por
lo tanto la asignacon de equilibrio es, mas o menos, trivial. Adenas, se supone una
economa de intercambio, es decir, no hay produccon; as que las dotaciones son exogenas.
Segundo, ya que la determinacon de las cantidades no representa el centro del aralisis,
resulta ser natural elegir un modelo en el cual las asignaciones de equilibrio esan dadas
de antemano. Entonces, moviendonos desde la tradicon del modelo de equilibrio general
hacia un modelo de economa nanciera, simplicamos nuestro modelo exactamente de
la manera que a nosotros nos conviene. Tal proceso, nos hace perder informacon sobre
las cosas que no pretendemos explicar, tal como el nivel de intercambio de equilibrio, la
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distribucon y las asignaciones; pero mantenemos toda la informacon necesaria para poder
explicar la determinacon de los precios de los activos. Este modelo es perfectamente apto
para analizar ®mo cambios en la propiedades (esto@sticas) de las dotaciones afectan los
precios de equilibrio de los diferentes tipos de activos. Tercero, la macroeconarotorga al
estudio de las nanzas fundamentos microecoromicos que nos ayudarua mas a construir

un modelo de equilibrio general simpli cado, donde es posible relacionar los precio de los
diferentes activos con las preferencias al riesgo de los agentes y con las uctuaciones en su
nivel de consumo.

De esta forma, aquella nueva teora de equilibrio general que se dedica al aralisis y
explicacon del comportamiento de los precios de los diferentes activos nancieros dentro
de una econona de intercambio se conoce comunmente como \teora de asignacon de
precios de equilibrio (valuacon) de activos nancieros".

La estructura del trabajo

A lo largo del primer captulo, presentamos @mo es posible realizar la simpli cacon del
modelo de equilibrio general en un modelo de un agente y de un bien representativo y
®mo la teora de utilidad esperada proporciona una mayor estructura bgica sobre el
comportamiento de los agentes con respecto al riesgo. Discutimos, adenas, detalladamente
algunos de los conceptos claves en nanzas desde una perspectiva puramente de teora
ecoromica. Este esfuerzo se realiza con el n de reconocer la base intuitiva sobre la cual
se apoyan muchos conceptos de las nanzas modernas.

En el segundo capulo presentamos la herramientas de aralisis matematico con las
gue podemos resolver el problema de determinacon de los precios de diferentes activos
nancieros dentro del modelo de econona nanciera. Sin dejar de ser interesante, el
aralisis eshtico de este tipo de modelos no nos resultautil para los objetivos del presente
trabajo de tesis. Es por eso que dedicamos el caplo 2 al estudio de las herramientas
matemnaticas en tiempo continuo (diramico y esto@stico), resaltando las aportaciones
teoricas de Bellman (1957), Feynman (1965), Kolmogorov (1938), It6 (1942) y Merton
(1971).

La clase de funciones HARA Hiperbolic Absolute Risk Aversion) son empleadas para
determinar los planes de consumo e inverson de un agente racional y representativo dentro
de un modelo ecoromico bajo incertidumbre nanciera. Los ejercicios teoricos presentados
en el captulo tres inician con un caso en donde existe un solo factor de riesgo nanciero y
terminan con un modelo de decison mas complejo, en donde trabajamos con tres fuentes
de incertidumbre, representados a trawes del movimiento Browniano. Algunos de los re-
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sultados mas importantes de este trabajo apoyan a aquellos obtenidos aisladamente por
la teora nanciera, tales como la ecuacon de Garman & Vasicek y la ecuacon de Black

& Scholes. Este tipo de resultados nos ayudan a asignar los precios de los activos exis-
tentes dentro de nuestra econona. Asimismo, realizamos para algunos casos el @lculo
de la diramica de la riqueza real y del consumo del nuestro agente. El peso intuitivo que
generamos a partir de la construccon de estos modelos ecoromicos rea rma la consistencia
metodobgica y la coherencia teorica de algunos de los resultados mas importantes dentro
delarea de las nanzas.

Posteriormente se presentan las conclusiones y algunos de nuestros futuros intereses
de investigacon. De manera sucinta se hace un recuento de los principales resultados del
trabajo realizado, as como las posibles aportaciones al estudio de las nanzas.

Finalmente, se presenta una serie de amdices que ayudan a la re exon y apoyan el
entendimiento de los conceptos matenmaticos empleados a lo largo del trabajo. Particular
intees tiene el apendice de B que trata sobre los fundamentos teoricos de la integral
esto@stica y del @alculo de 1t6, as como el apendice F que explica el uso de los espacios
de Hilbert dentro de las nanzas.



CAPITULO UNO

Fundamentos ecoromicos para el estudio de las nanzas

\Desde mi desencanto con el marxismo y el socialismo sospecte que la
fascinacon de los intelectuales con el estatismo derivaba tanto de su
vocacon rentista como de su incultura ecoromica. Desde entonces
trak, aunque de manera indisciplinada, de corregir mi ignorancia en
ese dominio. En 1980, a raz de unFellowshipde un aro en The
Wilson Center, en Washington, lo hice con mas orden y con intees
creciente, al descubrir que, contra las apariencias, la econoamesta-
ba lejos de ser una ciencia exacta y era tan abierta a la fantasa y a
la creatividad como las artes.”

Mario Vargas Llosa (1993, captulo XIV)

1.1 Una econom a con demandas contingentes

Los economistas emplean la palabraommodity en un sentido muy preciso. Su de nicon
parece ser, en ocasiones, bastante confusa; sin embargo, resulta ser un concepto sumamente
util para re exionar acerca de los problemas ecoromicos. De hecho, partiendo de este
concepto es posible construir un modelo de equilibrio general para una econ@ncon
demandas contingentes y, an mas, para una econona con demandas de activos.

1.1.1 El espacio de los commaodities

Decimos que uncommodity es cualquier cosa que una persona desea tener, pero para ello
debe pagar un costo. Hay que suponer, por supuesto, que el uso o goce de estemodity le
debe genera a la persona (a nuestro agente ecoromico) una satisfaccon extra o incrementar
positivamente su nivel de utilidad, aunque sea de una manera marginal.

Ahora bien, existen cuatro caractersticas que de nen su existencia: la primera se
relaciona con sus propiedades fsicas, obvias a la vista de cualquiera de nosotros; la segunda
establece su disponibilidad geogea ca; mientras que la tercera corresponde a el tiempo en
el que esh disponiblel

1 Eneste sentido, debemos decir que una de nicon su cientemente amplia de lo que es un  commodity

involucrar a, de cierta forma, una decison diramica.



Adenas de la propiedades fsicas, de ubicacon y de tiempo de disponibilidad, existe
una cuarta caracterstica que tal vez sea la menos obvia para de nir lo que es unommodity.
Esta es su condicionalidad. Condicionalidad signi ca que un bien puede ser o noutil, o ser
0 no ser disponible, bajo ciertas circunstancias. Es decir, esa condicionado a la ocurrencia
de un evento especco. 2

Entonces, podemos decir que unommodity es un bien, un activo o un servicio diferen-
ciado fsica, geoga ca y temporalmente de otros; adenas, de ser contingente, es decir, esha
condicionado a la ocurrencia de cierto evento aleatorio. Donde por evento aleatorio, dentro
del marco ecoromico, nos referimos a cualquier acto, suceso o0 decison que sea exgeno a
nuestras propias decisiones.

Formalmente, seaS un conjunto de posibles estados de la naturaleza. Supongamos

Entonces, para cada tiempot, existe una particon E de S;* donde los elementos de cada
E son todos los eventos que pueden ocurrir en el tiempo Por otra parte, en cada punto

de la naturaleza dentro de este eventos; 2 &, se llevo acabo.

En este sentido, supongamos qué&, es la raz, lo que signica que ent = 0 no
existe ninguna informacon acerca de la posible ocurrencia de los diferentes estados de la
naturaleza. Entonces,E, tiene lo un elemento, a sabelg; = S. Dejando pasar el tiempo
secuencialmente, la particon de los eventos llega a ser cada vez mas na, con lo cual la
incertidumbre inicial se va resolviendo poco a poco. Si consideramos un modelo con un
horizonte de tiempo nito, existia un t = T nal donde toda la incertidumbre es resuelta,

2 Ppensemos en los vendedores de paraguas en un da lluvioso y en un d a soleado. Si bien estamos
hablando de un mismo bien, el hecho de que el d a sea lluvioso o soleado determinag el precio del paraguas.
Podemos estar seguros que este bien tenda dos precios en el mercado, dependiendo de las condiciones
metereobgicas. Pero ®mo puede ocurrir esto, si en la teor a microecoromica esandar un  commodity ,
se supone, siempre tiene un mismo precio. Bajo estas circunstancias, decimos que el paraguas no es
un commodity que este bien de nido; es decir, en realidad tendr amos que hablar de dos commodities

diferentes.
3 Conceptualmente, no existe ning un impedimento en suponer que el conjunto sea in nito; sin embargo,

su manejo matenatico se complica y para los nes del presente cap tulo queremos evitar tal situacon.
4 Una particon es una coleccon de subconjuntos disjuntos no vacios, cuya unon conforman el conjunto

completo. Formalmente, decimos que E es una particonde SsiE = fep; ep; ey 0, tal que 8j; €

S; g 6=;8(ji) g\ e=;sii6g,y[L, =S
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informacon al t =0 ralt=1 ralt=2=T

Figura 1. Resolucon de la incertidumbre a trawes del tiempo

Por lo tanto, cuando decimos que loxommaodities esan condicionados a la ocurrencia de
algun evento contingente (aleatorio), queremos decir que para cada punto en el tiempo
t siempre existia un paraguas, pero este estaa disponible si y solo si se lleva acabo un
evento especco dentro del periodo de tiempo t.

1.1.2 Racionalidad ecommica

Dada la de nicon de commodity establecida arriba, es sensato pensar que dentro de una
economa comun Yy corriente puede existir una enorme cantidad decommaodities y, por
consiguiente, puede existir una cantidad in nita de canastas de consumo que los contengan.
Suponemos que todos y cada uno de los agentes ecoromicos son capaces de discriminar
entre dos o mas diferentes canastas de consumo disponibles en el mercado, en el momento
en queel o ella se enfrenta a un proceso de eleccon. De hecho cada agente es capaz de
expresar cual pre ere y, por tanto, decidir cual consumir.

Sea el umero de commodities dentro de una economa. Entonces, una canasta
de consumo particular es una lista (un ordenamiento) de diferentes commodities indi-
cando la cantidad que se tiene de cada uno de ellos. De tal forma que la canasta de
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consumo representa lo un punto en el espacio dimensional R Bajo la concideracon
de ciertos axiomas relevantes, podemos demostrar que este hecho implica que el per |
de preferencias del agente en cueston puede ser representado por una funcon de utilidad
(correspondencia), de nida comou : R ! R;

Por supuesto, suponemos que la funcon de utilidad es continua (no hay saltos), es
creciente (mas de cualquier cosa es mejor gue menos), estrictamente cuasi-oncava (con-
sumir un poco de todo es mejor que consumir todo de algo y nada de otras cosas) y, al
menos, doblemente diferenciablé.

La funcon de utilidad nos sirve para ordenar en forma correcta los puntos existentes
dentro del espacio R, de ah que se diga que tiene un caacter ordinal’ A este espacio
“-dimensional lo de niremos como el conjunto de canastas de consumo existentes dentro
del mercado. Afortunadamente, para todas las relaciones de preferencias)( que cumplan
con los axiomas mencionados, existe al menos una funcon de utilidad que las represente
y cumpla con esta propiedad ordinaf

Ahora, recordemos que la nocon nmas primitiva sobre el concepto de racionalidad se
establece con el siguiente hecho: la eleccon de una canasta en particular por parte de un
agente sem, independientemente del per | de preferencias, la mejor opcon de entre todas
las alternativas disponibles; dado que esta canasta le generaa el mayor nivel de utilidad.
Sobre este supuesto de racionalidad esta construida gran parte de la ciencia ecoromica.

Recordemos otro concepto importante para nuestra discuson: la dotacon. La dota-

5 Estos axiomas dicen que las relaciones de preferencias deben de ser asinetricas (& b) b6 a),
que la relacon de preferencia y su negacon son transitvas ( @ by b ¢ implicaque a ¢c a6 b
y b6 cimplicaque a 6 C)y que para toda canasta de consumo X, el conjunto de canastas de consumo
estrictamente mejores y el conjunto de canastas de consumo estrictamente peores son conjuntos abiertos.

Ver Kreps (1990, cap tulo 2) y Mas-Collel et al. (1995, captulos 2, 3y 4).
6 Estas caracter sticas no representan ninguna limitante para considerar dentro de los mismos ejercicios

funciones de utilidad que violen alguna de ellas.
7 Esto signi ca que la funcon de utilidad es usada ®lo para ordenar las diferentes canastas de  com-

modities dado el nivel de satisfacon que le generan al agente. El nivel de utilidad no provee ninguna
informacon, por s misma, sobre la composicon de la canasta; ni tampoco lo hace la diferencia de utili-

dades asociada con diferentes canastas.
8 De hecho cualquier transformacon positiva de U mantenda las mismas propiedades de la funcon

original y, por lo tanto, representar a las preferencias de la misma manera. Tecnicamente hablando, es
una transformacon positiva de U si existe una funcon estrictamente creciente f : R ! R tal que para

toda X se cumple que (x)=f (u(x)). Si este es el caso, Yy U generaan las mismas curvas de indiferencia.
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con de un agente es simplemente una lista de las cantidades de todos leemmodities
queel posee, antes de cualquier intercambio que pueda ocurrir.Ahora bien, consideremos
una situacon donde existen” commoditiesy nuestra dotacon cuenta con ciertas cantidades
de estos, es decir! 1;!5;::;; 1 -. Supongamos que nuestro agente siente que su dotacon
inicial no le genera el nivel de satisfaccon que desea. Esto, en pocas palabras, motiva el
intercambio entre los diferentes agentes dentro de la econoa

En una economa perfectamente competitiva, el intercambio est determinado, junto
con los gustos de cada individuo, por los precios de mercado que tiene castanmodity. Si
suponemos que para cadaommodity existe un mercado, entonces existia lo un precio
asociado aeste. De tal forma que el valor monetario de nuestra dotacon (nuestra riqueza)
es igual al valor monetario de cadacommodity que posee nuestro agente

%

Wi = Pc! c:

c=1
Considerando el nivel de riqueza del agentg, la restriccon presupuestal establece queel
puede consumir cualquier combinacon decommodities X1;X2; X3; :::; X, siempre y cuando,
el valor monetario de la misma no exceda al valor de su riquez¥. Formalmente, en
erminos vectoriales tenemos:p (x !) 0; donde la expresbn entre paentesis se conoce
como exceso de demanda. Se requiere, entonces, que el valor deeste sea no-positivo.

Por otra parte, dependiendo de como estain de nidos los diferentesommodities dispo-
nibles para el consumo de nuestro agente, podemos darle a los precios varios nombres. Por
ejemplo, podemos hablar de tasas de intees, tipos de cambio, primas de seguro, etetera.
Estos erminos son equivalentes, no en la idea de precio por s solo, sino en el concepto
de tasa de intercambio, es decir, el precio relativo. En de nitiva, las dotaciones iniciales,
junto con los precios de mercado, de nen el conjunto de canastas a®mmaodities que son
asequibles para cualquier agente.

La mejor decison que nuestro agente pueda tomar, considerando este par de elementos,

° parala mayora de nosotros, el mas grande commodity de esta lista es el tiempo de trabajo que somos

capaces de ofrecer a lo largo de nuestra vida.
10 as gque nuestro agente sea capaz de comprar y consumir la canasta de commodities que desee, tanto

como el valor de sus pertenencias y de su trabajo se lo permitan.
11 Suponemos que todos los precios son positivos. Sin embargo, si son estrictamente positivos ( p>> 0)

el problema de maximizacon tenda solucon. Si no es as , es decir, si existiesen precios iguales a cero
y/o negativos, signi ca que nuestro agente podr a incrementar su utilidad in nitamente y, por lo tanto, el

problema no tendr a solucon.
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de ne cabalmente el supuesto de racionalidad ecoromic& De tal forma que ahora somos
capaces de de nir el problema de optimizacon, al cual se enfrenta nuestro agente, como:

maxfu(x)jp (x ') Og:

La maximizacon de una funcon de utilidad u diferenciable, morotona y estrictamente
cuasi-concava sujeta a su restriccon presupuestal implica que la mejor canasta de consumo
es una funcon continua de los precios y, por lo tanto, existe un rumero positivo tal que:

r u(x) = p: 13 Esta expreson simplemente dice que el gradiente de la funcon de utilidad
sobre la canasta de consumooptimo apunta en la misma direccon que el vector de precios.
En otras palabras, el gradiente y el vector de precios son colinealés.

Laultima gran concluson que se puede obtener de este aralisis es la llamada dicotora
chsica. En este sentido, podemos a rmar que la restriccon presupuestal, la cual de ne
el conjunto de canastas de consumo asequibles, no cambiaa si reescalamos el vector de
precios; es decir, multiplicando cada preci@. por una misma constante positiva . Esto
unicamente provocaa que el vector de precios se alarge o se acorte, pero no afectaa al
hiperplano del que es ortogonal. Esto, por lo tanto, signica que el maximo tampoco
es afectado. Todo lo anterior se explica debido a que la teora de equilibrio competitivo
estindar no es capaz de analizar el nivel general de precios. Sin embargo,psiede decir
algo sobre los precios relativos. De hecho, el concepto de dicotoma chsica asegura que
®lo la variacon en los precios relativos pode afectar la soluconoptima vy, por tanto, el
comportamiento de los agentes, mientras que el nivel general de precios es irrelevante.

12 Hay que suponer tambi en que los precios y, en principio, las dotaciones son variables exogenas en

nuestro modelo ecoromico.
13 Este problema tenda una solucon interior si y ®lo si las preferencias son estrictamente convexas y

las curvas de indiferencia derivadas deestas no presentan picos. Convexidad (estricta) de las preferencias es
equivalente a cuasi-concavidad (estricta) de la funcon de utilidad; mientras que, silas curvas de indiferencia

no tienen picos es posible representarlas a trawes de funciones de utilidad diferenciables.

14 De la misma forma, la solucon al problema de maximizacon de utilidad establece que la tasa marginal
de sustitucon entre cualquier par de commodities es igual al precio relativo de los mismos.

gﬂg; _ S_J' i=1;::% =210 y i 65
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1.1.3 Tasas de inter es y primas de seguros

En este apartado explicaremos como este tipo de precios se relacionan con los precios
de los commaodities contingentes discutidos arriba. Comenzando con la tasa de intees,
consideremos un problema de decison diramico (para simpli carlo supongamos lo dos
periodos en el tiempo), en donde nuestro agente cuenta con una cierta cantidad de riqueza
w y quiere decidir cuanto ahorrar, con el n de poder consumir en ambos periodos. Si
ahorra la cantidad s, sela capaz de consumir la parte remanente de su dotacon, s, en

el primer periodo. Por otro lado, nuestro agente puede invertir sus ahorros tanto en una
cuenta de ahorros, un pagae o un bono; los cuales pagan una tasa de intees bruta (no
aleatoria) , de tal forma que poda consumir en el segundo periodos . El problema de
decison se establece de la siguiente forma:

maxu(! s;s):
S

A partir de la condicon de primerorden obtenemos la condicon de maximizacon: % =
Pero como ya lo hemos visto, esta tasa marginal de sustitucon debe ser igual al precio
relativo. Por lo tanto, la tasa de intees bruta se expresa como:

donde p; es el precio del activo que otorga $1 hoy (tal activo obviamente cuesta $1) g
es el precio del activo que paga $1 nmana (un bono). Si la tasa de intees es, digamos
4%, entonces el bono que madura en el siguiente periodo cuegta  0:9615 (ya que
=1:04 = pi=p = 1=p).®

Nbtese que 1 es la tasa de intees real bruta, es decir, la tasa de intees bruta en
erminos de commoditieso en erminos del intercambio del poder de compra real entre hoy
y marana. En principio, la tasa de intees real puede ser negativa ( 1< 0); pero no puede
ser menor que 1 en equilibrio, ya que nuestro agente no ahorrara (si estamos en el supuesto
de que la utilidad es creciente). Si esto ocurre, entonces tenemos qoe< p »; esto signi ca
gue el consumo de maana es mas caro que el consumo de hoy. picamente, esperaramos
una tasa de intees positiva (1> 0), porque la gente tiende a ser impaciente.

15 para ser mas precisos, el activo del periodo 2 que aqu consideramos no paga simplemente $1, sino
gue paga el d a de marana el poder de compra que $1 tiene hoy. En otras palabras, consideramos un bono

indexado a la in acon.
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Consideremos ahora otro tipo de situacon. Una situacon sin niguna dimenson te-
mporal, pero con dos estados de la naturaleza. Supongamos que tenemos la riquezaSi
somos afortunados (el estado 1 ocurre) mantendremos nuestra riqueza; pero si no tenemos
suerte (el estado 2 ocurre) sufriremos un d@o-d, una perdida. Tenemos, entonces, que
nuestra dotacon en el estado 1 esiguald y! den el estado 2.

Existe una compara de seguros que ofrece una cobertura frente a dichaegpdida,
en tal caso tendramos que pagar una prima para asegurarnos que esto se materialice,
independientemente del estado de la naturaleza que ocurra. Si elegimos un contrato que
nos cubra totalmente ante el siniestro, recibiremos la cantidadl en el estado 2y 0 en el 1.
Asegurarnos nos cuesta un prima igual a..

Supongamos, ahora, que podemos elegir cualquier tasa de cobertura Si elegimos,
por ejemplo, una coberturac = 60%, recibiremoscd en el estado 2 por parte de la compae-
de seguros y 0 en el estado 1. La prima por esta cobertura parcial sera igual@a . El
problema de decison se de ne como:

maxu(! c;! c d+ cd:
C

De la condicon de primerorden obtenemos que

@Qu _d ) P2

@u d pi+p

Esto signi ca que la prima que tenemos que pagar por el seguro=d (expresada en por-
centage del dano), puede ser de nida en erminos de los precios correspondientes a los
diferentes estados de la naturaleza. Es decir, el precio relativo entre el consumo que es
contingente a un buen estado y a un mal estado de la naturaleza.

1.1.4 Equilibrio general

Una vez que hemos de nido lo que es usommodity y hemos establecido el modelo chsico
de eleccon individual, tenemos que explicar @mo estas elecciones en el agregado deben,
necesariamente, ser compatibles entre ellas. En otras palabras, las decisiones de un agente
en particular debean ser compatibles con las que toman los demas agentes.

En este sentido, la teora de equilibrio general estudia la relacon existente entre los
diferentes agentes ecoromicos, quienes conviven y maximizan su utilidad dentro del mer-
cado; por lo tanto, una de las principales preguntas que intenta resolver se relaciona con
la de nicon de las propiedades del equilibrio en su conjunto. Por ejemplo, >existe un
equilibrio? (si), >el equilibrio esunico? (usualmente no), si no esunico >existe al menos
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un pequet® rumero de equilibrios? (tpicamente si) y >son las asignaciones de equilibrio
e cientes? (si). En nanzas, realmente no nos preocupamos por la existencia del equilibrio
ni por el nivel de asignaciones, sino por los precios de equilibrio y como ellos se relacionan
con las utilidades y dotaciones de los agentes.

Generalmente, y por supuesto empicamente, dentro de una econona existe una
gran cantidad de agentes, cada uno con gustos y dotaciones diferentes, intercambiando
una enorme variedad decommodities De una manera formal, de nimos una econona con
demandas contingentes ¢ontingent claim economy Debreu (1959)) considerando todos
estos elementos®

Dado lo anterior, un agente dentro de este tipo de econora se de ne por su funcon
de utilidad, u; : RS*™WM 1 Ry su dotacon, ! (i) 2 RS*YM | Entonces, una econona
con demandas contingentes es la agregacon de todos los agentdsi;;! (i)) : 1;::;10:

Por simplicidad, supongamos un modelo de dos periodos -hoy y mara- conS estados
posibles para el segundo periodo W commodities en cada estado; as que existian S +
1)M commodities contingentes. Reordenando matricialmente los elementos (dotaciones,
canastas de consumo y precios) del modelo tenemos

2 3 2 3 2
OB x9() r x$(0) S
viy=9 : . fixe=98 - . Lip=8: -
19.G) 0 1S X9 (i) i xS (i) ps i p¥

El problema al que se enfrenta nuestro agente, dentro de este tipo de econ@nes elegir
una canasta de consumo hoyx®(i)) y una canasta de consumo para el @ de manana, la
cual dependern del estado de la naturaleza que ocurra(i);:::xS(i): De tal forma que el
problema se puede expresar como:
( xs )
max  u; (x(i)) ps (x3() !°() O
s=0

Ahora bien, las di cultades para hallar el equilibrio dentro de la economa aparecen cuando
las decisiones del agentX y del agenteY no son compatibles. Por no compatibles que-
remos decir que las decisiones de dos o mas agentes provocan que la demanda nal de un

16 En adicon a lo gue nosotros hemos venido discutiendo, una econom a tambi en tendea diferentes
tecnolog as de produccon; las cuales transforman un conjunto de commodities (tierra y trabajo) en otro
tipo de commodities (manzanas). No obstante, para la mayor parte de este trabajo de investigacon,

eliminaremos el lado de la produccon.
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commodity exceda a su oferta oviceversa En este sentido, es oportuno mencionar que
un vector de precios de equilibrio garantiza que la demanda agregada igualaa a la oferta
agregada de cadaommodity simultaneamente.

Una vez establecido el problema de eleccon, junto con el signi cado del vector de
precios de equilibrio, podemos hablar de la existencia de un equilibrio competitivo; el
cual es simplemente un par ordenadop( x), contruido a partir de una matriz de precios
(p 2 RG*WMY) y una coleccon de canastas de consumo(i).

Bajo estas condiciones, existia una y ©lo una canasta para cada agente. De tal forma
gue para cadai, x(i) maximiza la utilidad i sujeta a la restriccon presupuestal y dados los
preciosp. Es decir, el par (p; x) de equilibrio es la solucon de uno y de todos los mercados
al mismo tiempo.

X - X .
Xp (i) = Lo(i); s=0;1;::5;8;m=1;:::;M:

i=1 i=1
La pregunta sobre la existencia de un equilibrio es importante hacerla en cualquier modelo,
ya que esto responde a la pregunta acerca de la posibilidad de consistencia interna del
mismo. Consistencia en el sentido de que el propio modelo es capaz de especi car lo que
sucede fuera del equilibrio. Para asegurar, en nuestro caso, la existencia del equilibrio
necesitamos establecer algunos supuestos adicionales.

De namos la funcon de demanda para cadai, como la funcon d', que mapea los
precios p sobre las canastas de consume(i) y que resuelve losi% problemas de maxi-
mizacon de utilidad dado p; de tal forma que d' (p)optima maximiza la utilidad sujeta a
la restriccon presupuestal.

Sea la funcon de _demanda agregada la suma de todas las funciones de demanda
individuales, D(p) := il=l d'(p), y si la dotacbn agregada la denotamos como, :=
i|:1 I (i); entoncesp es un vector de precios de equilibrio si y ®lo sD(p) = : Donde
adenmas se debe cumplir que la funcon de demanda agregada sea continua (lo cual se
garantiza, ya que las funciones individuales lo son) y que el vector de precips 0:%'

Sin embargo, debemos mencionar que la teora de equilibrio general no ®lo se con-
centra en la existecia del equilibrio, sino tambéen en el aralisis de las propiedades de las
asignaciones de equilibrio. Uno de los mas importantes resultados en este dominio es

17 | a literatura sobre la existencia del equilibrio y las pruebas que intentan demostrar su unicidad es
extensa. La referencia chsica acerca de este tema es Debreu (1959). Un breve pero minucioso desarrollo

se presenta en Mas-Colell et al. (1995, cap. 17).
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gue las asignaciones de equilibrio son Pareto e ciente. Decimos que una asignacon

es pareto e ciente, si no existe asignacon alternativay que pudiera ser unanimemente
aceptada, dada cualquier distribucon inicial ! . Este es el sentido mas cbil en el que
podemos de nir e ciencia, olo se requiere que no sea posible redistribuir el consumo entre
los agentes tal que ni uno de ellos est peor y al menos uno se encuentre mejor desples de
dicha redistribucon. 18:1°

Dadas las funciones de utilidad de los agentes y la dotacon agregada, podemos generar
todas las asignaciones Pareto e ciente con la ayuda de una funcon de bienestar social
(FBS). Una FBS es una suma ponderada de las utilidades individuales que se maximiza
sujeta a la restriccon de factibilidad. Formalmente,

(. x y )
U@z) :=max iy () 220 ; (1:1)
i=1 i=1

viduos. Nbotese que la expreson anterior caracteriza un vector de restricciones factibles,
una para cadacommodity. Existia tamben un vector de multiplicadores de Lagrange. z
es la dotacon promedio que cada individuo tiene.

Estableciendo el valor dez igual a la dotacon media de la economa original, z = +,

18 para aclarar apidamente esto, supongamos que vivimos en una econom a con | agentes y existe
alguna dotacon agregada (la cual no est asociada con ning un individuo en particular). Supongamos
(descabelladamente) que no existen mercados, precios ni restricciones. La cantidad de commodities que
obtiene, a partir de la dotacon inicial, cada uno de los agente se realizan de manera aleatoria. Esta forma
de distribucon debe cumplir lo siguiente: sea (! (1);:::! (1)) tal que ::1 I'(i)= . Eventualmente
las asignaciones se proponen y si son aceptadas por todos los agentes se llevaan a cabo, si no es as
se buscam una distribucon alternativa. Formalmente, toda asignacon X = (x(1);:::;x(1)) que es
fctible ,es decir ::1 x(i) , puede ser propuesta. La asignacon elegida debern ser llevada acabo

por unanimidad, as que si al menos un agente no est de acuerdo con el tipo de asignacon, esta no se

implementaa.
19 Otra forma de explicar esto es la siguiente: sabemos que la curva de indiferencia maxima de cualquier

agente es tangente al hiperplano presupuestal en equilibrio; esto implica que no es posible generar ganan-
cias extraordinarias a trav es de algun tipo de intercambio. As que partiendo de este simple argumento
geometrico, observamos que las asignaciones de equilibrio deben ser Pareto e ciente. Lo anterior es equiva-
lente a decir que, dada una asignacon de equilibrio competitivo, no existia reasignacon que sea aceptada

unanimemente.
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sea solucon siz = 1. Considerando las condiciones de primerorden de (1.1), realizando
las sustituciones necesarias y suponiendo que los multiplicadores de Lagrange son estricta-
mente positivos (lo cual se garantiza con el supuesto de monotonicidad de las preferencias);
podemos concluir que la asignacon de equilibrio maximiza una funcon de bienestar social,
gue pondera a cada agente de acuerdo al reciproco de su utilidad marginal de la riqueza.
(. x y )
U(z) :=max - Cuiy() (@) 2)Z 0 (1:2)
i=1 i=1

Esta expreson recibe el nombre de funcon de bienestar social competitiva.

En resumen, una funcon de bienestar social es el valor de un problema que maximiza
la suma ponderada de las utilidades individuales sujeta a las limitaciones materiales de la
economa. Una asignacon es Pareto e ciente si y ®lo si es la solucon de alguna FBS.
Un equilibrio competitivo est representado por una pareja de precio-asignacon con la
gue todos los mercados estin en equilibrio (se clarean) y todos los agentes maximizan su
utilidad sujeta a una restriccon presupuestal. El resultado clave de la teora de equilibrio
general, el cual nos ser util para el desarrollo posterior de la teora de valuacon de
activos, es el primer teorema de bienestar, donde se establece que la asighacon de equilibrio
competitivo es Pareto e ciente y por transitividad es solucon de una FBS?#!

20 Esta tecnica fue propuesta por Negishi (1960). Brevemente, podemos decir que estas ponderaciones
pueden ser inferidas a partir de las condiciones de primerorden producidas mediante la maximizacon
de utilidad por parte de cada individuo. En equilibrio existia un vector de multiplicadores de Lagrange

1;..%; 1 > 0, uno para cada agente, tal que
— 1 1) = ::: = 1 1))
p= 7rui(x(@)=:i= Tru(x(1));

donde estas 's miden la utilidad marginal de la riqueza para cada agente . \ease Mas-Colell et al. (1995,

cap. 16).
21 pe hecho, la asignacon de equilibrio resuelve una FBS espec ca, donde las ponderaciones dadas a

cada agente se determinan por los precios sombras de la riqueza. Llamamos a esta FBS espec ca una
funcon de bienestar social competitiva. Veremos en el futuro que este concepto es clave para simpli car

nuestros modelos y as determinar los precios de equilibrio de los activos.
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1.1.5 El agente representativo

Si puderamos observar la dotacon inicial de un agente cualquiera y las decisiones que a
partir deesta toma; podramos deducir algunas caractersticas acerca de sus preferencias.
Sin embargo, este tipo de datos no estin disponibles en la realidad. De hecho, como
economistas no estamos interesados en este tipo de informacon. En cambio, nos interesan
las relaciones entre las variables agregadas y, sobre todo, la informacon que podemos
obtener a partir de los precios de equilibrio; @an mas nos interesa conocer la funcon de
bienestar social, con el objetivo de saber como el equilibrio de mercado es afectado por,
digamos, la incertidumbre que causan los ciclos de negocios.

Calcular el equilibrio competitivo (p; x) de una economa (u;! ) con| agentes, requiere
resolver el problema de maximizacon (en funcon de los precios) de cada uno de ellos.
Pero si existiera lo un agente, la asignacon de equilibrio sera la dotacon de esteunico
individuo y los precios de equilibrio estaran dados lo por el gradiente asociado a la
tangencia entre su curva de indiferencia y el conjunto presupuestal.

Entonces, si tenemos una econom multiagente (u;! ) y un equilibrio competitivo
(p; X), podemos de nir un agente representativo (localmente}?> como un agente arti cial
(u°;19), tal que (p;! °) es un equilibrio competitivo. Donde la asignacon de equilibrio es
I ° la cual no implica un intercambio.?®

Este agente representativo es claramenteutil para determinar los precios de equilibrio.
La construccon de dicho agente es de cierta forma directa, ya que sabemos que todos
nosotros somos marginalmente idnticos en el equilibrio. Esto es una consecuencia de la
e ciencia de Pareto. Lo que asegura, adenas, que el gradiente sobre la utilidad de cada uno
de los agentes es colineal a este vector de precios. Es decir, para toda u;(x(i))= i p;

22 Eg importante notar que la microeconom ay la macroeconom a tienden a usar el ermino de agente
representativo de una forma diferente. Para un teorico dedicado a la microeconom  a, el agente representa-
tivo se supone que se comporta como el agregado tanto en el equilibrio, como fuera del mismo. (Mas-Collel
et al. (1995, cap. 4)) Dicho agente representativo global es necesario para realizar los ejercicios de esatica
comparativa. En contraste, los economistas nancieros y los teoricos macroecoromicos emplean una agente
representativo local, es decir, un agente arti cal que se comporta de la misma forma que el agregado ®lo

sobre los precios de equilibrio.
23 Hay que subrayar que si trabajamos con un agente representativo, perdemos toda la informacon

acerca de la distribucon de equilibrio interpersonal, es decir, no podemos saber quien consumo que.

Afortunadamente, en la macroeconom a como en las nanzas esta informacon no es de mucha utilidad.
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por lo que (u;; x(i)) es un agente representativo. En otras palabras, cada uno de nosotros
SOmMos un agente representativo en el equilibrio.

Intuitivamente si enfrentamos los preciosp y nuestra dotacon es la canasta que maxi-
miza nuestra utilidad sujeta a la restriccon presupuestal original (es decir,p x(i) p! (i)),
entonces no existe raon alguna para que deseemos realizar un intercambio extra. Por lo
tanto, a pesar de que cada uno de nosotros es diferente, sobre las asignaciones e cientes,
todos somos marginalmente iénticos.

Por ultimo, sabemos que por construccon el gradiente de la funcon de bienestar
social competitiva en el puntoz = =l es exactamente igual a los precios de equilibrio,
r U( =I) = p; por lo que (U; =I) es un agente representativo. Este es un resultado
sumamente bueno, ya que la dotacon del agente representativo es justo la dotacoper
capita promedio de la econona original.

1.2 Una econom a con demandas de activos

Los arreglos de intercambio que hemos estudiado hasta ahora explican bien el compor-
tamiento individial de cada agente dentro de la econona, pero es importante mencionar
gue muchos de estos arreglos no ocurrian en la pactica. La ramn de esto es porque
algunos mercados decommodities no existen. Lo que podemos ver en la realidad es un
conjunto de mercadosspots combinado con un conjunto de mercados nancieros.

Aqu , estableceremos y resolveremos el problema de eleccon para nuestro agente re-
presentativo cuando se enfrenta a este tipo de mercados y formularemos una nocon alter-
nativa de equilibrio general. Porultimo, veremos que el concepto de un mercado nanciero
completo nos permite trabajar con uncommodity representativo.

1.2.1 Un arreglo de intercambio mas realista

Los mercadosspots son mercados paracommodities especi cados sicamente que son
disponibles hoy?* Este tipo de mercados est complemetado por un conjunto de mercados
nancieros. Los activos nancieros son contratos que entregan alguna cantidad dependi-
ente (contingente) al estado de dinero en el futuro. En general, un activo nanciero se
de ne como el ujo de dinero queeste entrega contingente a un evento.

Formalmente, un activo nanciero j es un vector donde los componentes son los ujos
de efectivo contingentes a cada estado. Si suponemos que existéndiferentes activos,

24 Supongamos que el mundo se desarrolla como unarbol de eventos tal como se presenta en la Figura

1, donde t = O es hoy. Un mercado spot es un mercado para un commodity que es contingente ®lo en

t=0:
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podemos organizar los ujos de todos estos activos y representar un mercado nanciero
completo como,

Activo
1 J
2 3
1 i ooy
Estado;g Do ;E:: I
s rl r

Ahora bien, el ujo de efectivo de algunos activos nancieros se de ne como funcon de
los preciosspot de los commodities reales, cuando ocurre esto decimos, formalmente, que
rl := p", dondem es el ndice delcommodity y s es el estado que se espera ocurra. Dicho
de otra forma, seax alguna canasta decommodities-spot un activo cuyo ujo de efectivo
sea funcon lineal de los preciosspot, rl := ps X, se conoce como un activo real, ya que
entrega el poder de compra necesario para comprar una espea canasta de commodity

x en el mercadospot en una fecha futura?®

Sin embargo, el ujo de efectivo de algunos activos son independientes de los precios
spot. El ejemplo usual es un bono nominal. En este sentido, un bono tpicamente entrega
alguna cantidad especca de dinero. Tales activos son denominados activos nominales,
porque entregan una cierta cantidad de dinero, la cual no esh asociada a ninguna canasta
de consumo, que puedes gastar, pero cuyo poder de compra en general es incierto.

El activo real y el activo nominal son lo los extremos de una gran variedad de tipos
de activos que existen en la realidad. Consideremos el caso de una accon. En general, una
accon se modela como el derecho que su propietario tiene sobre los bene cios de la rma.
Seay?® cierto vector de insumo-producto de la rma en el estados.?® El valor de mercado
de este vector insumo-productops Yy*, es el bene cio que la rma genera en el estads.
Entonces, si una accon es el derecho sobre los bene cios de la rma, entonces:= ps yS.

Si esta es una descripcon exacta de los dividendos que paga una accon, estonces puede
ser un activo real; sin embargo, existen dos problemas con esta descripcon: primero, el
accionista tiene un derecho limitado, a saber, si la empresa incurre ereidasps y° < 0

25 por ejemplo, un contrato forward sobre un commodity cualquiera que se comercia en el Chicago Board
of Trade especica el pago de una cantidad de dinero que es igual al precio del commaodity en algun punto
futuro del tiempo. Por lo tanto, una canasta con rendimiento determinado por Ps X es unforward para

la canasta del commodity X.
26 Como es usual, los insumos aparecen con signo negativo y los productos con signo positivo dentro

del vector 5.
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en algun estados, entoncesrk =0 6=p; y?’ As que la relacon lineal entre los bene cios

y los dividendos se pierde. Segundo, en la pactica, la poltica de dividendos est sujeta a
decisiones discrecionales de los administradores, as que no podramos esperar una relacon
lineal entre los bene cios (preciosspot) y los dividendos.

Otro ejemplo sera el del bono corporativo. Este es un tipo de bono que paga, digamos,
una unidad en todos los estados en que la rma sigue operando y cero en cualquier otro
caso. En principio, podemos pensar que este tipo de activo es del tipo nominal. No
obstante, la rma sobrevivia si y ®lo si los bene cios son mayores que el mnimo de
capital que necesita para seguir operando. Los bene cios sean lineales sobre los precios
gue ocurran en cada uno de los diferentes estados, pero el pago de los bonos corporativos
(el cual tamben est en funcon de los precios spof) no ser lineal, ya que el pago dependea
del nivel de precios que ocurr&??°

Una vez discutidos los diferentes tipos de activos que la teora ecoromica puede des-
cribir, hablemos de lo que es un activo libre de riesgo. Una forma, un tanto ingenua,
de de nirlo es como aquel activo que entrega una cantidad ja de dinero en todos los
estados de la naturaleza. Ecnicamente es igual arPono libre deriesgo =11 1 :::1]°. Pero
este activo olo entrega dinero y el dinero no es algo que entre en las preferencias de las
personas directamente® Esto simplemente permite a los agentes comprar cosas que les
generen \utiles"; pero cuanto de estos bienes pueden ser comprados, dependea de los
precios spot que estos bienes en cueston tengan manana.

En este sentido, que un activo sea libre de riesgo signi ca diferentes cosas de acuerdo
a la canasta que pueda comprar cada agente, en particular, con la cantidad de dinero que
le otorga el bono, la cual s es igual para todos. Sin pretender ser rebuscados, dentro de
la teora ecoromica el concepto de un activo libre de riesgo depende de los habitos de
consumo o el tipo de preferencias de cada agente y, por lo tanto, no existe una de nicon
universal3! Los economistas emplean una aproximacbn muy pragmatica para tratar con

27 Esta propiedad de la accon es tratada como una opcon tipo  call sobre el bene cio corporativo en

Merton (1974).
28; Algunos teoricos pre eren de nir a los activos reales como aquellos activos que pagan bienes en lugar

de dinero. Un opcon sobre el jugo de naranja sea un activo real, pero no lineal.
29 Es importante mencionar que existe una teor a ecoromica bien desarrollada sobre los activos reales;

de igual forma, existe una teor a ecoromica para los activos nominales (ver el libro de Magill & Quinzii
(1996)). Pero hay muy pocas contribuciones que examinan las propiedades del equilibrio en econom as con

activos reales y/o nominales no lineales.
30 Esto ser a discutible en el caso de Sr. Bill Gates o el Sr. Carlos Slim.
31 para el caso de los nancieros el mundo es mas sencillo. De nimos un activo libre de riesgo como un
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este tipo de problema. Se de ne una canasta de consumo normalizada, por ejemplo la
canasta de consumo promedio de cierta poblacon en un periodo de tiempo base. El nivel
de precios es, entonces, de nido como el valor de esta canasta de consumo normalizada en
cada uno de los diferentes estados.

Los ujos de efectivo nominales de los activos son divididos en funcon de este nivel
de precios (dependiente del estado que ocurra). Los ujos resultantes son llamados de-
actados. De esta forma, un bono que entrega un ujo de efectivo de actado constante
(un poder de compra constante) a trawes de todos los estados es considerado como libre
de riesgo. Aun con esto, no resulta ser completamente satisfactoria esta de nicon, ya
gue todos los individuos estaan expuestos al riesgo in acionario ideosincatico, el cual no
puede ser previsto por ellos. Sin embargo, todos los rendimientos de los activos estin para
ser entendidos como de actados de acuerdo al valor de esta canasta normalizada.

1.2.2 Activos de Arrow y probabilidades neutrales al riesgo

Podemos de nir un activo, por ejemplo un ttulo accionario, que entrega una unidad de
poder de compra (condicionada a la ocurrencia de un events) y cero en otro caso como
un activo de Arrow (1953). Denotemos el vector de ujos de efectivo contingente a los
diferentes estados de la naturaleza de un activo de Arrow come® =[0 :::01 0 ::: 0]
Entonces la matriz de pagos del arreglo de todos IS activos de Arrow es igual a la matriz
identidad,

21 0 ::: O3

go 1 ::: OZ
e=2. . .. :.5-

0O 0 ::: 1

Los activos de Arrow son icenticos a los llamados \ttulos delta” (Breeden & Litzenberger
(1978)), \ butter y spread” (Luenberger (1998, sec. 12.3)) o \contratos digitales” (Ingersoll
(2000)), siempre y cuando trabajemos con un mmero nito de estados. Debido a su
simplicidad este tipo de ttulos son muy utiles cuando asignamos precios a activos con
estructura mucho mas complicada. Esto es por que cualquier activo nanciero en general
puede ser representado por un portafolio de activos de Arrow.

Ahora bien, dentro de cualquier mercado nanciero existe una brecha entre el precio
de venta mas (bid) y el precio de compra nas bajo @sK para cualquier activo. Esta
brecha es debido a los ajustes temporales de cada precio, al bene cio motivado por el
formador de mercado y a ciertas comisiones y tarifas existentes dentro del mismo. Esto
tamben ocurre, cuando un mismo activo tiene diferentes precios dependiendo del lugar

bono cumn cero, indexado al nivel de in acon y cuyo principal es igual a 1.
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donde se intercambia, lo que permite a ciertos agentes generar un bene cio extra a su
favor (arbitraje). En lo siguiente, ignoraremos estas imperfecciones.

Supongamos que no existen costos de transaccon y no hay brechas entrebad-ask
Entonces un activo puede ser comprado y vendido a un mismo precio. Denotaremos el
precio en el periodo cero del activg como ¢. Supongamos de igual manera que la ley
de un solo precio, entendiendo por esto que dos activos con el mismo vector, perfl, de
pagos tienen el mismo precio. En general, si una combinacon de activos (un portafolio)
produce el mismo vector de pagos que otra combinacon (otro portafolio), entonces los dos
portafolios cuestan lo mismo. Formalmente, si dos portafoliosz y z° producen el mismo
ujo de efectivo, r z=r 2z entonces deberan costar lo mismoy z= q z°

Dicho todo lo anterior, podemos a rmar que cualquier activo con un perfl de pagosr!
puede ser descompuesto (reproducido arti cialmente) a trawes de un portafolio de activos
de Arrow, rl, para cadas. Entonces por la ley de un solo precio, el activo originaj costaa

la misma cantidad que este portafolio de Arrow. Tecnicamente hablandog = rl, oen
su caso la agregacorg=  r: Donde los precios de los activos de Arrow estn representados
por un vector rengbn: =] 1::: s].

Para ver la aplicacon de este principio, consideremos el precio de un activo libre
de riesgo. De acuerdo, con lo que hemos discutido resulta trivial decir que el ujo de
efectivo de este activo es igual a un vector de la forma [1 1]: Este activo corresponde
a la de nicon de un bono que nunca cae en incumplimiento. Denotando el precio de
este activo como , analicemos su relacon con la tasa de intees libre de riesgo bruta
que mencionamos mas arriba, es decir tenemos que= 1. Incluso si consideramos un
portafolio construido a partir de bonos libres de riesgo (del tipo de Arrow), entonces el

precio de este bono debea ser la suma de los precios de todos los activos Arrow.

— 1_ XS . .
= = s: (1:3)
s=1
Si multiplicamos por ambos lados de la expreson obtenemos un resultado interesante.
es la tasa de intees libre de riesgo y es el vector de precios de los activos de Arrow,

entonces los mmeros « := ¢ son llamados probabilidades neutrales al riesgo. Aunque
no son precisamente probabilidades en el sentido de asignar un grado de verosimilitud
a cada estado, rotese que los componentes de; suman uno y, adenas, todos ellos son
positivos. Entonces, < posee la estructura de probabilidades del conjunto de estados (de

ah su nombre).

Supongamos ahora queE es el operador esperanza, empleando las probabilidades
neutrales al riesgo, tenemos que la descomposicon de un portafolio eg = Efrig. A
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este resultado se le puede interpretar como la brmula que asigna precios neutrales al riesgo.
En otras palabras, el precio de un activo con ujo de efectivor! iguala al ujo de efectivo
esperado del activo, empleando las probabilidades neutrales al riesgo, descontadas por la
tasa de intees libre de riesgo.

Frecuentemente, estamos interesados mas en la tasa de rendimiento de los activos que
en sus precios. La tasa de rendimiento es la ganancia en porcentaje de una inverson. Sea
Rl la tasa de rendimiento bruta del activoj si el estados ocurre.

-

. J

j — 'S.
RL: g
Por otra parte, dividiendo la brmula que asigna los precios neutrales al riesgo pog y
recordando que = 1 obtenemos una expresbn para la tasa de rendimiento de un
activo arbitrario. Dicho con otras palabras, la tasa de rendimiento esperada de cualquier
activo, evaluada con las probabilidades neutrales al riesgo, es igual a la tasa de retorno del
activo libre de riesgo: EfRIg =

1.2.3 La econom a de Arrow-Debreu-Radner

Una economa se describe por las caractersticas de la gente que vive en ella, es decir, por
las dotaciones! vy las preferenciasu de todos los agentes, justo como lo explicamos en el
primer apartado de este capulo. Junto con esto tamben consideramos cierta cantidad de
commodities disponibles para ser intercambiados. Ahora incorporaremos la existencia de
r activos nancieros.

En este sentido, una econona nanciera estaa conformada por una economa con
demandas contingentes y una matriz de ujos de efectivo;!;r ). La matriz r tiene S
renglones yJ columnas, dondeJ denota el rumeo de activos nancieros asequibles para
los agentes®

Consideremos la matriz de rendimientos y un vector de precios de activos nancieros
g. Un portafolio (un arreglo de activos) z cuesta hoyqg z (lo cual produce un ujo de
efectivo hoy de q z) y genera un ujo de efectivo manana des z en el estadcs. Teniendo
en cuenta todos los ujos de efectivo de hoy y mafnana que pueden ser alcanzados a trawes

32 Aungque no est expl citamente establecido, dentro de nuestra econom a existe una canasta norma-
lizada ja, cuyo valor de ne el nivel de precios contingente al estado de la naturaleza que se realiza. Por
lo tanto, el ujo de efectivo de nido por I est de actado, es decir, los ujos de efectivo monetario de los

activos esan divididos por el nivel de precios.
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de la eleccon apropiada de un portafolio, la llamada amplitud del mercado est de nida
por

M (g) := span

= rq zz2R’

M (q) es un espacio lineal, con al meno3 dimensiones, que captura el conjunto de eleccon
de los agentes, es decir, el conjunto de asignaciones de poder de compra a lo largo del tiempo
y los estados que pueden ser alcanzados a trawes de afgportafolio, el cual representaa

la mejor eleccon por parte del agente. Si dos diferentes matrices de rendimiento y dos
diferentes vectores de precios de activos generan la misma amplitud de mercado, entonces
son equivalentes®

De nimos un nuevo vector de precios de activos: + :=[1 1 ::: s]. Esta nueva
estructura del vector de precios nos ayudaa a demostrar que s es ortogonal aM (q).
Para ello consideremosx 2 M (q), en otras palabras,

q

X = i z; para algunaz:

Entonces,
[T 1 ::0 s] g z
r
+ ry z=0:
(I—qig—}

[1 1 ::0 s] X

Esto es posible debido a la brmula de descomposicon presentada antes. As que. es
ortogonal a x, para unax 2 M (q) arbitraria.

Ahora bien, un agente dentro de este tipo de econom maximiza su utilidad eligiendo
una canasta de consumo hoyx®), una canasta de consumo planeada para todos los posibles

un portafolio apropiado de activosz. Tales decisiones, evidentemente, deben cumplir la
restriccon presupuestal en cada momento y en cada estado. Podramos decir que un agente
en tal economa enfrenta un problema integrado de consumo-portafolio. Por supuesto, los

decisiones deben ser hechas, simplemente porque los mercadpst futuros no operan en
el tiempo 0. Por lo tanto, suponemos que el agente desarrolla algunas creencias acerca

33 Todo lo que ocurre cuando cambiamos de un portafolio a otro es simplemente un cambio de base.
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de los preciosspot para cada posible estado futuro. Denotemos estas creencias como
B(p1) :::B(ps): Notese que estas creencias esan condicionadas al estado de la naturaleza
gue ocurra y por lo tanto no esain sujetas a alguna fuente de incertidumbre. Formalmente,
el problema integrado de consumo-portafolio est dado por

8 aﬁ)rro { . . 9
nve n
: T %
max _ u(x) ; (1:4)
|3(ps) gs !s} (523 Oparas:1;:::;8’§

valor del exceso de consumo rendimiento
Dado que las restricciones se cumplen con igualdad debido a la monotonicidad de la funcon
de utilidad, podemos escribir (1.4) de una manera mas compacta

maxfu(x)jB(p) (x !)2M (9)g;

estableciendo queB (pg) := po. Este es el problema que tiene que resolver el agente en
t = 0, por supuesto, antes de que la incertidumbre se resuelV.

A partir del Teorema del Maximo de Weierstrass, sabemos que un problema de ma-
ximizacon tiene solucon si la funcon objetivo es continua y las restricciones generan un
conjunto compacto (cerrado y acotado) sobre el cual maximizaremos. En nuestro caso,
suponemos desde un principio que la funcon de utilidad es continua, pero gle garan-
tiza que el conjunto de presupuesto sea compacto. El argumento relevante aqu se llama
arbitraje. Si dentro de nuestra economa un agente (inversionista) puede hacer uso de
este, el poda alcanzar una canasta de consumo-portafolio ilimitada, lo cual implica que
el conjunto presupuestal no esta acotado y, junto con el supuesto de monotonicidad de
la utilidad, nuestro problema (1.4) no tendra solucon. En general, decimos que @;r)
contiene oportunidades de arbitraje si existe un portafolioz tal que: [ q r]° z 0.3°

Tecnicamente hablando, ausencia de arbitraje es equivalente a establecer que la am-
plitud del mercado debe no intersectar el ortante positivo excepto en el origen:

M (g)\ R3* = fog:

34 Notese gue las creencias de los agentes podan afectar el nivel de precios esperado (a saber, el valor de
la canasta normalizada) y, entonces, la matriz de rendimientos I'; ya que los ujos de efectivo de los activos
nancieros esan de actados con el nivel de precios. Si diferentes agentes tienen diferentes expectativas
sobre el nivel de precios, podremos esperar que usen diferentes matrices de rendimiento. Aqu , dejaremos
de lado este problema, de hecho no estableceremos ninguna hiptesis sobre como los agentes forman sus

creencias.
35 Esto signica que el perl de pagos de hoy, o en alg un estado futuro, es no negativo y que es

estrictamente positivo tanto hoy como en al menos un estado futuro.
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Como demostramos antes, [1 ] es ortogonal aM (g). Entonces, las oportunidades de
arbitraje estin ausentes si y ®lo si existen estrictamente precios de Arrow positivos, 0,
que sean compatibles cond;r), es decir, que r = .38

La ausencia de oportunidades de arbitraje es un requerimiento mnimo para la consis-
tencia interna de nuestro modelo. Sin embargo, hay que enfatizar un par de ideas extras.
Primero, suponer que existen creencias heterogeneas sobre los preapst (0 de niciones
del nivel de precios ideosincaticas) entre los agentes de nuestra econan equivaldra a
aceptar que un portafolio poda ofrecer oportunidades de arbitraje al agenteA, dadas sus
creencias (su de nicon del nivel de precios), pero no al agenteB, cuyas creencias son
diferentes a las deA. Segundo, pueden existir precios que no permitiendo el arbitraje,
puedan no clarear los mercados. Lo opuesto, sin embargo, es siempre cierto: los precios
de equilibrio nunca permitian el arbitraje. Por tanto, el equilibrio es un requerimiento
mucho mas fuerte que lo la ausencia de oportunidades de arbitraje.

Por ultimo, para establecer la existencia del equilibrio dentro de nuestra econona
Arrow-Debreu-Radner debemos recordar que, al igual que en una econancon deman-
das contingentes, requerimos que en equilibrio la demanda iguale a la oferta para cada
activo nanciero en cada estado de la naturaleza. Para el caso de los activos nancieros,
esto simplemente quiere decir que si alguien emite un activo (el emisor est corto en ese
activo), siempre existia alguien mas a quien este emisor deber pagar algo en el futuro.
Agregando a todos los individuos, los portafolios dentro de la econoia deben sumar cero.
Tecnicamente hablando, decimos que los activos tienen una oferta neta ceYo.

36 para ver por qu e ocurre as, debemos recordar dos cosas. Primero, un portafolio de arbitraje Z
produce un ujo de efectivo VY = [ g r]O Z cuyos puntos se encuentran dentro del ortante positivo.
Segundo, cualquier par de vectores en el ortante positivo forman unangulo agudo. Entonces, a partir
de esto podemos decir que cualquier vector de precios de Arrow estrictamente positivo, i 0, forma
unangulo agudo con cualquier ujo de efectivo arbitrado  ( + Yy > Osiy 0). Este hecho viola la
descomposicon. Asimismo, si el mercado permite arbitraje, entonces este ujo de efectivo arbitrado no
puede ser ortogonal a cualquier vector estrictamente positivo +; por lo que concluimos que la existencia
de un vector de precios de Arrow estrictamente positivo elimina el arbitraje y, viceversa, la posibilidad
de arbitraje no permite la existencia de precios de Arrow estrictamente positivos. La prueba de esta

armacon se omite.
37 No obtante, tenemos que decir que en general se supone que los activos tienen una oferta neta

positiva. Esto es apropiado para modelos de equilibrio parcial. A saber, si tomamos lost tulos accionarios
emitidos por una rma como dados yesta no es un jugador activo del modelo, entonces la posicon corta

de la rma de sus propios ttulos no se encuentran dentro de nuestra contabilidad, entonces los t  tulos
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Con todo esto, podemos ahora de nir el equilibrio®® Consideremos la existencia de
una canasta de consumo hoyx®) y las canastas de consumo planeado en todos los posibles

son los precios de los mercadospot (pg) y los precios de los activos nancieros ). Por
precios esperados de nimos los preciospot de marana (p*;:::p®), los cuales dependen del
estado que ocurra y no son observables ya que los mercadgmt de marana no operan hoy.
Cada agentei formaa sus creencias acerca de estos precioB, (ps), para s =1:::S: En
este sentido, el equilibrio requiere que todos y cada uno de los agentes tengan las mismas
creencias y queestas sean correctas, es decips = B'(ps); 8i=1:::1;s=1:::S:

Esta a rmacon puede parecer muy extrema, ya que esto supone la existencia de pre-
vison perfecta por parte de todos los agentes. Sin embargo, esto implica previson perfecta
®lo condicionada al estados. Debido a que existe an incertidumbre acerca del estado
de la naturaleza que ocurria, no podemos suponer una previson perfecta incondicional.
Partiendo de esta aclaracon, el equilibrio de nuestra econona est determinado como
sigue:

SeaB'(ps) las creencias del agenté sobre los preciosspot condicionadas al estadcs.
Entonces, el equilibrio de una econona Arrow-Debreu-Radner se de ne como p; q; X; 2),
donde p es la matriz de preciosspot, g es el vector de precios de activoss(i) las matrices
de consumo y una coleccon de portafolios de activog(i); tal que (x(i); z(i)) resuelven el
problema de optimizacon del agentei,

x(i) 2 argmaxtu(y)jB'(p) (y !)2M (g)g; i=1:::1;
el consumo agregado iguala a la dotacon agregada de hoy y en cada estado posterior,

X X
xp (1) = Le(i); s=0;1::5;S; m=1;:::;M;
i=1 i=1

cada activo tiene una oferta neta cero,

X
zi(i)=0; j=1;::5;d
i=1

tienen una oferta neta positiva con respecto al resto de la econom a. Por otro lado, la base monetaria
es frecuentemente modelada siendo una oferta neta positiva, debido a que el Banco Central puede no ser
parte del modelo. El equilibrio, entonces, requiere que la demanda de dinero agregada iguale a la cantidad

emitida de la base monetaria, lo cual representa una posicon corta por parte del Banco Central.
38 g primero en establecer las condiciones teoricas de un equilibrio en una econom a con demandas

contingentes y activos nancieros fue Radner (1972).
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y todos los agentes poseen una previson perfecta condicional
B'(pM)=p; i=1;:::50;8=1;::,S,m=1;::; M:

En lo que sigue veremos como podemos dividir el problema de decisbn de nuestro agente
en dos partes, a saber: el problema de composicon del consumo y el problema nanciero.
As, el problema de decisbn, remplazandoB'(ps) por ps, €s

maxfu(x)jp (x !')2M (g)g: (1:5)

Denotando conw el valor de la dotacon del agente contingente al estado de la naturaleza,
evaluada con los precios del mercadspot,

ws:=ps !'% para s=0;:::;S: (1:6)

Ahora de nimos la funcon de utilidad indirecta v como
v(y) :=max fu(x)jps x® y°® para s=0;:::;Sg; (1:7)

donde v(y) es la utilidad maximizada, si a lo masy® pudo ser gastado en el estads. La
eleccon dex es la eleccon acerca de la composicon de la canasta de consumo, es decir, los

distribucon de los ingresos gastados hoy y en cada uno de los estados futuro. Esto bien
puede resumir el proceso de asignacon de los medios monetarios del agente a gawdel
tiempo y de los estados.

La eleccon de y caracteriza la decison del agente sobre su nivel de ahorro y su
exposicon al riesgo, en otras palabras, sus decisiones nancieras. Consideremos, entonces,
solo el problema de decisbn nanciera,

maxfv(y)jy w2M (g)g: (1:8)

Esto requiere que el agente maximice su funcon de utilidad indirectar sobrey, cumpliendo
la condicon sobre el nivel de transferencias que la amplitud del mercado permite. Este
problema es totalmente equivalente al (1.5). Para ver esto, recordemos que la restriccon
presupuestal contingente es igual @s x*> y®y debe cumplirse debido a la monotonicidad
de u; por lo tanto se satisface con igualdad. Sustituyendo (1.7) en (1.8), nuestro problema
se transforma en:

maxfv(y)jy w2M (gg=max fmaxfu(x)jp x=ygjy w2M (g)g

(1:9)
=max fu(xX)jp (x !')2M (g)g:
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Con esto volvemos al problema (1.5). Tanto Lengwiler (2004, cap. 3) como Magill &
Quinzii (1996, cap. 1) han notado que esta separacon del problema de portafolio y consumo
puede ser empleada para simpli car nuestra econora original, de tal forma que tenemos
(uhr).

Sea {; q; X; 2) el equilibrio de la economa original. Consideremos una nueva econora
(v;w), donde w*(i) y v; estin de nidas como en (1.6) y (1.7), respectivamente. Esta es
una economa con demandas contingentes & agentes, pero caracterizada por ®lo un
commodity hoy y en cada uno de los estados futuros - a saber el ingreso o el consumo -.
Sea un vector de precios de Arrow que es compatible con, es decirg = r y donde

+ :=[1 ] Por construccuon, ( +;Yy), cony®s(i):= ps x3(i) es un equilibrio competitivo
de esta econona con un solo bien.

Para convensernos de esto, recordemos la de nicon de equilibrio competitivo que se
presenb en la seccon de equilibrio general. Es necesario, entonces, mostrar que el mercado
se clarea (lo cual es relativamente directo, ya que el supuesto de igualdad entre oferta y
demanda aparece desde la de nicon de equilibrio Arrrow-Debreu-Radner) y que para todo
: ( XS )

y(i) 2 argmax vi(y) (¥° wO(i)+ s(y wi(i)) O
s=1
Como ya lo comentamos, en el naximo la restriccon se satisface con igualdad debido a la
monotonicidad deu. Notese ademas que (° WO(i))+ o s(¥° wi(i) = + (¥ w(i))
es equivalente a aquella restriccon que establece . es ortogonal ay~ w(i). Pero lo
anterior, es equivalente decir quey~ w(i) 2 M (g). Entonces, tenemos que

y(i) 2 argmaxfvi(y)jy w(i) 2M (0)g:

Y con (1.9), esto se satisface en el equilibriop g; x; z) de Arrow-Debreu-Radner. Final-
mente, de la misma forma que ocurre con la introducon del agente representativo, el uso
del ingreso como un bien representativo implica alguna perdida de informacon con respecto
al equilibrio. De hecho, perdemos toda la informacon sobre la composicon del consumo.
Pero, la pregunta relevante aqu es s esto nos interesa. En realidad, en este momento no
nos interesa, olo queremos emplear urtommodity representativo para trabajar con un
modelo mas simple y determinar los precios de equilibrio de los activos.

1.2.4 Mercados completos

Hemos dicho que un activo nanciero en general puede ser representado por un portafolio
de activos de Arrow. >lo contrario es cierto? es decir, >podemos construir un activo
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de Arrow arti cial con una combinacon de algunos activos nancieros? En general, no
podemos dar una respuesta a rmativa a esta pregunta; dicha respuesta depende del tamano
y la estructura de la matriz de rendimiento r. Para explicar este hecho, supongamos que
existen cinco estados de la naturaleza, pero ®lo un activo nanciero. Evidentemente, es

un precio observado,q;. Generalmente, la descomposicon a la inversa es posible si y lo
si los activos nancieros proveen los su cientes ujos de efectivo contingentes al rumero
de posibles estados. Lounico que necesitamos es que cada activo nanciero nos permita
asegurar cada estado de la naturaleza por separadd.

Lo anterior, nos ayuda a de nir lo que es un mercado completo. Decimos que los
mercados son completos si los agentes pueden asegurar cada estado de la naturaleza por
separado. Es decir, si ellos pueden intercambiar activos de tal manera que afecten el perfl
de pagos en un estado espewo, pero sin afectar el per | de pagos en otros estados. Si los
mercados son completos, entonces existe un portafolio (uno diferente para cada estagjo
gue genera un ujo de efectivo contingente del activo de Arrow asociado a un determinado
estado. Formalmente, para cadas existe un portafolio z° tal que r z° = e°. Esto lo
podemos escribir de la siguiente forma,

ro[zt i z2%]=e

Sir es invertible, entonces podremos calcular los portafolios®,

[zt i

Entonces, la descomposicon a la inversa podra ser posible si y $lo si es invertible;
dicho de otra forma, los mercados sean completos si y ®lo gi es invertible. En este caso,
los precios de Arrow pueden ser calculados a partir de los precios del mercado nanciero a
traves de = g r !: Silos mercados no son completos, entonces existen muchos posibles
precios de Arrow que son compatibles con una matriz de rendimienta;, y unos precios
del mercado nanciero, g.

Prueba: La prueba de esta armacon emplea un conocido resultado de algebra lineal.
Primero sabemos que . es ortogonal aM (q). De hecho satisface la descomposicon,

39 Recordemos que un activo con un perfl de pagos rl puede ser descompuesto a traves de un portafolio
gue contenga cierta cantidad de activos de Arrow, rjs, para cada S. Entonces, por la ley de un solo precio,
el activo original j costaa lo mismo que este portafolio. Formalmente, ¢ = r] , 0 en su caso la

agregacon ( = r.
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siy ®lo si, . es ortogonal aM (g). SeaM (g)? la coleccon de todos los vectores . .
M (g)? es por s mismo un espacio lineal y, por lo tanto, se cumple qui (g) y M (q)?
juntos amplian el espacio R*!, y que la suma de sus dimensiones &+ 1. As entonces
decimos queM (g) y M (g)? son unasuma directa Ahora, todos los vectores . , para una

que satisfaga la descomposicon, son colineales, siy ®lo i (q)” es unidimensional.
Adenas, la longitud de  esh determinada por el precio del activo libre de riesgo. Como
consecuencia, dado el precio del bono libre de riesgo,esunica, si y lo si, la dimenson
de M (@) es igual aS, es decir, el mercado es complettf.

Para tener mas claro esto veamos un ejemplo. Supongamos que existen dos estados de la
naturaleza. El estado 1 representa urboomecoromico y el estado 2 una receson. Existen
tamben dos activos, ambos riesgosos. El activo 1 es una accon de una nueva rma dentro
de la economa y, por lo tanto, es un tanto riesgosa. Mientras que el activo 2 es una accon
de una rma establecida. Ambas rmas pagan dividendos de 1 durante eboomy durante
la receson estos se ven reducidos. Los dividendos de la rma entrante se efectan mas que
los de la rma establecida. En este caso, la matriz de rendimiento podra ser igual a
1 1
0:2 08
Supongamos que existe un agente que desea ahorrar una cierta cantidad de dinero, pero sin
correr riesgo alguno; as que ael le gustara comprar un bono libre de riesgo, sin embargo,
tal activo no se comercia dentro de esta econom. A pesar de esto, un portafolio con un
per | de pagos libre de riesgo puede acilmente ser construido con los activos existentes.
Sabemos que el per | de pagos de un portafolia esta dado porr z y nosotros queremos
un pago igual a 1 en ambos estados de la naturaleza, en otras palabras
1 1 1
1

donde la inversa de la matriz de rendimiento es igual a
1 4=3 5=3
1=-3 53
Entonces, el portafolio que produce el rendimiento libre de riesgo es

oo, 1 1 _ 13
- 1 43

40 para revisar una prueba mas detallada, v ease el libro de LeRoy & Werner (2001, cap. 5) y Magill &

Quinzii (1996).
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As que para ahorrar sin estar expuesto al riesgo, nuestro agente debeax comprar (un
nultiplo de) 4 =3 acciones de la rma establecida y vender en corto (un mitiplo de) 1=3
acciones de la rma entrante. Matematicamente, lounico que esh pasando aqu es un
cambio de base, de la base caronica dada por los activos de Arrow elementales a la base
combinada proveniente de las dos diferentes accionés.La siguiente gura ilustra esto.

Activos Arrow Titulos accionarios

Figura 2. Cambio de base

Dado lo anterior, asumiremos en todo el presente documento que los mercados son com-
pletos, aunque esto resulte ser contrafactual. No obstante, la no completitud no invalida
nuestras relaciones de asignacon de precios (en particular las presentadas en las m@ginas
14 y 15). Esto ®lo afecta su unicidad??

41 | a base caronica formada por los activos de Arrow esiguala I = e.

42 Dicho de otra forma, supongamos que conocemos los rendimientos (el per | de pagos) I y los precios
g de todos los activos nancieros existentes. Ahora nos gustar a asignarle un precio a un nuevo activo,
llamado J + 1, el cual tamben esa de nido por un ujo de efectivo dependiente del estado, rJ+1.
Si los mercados son incompletos, los precios de Arrow que son compatibles con nuestros datos, I' y Q,
no sonunicos. Sin embargo, a un podemos usar nuestras brmulas de asignacon de precios (valuacon).

rJ+1 para algun

La descomposicon se mantiene, as que el precio del nuevo activo es Pj+1 =
vector de precios de Arrow gue sean compatibles con I y . Si el nuevo activo es redundate, en el
sentido de que este puede ser arti cialmente reproducido por un portafolio de los J activos existentes
(formalmente, It 2 M (q)) entonces la ecuacon de valuacon producia el mismo resultado para
todos los precios de Arrow que son compatibles con I' y §. As entonces, las ecuaciones de valuacon que
hemos desarrollado estin bien de nidas ®lo para los activos que no modi can la amplitud del mercado

(y entonces son redundantes). Si el mercado es completo, y se mantiene as, entonces todos los nuevos
activos son redundantes. Un nuevo activo que expanda la amplitud del mercado no se le puede asignar

(un solo) precio con las ecuaciones de valuacon que ya conocemos, por dos razones: primero, el precio
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Finalmente, vamos hablar de la equivalencia que existe entre la econoacon deman-
das contingentes (presentada en la primera seccon de este cado) y la economa con
demandas de activos. A pesar de esta equivalencia, recordemos que la diferencia que existe
entre un modelo y otro es que en el mercado nanciero una gran cantidad de activos no
son disponibles en todo momento ni para todos los agentes.

Consideremos, ahora, el problema de decison de nuestro agente en una econarmon
demandas de activos. Por lo tanto, supongamos la existencia de un mercadpot, uno
para hoy y otro para cada estado de la naturaleza que poda ocurrir maana. Adenas,
existen mercados para cada uno de los activos de Arrow. z denota el portafolio de
activos de Arrow que el agente eligia mantener®® Supondremos, adenas, que los activos
son perfectamente divisibles y que no existen restricciones por ventas en corto. Entonces,
los componentes de pueden ser cualquier rumero real positivo o negativo, dependiendo si
el agente est corto o largo en algn activo. Formalmente, el nuevo problema de decison
del agente es,

(
po (xX° 19+ z 0
max u(x) ;
ps (x> 1%) Zz° para s=1;:::;S:

donde z es el valor del portafolio. Esto iguala la cantidad que el agente ahorra, es
decir, la cantidad de riqueza que trans ere de hoy a manana. Esta cantidad puede ser
negativa, lo cual indica que el agente toma un pestamo. z® es el pago de su ahorro en
el estados. Algo importante que debemos resaltar, es que supodremos que los precios

Ahora rotese que la restriccon presupuestal del segundo periodops (x® !'3)  Zz5,
debe esar activa, simplemente, por el supuesto de monotonicidad. As que sobre el maximo

Pi+1 = rd+l depende de los precios de Arrow que eligamos y, segundo, la introduccon de un nuevo
activo que agrande la amplitud del mercado, muy probablemente cambiar la asignacon de equilibrio y

con ello los precios ( de todos los activos.
43 Recordemos el problema de decison de nuestro agente en una econom a con demandas contingentes,

( 56 )
max  U(X) ps (x> %) O
s=0

En este nuevo contexto, un portafolio es el equivalente a una canasta de consumo que contiene activos

nancieros en lugar de commodities .
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debea de mantenerse con igualdad. Sustituyendola en la restriccon del periodo cero,
obtenemos ( )
0 0 )(S S S
max u(x) po (x* !9+ (s ps) (x> 1) 0
s=1

Dada la estructura del problema, es posible normalizar los preciospot estado por estado y
emplear, entonces, los precios de Arrow para controlar las tasas marginales de sustitucon
intertemporales?* Por lo tanto, podemos decir que en una econom con demandas de
activos y con un conjunto de activos de Arrow, los preciospot pueden ser normalizados
para cada uno de los estados por separado; por lo que, podemos elegir arbitrariamente algun

rumero positivo 1;:::; s, reescalando los preciospot ps 7! <ps Y ajustando los precios
de Arrow de acuerdo a ¢ 7! s= g, sin modi car sustancialmente nuestra econona. Si
existen multiplicadores ; 1;:::; s,talquepp= PoY sPs= Ps, €Nntonces el problema

de decisbn en una econona con activos y mercados completos es equivalente al problema
de decisbn en una econona con demandas contingente4®

Como hemos visto, podemos simpli car una economa con muchos tipos decommaodi-
ties en una econonma en la cual el ingreso es eilommaodity representativo. Asmismo, hemos
visto que podemos emplear un agente representativo local, si la asignacon de equilibrio es
Pareto e ciente.*® Pero >podemos realmente trabajar con ambos al mismo tiempo? Par-
tiendo de una econona de un lo bien (; w ), podemos de nir a un agente representativo
como (V;W=l). Donde adenas ( :;W=l) representa un equilibrio competitivo para una
economa con un bien y un agente.

Hasta ahora, hemos podido transformar una econora con activos nancieros y mer-
cados completos, caracterizada por la existencia de muchos agentes y muclsosmmodities,
en una economa con demandas contingentes con lo un agente y unommodity. Esta
transformacon la hemos hecho de tal forma que los precios de equilibrio de los activos
nancieros no sufran ningin cambio.

44 Agu lo que nos interesa es la combinacon de s Ps; siesta resultara ser igual a Ps, para cada

45 genera un proceso de normalizacon, el cual es posible gracias a la dicotom a chsica. De la misma

manera que se supone que el activo de Arrow en el estado S da una cantidad de dinero su ciente para
comprar una unidad de la canasta normalizada en ese mismo estado S. Esta normalizacon ja, entonces,

un valor especicopara ;P y . Arrow (1953) fie el primero en usar y analizar este tipo de simpli cacon.
46 g los mercados son completos, la asignacon de equilibrio Arrow-Debreu-Radner es necesariamente

e ciente, ya que tal econom a es equivalente a una econom a con demandas contingentes y, por lo tanto,

el primer teorema de bienestar se cumple.
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Figura 3. Una economa con demandas de activos con nitiples agentes y nultiples
commodities vs. una econonma con un solo agente y un sol@ommaodity
( RC = proceso para construir un commodity representativo y RA = proceso
para construir un agente representativo)

Con todo esto, de namos una econona con olo un agente y uncommaodity. Consideremos
para empezar una econona con demandas de activosy(;!;r ), muchos agentes y mercados
completos. Sea §; q; X; 2) un equilibrio Arrow-Debreu-Radner para esta economa. Pode-
mMos generar, entonces, una economde un solocommodity y un solo agente ¥;W=l)
con equilibrio ( +; W=I): Los precios de equilibrio de esta simple economson los precios
de Arrow (= g r 1). Esto nos permite estudiar las relaciones entre el ingreso medio
contingente (W=l), la utilidad indirecta V y los precios de los activog] = r dentro de
un modelo mucho mas simple.

Lo que es importante aqu es notar quex, la asignacon de equilibrio, es la misma
tanto para el equilibrio de una economa con demandas contingentes como para el equilibrio
Arrow-Debreu-Radner. Como consecuencia, el primer teorema de bienestar se mantiene
para esta econonma con demandas de activos, donde los mercados son completos. Por la
misma razon, podemos construir la funcon de bienestar social competitiva y, por consigui-
ente, trabajar con un agente representativo.

No obstante, la pregunta que nos importa es >La asignacon de equilibrio Arrow-
Debreu-Radner en una econom con demandas de activos donde los mercados son incom-
pletos sigue siendo e ciente? La respuesta es, generalmente, no por las siguientes razones.
La matriz de rendimientos de los activos es singular. Esto signi ca que algunas tranferen-
cias de ingresos, de un estado a otro, o de un periodo de tiempo a otro, no son posibles.
El problema con la singularidad es que los precios de Arrow no sonunicos, si los mer-
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cados son incompletos existe una combinacon in nita de precios de Arrow que pueden
ser ortogonales aM (q): Como consecuencia, diferentes agentes pueden tener diferentes
tasas marginales de sustitucon?’ Por lo que, la asignacon de equilibrio no sea Pareto

e ciente.*®

La carencia de e ciencia de las asignaciones de equilibrio tienen un grave impacto
sobre la construccon del agente representativo. Si la asignacon no es e ciente, no existia
una funcon de bienestar social que se maximice en el equilibrio. Por lo tanto, ningun
agente representativo puede ser calculado sobre la base de esta functn.

1.3. Medidas de riesgo y la funcon de von Neumann-Morgenstern

En la primera parte del captulo, de nimos a los commodities como contingentes a los
eventos o0 estados que posiblemente ocurrian en el futuro. Este esquema nos ofrece una
poderosa herramienta para pensar y teorizar sobre las decisiones de los agentes bajo es-
cenarios de riesgo. Sin embargo, este tipo de decisiones tienen una propiedad la cual no
teniamos cuando hablamos de losommodities la probabilidad.

Por otra parte, hemos visto arriba como reducir una econona con multiples commodi-
ties en una que olo cuente con uno. Ya que las nanzas tratan, antes que todo, acerca de
dinero, en lugar de peras y manzanas, estamos interesados en este tipo de problemas sim-
pli cados, donde el ingreso es elunico bien dentro de la econora. As que consideraremos
aguellas desiciones que esen expuestas al riesgo y que tengan que ver con la riqgueza del
agente, no con canastas deommodities reales.

1.3.1 Certeza equivalente y prima por riesgo

La teora moderna de preferencia por el riesgo comienza en el siglo XVIII con Daniel

47 Si dos agentes tienen diferentes tasas marginales de sustitucon, ellos realizar an un intercambio ya
gue existe una fuente mutua de bene cio no explotada. Pero ellos no podan realizar dicho intercambio,

ya que los mercados nancieros no proveen la infraestructura necesaria para que se realice.
48 Recordemos que Pareto e ciente signi ca que el gradiente de la utilidad de todos los agentes son

colineales a X.
49 Estaultima a rmacon, sin embargo, es solo gen ericamente verdadera. Una econom a con mercados

incompletos puede ser accidentalmente e ciente. Si la amplitud de la estructura del mercado incompleto
contiene un punto de Pareto e ciente, entonces esta asignacon es un equilibrio, el cual ser a e ciente.
En este caso, todas las agregaciones pueden llevarse acabo. Tal estructura de mercado es conocida como
cuasi-completo . Para profundizar mas sobre este tema, \ease el libro de LeRoy & Werner (2001), Magill &
Quinzii (1996) y Mas-Collel et al. (1995). Una presentacon menos formal aparece en el libro de Danthine

& Donaldson (2002).
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Bernoulli, cuando discuto un problema que fie sugerido por su sobrino Nicolas, entre 1708
y 1713, y el cual se conoce como la paradoja de San PetesburjoEste juego resulta ser
un juego riesgoso debido a que sus pagos son aleatorios. Intuitivamente, el riesgo debera
ser considerado en las decisiones de los agentes. Si el pago esperad6,ggobablemente
quisieras pagar la cantidad deX menos una prima por el riesgo. Pero, el pago esperado
de este juego es in nito®?

X 1t 1)4

t=1 2 t=1

Ef Pagog =

La idea de Bernoulli para resolver esta paradoja fue demostrar que los incrementos en
la utilidad por pagos grandes son mas pequws que los incrementos en la utilidad por
pagos pequases y que eshs utilidades deberan estar entonces ponderadas con sus proba-
bilidades.>?> El sugirb el uso de funciones ponderadas para valuar el pago de cantidad

50 Es fascinante leer como Bernoulli resuelve este problema. Bernoulli, D. (1954). Exposition of a New
Theory on the Measurement of Risk. Econometrica , 22(1), pp. 23-36. Traduccon del lat n por Dr. Louise
Sommer del trabajo original publicado en 1738. Este problema (juego) establece lo siguiente, supongamos
gue alguien propone:

\ Yo tengo una moneda justa en la mano. Si yo la lanzo y cae aguila, yo te pago $1
y el juego termina. Si cae sol, yo la vuelvo a lanzar; si despu es de lanzarla cae aguila
estonces yo te pago $2, si no ocurre as yo la vuelvo a lanzar. En cada ronda, yo du-
plico la cantidad que te pagar e si la moneda cae en aguila".
Parece un juego justo, despues de todo no podemos perder. Pero >cuanto estamos dispuestos a pagar para

jugar este juego?
51 Ppareciera que deberiamos esar dispuestos a dar todo lo que poseemos y mas para entrar a este juego.

Sin embargo, en la pactica esto no es posible, ya que aungue el pago esperado es in nito, la distribucon
de los pagos no es muy atractiva. Existe casi el 99% de probabilidad de que el agente termine con $64 o

menos. Para leer mas sobre el tema, \ease el libro de Varian (1984) y Lengwiler (2004).
52 Bernoulli estableco los principios de la utilidad marginal decreciente y de la utilidad esperada, como

lo a rma Lengwiler en una nota al pie de la @gina 69 de su libro, la cual incluye la siguiente cita. Bernoulli
escribo: \La determinacon del valor de un bien no debe esar basada en su precio, sino en la utilidad que
este produce. El precio del bien depende olo de las caracter sticas que lo distinguen de otros bienes y es
igual para todos los consumidores; la utilidad, sin embargo, depende ®lo de las circunstancias particulares
en las que se encuentra la persona que realiza tal estimacon. Entonces, no hay duda, que la ganancia
de mil ducados es mas signi cante para un hombre pobre que para un hombre rico, aunque ambos hayan
ganado la misma cantidad." Una Inea mas adelante, escribe: \Si la utilidad de cada posible bene cio
esperado se multiplicara por el n umero de maneras en la cualesta puede ocurrir y dividieramos despu es
la suma de estos productos por el numero total de casos posibles, la utilidad media sera obtenida y el

bene cio el cual corresponder a a esta utilidad sera igual al riesgo en cueston."
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de dinero como Inx. El logaritmo natural, indi®, ofrecea una medida directa de la uti-
lidad que cualquier pago genere a la persona que lo obteng4.De tal forma que el valor
verdadero del juego, de acuerdo a esta idea, es

N X -
Ef utilidad g = 5 In2" )=In2 < 1:
t=1

As entonces, cualquiera de nosotros debera paga€"? = $2 por el derecho a participar
en este juego?

Este tipo de juegos o0 como otro tipo de situaciones riesgosas pueden ser representadas
por una lista de posibles resultados, junto con sus respectivas probabilidades. En general,
decimos que

X
[X1; 15005 Xs; sl con s Oy s=1
s=1
es una lotera. Los premiosxi;:::;Xs son rumeros reales (cantidades de dinero). Por

simplicidad, consideramos situaciones con un conjunto nito de posibles resultadosS(es
algun rumero nito). Sea L el conjunto de todas las loteras. Suponemos que los agentes
tienen preferencias sobre este conjunto; es decir, justo como en la teora de utilidad ordinal,
suponemos que cada agente mantiene una relacon de preferenciasobrelL que satisface
los supuestos usuales de la teora de utilidad ordinal (asimetra, transitividad negativa y
continuidad). >°

Estos supuestos implican que podemos representar tales preferencias con una funcon
de utilidad continua V:L! R,talquelL L°Q)V (L)< V(LY. Como en lateora de
utilidad ordinal, suponemos que las preferencias son morotonas sobre las a las cuales
se les asocia una probabilidad positiva; es decir; > 0;a > 0) V ([X1; 1;X2; 2]) <
V([x1+ a; 1;X2; 2]): Por supuesto, suponemos que a la gente le disgusta el riesgd. LKy

53 \Ahora es altamente probable que un incremento en la riqueza, sin importar que tan insigni cante
sea, siempre resultaa en un incremento de la utilidad, la cual es inversamente proporcional a la cantidad

de bienes ya poseidos," (Bernoulli, (1954, mgina 25)). En otras palabras, 0(X) =x L
54 Otra famoso matenatico, Gabriel Cramer, sugird el uso de la ra  z cuadrada. Con esta funcon de

utilidad, pagariamos por entrar al juego $ 2.90. Mas tarde veremos que tanto la propuesta de Bernoulli,
In (X) como la de Cramer, f, pertenecen a la clase de funciones de utilidad de averson relativa al riesgo

constante.
5 g supuesto de continuidad implica, entre otras cosas, el axioma de Arquimides (Kreps (1988, mgina

44)): sea[X1;1] [X2;1] [X3;1]; entonces existe una p tal que [X1;1 P;X3;p]  [X2; 1]
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denota el valor esperado del premio de la loteral,

X
EfLg:= sXs:

s=1
Ahora consideremos la siguiente lotera degenerada [H.g; 1]: Esta lotera paga EfLg con
certeza. As que decimos que un agente es neutral al riesgo %i(L) = V([EfLg;1]); es
decir, el riesgo enL (la variacon de los pagos entre los estados) es irrelevante para el
agente. Por otra parte, decimos que el agente es averso al riesgogiL) < V([EfLg; 1]).
Tal agente preferira el premio promedio E(L) para evitar el riesgo generado por la lotera
L; en otras palabras, el agente est dispuesto a dar alguna porcon de su riqueza con el n
de evitar dicho riesgo.

Con esto, podemos de nir un par de conceptos relevantes. Séé alguna funcon de
utilidad sobre L y seal alguna lotera con un premio esperado igual a ELg: Entonces la
llamada certeza equivalente dd. sobreV se de ne comoV([CE(L); 1]) := V(L): En otras
palabras, CE(L) es el nivel de riqueza (no aleatoria) que produce la misma utilidad que
la lotera L. De aqu, la prima por riesgo es la diferencia entre el premio esperado de la
lotera y su certeza equivalente, RP(L) :=EfLg CE(L):

1.3.2 La representacon de von Neumann-Morgenstern

Comenzaremos ahora a explorar la estructura adicional dada por las probabilidades. Nues-
tro objetivo es representar las preferencias del agente evaluando la utilidad esperada de
una lotera. Principalmente, buscamos una funcon v que pueda mapear un determinado
resultado xs para algun numero real v(Xs) y, entonces, calcularemos el valor esperado
de v. Formalmente, la funcon v es la representacon de la utilidad esperada dev si
V(X1 1i:iixsi sD = oy sV(Xs):

La gran ventaja de usarv en lugar deV es que es un objeto mucho mas simpleV
mapeal dentro de R, peroL es un conjunto mucho mas grande; en contrastg mapea
R dentro de R. Los primeros en desarrollar esta idea formalmente fueron von Neumann
& Morgenstern (1944).

1.3.2.1 Independencia de estados

Un supuesto kasico que es chramente necesario para una representacon de utilidad espe-
rada de las preferencias es que todo lo que necesita saber nuestro agente es la distribucon
estadstica de los posibles resultados. El estado por si mismo es lo la etiqueta, sin ninguna
signi cancia perse. As que el supuesto es quex[ ;y;1 ] [y;1 X
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1.3.2.2 Consecuencialismo

Las probabilidades nos permiten mezclar loteras en una forma que no es apropiada
para las canastas decommodities ordinarias con las que hemos trabajado. Considere-
mos una lotera cuyos premios son ellos mismos loterasl. ;= [L;; 1;L2; 2], conl; =
[X11; 11;X12; 12] Y L2 = [Xo1; 21;X22; 22]. En este casoL es una lotera compuesta.
Suponemos entonces que nuestro agente es indiferente entrey una lotera agregada; es
decir, que cuenta con los cuatro posibles premios y las probabilidades compuestas. Dicho
de otra forma, la indiferencia se establece entré y la siguiente lotera simple

[X11; 1 115X12; 1 12:X21; 2 21:X22; 2 221

Este supuesto se llama de esta forma, ya que lo es relevante la consecuencia nal del
juego, en otras palabras, la distribucon de los premios y no la forma en la que se llega
a ellos (a traves de una lotera simple o de una sucecon de loteras). Consecuencialismo,
simplemente, nos dice que el proceso del juego resulta ser irrelevante y lo la distribucon
de probabilidad de los premios es lo que preocupa a nuestro agente.

jﬂf-}iu sy 11
Ty~
o AmTeXp
o L
e T gy

Maq - :’:22

Figura 4. Consecuencialismo

e

1.3.2.3 Irrelevancia de alternativas comunes

El axioma de irrelevancia de alternativas comunes es otro supuesto sobre las preferencias
que el agente tiene sobré , el cual no tiene contraparte en la teora de utilidad ordinal.>®
Este axioma establece que la composicon de dos loteras arbitrarias con una tercera no
cambia suorden de preferencias relativas. Formalmente, sean tres loteras arbitrarias y
una probabilidad 3 < 1, entonces la irrelevancia de alternativas comunes signi ca que

L1 L20 [L1;1 L3 3] [L2;1 s Ls; sl

56 El axioma de irrelevancia garantiza la convexidad de las preferencias de nuestro agente. Puede

confrontarse con lo expuesto en la mgina 181 del libro de Mas-Colell (1995).
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Intuitivamente, este axioma establece dos mundos: uno cons, donde L3 sel jugada y
otro, el cual tiene una probabilidad de 1 3, donde L3 no ser jugada. Tanto L; como
L, sean jugadas, dependiendo si nuestro agente escoge la loterd {; 1 3;L3; 3]0
[Lo;1  3;Ls; 3]. Entonces este axioma establece que la eleccon entre estis dos loteras
debera ser independiente de este mundo alternativo dondk 3 se juega.

1 -7, ekl
Llﬁiz {:} lf 5 .fr/
E??Hgm“'.[.g xﬁng

-1 el

3
Figura 5. Irrelevancia de alternativas comunes

Estos tres aximas, junto con los supuestos habituales sobre las preferencias(asimetra,
transitividad negativa y continuidad) ®7, sonutiles para obtener el famoso resultado de la
representacon de von Neumann y Morgensterrp8

La funcon de utilidad sobre el espacio de las loteras,V, la cual representa la relacon
de preferencias de nuestro agente, , tiene un camacter ordinal. Es decir, V(L) es una
medida ordinal de satisfacon y los niveles de utilidad de dos loteras pueden ser comparadas
®lo en el sentido del ordenamiento de las loteras, por ejemplo, coW (L) < V(L) signi ca
quelL, L;. Como consecuencia, cualquier transformacon morotona deV aplica. La
funcon de utilidad von Neumann-Morgenstern v es tal que representa & como una funcon
lineal de probabilidades. As que v es no invariante bajo transformaciones morotonas
arbitrarias. Es invariante ®lo bajo transformaciones a nes positivas>®

Por esta raon, se dice que la funcon de utilidad von Neumann-Morgenstern es car-
dinal. Los numeros cardinales son medidas que pueden ser ordinales y cuyas diferencias
pueden tambén ser ordenadas. Supongamos que tenemuéxi) > Vv (Xz), V(X3) >V (Xs) Y
v(x1) Vv(X2) >Vv(X3) V(X4): Siv fuera una utilidad ordinal, laultima desigualdad no
tendra ning un signi cado; pasara lo contrario con la utilidad cardinal. Con la utilidad de
von Neumann-Morgenstern tiene sentido decir quex; es mejor quex, por una cantidad

57 Formalmente, el supuesto de continuidad en el espacio de las loter as establece que sil_ 1 Lo Ls,
entonces existe 2 (0;1), tal que Lo L.+ )L 3. As que siempre existe una probabilidad

gue hace que un resultado sea equivalente a la mezcla de otros resultados.
%8 La prueba sobre la representacon de la utilidad esperada se omite. Kreps (1988, cap. 5) presenta

una prueba detallada. Una prueba mas compacta aparece en Gollier (2001, cap. 1, teorema 1).
59 |0 cual signica que ¥ es equivalente a V siy solo si 3 a;3 b > 0; 8x tenemos W(X) = a+ bv(x):
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mayor de lo quexz es mejor quexy.%°
1.3.3 Averson al riesgo, concavidad y convexidad

Consideremos una lotera binaria KXpajo ; ;Xato; 1 ]. Evaluando los dos premios/(Xpajo )

Y V(Xaro ), la utilidad esperada es Ev(X)g = V (Xpajo) + (1 )WW(Xato ). LOS puntos
(Xbajo ; V(Xbajo )); (Efxg; Ef v(X)0) ¥ (Xaro ; V(Xaio )) S€ encuentran sobre una Inea recta.
Ahora la certeza equivalente es el nivel de riqueza que genera la misma utilidad que la
lotera ofrece en promedio, es deciry(CE(x)) = E fv(x)g: Resolviendo explcitamente para

la certeza equivalente tenemos que CEK() = v (Efv(x)g). Por tal raon, el agente es
averso al riesgo si y solo sv es una funcon @ncava®® y el premio al riesgo es positivo si
v es estrictamente oncav&? (Figura 6).

De hecho, todo lo que esto implica es que el gradiente déen el espacio de resultados
es colineal al vector de probabilidades de los resultados (V(z;z) = , paraalguna > 0).
Pero hay mas, si la utilidad ordinal se representa como una utilidad esperada von
Neumann-Morgenstern, los axiomas junto con el supuesto de averson al riesgo implican
que la utilidad ordinal es convexa en el espacio de resultados, es decir, el conjunto de
contorno superior es un conjunto convexo (Figura 7).

Figura 6. Averson al riesgo y concavidad

60 por ejemplo, consideremos las funciones de utilidad V(W) := P Wy wWWw):= Inw. vy vseran

equivalentes si ellas fueran funciones de utilidad ordinales, pero no si son cardinales.
61 Esto se demuestra con la desigualdad de Jensen, la cual sucintamente establece que la combinacon

convexa de dos valores de una funcon se encuentra estr ctamente debajo de la ga ca de la funcon; si la

funcon es oncava.
62 cuando V=0 (es decir, V es una funcon afn), CE(X) = EfXQy el premio al riesgo es cero.
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Consideremos la siguiente lotera k1; 1;X2; 2], la cual representa un punto en el espa-
cio bidimensional de los resultados X1;x2). Supongamos, entonces, una distribucon de
probabilidad de tal forma que V(x1;X2) := V([X1;1;X2; 2]). En este tipo de espacio, las
loteras que se encuentran sobre la hea de 43 son loteras libres de riesgo, ya que pagan
un premio no-aleatorio. Las loteras con premio esperad@ se ubican a lo largo de la hea
recta que es ortogonal al vector de probabilidade?

Figura 7. Certeza equivalente y premio al riesgo

Supongamos que la lotera{; ]es cebilmete mejor que la lotera [x; ], es decir,V([x; 1)
V([y; ]) o usando la notacon anterior V(x) V(y). En este sentido, convexidad signi ca
que V(x) V(x +(1 )y) para toda O 1. Sea la representacon von Neumann-
Morgenstern v de V, debido a la averson al riesgo sabemos que( x s + (1 )Ys)
vV (Xs)+(1 )v(ys) para toda s. Entonces, aplicando el operador de esperanza, tenemos
queV(x +(1 )y)=Efv(x +(1 )y)g Efv(x)g+(l )Efv(y)g Efv(x)g= V(x),
probando as la convexidad deV.

N

1.3.4 Preferencias sobre el riesgo

Consideremos, nuevamente, el problema que enfrenta nuestro agente al momento de decidir
la cantidad de riesgo que desea cubrir con la compra de un seguro. Tenemos, entonces,

63 Es importante recordar que bajo el espacio (Xl; Xz), la averson al riesgo per se no implica nece-
sariamente convexidad, entonces debemos considerar los supuestos de von Neumann y Morgenstern para

garantizarla.
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gue resolver el siguiente problema
max=u(w c;w ¢ (1 ¢c)d);
Cc

donde u es alguna funcon de utilidad ordinal. Supongamos que ahora nuestro agente
tiene una funcon de utilidad del tipo von Neumann-Morgenstern v y, donde, denota la
probabilidad de que el dare ocurra. Entonces, el problema llega a ser

méax(l Jviw ¢ )+ v(w ¢ (1 c)d):

La condicon de primerorden es igual a

1 viw c¢) _d
viw ¢ (1 od)

(1:10)

Si el agente adquiere una covertura completag = 1, la expreson anterior se colapsa en

1 d

Resolviendo para tenemos que: = d. La parte derecha representa el dano por la
probabilidad de queeste ocurra, as que es exactamente igual al valor esperado de esta
perdida. Decimos entonces que la prima por seguro, que es igual a la perdida esperada, es
estadsticamente o actuaralmente justa.

No obstante, podemos suponer que := (1+ m)d, conm > 0; es decir, el costo
del seguro cuesta mas que la perdida esperada. Agum es igual a unmark up neto del
asegurador. En el caso en queeste sea positivo tendramos que

+
1 S d 1 (1+m)

= @+ m) csim> 0:;

Para restaurar la igualdad, la segunda parte del lado izquierdo de la ecuacon (1.10) debe
ser menor que unovqw c¢ )<viqw c¢ (1 c¢)d): Sinuestro agente resulta ser averso
al riesgo, entoncesv® es una funcon decreciente de sus argumentos/§°< 0), as que la
condicon puede ser reescritacomav ¢ >w ¢ (1 c¢)d: Lo cual se cumple sic < 1.

En este caso, donde el seguro cuesta nmas que la perdida esperada, la cobertura demandada
por el agente no sela completa. No obstante, si la prima por riesgo fuera demasiado alta,
nuestro agente renunciama al seguro. Denotemos coman, al mark up asociado a esta
ultima situacon. Para calcular su valor supongamos lo siguiente

1 Viw c) 21 (1+m)
viw ¢ (1 od) 1+ m)
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Ya que estamos buscando el nivel de;, tenemos que asegurarnos que= 0 sea la solucon
de la ecuacon. Sustituyendo,c = 0 y resolviendo param tenemos que

(1 )(Aw_d) vAw)

Moo= "Uqw d+@  vow)

Sila prima esigual a (1 +mg) d, nuestro agente ser indiferente entre a) soportarel
mismo todo el riesgo (c=0) y b) recibir, con seguridad, un ingreso igual av (1+ mg) d.
Esta ultima cantidad representa la certeza equivalente de nuestra lotera: v(w (1 +
mp) d) =(1 )v(w)+ v (w d): Podemos decir, entonces, queny es una medida de
averson al riesgo. Simg = 0 signica que nuestro agente es neutral al riesgo, ya que
el valor de su ingreso riesgoso es tan alto como el ingreso esperagdo d: Es decir, su
satisfacon no esh afectada por el riesgo. Simg > 0, nuestro agente estaa dispuesto a
pagar para evitar el riesgo.

En realidad habra dos situaciones en donde nuestro agente no pagaruna cobertura.
La primera es cuando elmark up es demasiado grande y la segunda, claramente, cuando
el dano esperadod desaparece. En este sentido, intuitivamentemg convergea a cero
cuando d vaya desapareciendo. Sin embargo, a medida que! 0 >quen converge mas
apidamente a cero mg 0 d ? Para saberlo, consideremos la siguiente expreson:

Cme 1@ )W d) vw) (@) —
M T T Vaw g @ vow) oM, v qw d)+d(1 TECOR

Suponiendo un riesgo sinetrico ( = 0:5)

(vo(w d) vo(w))

Mo
M osd - Mo o Svq(w d) VW)’

Mientras que el denominador converge a%(w), el numerador es una raon en donde tanto
el numerador como el denominador convergen a cero. Notese queestaultima parte es la
de nicon de (menos) la segunda derivada dev sobre el puntow. Entonces,

0
lim Mo _ VW) _
dr 00:5d  v{w)

= A(w):

Esta fraccon fue independientemente descubierta por Pratt (1964) y Arrow (1965) y se
conoce como el coe ciente de Arrow-Pratt de la averson absoluta al riesgo, la cual mide
el grado en que al agente le disgusta el riesgd.

64 Ppara un riesgo asiretrico (6= 06), la expreson converge a @ )A(W).
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Este coe ciente tiene algunas propiedades deseables. Primero, es invariante bajo trans-
formaciones a nes de la funcon de utilidad, lo cual signi ca que, siv y ¥ son funciones
de utilidad von Neumann-Morgenstern equivalentes, entonce#, (w) = Ay(w) para toda
w. Segundo, supongamos que existen dos personas que tienen las mismas dotaciones pero
diferentes preferencias. La funcon de utilidadv de X es mas @ncava que la funcon de
utilidad v de Y, de tal manera que existe una funcon oncavag tal que v(w) = g(w(w)).
De esta forma, X siempre demandaga un premio al riesgo mayor que Y por exponerse al
mismo tipo de riesgo. En otras palabras, X es globalmente mas averso al riesgo que Y.
Pero es tamben cierto que A, (w) > A (w) para toda w. Entonces, de alguna manera
A(w) puede medir el grado de averson al riesgo.

Ahora bien, podemos decir que la funcon de utilidadv exhibe una averson absoluta
al riesgo constante (CARA), si A(w) no depende de la riqguezaA9qw) = 0. v exhibe
averson absoluta al riesgo decreciente (DARA), si un rico tiene una averson absoluta al
riesgo menor que un pobreAqw) < 0y siv presenta averson absoluta al riesgo creciente
(IARA), entonces A%w) > 0.

De la misma manera, podemos decir que el coe ciente de averson relativa al riesgo se
de ne como: R(w) := wA(w): En este caso, sR es independiente de la riqgueza, decimos
gue la funcon de utilidad presenta averson relativa al riesgo constante (CRRA). Simi-
larmente, algunas funciones pueden exhibir averson relativa al riesgo creciente (IRRA) o
decreciente (DRRA).

As que el coe ciente de averson al riesgo mide la desutilidad que pequeas cantidades
de riesgo producen en el agente. Sin embargo, estas medidas no son capaces de decirnos
como cambia el comportamiento de cualquier agente cuando se modi ca la cantidad de
riesgo que soporta. Por ejemplo, es razonable suponer que un agente acumula cierta can-
tidad de dinero (ahorro) por precaucon cuando enfrenta mas incertidumbre. No obstante,
la medida de averson al riesgo,per se no proporciona tal esatica comparativa.

Se dice que un agente es prudente si su ahorrooptimo se incrementa con la cantidad
de incertidumbre que existe para que obtenga su riqueza futura. Simplemente, mientras
aumente el riesgo, un agente prudente acumulaa mas ahorro precautorio. Kimball (1990)
de ne el coe ciente de prudencia absoluta comaP (w) :=  vP%w)=v"w) y establece que
un agente es prudente si y lo si este coe ciente es positivo. Para ver esto, consideremos
un simple problema de ahorro. Supongamos, entonces, que existe lo un bono libre de
riesgo con precio , pero existen dos estados de la naturaleza, los cuales son igualmente
probables. La dotacbn contingente al estado de la naturaleza del agente es igualva® hoy
y (w!  x;w!+ x) marana. x es el riesgo que existe sobre la dotacbn y ya que existe ®lo

49



un activo libre de riesgo, este no poda ser cubierto. Por lo tanto, nuestro agente debe
de soportarlo. EI maximizaa su funcon de utilidad intertemporal eligiendo una cantidad
optima de bonosz,

maxfv(w® z)+ (0:5v(w! x+ z)+0:5v(wl+ x + 2))g;

donde es el factor de descuento de nuestro agente. La condicon de primerorden es igual
a

voiw®  z)= (05wl x+ z2)+0:5vw!+ x + 2)):

El lado izquierdo representa la utilidad marginal de hoy por reducir la tenencia de bonos,
mientras que el derecho es la utilidad marginal esperada de mara descontada, si el
agente incrementa la tenencia. Como podemos vet est solo en la parte derecha. Si un
incremento dex incrementa la utilidad marginal esperada de manana, entonces la tenencia
de bonosoptima debera incrementarse; con el n de intercambiar consumo de hoy (cuya
utilidad marginal es relativamente mas pequ@&a) por consumo de manana (con una utilidad
marginal esperada mas alta).

Comenzando conx = 0, un incremento marginal de x tiene este efecto sobre el lado
derecho de la condicon, si y ®lo siv®es convexa (por la desigualdad de Jensen). Formal-
mente, realizando la diferencial total de la condicon de primerorden tenemos

dz

&z( vowt  x+ 2)+ vR®wl + x + 2))

donde

0:5

> 0
2y0qwl  z)+0:5voqqwl x z)+0:5voqqwl + x + 2)

Entonces, cz=dx > 0, si y ®lo si V0wl + x + 2) > vOw! x + 2); es decirv®®% 0 para
x% pequearas. El concepto de ahorro precautorio es importante, ya que implica que la
variacon en el nivel de incertidumbre modi ca la propenson a ahorrar de nuestro agente.
Porultimo, si los agentes son prudentes, la oferta agregada de ahorro se incrementaa vy,
entonces, la tasa de intees libre de riesgo de equilibrio decrecea.

1.3.5 Especi caciones de las funciones de utilidad mas usadas

Creemos que la funcon de utilidad de la mayora de los agentes es (1) estrctamente
creciente, (2) estrctamente @ncava, (3) DARA ( AAw) < 0) y (4) con una aversbn relativa
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al riesgo no muy grande (< R (w) < 4, paratodawo R(w) 1 si seguimos la sugerencia
de la literatura de nanzas evolutivas.)®®

Dentro de la literatura tenemos un grupo de especi caciones de funciones de utilidad.
Las mas comunes son las lineales (a nes), cuadaticas, exponenciales, potencias y loga-
rtmicas. Pero >cual de estas especi caciones coincide, medianamente, con nuestra idea
emprica de la forma que debe tener la funcon de utilidad? La siguiente tabla presenta en
resumen las propiedades de estas funciones.

Tabla 1. Funciones de utilidad frecuentemente usadas.

Nombre Formula A(y) R(y) P(y) a b
Afn ot 1y 0 0 nodenida nodenida no denida
Cuadatica oy 1y2 creciente creciente 0 0=(2 1) 1
Exponencial le v creciente 1= 0
Potencia -yt decreciente decreciente 0 =
Bernoulli Iny decreciente 1 decreciente 0 1

Notamos que la funcon cuadatica implica prudencia cero, as que el agente que maximize
una funcon de utilidad de este tipo no tiene ningun inscentivo para ahorrar precautoria-
mente. La funcon de utilidad potencia, a pesar de tener una no tan grande, pareciera
cumplir con las condiciones planteadas al principio de este apartado. Sin embargo, todas
estas especi caciones comparten el hecho de pertenecer a la clase de funciones denominadas
HARA ( Hiperbolic Absolute Risk Aversion).%®

La tolerancia de riesgo absoluta se de ne como el reciproco de la averson al riesgo
absoluta, T (w) := 1 =A(w). Una funcon de utilidad es HARA, si y ®lo si, la tolerancia de

65 Una compacta explicacon acerca de los resultados de la forma emp rica de la funcon de utilidad,
la presenta Lengwiler (2004, pag. 86 y ss.). En dichas mmginas se presenta evidencia, con excelentes
referencias biblioga cas, de la forma de esta funcon a partir de la investigacon experimental, entre ellas

las que tienen que ver con las nanzas evolutivas.

66 La funcon de utilidad potencia no est de nida para =1, pero la funcon logartmo es el Imite de
esta a medida que  converga a 1. Para ver esto, primero rotese que V(Yy) := ('y*! 1)=(1 )esuna
transformacon afn de la funcon de utilidad potencia de nida en la Tabla 1 y, por lo tanto, representan
las mismas preferencias. Consideramos el | mite de esta funcon cuando I 1. Aqu tanto el numerador
como el denominador convergen a cero, entonces por la regla de I'Hopital:

1 ay' 1 1 1
|im!1y71=|im!1L=|im!1y @nly )=|ny;
1 @1@ ) 1 @

donde hemos considerado que[in (f ( )+ 1)] %= f qy)=(f (y) +1).
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riesgo absoluta es una funcon ah de la riqgueza®’ La derivada de la tolerancia al riesgo
absoluta, Tqw), es frecuentemente llamada \cautela" autiousnes$. Por lo tanto, las
funciones de utilidad HARA son algunas veces llamadas funciones de utilidad de cautela
constante, porqueTYw) = b= constante.%8

Sia =0 tenemos la especi cacon (CRRA) de la funcon potencia. b= 0 es la especi-
cacon (CARA) exponencial, mientras que si a> 0y b= 1 es la utilidad cuadatica.
El valor negativo de b indica que la utilidad cuadatica se caracteriza por una averson al
riesgo absoluta creciente (IARA)S°

Una funcon de utilidad v pertenece a la clase de funciones HARA (Merton (1971))
si T es una funcon afn de la riqueza; formalmente, T(w) = a+ bw, para algunaay b. v
caracteriza una DARA, siy ©lo si, b > 0; es CARA sib= 0, con un coe ciente de aversbon
al riesgo absoluto igual aa !. v caracteriza una DRRA, si y ®lo si, a < 0; es CRRA si
a =0, con un coe ciente de averson al riesgo relativo igual ab 1. Como un caso especial,
a=0y b=1 es una funcon de utilidad logar tmica.

Una funcon de utilidad HARA en general toma la forma

8

< In(y + a); sib=1
v(y):= ae Y7, sib=0

" (b 1) Y(a+ by)® 7P en otro caso.

El primer caso requiere quey > a, el segundo esht de nido para today, mientras que el
dominio necesario para el tercer caso depende del signo de Si b > 0 (DARA), y debe
de ser su cientemente grande para que la funcon ese bien denida,y > a=h Sib<O0
(IARA), entonces y no debe de exceder un cierto umbral para evitar un coe ciente de
averson al riesgo absoluta negativa,y < a=h

La clase de funciones HARA son de gran importancia en el estudio de las nanzas y
la macroeconoma. Es una clase conveniente de funciones de utilidad, ya que son bastante
simples y ofrecen una estructura fcil para trabajar con ellas teorica y empricamente, pero

67 Estr ctamente hablando, la funcon de utilidad afn no satisface esta de nicon, pero es el caso Imite

cuando a! 1l y bes arbitraria pero acotada.
68 Otro nombre para este tipo de funciones es funciones de utilidad de tolerancia al riesgo lineal.
69 La clase de funciones HARA tamben contienen especi caciones que no son muy esandares, por

ejemplo, con @ 6= Oy b > 0. Un ejemplo de esta es la especi cacon de la funcon potencia con un nivel
de subsistencia. V(X) :=(x x)* =1 ),cona= xy ‘yb= 1 aesnegata siel niel
de subsistencia X es positivo. Esto indica que la funcon de utilidad exhibe una averson al riesgo relativa

decreciente (DRRA).
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al mismo tiempo abarca el mayor mmero de especi caciones encontradas en la literatura.
De hecho, muchos de los resultados de nanzas y macroecona@son \alidos lo bajo el
supuesto del uso de una funcon HARA. No obstante, la discusbn acerca de sieste es un
buen supuesto para estudios emprico podra estar an en debate.

De entre todas las especi caciones anteriores, el supuesto de una funcon con CRRA
es particularmente util para los economistas nancieros y los macroeconomistas, tanto
teoricos como empricos (\ease por ejemplo en artculo de Mehra & Prescott (1985) y su
amplia bibliografa). Funciones de utilidad homotticas (ordinales) tienen la propiedad, por
todos conocida, de que las tasas marginales de sustitucon no cambian a lo largo de un rayo
gue parte del origen. Como una consecuencia de este hecho, la composicon de la canasta
de consumooptima de nuestro agente no estala afectada por su riqueza, sino que depende
olo de los precios relativos’® Lo mismo se mantiene, si trabajamos con una canasta de
consumo contingente de un bien agregado (representativo). Si el ingreso a lo largo de la
vida de nuestro agente se duplica, entonces su consumooptimo se duplicaa en cada estado
y la cantidad de riqueza queel asignaa a los diferentes estados es independiente de su
riqueza.

Unaultima razon importante de porgte una funcon CRRA es tan popular se debe a
queV (como la hemos de nido en el pasado) es una funcon de utilidad ordinal homoetica,
siy ®lo si, ves CRRA?

Prueba: Consideremos una lotera k; ]. Fijemos las probabilidades como Oy
seaV(x) = le sV(Xs) la utilidad esperada dadas estas probabilidadesV es homottica
siy®losi8x;8 > 0,9 > 0;r V(x)= r V(x):

Mostraremos queV es homottica, si y ®lo si, v es CRRA. Esto lo podemos hacer de
la siguiente forma:

1. \Homoteticidad (  vYy )=Wy) es independiente dey." La de nicon de homoteti-
cidad, junto con la representacon de la utilidad esperada,V(x) = le sV(Xs), nos

permite reestablecer lo que signi ca ser homottico. Considerando el gradiente,
rvix)=[ vAx1)::: svqxs)l: (1:11)

Ahora bien, sabemos que8x; 8 > 0;9 > 0: Lo cual indica queV es homottica, Si
y ©lo si, existe una escalar tal quer V(x )= r V(x): Entonces de acuerdo con

0 Un agente homot etico simplemente consumia dos veces de todo lo que esa consumiendo si su riqueza

se duplica.
1 La prueba completa de esta a rmacon se omite. Sin embargo, su demostracon aparece en el trabajo

de Brennan & Kraus (1976, corolario en la mgina 179).
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(1.11), VY xs)= sV9xs) para toda s. Esto es equivalente a quesd x s)=VI(xs)
es independiente des. Lo cual debe ser cierto, para un vector de resultados en general
de x; por lo tanto, V es homottica, si y ®lo si, vy )=vy) es independiente dey.

. \CRRA ) Homoteticidad." Si v es la funcon de utilidad potencia, entonces

v y) _ ()
vay) y

Esto es independiente dg/. Entonces,V es homottica.

. \Homoteticidad ) CRRA." Fijando vy suponiendo que9 > 0, tal que 8y;
vAy)= vy (1:12)
es decir,V es homottica. Si diferenciamos totalmente obtenemos
vQy)dy = v Qy)dy: (1:13)

Dividiendo (1.13) entre (1.12), tenemos que
R(y)

vAy) - VvARy) _ _ R ..
Wy VT gy 0 Aly)dy= Alydy 0 = ya

lo cual es equivalente aR(y ) = R(y): La averson relativa al riesgo es independiente
de la riqueza, entoncess es CRRA.
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CAPITULO DOS

Aralisis matenmatico de una econa@amnanciera
en tiempo continuo

\There is no need to enlarge upon the im-
portance of a realistic theory explaining
how individuals choose among alternate
course of action when the consequences
of their actions are incompletely know
to them.”

Kenneth J. Arrow (1971, mgina 1)

2.1 Tres diferentes ideas para resolver un mismo problema

La decison sobre el nivel de consumo intertemporaloptimo, as como la de nicon de las
polticas de portafolio correctas, en tiempo continuo y dentro de un ambiente de incer-
tidumbre han sido tradicionalmente analizadas con el uso de la programacon diramica
estoastica.! Para hallar una solucon al problema de decisbn ecoromica entre clanto
dinero destinar al consumo y cwanto a la inverson, exiten al menos tres caminos.

El primero considera la aplicacon de los teoremas de existencia que provee la teora
de controloptimo esto@stico. Estos teoremas con frecuencia requieren de un control ad-
misible, determinado por quien resuelve el problema, y cuyos valores deben de encontrarse
dentro de un conjunto compacto. Sin embargo, si estamos modelando un mercado -
nanciero libre de fricciones, cualquier supuesto que se haga sobre el comportamiento de los
valores del control suelen ser arbitrarios y, por tanto, insatisfactorios para analizar proble-
mas mucho mas reales. Adenas, muchos de los resultados existentes se limitan a los casos
en donde los controles afectan lo al ermino de tendencia de los procesos controlados;
esto desafortunadamente es muy restrictivo y deja sin solucon a problemas mas complejos.

El segundo camino es por medio de la construccon de un control apropiado, usual-
mente a traves de la solucon de una ecuacon diferencial parcial no-lineal. Una vez hallada
la solucon, se emplea el teorema de veri cacon para asegurarnos queesta en realidad es
una solucon. Los artculos de Merton (1969, 1971) emplearon esta segunda aproximacon;
sin embargo, en general es complicado construir este control. Incluso, cuando existen

1 Robert C. Merton (1971) escribo el art  culo seminal en estaarea, bajo la asesor a de Paul Samuelson.
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restricciones sobre los controles, como aquellas de no-negatividad del consumo o de la
riqueza, esta alternativa de solucon suele ser an mas difcil.

Porultimo, recientemente la ecnica de representacon por martingalas ha empezado a
ser empleada en lugar de la teora de controloptimo esto@stico para mostrar la existencia
de un consumooptimo y de polticas de portafolio. La ventaja de esta ecnica es que no
necesita la existencia de un conjunto compacto sobre los valores de los controles admisibles,
del tal forma que ha sido posible demostrar, para una clase bastante grande de funciones
de utilidad, la existencia de controlesoptimos a trawes de las condiciones de su ciencia y
unicidad del sistema de ecuaciones diferenciales esto@sticas, derivadas en su totalidad a
partir del conjunto de precios de equilibrio?

Dado lo anterior, el objetivo de este capulo es, entonces, presentar exptitamente la
construccon de controlesoptimos en sistemas de ecuaciones diferenciales parciales esto@s-
ticas, siguiendo la estructura teorica de la programacon diramica propuesta por Richard
Bellman. Consideramos, en tal caso, restricciones de no-negatividad sobre una o varias
variables dentro del sistema y analizamos la aplicacon de los teoremas de existencia y
veri cacon del candidato como una posible solucon.

2.2 Pasado, presente y futuro de la ecuacon de Hamilton-Jacobi-Bellman

El principio de optimalidad que Richard E. Bellman establecido en su libro en el ano de
1957 (mgina 83) dice lo siguiente:

\ An optimal policy has the property that whatever the initial state and
initial decision are, the remaining decisions must constitute an optimal
policy with regard to the state resulting from the rst decision.”

De acuerdo con Bellman (1957, mgina 115), la idea kasica de la programacon diramica

fue iniciada porel mismo en su investigacon, sobre problemas de decison de multiples
estados, realizada durante los mes de 1949 y 1951. EI primer trabajo publicado sobre
programacon diramica fue presentado por Bellman en 1952, el cual un ano despwes fue
incluido dentro de una serie de artculos de la serie dé&kand Corporation.

Para el aro de 1954, Bellman enconto que la ecnica era tambéen aplicable al alculo
de variaciones y a los problemas de controloptimo, cuyas ecuaciones de estado eran ecua-
ciones diferenciales ordinarias. Esto, posteriormente, lo llev a la solucon de una ecuacon

2 Las condiciones de su ciencia para la existencia y unicidad de una solucon para un sistema de
ecuaciones diferenciales esto@sticas han sido muy estudiadas y a lo largo de este cap tulo se presentaan

los resultados mas relevantes.
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diferencial parcial no-lineal, ahora conocida como ecuacon de Hamilton-Jacobi-Bellman
(HJB). Sin embargo, parece ser queel no reconoco, en un principio, la relacon existente

entre este tipo de soluciones y la bien conocida ecuacon de Hamilton-Jacobi originada
dentro delarea de la me@nica. De hecho, no existe mencon de esta relacon sino hasta
tres anos desples de la aparicon del libro de Bellman; tal mencon fue hecha por Rudolf

E. Kalman (1960) y probablemente fue el primero en usar el nombre de la ecuacon de
Hamilton-Jacobi-Bellman para problemas de controloptimo.

No obstante, hay que decir que el trabajo de Bellman se basa en algunos otros trabajos
y aportaciones anteriores. Primero, la idea del principio de optimalidad realmente se debe
a Jakob Bernoulli con la solucon del famoso problema ddrachistochroneen el ano de 1696.
Por otra parte, una ecuacon relativamente icentica a la que mas tarde se conocea como
\ecuacon de Bellman", fue derivada por Caratreodory en 1926, mientrasel estudiaba las
condiciones de su ciencia de los problemas de @lculo de variaciones. Finalmente, tambéen
debemos mencionar el trabajo de Wald sobre aralisis secuencial, realizado en losultimos
aros de la cecada de los cuarenta, y el cual contiene algunas ideas similares a lo que
propone la programacon diramica.

Aungue la verson esto@stica en tiempo discreto de la programacon diramica fue
discutida en los primeros trabajos de Bellman, la verson esto@stica en tiempo continuo
(la cual involucra las ecuaciones diferenciales esto@sticas del tipo dedt®omo ecuaciones
de estado), probablemente fueron primero estudiadas por Kushner (1962). A partir de
entonces, mucha gente ha contribuido al desarrollo de la materié.

Ahora bien, tenemos que decir que por largo tiempo, la teoa de programacon
diramica de sistemas determinsticos careco de rigor. La principal di cultad matematica
para un tratamiento riguroso es que la ecuacon de HJB correspondiente es una ecuacon
diferencial parcial de primerorden, la cual generalmente no admite una solucon chsica
(suave) o donde las funciones de valor no son continuamente diferenciables. Algunas per-
sonas hicieron varios intentos para introducir diferentes nociones de generalidad o solu-
ciones ckbiles, y trataron de probar que la funcon de valor es solucon de la ecuacon de
HJB en algun sentido. Durante la decada de los sesenta, en una serie de artculos, Kziov
(1966 y 1970) construy una teora sisteratica para la solucon de ecuaciones de Hamilton-
Jacobi (HJ) de primerorden con el uso de hamiltonianos suaves y convexos. En particular,
la solucon viscosa disminuida fue introducida porel. Al mismo tiempo, Fleming (1964
y 1969), independientemente, introdujo este concepto combinado con la ecnica de juegos

3 Por mencionar algunos trabajos, el lector puede consultar a Fleming & Rishel (1975), Krylov (1980)

y Fleming & Soner (1992).
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diferenciales.

Por otro lado, al inicio de los anos ochentas, Subbotin (1980) estudio las ecuaciones de
HJ con hamiltonianos no-convexos, introduciendo a la postre la llamada solucon minimax.
Mientras que Clarke & Vinter (1983) emplearon los gradientes generalizados de Clarke para
introducir soluciones generales a la ecuacon de HJB. Bajo este contexto, la ecuacon HJB
puede tener mas de una solucon y la funcon de valor es una de ellas.

Durante los mismos ares, Crandall & Lions (1983) trabajaron con la idea de una
solucon viscosa para las ecuaciones de HJ de primerorden. Lions (1982), independiente-
mente, apli® por una parte la teora de soluciones viscosas a problemas de controloptimo
determinstico y, por otra, investigp las ecuaciones de segundoorden degeneradas de HJ
usando la teora desarrollada por Feynman-Ka, representando la solucon de la ecuacon
diferencial parcial de segundoorden por las funciones de valor de algunos problemas de
controloptimo esto@stico.

Jensen (1988) fue el primero en encontrar una ecuacon diferencial parcial que probara
la unicidad de la solucon viscosa para las ecuaciones de HIB de segundoorden, usando
la ecnica de aproximaciones semiconvexas/semiconcavas. Mas tarde, Ishii (1989) propuso
una nueva prueba. Estos resultados ofrecieron, al n, un fundamento riguroso para el
metodo de la programacon diramica. 4

Porultimo, como sabemos para la resolucon de un problema de controloptimo deter-
minstico una forma natural de aplicar el metodo de programacon diramica es el siguiente:
primero, considerando un tiempo inicial y una variable de estado, de nimos una funcon
de valor. Segundo, establecemos el principio de optimalidad de Bellmahjunto con la
condicon de continuidad y de acotamiento local de la funcon de valor. Tercero, debemos
mostrar que la funcon de valor es una solucon viscosa de la ecuacon de HJB, basandonos
en el principio de optimalidad. Cuarto, tamben debemos probar que la ecuacon de HIB
admite al menos una solucon viscosa. De aqu en adelante, algunos otros pasos pueden
ser seguidos, como la aplicacon del teorema de veri cacon.

Este proceso es bastante claro, tanto que nos gustara aplicarlo a la resolucon de
problemas de controloptimo esto@stico. No obstante, podemos darnos cuenta que no es
trivial mantener un proceso paralelo en ambos casos, ya que los problemas determinsticos
y esto@sticos son bastante diferente$. Para manejar esto, la formulacon debil tiene que

4 \ease Fleming & Soner (1992) para una revison mas detallada del tema.
5 El cual tiene que ser probado, ya que esta no es una propiedad natural. De hecho, en algunas

situaciones tales como el llamado caso no-Markoviano no se cumple.
6 A mediados de la decada de los setenta, Nisio (1976, 1976a) construy lo que ahora se conoce
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ser considerada como una formulacon auxiliar, a saber, un control admisible debern estar
contruido a partir de una quntupla ( ;F;P;W();u()): Esto, sin embargo, aplica ®lo

para el caso de coe cientes determinsticos (es decir, todas las funcionds , f y h no

dependen expkitamente de! 2 ).

Aunque el caso esto@stico es muy diferente del caso determinstico, seguimos un pro-
ceso similar para probar unicidad. Las principales modi caciones son: (1) La aproximacon
semiconvexa/semiconcava han sido introducidas, (2) El resultado de Alexandrov y Jensen
(sobre las funciones semiconvexas/semiconcavas) se emplea y (3) La idea de Ishii (de usar
completamente la informacon del Hessiano de una funcon que alcanza un nmaximo local)
ha sido adoptada’

Las referencias esandar sobre contoloptimo esto@stico y programacon diramica son
Fleming & Rishel (1975), Friedman (1975) y Krylov (1980). Una exposicon mas dicactica
puede ser encontrada en el libro de ksendal (1995). Un trabajo reciente, que incluye el
uso de las llamadas soluciones viscosas para problemas de controloptimo esto@stico, es el
gue presentan tanto Fleming & Soner (1993) y Yong & Zhou (1999). Los artculos chsicos
sobre consumo optimo son los de Merton (1969, 1971). Los trabajos de Karatzast al.
(1987) y Du e (1994) tamben son muy utiles para estudiar este tema. Para la parte de
intercambio optimo bajo restricciones y su relacon con la valuacon de derivados, est el
trabajo de Cvitanic (1997) y algunas referencias que en el se incluyen. Puede tambéen
usarse como referencia el artculo de Cox & Huang (1989) y el libro de Korn (1997), donde
se incluye una aproximacon a traves del uso de martingalas para problema de cosumo e
inversonoptima.

2.3 Ecuaciones diferenciales estoc asticas

SeaM (n;d) la forma en que denotemos la clase de matriceas dy consideremos dados
los siguientes vectores:

Un proceso de Wienerd-dimensional W:
Una funcon R, R" ! R":
Unafuncon R, R"! M(n;d):
Un vector real xo 2 R":

como semigrupo de Nisio, el cual es un semigrupo no-lineal, basado en el principio de optimalidad de
Bellman. La principal caracter stica de esta aproximacon es que provee un modelo abstracto para aplicar
la programacon diramica a procesos esto@sticos controlados que pueden cubrir un mayor rango de modelos

markovianos, mas ala de los procesos de difuson.
7 Una excelente referencia para estudiar mas sobre el tema es el libro de Yong & Zhou (1999).
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Considerando todo lo anterior, queremos saber si existe un proceso esto@sti&o, tal que
se satisfaga la siguiente ecuacon

dX¢ (X )dt+ (6 X )dWy;

(2:1)
Xo = Xo:

0, mejor dicho, queremos hallar el procesX que cumpla la ecuacon integral
Z t Z t

Xt = Xg + (s; Xg)ds + (s; Xg)dWg; 8t O
0 0

El metodo estaindar para probar y conocer la existencia de tal procesoX, la solucon de
la ecuacon diferencial esto@stica, es bajo el esquema de iteraciones del tipo de Cauchy-
Picard. La idea es de nir una suceson de procesoX ;X 1; X 2::: de acuerdo a la de nicon

recursiva 0
X Xo;
Z t Z t

XM = xo + ) (s;X)ds + ) (s; X )dWs:

Una vez hecho esto, uno espera qieX "gl_, converga a algin proceso Imite X y queeste
sea la solucon a la ecuacon diferencial esto@stica. La siguiente proposicon establece la
construccon de la prueba.

Proposicon 2.1 Supongamos gue existe una constant€ , tal que las siguientes condiciones
se satisfacen para toda y para toda t:
k (tx) (ty)k Kkx yk
k (tx) (ty)k Kkx yk
k (tx)k+ k (t;x)k K1+ kxKk):

Entonces existe una y lo una solucon a la ecuacon diferencial esto@stica (2.1) y donde
tal solucon tiene las siguientes propiedades:

a: X esF\" -adaptada.

b: X tiene trayectorias continuas.
c: X es un proceso markoviano.
d: Existe una constante tal que

E[k X{ k?] Ce°t(1+ k xq k?):
Cuando decimos que la solucon deX esF\"V-adaptada signi ca que para cadat ja, el
valor del procesoX; es una funcional de la trayectoria de Wiener sobre el intervalo [d]
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y en este sentido una ecuacon diferencial esto@stica induce a una transformacon del
espacioC[0; 1 ] dentro de si mismo, donde la trayectoria de WienetW (w) se mapea a la
correspondiente trayectoria de solucon deX (w). Generalmente, esta transformacon, la
cual toma una trayectoria de Wiener dentro de la correspondiente trayectoria deX, es
enormemente complicada de resolver exgitamente. Sin embargo, hay algunos casos no
triviales en los que s podemos hallar una solucon a la ecuacon diferencial esto@stica
asociada; el mas importante de ellos es la ecuacon descrita por un movimiento browniano

geormretrico.?

dX

Xo = Xo:

X tdt+ X tth; (22)

0, equivalentemente,
Xe=( + W)Xy,

donde W es la derivada con respecto al tiempo del proceso de Wiener (ruido blanco);
as que el movimiento browniano geonetrico puede ser visto como una ecuacon diferecial

ordinaria con un coe ciente esto@stico asociado a un ruido blanco. Dado que la solucon

a esta ecuacon lineal determinstica es una exponencial dependiente del tiempo, pareciera
natural estudiar el caso en queZ est de nido como Z; = In X, donde suponemos que

X > 0: Trabajando con la brmula de It6, obtenemos lo siguiente

dz; = x—ltdxt+% % [dX]?
= x_ltf X (dt+ X (dW g+ % x_ltZ 2X 2dt
=f dt+ dWg % 2dt:
Por lo tanto, tenemos
dZ,= L2 g+ dwg
Zo =1In Xp:

gue es una ecuacon fcil de resolver. Dado que el lado derecho no contiene a la variable
Z., se puede integrar diectamente? De esta formaZ; es igual a

1
Zi =In Xg + 52 t+ Wy,

8 La ecuacon que representa a un movimiento browniano geom etrico es una de las dos generalizaciones

naturales de la ecuacon diferencial ordinaria mas simple.
° Bajo el contexto en el que nos encontramos, es importante aclarar que Z; estaa bien de nida siempre

y cuando exista una solucon X a nuestra ecuacon (2.2) y, de acuerdo a los supuestos establecidos,
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lo que signi ca que X; corresponde a

NI =

Xi= Xo exp

Proposicon 2.2 La solucon a la ecuacon?®

dXt = X tdt+ X tth;
Xo = Xo;
esh dada por
Xt = Xo exp 52 t+ W,
y su valor esperado es igual a
E[X{] = xoe' :

2.3.1 Ecuaciones diferenciales esto@sticas lineales

Sea el caso mas simple (

dXt aXtdt + th,

(2:3)
Xo = Xo:

La solucon a esta ecuacbn se puede construir por partes, primero recordemos que una
ecuacon diferencial ordinaria lineal es igual a

dxe _ ax; + Ug;
dt t ty
donde u es una funcon determinstica del tiempo. Tal ecuacon tiene como solucon
Z t

x; =edxg+ et Sydds:
0

Observemos detenidamente estaultima ecuacon, de alguna forma podemos decir que nues-
tra ecuacon diferencial esto@stica (2.3) poda transformarce en

dX dw;

at T (2:4)

asegurarnos de que X sea positiva. La primera parte es posible veri carla a trav es de la Proposicon 2.1;
aungque reconocemos que este resultado es esandar, requiere un poco de esfuerzo araltico para establecer
la demostracon formal. Por otra parte, el tema de la positividad de la solucon representa un mayor reto.

Ambos resultados, pueden encontrarse en Karatzas & Shreve (1988) y Revuz & Yor (1991).
10 pe aqu en adelante X es igual a X (t).
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de tal manera que por analog a la solucon de la ecuacon diferencial ordinaria, podemos
decir que la solucon formal de (2.4) es

Z Z

at t (t s) dWS at t (t s)
Xi=eXg+ e? —ds=e® X+ e? dWs:
0 ds 0

En estricto sentido, este tipo de razonamiento no es correcto, en principio porque la solucon
a la ecuacon diferencial ordinaria se obtiene de acuerdo al alculo ordinario, mientras que
para la ecuacon diferencial esto@stica deberamos emplear el alculo de It6. Sin embargo,
lo que si comparten es la estructura lineal, lo cual asegura que para el caso de la ecuacon
diferencial esto@stica, el ermino de segundoorden en la brmula de 1t6 no es relevante;
por lo tanto se cumple la solucon propuesta.

Formulando el resultado para una situacon mas general (y, por supuesto, mas com-
pleja), donde X es un vector, tenemos que

Proposicon 2.3 Supongamos una ecuacon diferencial esto@stica lineah-dimensional

( dXt =(AXt + h)dt"‘ tth;

Xo = Xo;

donde A es una matrizn n, b es una funcon determinstica valuada en R" (en forma
de vector columna), es una funcon determinstica que toma valores enM (n;d) y W un
proceso de Wienerd-dimensional. La solucon de esta ecuacon esta dada por

Z Z

t
Xi=eMxo+ &t Shdg+

t
Mt s dwg:
0 0

Donde hemos empleado la exponencial de la matriZ*e de nida como

2.3.2 El operador de Dynkin

Esta seccon esht dedicada a estudiar la relacon existente entre las propiedades anékas
del operador de DynkinA, conocido tambien como operador diferencial parcial u operador
de retrazo (backwarg de Kolmogorov, y las propiedades probabilisticas del proces® . En
principio, estudiaremos como la ecuacon diferencial esto@stican-dimensional (2.1)

dXi = (EXdt+ (X )dW;;
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esh relacionada, a trawes de la brmula de It6, con este operador.

De nicon 2.1 Dada la ecuacon diferencial estoastica (2.1), el operador de Dynkin A,
referido como el operador diferencial parcial deX, se de ne, para cualquier funcon h(x)
conh 2 C2(R"), por

X X
Ah(t;x) = i(t; x)—(x) 1 Cij (t;x)%(@;

i=1 I] =1
donde
C(t;x) = (t;x) qt;x):
A partir de esto, la brmula de 1t6 es igual a
@f

df (t; X¢) = @+Af dt +[5 xf] dWy;
donde el gradiente5 , est de nido para h2 CY(R") como
@h @h
5h= —;:ii;,—
g @x @x

En economay nanzas, el caso mas citado en el que se halla y explora dicha relacon es el
ejemplo en donde se asocia una ecuacon diferencial esto@stica y cierta ecuacon diferencial
parcial paralolica. Consideremos, entonces, el siguiente problema conocido como problema
de Cauchy.

Supongamos como dadas tres funciones escalards; x); (t;x)y ( x). Nuestro obje-
tivo es encontrar la funcon F que satisfaga el siguiente problema con valores en la frontera,
sobre el intervalo [QT] R:

@F 12(t )@ (t;x)=0;

F(T,x)= ( x):

@F .
6t(t,x)+ (t; x) (2:5)

Podramos atacar este problema con el uso de herramientas puramente anatas; sin em-
bargo, obtendremos la solucon para (2.5) a trawes de la conocida brmula de representacon
esto@stica.

Asumamos primero que realmente existe una solucorF al problema (2.5). Ahora
jemos un punto en el tiempo t y un punto en el espaciox. Entonces, considerando este
punto jo, podemos de nir al proceso esto@stico X sobre el nuevo intervalo f; T ] como la
solucon a la ecuacon diferencial esto@stica

dXs = (s;Xs)ds+  (s;Xs)dWs;

X, = x (2:6)
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Aqu , lo relevante es que, el operador diferencial parciah para este proceso est dado por

_ e @ 1, @
A = (t’x)@x+§ 2(t,x)@,

el cual es exactamente el operador de Dynkin. Podemos, entonces, escribir el problema
con valores en la frontera como

@F .. oy — -
@t(t,x)+ AF (t;x)=0;

F(T;x)= ( x):

(2:7)

Aplicando la brmula de It6 al proceso F (s; X (s)) obtenemos

Zq
F(TiX1) = F(tX)+ Qf(s;xsw AF(s:Xs) ds
z, (2:8)

(s xs)@ (s X)W

t

Supongamos ahora qud- realmente satisface (2.7), en ese caso su integral con respecto
al tiempo seml igual a cero. Si adenas, el proceso (s; Xs)(@F=@s; Xs) se considera
su cientemente integrable, al momento de tomar el valor esperado, la integral esto@stica
desaparecean.

Por otra parte, el valor inicial de X; = x y la condicon de frontera F(T;x) = ( X)
eventualmente nos permitian escribir

F(EX)=E o [( X7)I:

De esta manera, aunque por un camino poco conservador, hemos probado el resultado
conocido como la brmula de representacon esto@stica de Feynman-Ka.

Proposicon 2.4 Formula de representacon esto@stica de Feynman-Kac. Dado queF es
una solucon al problema con valores en la frontera

@F (tx)+ (tx)—F+} 2(tx)@ (t;x)=0;

F(T,x)—( X)

y, ademnas, que el proceso
(s; Xs) (S Xs)

pertenece a$ 2. Entonces, F tiene la representacon siguiente
F(tXx)=Eew[( X))l
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Donde X cumple con la ecuacon diferencial esto@stica

dXs = (s;Xs)ds+ (s;Xs)dWs;

X=X

Es importante decir que el supuesto de integrabilidad sobre (s; Xs)(@F=@¢s; Xs) 2 $2
es necesario, para gaantizar que el valor esperado de la integral esto@stica en (2.8) sea
igual a cero. De hecho, en situaciones mas generales se cumple que un problema de valores
en la frontera del tipo que aqu se presenta, tamben conocido como problema paralwlico,
tenda un rumero in nito de soluciones. ! Sin embargo, dados los supuestos establecidos
en la proposicon anterior, principalmente el establecimiento de una condicon de frontera,
®lo nos arrojaa unaunica solucon.

Consiliando lo expuesto hasta este momento, con la teora y peactica de la ciencia
ecoromica y nanciera, consideremos el siguiente problema con valores en la frontera:

Do+ ©02% 2008 w0 w0 =o (29)
F(T;x)= ( x); (2:10)
donder es un rumero real dado. Ecuaciones como la anterior aparecen una y otra vez en
la mayora de los problemas de valuacon de activos nancieros. Para resolver el problema
propuesto, recordemos la ecnica de factores integrantes empleada para solucionar ecua-
ciones diferenciales ordinarias. Entonces, si multiplicamos la ecuacon (2.9) por el factor
€% y si consideramos que el procesa(s) = e "™ F(s;X(s)); donde X esh de nida como

en (2.6), obtenemos el resultado que establece la Proposicon 2.5.

Proposicon 2.5 (Feynman-Kac) Asumiendo, una vez nas, queF es una solucon al proble-
ma con valor en la frontera, similar al presentado en (2.9) y (2.10), y suponiendo tamben
que el proceso de nido por (s; Xs)(@F=@fs; Xs) se encuentra en$ 2, donde X satisface
la ecuacon diferencial esto@stica de na en (2.6). EntoncesF tiene la siguiente repre-
sentacon

Ftx)=e " DEL[( X7)I:

Un ejempilo ilustrativo sobre el poder de la proposicon anterior es el que sigue. Conside-
remos la siguiente ecuacon diferencial parcial,

Q@F, . 1,8F, \_..
BN+ 5 F e () =0;
F(T;x)= x;

1 para una explicacon mas profunda de este tipo de problemas, el lector puede revisar el libro de

John(1982).
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donde es una constante.

La solucbn a esta ecuacon se deriva a partir de la Proposicon 2.5. Inmediatamente
podemos observar que
F(t;X) = E tx [X'IZ'];

donde
dXs=0 ds+ dWs;

Xy = X

Esta ecuacon puede resolverse con cierta facilidad. Al nal tenemos que

Xt =x+ [Wr W

ya que X1 tiene la distribucon N [x; P T ], la solucon es igual a

F(tx) = E[X{] = Var[ X1]+[E[Xr]]*
= T 0+ x=%

Hasta este momento solo hemos analizado el caso escalar. Sin embargo, los mismos ar-
gumentos pueden emplearse para un caso mas general. En este sentido, establezcamos la
siguiente proposicon.

Proposicon 2.6 Tomemos como dados los siguientes hechos:

Una funcon (evaluada como vector columna) :R. R"! R":
Una funcon C: R, R"! M (n;n), lo cual puede escribirse de la forma

Ctx)= (tx) Atx);

para alguna funcon R, R"! M(n;d):
Unafunconreal :R "! R:
Un rumero real r:

Entonces, dado queF : R,  R" ! R es una solucbn al siguiente problema con valores
en la frontera

1 X . @F
3 Ci (t’x)@x@x

ij =1

er. . .. S @F
@t(t,x)+ B |(t,X)@—x(t,X)+

(tx) rFE(tx)=0;

F(T;x)= ( x):
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Suponiendo, adenas, que el proceso
X @F
i(s;Xs)@((s;Xs)

i=1

pertenece al espaci® 2.1> EntoncesF tiene una representacon igual a
F(tx)=e "7 YEu[( X1);

donde X satisface la ecuacon diferencial esto@stica

dXs
Xt

(s; Xg)dt +  (s; Xs)dWs;

X:

Para nalizar esta seccon hablemos de un resultado que nos serutil en el futuro.

Proposicon 2.7 (Consideramos para su demostracon el Corolario B.1 del Apendice B)
Dado un proceso vectorialX , asociado a un generadoA y una funcon F(t;x). Entonces,
salvo alguna condicon de integrabilidad, lo siguiente se mantiene:

El proceso F(t;X;) es una martingala relativa a la ltracon FX*, si y lo si, F
satisface la ecuacon diferencial parcial

@F

—(t;x)+ AF (t;x) =0:

i)+ AF (6X)
El procesoF (t; X ;) es una martingala relativa a la Itracon F*, siy 2lo si, para
todo (t;x)y T t, tenemos

F(t;x) =E «x [F(T; X71)I:

2.3.3 Un ejemplo mas complejo para el Teorema de Feynman-Ka

Dentro del estudio de las nanzas modernas, el teorema de Feynman-Ka establece una
relacon entre la ecuacon diferencial parcial que satisface el precio de un derivado y la
brmula de valuacon bajo una medida equivalente martingala. Espec camente, si el pre-

cio de un producto derivado satisface una ecuacon diferencial parcial de segundo orden

12 considere la De nicon B.2 que aparece en el Agendice B. Por otro lado, para revisar detalladamente

el tema de espacios $ P y espacios de Hilbert, v ease el Apendice F.
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paralolica, con una condicon de frontera, entonces el precio puede representarse como el
valor esperado de la condicon de frontera bajo una medida de probabilidad equivalent&

Consideremos, entonces, el precio de una opcon europea de compra, dentro de un
mundo neutral al riesgo, la cual satisface:

Z 1
o(Si;t) = e "7 Umax(s K; 0)f s(?,-s (sjS;)ds; (2:11)
0 t
donde
8 I 29
< s 1 2 B —
. 1 In(g-) (r 5 NT 1)
£ (siS)= p——0 ex 1 St P2 :
STJSt( Jst) L 2 (T t) s p: 2 r"-I- t :

Si se escribe
h(St)=max(Sr K;0)

y Z,
v(Si:t) = max(s K; O)fs(:)js (siS)ds=E h(Sy) F; ; (2:12)
0 t
entonces
co(Si;ty=e "7 Dy(s;t):

En este caso, podemos decir que

V(S;t)=E h(Sr) Fy

=E h Sexp r 22(T tH+ (Wr W) Ft

2

Notemos queh(St) es esto@sticamente independiente d&, yaqueWt W;yW; Wq =
W; son variables aleatorias independientes. En consecuencia, siOu t T, se sigue

que h i
E v(Si;t) Fu =E E h(Sr) Ft  Fu
=E h(Sr) Fy (2:13)
= v(Sy;u):

Si de nimos M = v(Sy; u), se sigue que

E M Fy; u<t = My: (2:14)

13 Entre los libros donde podemos encontrar un aralisis mucho mas detallado del tema, esan Karatzas

& Shreve (1988), Musiela & Rutkowsky (1997) y Revuz & Yor (1991).
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Es decir, M, es una martingala. Observemos tamben que st(S;;t) = e "(T Dy(S;;t)y

@c, , @c , 2, O -0 :
@t 2@$ S+ @SrSt rc =0; (2:15)
entonces
@v @v
1 22 .
@t : 08 S? + @—SrSt =0; (2:16)
sujeto a
V(S;T) = h(S):

En virtud de lo anterior, el teorema de Feynman-Kac se puede establecer como sigue. si
V(S;;t) es solucon de (2.16), entonces/(S;;t) tiene la siguiente representacon

V(S;t)=E h(St) Ft;
donde S; satisface la siguiente ecuacon diferencial esto@stica

dSt = rStdt + Stth:

2.3.4 Las ecuaciones de Kolmogorov

Empleando algunas de las conclusiones presentadas anteriormente, derivaremos un par de
resultados chsicos relacionados con las probabilidades de transicon de la solucon a una
ecuacon diferencial esto@stica. Esta seccon no pretende ser una revison rigurosa sobre el
tema, de tal forma que evitamos la profundizacon en ciertos detalles ecnicos. No obstante,

s cumple con el prosito de enfatizar la relevancia de los resultados discutido%?

Supongamos quexX es una solucon a la ecuacon
dX¢ = (X dt+ (X )dWy; (2:17)

con su generador in nitesimal A, dado por

X X &

(AF)(sy) = .(sy) (s W+ =T cy s Voo

(s;y);
i=1 2 ij =1 @

donde
Ctx)= (tx) Atx):

14 Una explicacon mas t ecnica acerca de estos temas la presentan Karatzas & Shreve (1988) y Revuz

& Yor (1991). Una verson similar a la que se presenta en esta seccon aparece en skendal (1995).
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Supongamos, ahora, un problema con valores en la frontera como el siguiente

QU+AU (s;¥)=0; (s;v)2(0;T) R,

@s
u(T;y)= Is(y); y2R":

En este ejemplolg es la funcon indicadora o heavyside functionen el conjuntoB. Por la
Proposicon 2.6 tenemos que

u(s;y) =Esylls (X7)]=P(X1 2B jXs=Y),

suponiendo, como en el inicio, queX es solucon a la ecuacon (2.17). Este razonamiento
se puede llevar acabo tanto de ida como de vuelta y, entonces, tendramos (mas 0 menos)
la prueba del siguiente resultado.

Proposicon 2.8 (Ecuaciones rezagadas de Kolmogorov). Se4 una solucon a la ecuacon
(2.17). Entonces las probabilidades de transiconP(s;y;t;B) = P(X{ 2 B j X(s) = V)
esan dadas como la solucon a la ecuacon

%Z*AP (SYitB)=0; ()2 (O;t) R (2:18)

P(ty;t;B)= lg(y): (2:19)

Empleando un razonamiento similar, tambien podemos probar el siguiente resultado co-
rrespondiente a las densidades de transicon.

Proposicon 2.9 (Ecuaciones rezagadas de Kolmogorov). Se4 una solucon a la ecuacon
(2.17). Asumimos que la medidaP (s;y;t; dx) tiene la densidad p(s;y;t; x)dx: Entonces
tenemos

@p

@S+Ap (s;y;6x)=0; (s;y)2 (0;t) R"; (2:20)

p(s;y;t;x)! «; como s! t: (2:21)

El motivo por el cual las ecuaciones (2.18) y (2.20) se conocen como ecuaciones rezagadas
es debido a que el operador diferencial se aplica sobre los valores de las variables rezagadas
(s;y). Podemos, tambien, derivar la verson correspondiente de estas ecuaciones para
el caso en donde trabajemos con varibales adelantadas, es decir, la accon del operador
diferencial esta sobre variables adelantadas tales coma; X).

Consideremos, lo por razones de exposicon y simplicidad, el caso escalar. Supon-
gamos queX tiene una densidad de transicon, jemos entonces dos puntos en el tiempo:
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sy T, dondes < T. Ahora, consideremos una \funcon de prueba arbitraria”, a saber,
una funcon diferenciable in ntamente h(t;x) con un soporte compacto en el conjunto
(s;T) R:Con la brmula de I1t6 podemos alcanzar el siguiente resultado:

Z g Z+
h
S %f' Ah  (t; X )dt + . %gt;xt)dwt:

Aplicando el operador esperanza Ey[] y debido a que el supuesto del soporte compacto
signi ca que h(T;x) = h(s;x) =0, tenemos que

h(T;Xt) = h(s;Xs) +

Z, 72+
p(s;y;t; x) @h+ Ah (t;x)dxdt =0:
1 S @t
Integrando parcialmente con respecto d (para @@t) y con respecto ax (para A), obtenemos
Z, 72+
_— CN. _q-
p(s;y;t; x) — + A”° h(t;x)dxdt =0;
1 S @t
donde el operadorA® se de ne como
v @ 1@ 2 v (o1
(A%)(t;x) = @)[ (t;x)f (x)]+ Q@[ (t; x)f (t; x)]:

Dado que esta ecuacon se mantiene para cualquier funcon de prueba, podemos mostrar
el siguiente yultimo resultado.

Proposicon 2.10 (Ecuaciones adelantadas de Kolmogorov). Una vez nas, supongamos que
X es una solucon a la ecuacon (2.17) y que, adenas, tiene una densidad de transicon
p(s;y;t;x). Entonces p satisfacer la ecuacon adelantada de Kolmogorov.

@@p(s;y;t;X) = AP(s;y;tx); (EX)2(0;T) R; (2:22)
p(s;y;t;x) ! y; comot #s: (2:23)
Esta ecuacon es tamben conocida como la ecuacon de Fokker-Planck. La verson multi-
dimensional se puede expresar como
@ o\ S
@P(s,y,t,x)— A%(s:y;t:x)
donde el operador asociado se de ne como

Xo @ 1 Xo @
(A%)(t;x) = —[ i) (X)) + S ——[Cij (tx)f (t;x)]:
@x 2. _, @x@x

i=1 I)J

72



Para nalizar y con nes didacticos, analicemos un par de ejemplos sobre el uso de las
ecuaciones de Kolmogorov. Empecemos con el siguiente ejemplo donde consideramos un
proceso de Wiener esandar con un coe ciente de difuson constante , es decir, la ecuacon
diferencial esto@stica esh representada por

dXt = th:

La ecuacon de Fokker-Planck para este proceso es igual a

p(sth)— 5 @ﬁp(sth)

y es medianamente sencillo checar que la solucon est dada por la densidad gaussiana

Sy EX)= potexp L Y
2 (t 9 2 2t s

En un segundo ejemplo, consideremos el Movimiento Browniano Geaetrico
dXt = X tdt+ X tth:

Aqu , la ecuacon de Fokker-Planck est dada por

P(S y:tx) = % %p(s;y;t;x) X @@)P(s;y;t;x);

0, expresada de otra manera

—@p(s;y;t;x): % ? 2@g"g)%|ﬂ)(5yt><)+(2 ’ )x@@)p(s;y;t;x)ﬂ 2 p(syitx):

2.3.5 Un ejemplo mas complejo para las EDP de Kolmogorov

Aqu presentamos la relacon que existe entre la funcon de densidad condicional del
Movimiento Geometrico Browniano, las ecuaciones diferenciales de Kolmogorov y la de
Fokker-Planck.

Consideremos un movimiento Browniano W;)i2o.;r; de nido sobre un espacio jo
de probabilidad con una ltracon, ( ;F;(Ft)i2071:P). Se supone que el precio del
subyacente al tiempot, S;, es conducido por el movimiento georetrico Browniano:

dSt = rStdt + Stth; (224)
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donde r es el rendimiento medio esperado instananeo, es la volatilidad instananea

y dW; N (0;dt). EIl proceso (2.24) pertenece a la clase de procesos Markoviano de
difuson, debido a que movimientos actuales del precio del activo son independientes de
los movimientos pasados. SB; es el precio de una accon, entonces, dada la diramica de
(2.24), se tiene queS; no paga dividendos.

Con base en (2.24), una simple aplicacon del Lema de It6 produce

d(inS)= r I 2 dt+ dwg: (2:25)

Si se discretiza (2.25) con t= T t, se puede escribir que

NSt InS=r 32 (T t)+ Ep t:

dondeE N (0;1). Por lo tanto,

St

In 5 N r 22T t); 3T t): (2:26)
Si ahora se de ne
n 0
- 1 2 p— B
gE) Sr=Sexp (r 3 NT H+E t
se tiene que
) In %_T r 2T 1
g “(Sr) pP— : (2:27)
T t
La funcon de densidad deSy dado S; est dada por la brmula
. dg (s
fo s, (SIS)= &(g *(s) gds() ; (2:28)

donde g() es la funcon de densidad de una variable aleatoria normal esandar. Por otro
lado, notemos que el Jacobiano de la transformacon satisface

dg '(s) _ 1
ds s ' T t

En consecuencia, la funcon de densidad d&; condicional enS; esa dada por la expreson

8 0 1,9

1 2 l@ln S« LT t)A22
fo  (SjS)= p——ex 1 : B : 2:29
STJSt( JSI) M 2 (T t) S p> 2 I"T t > ( )
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Una forma alternativa de expresar (2.29) es como sigue: se de nen primero= S;yy = s,
las cantidadest y x son llamadas variables hacia atas, luego se escribe

8 0 1,9

1 2 1@ln Yoo byt 0, =
tLT:xXy)= pb———ex = D : 2:30
p( y)=p 2T 0y p-> 5 P > ( )

En este casop(t; T ; X;y) satisface la ecuacon de diferencial parcial hacia atas de Kol-
mogorov:

@p 1, ,@p @p_ . .
ot et “ax ¥ (2:31)

Observamos que el precio de una opcon europea de compra satisface:

n 0
c=E e ' Ymax(Sr K;0)F; : (2:32)
Es decir, Z,
c=e (T 1) max(s K; O)fSTJ.St (sjSt)ds
7%, (2:33)

= (T Y (s K)fg . (siS)ds

K
0, en erminos de la notacon en (2.30),

Z 1
cxt)y=e T Y (y K)pt;T;xy)dy; (2:34)
K
lo cual implica que Z,
e Vext)= (v K)ptT:xy)dy; (2:35)
K
lo anterior conduce a @ Z, @
g v 25 K)= Ry 2:36
@x 5 (y K) aly (2:36)
@c ! @p
g v ="= K)—==d 2:37
@r . (y K) az ¥ (2:37)
y Z,
g n@c re(T Uc= K @% : 2:38
at ) (y )@ty (2:38)
Las ecuaciones (2.36), (2.37) y (2.38) implican
Ty @c  @c , ,,0cC
e @t+ rx @x+ 5 X 2 rc
1
_ @p,  @p ; ,,.@p
= ) (y K) @t+rx@x+2 x@)% dy



El paentesis del lado izquierdo de la expreson anterior es la ecuacon diferencial parcial
de Black y Scholes y, por lo tanto, es igual a cero. En consecuencia,

@p, . @ 1 2.C@p_.
@t " @x 2 @%
La ecuacon anterior es conocida como ecuacon diferencial parcial hacia tas de Kol-

mogorov. Sisedenota =T typ=p( ;X;y), Se sigue que

@p @p, . ZXZ@'

— = IX—+ 3

@ @x 2 @x

X (2:39)

(2:40)

2.3.6 Ecuacon diferencial parcial de Fokker-Planck

La ecuacon diferencial parcial de Fokker-Planck es tambén conocida como ecuacon di-
ferencial parcial de Kolmogorov hacia adelante. Si se escribe
g 0 X - 12
AR I —— %@ln y +(é e X1 0
2 (T t)y > T t

IV ©

A S (2:41)

entonces se cumple que

@q_ ; ,@(y%0) L @y9).

@T 2 @y @y’

(2:42)

2.4 Un primer acercamiento a nuestro problema de decisbn

Para empezar a explorar la ecnicas y reglas matemnaticas que sirven de apoyo tanto a
la llamada \Teor a de control optimo esto@stico” como a la \Programacon diramica
esto@stica", describamos primero una situacon tpica en donde las variables y los controles
exitentes nos sirvan de ejemplo para justi car este tipo de problemas.

Consideremos la existencia de un agente ecoromico sobre un intervalo de tiempo jo
[0;T]. Ent =0, el agente posee una riqueza iniciakg y su problema, entonces, es decidir
®mo asignar dicha riqueza entre su consumo e inverson a lo largo del horizonte de tiempo
dado. Asumimos que las oportunidades de inverson del agente son las siguientes:

Inverson bancaria a una tasa corta de intees determinstica r. Es decir, tiene acceso
a un activo libre de riesgoB.
dBt = rBtdt:

Inverson en un activo riesgoso cuyo precio esS;. El proceso diramico de S; esta
de nido por el modelo esandar de Black y Scholes.

dS; = Sdt+ S dW;:
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Ahora bien, denotemos las ponderaciones relativas del portafolio del agente en el tiempo
por u? (para el activo libre de riesgo) yu? (para el activo riesgoso); mientras que la tasa
de consumo ent es de nida por ¢;. Suponemos que la estrategia de consumo-inverson
que lleve acabo el agente es auto nanciablé y, como es usual, tamben suponemos que
nuestro agente vive en un mundo donde el comercio se realiza continuamente y las ventas
en corto ilimitadas son posibles.

Si la riqueza del consumidor en el tiempa esh representada por X, entonces si-
guiendo la ecuacon (@:6 del apendice A.) y reordenando algunos erminos, la dirmamica de
Xt esh dada por

dX¢ = X (ur + ul )dt  cdt+ ul X (dW;:

El objetivo primordial de nuestro agente es elegir una estrategia de consumo-inverson de
tal manera que maximice su utilidad total a lo largo del horizonte de tiempo dado [QT].
De tal forma, que la utilidad esta dada por
" ] "
E F(t;c)dt+ ( Xt1) ;
0

donde F () es la funcon de utilidad instantanea para el consumo, es una funcon de
herencial® la cual mide la utilidad por dejar algo de dinero al nal del horizonte de
tiempo,t=T.

Existen un conjunto de restriccon naturales que habra que supponer, como sucede
con: ¢ 0;8  0; junto, por supuesto, con la condicon de queu? + u! =1;8, 0O
Con todo lo anterior, podemos ahora de nir formalmente el problema de maximizacon de
utilidad del consumidor como

" ] "
umﬁ;(cE . F(t,c)dt+ ( X1)

dXt :Xt(U?r + Ug' )dt Ctdt+ Ug' X tth;

Xo = Xo;

ud+ ut=1; 8t O

15 para ver mas detalles sobre el tema, v ease el Apendice A.
16 para leer mas sobre la funcon de herencia consulte el libro de Barro & Sala-i-Martin (2003).
1 Dependiendo de la situacon en la que nos encontremos, podemos imponer otro tipo de condiciones.

Suponer que la riqueza de nuestro agente nunca sem negativa, ser a tal vez evidente, pero no lo conside-

raremos as en este momento. \ease Malliaris & Brock (1990) y Zapatero & Cvitanic (2004).
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Este problema como tal se conoce como un problema de controloptimo esto@stico. Den-
tro de este contexto, el procesoX recibe el nombre de proceso de estado (o variable de
estado)® los procesoa®; ul y ¢ son llamados procesos de control (o variables de control)
y, nalmente, tenemos un cierto rumero de restricciones de control.

2.4.1 El problema formal

En esta seccon estudiaremos una clase general de problemas de controloptimo. Para este
n, comenzaremos por establecer que (t;x;u) y (t;x;u) son funciones de la forma

‘R, R" RKI R™
‘R, R" RKI R" ¢

Para un punto dado xo 2 R", consideraremos la siguiente ecuacon diferencial esto@stica
de control
dXi = (t; X u)dt+  (t; X¢;u)dWe;
Xo =Xo:

Podemos ver al procesm-dimensional X como un proceso de estado, al que queremos con-
trolar o guiar dentro de una senda deseada; podemos controlarlo parcialmente a trawes de
la eleccon de un proceso de controk-dimensionalu. Por otra parte, en esta especi cacon
tamben aparece una procesod-dimensional de Wienerw .1°

El primer problema al que nos enfrentamos ahora es la clase de proceso de control
admisible para la solucon de nuestro problema. En la mayora de los casos, es su ciente
con garantizar que el proceso de controll es adaptado al procesdX . En otras palabras,
en el tiempo t, el valor de u; del proceso de control solo poda depender de los valores
observados pasados del proceso de estada Una manera sencilla de obtener un proceso
de control adaptado es eligiendo una funcon determinsticau(t; x) tal que

u:R, R"! R
y, por lo tanto, el proceso de control queda de nido como

U = u(t; Xo):

18 Chiang (1990) y Kamien & Schwartz (2006).
Y Enia mayor parte de este documento de investigacon, trabajaremos bajo una misma medida de

probabilidad como lo es el proceso de Wiener.
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Tal funcon u es llamadafeedback control law En este casou denota un mapeo mientras
que u denota ®lo un punto en R¥. Insertando nuestra feedback control lawdentro de
nuestra ecuacon diferencial esto@astica obtenemos

dXy = (EXgu(tX))dt+ (65X u(t X ))dW: (2:43)

Esta especi cacon tambéen debe de satisfacer algunas otras restricciones de control. En
particular, consideremos como dados los siguientes hechos: un subconjunto p R*y
queu; 2 U; 8t. Con todo lo anterior, podemos de nir la clase de reglas de controlgontrol
laws) admisibles.

De nicon 2.2 Una regla de control u es llamada admisible si:

u(t;x) 2 U paratodot 2 R, ytodox2 R".
Para cualquier punto inicial dado (t; x), la ecuacon diferencial esto@stica

dXs = (s;Xs;u(s; Xg))ds+  (s; Xs; u(s; Xs))dWs;

Xt =X
tiene una soluconunica.

Para una regla de control dadau, el proceso soluconX depender, por supuesto, del valor
inicial que tengamos dex, as como de la eleccon de la regla de control,u. Siendo mas
formales, aunque abusando un poco de la notacon, deberamos denotar el proce¥o como
xxu,

De nicon 2.3 Considerando la ecuacon (2.43) y denotando ° como la matriz transpuesta.

Para cualquier vector jo u 2 R¥, las funciones Y, Y,y CY estn de nidas por
Yt x) = (Exu);
(tx) = (txu);
CU(tx)= (txu) (txu)l

Para cualquier regla de controlu, las funciones Y, Y, CY(t;x), y FY(t;x) estan

de nidas por
YEx) = (B u(tx));

Y(tx) = (X u(tx));
CU(tx)= (tx u(tx)) (6x u(tx))8
FU(t;x) = F(t;x; u(t;x)):
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Para cualquier vector jo u 2 RX, el operador diferencial parcialAY (operador de
Dynkin) est de nida por

U_>@ U @ 1X1 @
AY = (tx)@—x+§ (tx)@@

i=1 ij =1

Para cualquier regla de controlu, el operador diferencial parcialAY est de nida por

i upy @, 1 @
A _i=1 i(t,x)@—x+§i;j: (tx)@ @}(

Dada la de nicon anterior, es conveniente reescribir la ecuacon (2.43)

dX{ = Ydt+ YdW; (2:44)
lo cual nos indica la existencia de una regla de controli, junto con el correspondiente
proceso controlado, X Y. En tal caso, sera igualmente correcto escribiru(t; X '):2°

Ahora bien, hablando de la funcon objetivo del problema de control, consideremos la
existencia del siguiente par de funciones:
F:R. R" R*! R;
R"! R:
De namos, a partir de esto, la funcon de valor de nuestro problema como

Jo:U! R;

donde " . #

Jo(u)=E F(EX G udt+ ( XT)
0

agu, X" es la solucon a (2.43), dada la condicon inicial X = Xg: Nuestro problema
formal puede entonces ser escrito como la maximizacon dd o(u) sobre todau 2 U y
de niendo el valoroptimo Jy por

Jo = sup Jo(u):
u2u

20 E lector deber estar consciente de que la de nicon presentada arriba no es del todo inocente. En
muchos casos, es natural considerar reglas de control variables, a saber reglas del tipo u(t; X), las cuales
comunmente son funciones irregulares de la variable de estado X. Esta situacon, puede generar que,
en primera instancia, no se cumpla a cabalidad la Proposicon 2.1, la cual establece las condiciones de

Lipschitz.
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Si existe una regla de control admisible} con la propiedad
Jo(0) = Jo;
entonces, decimos qué& es una regla de controloptima para nuestro problemaz*

2.4.2 La ecuacon de Hamilton-Jacobi-Bellman

Dado cualquier problema de control optimo, las primeras dos preguntas que debemos
resolver son >existe una regla de controloptima? y dado que existe un control optimo
>®mOo encontrarlo? La respuesta a la primera pregunta es algo compleja, mientras que
existe un poco mas de claridad para responder a la segunda. Agunos concentraremos
mas en esteultimo asunto. Para explicarlo haremos uso de la programacon diramica.

Nuestra principal idea sew incluir nuestro problema original dentro de una clase mas
grande de problemas de control optimo, con el n de llegar a una ecuacon diferencial
parcial del tipo de Hamilton-Jacobi-Bellman.

Primero, debemos elegir un punto jot, dentro del intervalo 0 t T, asi como
tamben elegir un punto jo x en el espacio estado, es decix 2 R". Para este par jo,
de nimos el siguiente problema de control.

De nicon 2.4 El problema de control P(t;x) se de ne como un problema a maximizar?
n Z T #
Etx F(s;Xg;us)ds+ ( X7) ;

sujeto a la diramica
dX¢ = (SIXEiu(sXEds+ (X 5u(s; XE)dWs;
Xt =X

y a las restricciones
us;y)2U; 8(s;y)2[6T] R™

Observemos que la notacons y y se emplea debido a que y x ya se han usado para
denotar el punto jo elegido (t;x). Notese que de acuerdo con la de nicon anterior,

21 notese que, como para cualquier problema de optimizacon, la reglaoptima puede no existir. Para

leer mas sobre el tema, vease el libro de Yong & Zhou (1999).
22 Supongamos aqu que el problema requiere ser maximizado, lo cual ©lo es util para efectos de

explicacon. Aunque no es totalmente trivial, puede realizarse el mismo ejercicio para el caso dual, es

decir, la minimizacon.
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nuestro problema original sera P (0; Xp). Ahora de niremos lo que signi ca la funcon de
valor y la funcon de valoroptima.

De nicon 2.5 La funcon de valor
J:R;y R" U! R

esh de nida por " #

J(t;x;u)=E F(s;Xdus)ds + ( X{) ;
t

dadas la diramica y las restricciones de la De nicon 2.4. Por otra parte, la funcon de
valoroptima
V:R: R"!' R

esh de nida por

V (t;x) =sup J (t;x; u):
u2u

Entonces, J (t;x; u) es la utilidad esperada que emplea la regla de contral para el in-
tervalo de tiempo [t; T], dado las condiciones inicialex y t. Mientras que, la funcon de
valoroptima nos permite hallar la utilidad esperadaoptima sobre [t; T], bajo las mismas
condiciones iniciales.

Ya que nuestro principal intees es saber como obtenemos la funcon de valoroptima,
comencemos a derivar la ecuacon diferencial parcial (EDP) paraVv. Para esto, establez-
camos algunos supuestos kasicos.

Existe una regla de controloptima u.
La funcon de valoroptima V es regular, en el sentido de qu¥ 2 C12,

Siguiendo con nuestro objetivo, el cual es derivar la EDP, primero jemosftx) 2 (0;T)
R". De namos a h como un incremento pequae en el tiempo, talqueh2 Ry t+ h<T.
Elegimos, entonces, una regla de control arbitraria jau, de nendola como u”.
uW(s:y) = u(syy); (ssy)2[tt+h] R
i a(s;y); (siy)2 (t+hT] R™
En otras palabras, si usamosu’ entonces trabajaramos con la regla de control arbitraria
u durante el intervalo de tiempo [t;t + h] y cambiaramos a la regla de control optima

23 Tenemos que decir que la derivacon realizada aqu es de una forma heur stica. Por tal motivo,
consideraremos como dados algunos supuestos bastantes fuertes y dejaremos de lado algunos problemas

ecnicos.
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durante el resto del periodo de tiempo. La idea principal de la programacon diramica se
puede resumir mediante el siguiente procedimiento:

Dado un punto (t; x) consideremos las siguientes dos estrategias sobre el intervalo de
tiempo [t; T ]:

I. Trabajar con la reglaoptima 0.

Il. Trabajar con la regla de control u? de nida arriba.
Calculamos la funcon de valor para cada una de las estrategias de nidas.
Finalmente, dado que la estrategia I, por de nicon tiene que ser al menos tan buena
como la estrategia Il, si dejamos queh tienda a cero, obtendramos nuestra PDE
fundamental.

Llevando acabo el programa anterior y teniendo en mente todos los supuestos hasta ahora
declarados, de namos nuestras estrategias para un problema general.

A. Funcon de valor (utilidad esperada) asociada a la estrategia |: esta es de alguna
manera trivial, ya que por de nicon la funcon objetivo esoptima dado que

J(t;x; 0)= V(t;x):

B. Funcon de valor (utilidad esperada) asociada a la estrategia Il: dividiendo nuestro in-
tervalo de tiempo [t; T] en dos partes, el intervalo {;t + h]y (t+ h; T], respectivamente,
tenemos que:

La funcon objetivo, empleando la estrategia Il, para el intervalo [t;t + h] esh dada

or n
P Z t+h #

Etx F(s;X{;us)ds
t

En el intervalo (t + h; T], observamos que al tiempot + h estaremos dentro de un
estado (estoastico) X!, ,. Dado que, por de nicon, usaremos la estrategiaoptima

durante el intervalo entero (t + h; T], la parte de la funcon que deber ser capturada,
precisamente, sobre el punto de tiempad + h esa dada por V (t+ h; X, ). Entonces
el valor de la funcon sobre el intervalo (t + h; T], condicionado a que en el tiempd

estemos en el estada, est dado por

Entonces, la funcon de utilidad esperada total para la estrategia Il es igual a
" Z t+ h #

Etx F(s;Xd;ug)ds+ V(t+ h; X544
t
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Comparando ambas estrategias, y ya que por de nicon la estrategia | es optima, de-
beramos llegar a la desigualdad siguiente:
Z t+h #
V(t;x) Eix F(s; X ug)ds+ V(t+ h; Xg ) (2:45)
t

Tambéen notemos que el signo de la desigualdad, se debe al hecho de que arbitrariamente
hemos elegido una regla de controlu, la cual opera en el intervalo {;t + h] y que no
necesariamente es laoptima2*

Ahora lo falta dejar que h tienda a cero. Si dividimos porh, la incorporamos dentro
de la esperanza y tomamos su Imite; asumiendo, por supuesto, su ciente regularidad que
nos permita tomar el Imite dentro de la esperanza y usando el teorema fundamental del
@lculo integral, asi como recordando queX; = X, obtenemos

F(t;x;u) + %\t/(t;x)+ AYV(t;x) O

donde u denota el valor de la reglau evaluada en € x), es decir,u = u(t;x): Ya que la
regla de controlu fue elegida arbitrariamente, esta desigualdad se mantenda para todas
las eleciones des 2 U y la igualdad se satisfacem, si y ®lo si,u = @(t;x). De aqu que

Y/
Q(t;x) +supfF(t;x;u)+ A"V (t;x)g=0:
@t u2U
Por otra parte, recordemos que el punto (;x) es p, pero fue elegido arbitrariamente, de

tal manera que la ecuacon anterior se mantenda para todo ¢;x) 2 (0;T) R":

24 podemos establecer que la igualdad (2.45) se cumplir a, siy ®lo si, la regla de control u es una regla
optima &. Notese que la reglaoptima no tiene que serunica. Ya que hemos supuesto que V es continua,
usemos la brmula de It6 para obtener

V(t+ h X&) =V(Ex)+ @t(s;xgw AYV(s;Xd) ds
t
Z tin
+ 54V(s; X&) Ydws

Si aplicamos el operador esperanza Et.x y asumimos su ciente integrabilidad, entonces la integral esto@s-
tica se desvanece. Sustituyendo la ecuacon resultante dentro de la desigualdad (2.45), obtenemos

Z t+h @V #
Et:x F(s;X&5us) + @t(S;X§)+ AYV(s;Xd) ds O

A partir de esta ecuacon, obtenemos el resultado deseado.

84



Tenemos, entonces, un tipo (no esandar) de EDP; donde la condicon de frontera
sera V(T;x) = ( x);8x 2 R".?® Junto con esta condicbn, la ecuacbn ahora recibe el
nombre de ecuacon de Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB).

Teorema 2.1 Bajo los siguientes supuestos: 1) existe una regla de controloptimay 2) la
funcon de valoroptima V es regular, en el sentido de qu¥ 2 CY%2. Entonces, se mantiene
que:

V satisface la ecuacon de HJB

8 @V
S —_(tx)+supfF(t;x;u)+ A'V(t;x)g=0; 8(tx)2 (0;T) R"
@t u2Uu

V(T;x)= ( X); 8x2R":

Para cada ¢;x) 2 [0;T] R", el supremo en la ecuacon de HJB presentada arriba es
obtenido a traves u = Q(t; x):

Seqin los argumentos expuestos hasta este momento, es fcil ver que el conjurtbdepende
del tiempo y del espacio. Si, entonces, establecemos la restriccon de control de la forma
u(t;x) 2 U(t; x); 8t; x; la ecuacon HIB permanece sin ninguna alteracon.

Es importante notar que este teorema tiene la forma de una condicon necesaria. Es
decir, que siV es la funcon de valoroptimo y si &t es el controloptimo, entoncesV satisface
la ecuacon de HJB y, adenas, 0(t; x) garantiza el supremo en la ecuacor?®

Sorprendentemente, la ecuacon de HJB tamben actua como una condicon su ciente
para el problema de controloptimo. Este resultado se conoce como el teorema de veri -
cacon para la programacon diramica. A diferencia de la condicon necesaria explicada
antes, esta parte es relativamente &cil de probar.

Teorema 2.2 (Teorema de veri cacon) Supongamos que tenemos dos funcionés(t; x) y
o(t; x), tal que:

25 Este tipo de condicon de frontera corresponde al contexto y a los supuestos establecidos aqu . Por

tal motivo, esto no establece ninguna generalidad en los problemas de programacon diramica esto@stica.
26 |a prueba del teorema puede consultarse en Fleming & Soner (1993).
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H es su cientemente integrablé’ y resuelve la ecuacon de HIB

8
H
< @—(t;x)+supfF(t;x;u)+ AYH(t;x)g=0; 8(tx)2 (0;T) R";
@t u2U
H(T;x)= ( x); 8x2R":
La funcon g es una regla de control admisible.
Para cada punto jo (t;x), el supremo en la expreson

supf F(t;x;u)+ A“H(t;x)g
u2U

se obtiene a trawes de la eleccon deu = g(t;x):

Entonces lo siguiente se mantiene:

1. La funcon de valoroptima V del problema de control esh dada por
V(t;x) = H(t;x):
2. Existe una regla de controloptimo @, donde G(t;x) = g(t; X):

Prueba. Suponiendo aH y g como se de nen arriba. Elijamos una regla de control ar-
bitraria u 2 U y un punto jo ( t;x). De nimos, adenas, el procesoX " sobre el intervalo
de tiempo [t; T] como la solucon a la ecuacon

dx
X

“siXE)ds+ (X L)AWs;

X:

Sustituyendo el procesoX Y dentro de la funcon H y usando la brmula de I1t6 obtenemos

y @H
H(T; XYY =H(t;x) + @(s;xy)+ AYH (s; XY ds
t
Zy

+ 5,H(s; X)) U(s; x d)dws:
t

27 g supuesto de que H es su cientemente integrable signi ca que la integral esto@stica dentro de la
prueba tiene un valor esperado igual a cero. Sera el caso si, por ejemplo, H satisface la siguiente condicon

5 H(s;XY) Y(s;X¥) 2 82
para toda regla de control admisible.
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Dado queH resuelve la ecuacon de HJB, podemos ver que

H
%t(t;x)+ F(t;x;uy+ A'H(t;x) 0;8u2 U:
De aqu, obtenemos la siguiente desigualdad, para caday P-a.s.?®
@H

@(S;XSUH A'H (s;x ) FUs; xh:

A partir de la condicon de frontera de la ecuacon HJB, tenemos tamben que H (T; XP) =
( X¥); as que
Z Z

H (t; x) FUs; XNds+ ( X H) 5,H(s; X)) Ydws:
t t

Aplicando el operador esperanza y suponiendo su ciente integrabilidad para prescindir de
la integral esto@stica, llegamos a que
" ) "
H(t;x) Eux FU(s; XMds+ ( XYy =7 (t;x; u):

t

Dado que la regla de controlu fue elegida arbitrariamnete, entonces
H(t;x) supd(t;x;u)= V(tx): (2:46)
u2u

La segunda parte de la demostracon, implica que eligamos una regla de control espec
ca u(t;x) = g(t;x): Siguiendo los mismos @lculos de arriba y considerando todos los
supuestos establecidos hasta ahora, tenemos que

@M x)+ FI(tx)+ AIH (tx) = 0;
@t
y, por lo tanto,
'lZ T #
H(t;x) = E FI(s; X 9)ds + ( x?) =J (tx; 9):

t

Por otra parte, es cierto que
V(tx) J (x5 0):

Junto con este resultado y usando (2.46), obtenemos

H{tx) V(tx) J (x5 g)= H(tx):

28 En probabilidad, esto signi ca que tenemos un evento con medida de Lebesgue 1.
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Finalmente, esto muestra que
H(tx)= V(tx)=J (tx 9);

as que, H = V y g es la regla de controloptima.?® + 30

2.4.3 El programa de optimizacon

Para describir la manera de resolver la ecuacon de HJB, consideremos nuestro problema
de controloptimo esaindar con sus correspondientes restricciones:

8
< @V(t;x) +supfF(tx;u)+ AYV(t;x)g=0;
u2U

ot (2:47)

V(T;x)= ( X):
Esquematicamente, podemos proceder de la siguiente forma

1. Consideremos la ecuacon de HJB como una EDP para una funcon desconocidd.
2. Fijemos un punto arbitrariamente (t;x) 2 [0;T] R" y resuelva para este punto, el
problema esatico de optimizacon

rJ12aUx[F (tx;u)+ AYV(t;x)]:

Podemos ver que en este problema es launica variable. Las funcionesF; ; y V
son consideradas como dadas.

3. La elecconoptima de u, denotada por @, por supesto, depender de la eleccon que
hayamos hecho sobre¢ y x; pero tambien depender de la funconV y de sus derivadas
parciales (las cuales se representan p@&"V). Para resaltar esta situacon tenemos
que 0:

0= a(tx;V): (2:48)

29 Tenemos gue decir que la demostracon es invariante, en el sentido, de que aplica tanto para problemas
de maximizacon como de minimizacon. Por supuesto, la de nicon para la funcon de valor, as como para
la funcon de valoroptima, cambia. Sin embargo, es &cil comprobar que todos los resultados se mantienen
si la expreson

supgoufFF (G x;u)+ AYV (L x)g

en la ecuacon HJB es remplazada por la expreson

infuoufF(tXx;u)+ AYV(t;x)g:

30" como ya lo mencionamos, la demostracon de este teorema tambéen aplica en el caso en donde el

conjunto de restricciones de control U sea dependiente del estado y el tiempo, a saber, U(t; X).
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4. La funcon (t;x; V) es nuestro candidato para regla de controloptima, pero ya que
no conocemoy/, nuestra especi cacon hasta el momento es incompleta. Por lo tanto,
sustituimos la expreson @ en (2.47) para obtener:

8 \Y/
S g0 RGN + ATV (EX)g=0;

V(T;x)= ( x):

(2:49)

5. Esta especi cacon ya nos permite resolver la EDP. Encontrando la funconV indicada,
sustituimos en (2.48) y gracias al Teorema 2.2 podemos ahora identi car & como la
funcon de valoroptima y a “"u como la regla de controloptima.

El mayor reto de la programacon diramica es precisamente resolver la EDP no lineal
del tipo de (2.49). No existe un netodo analtico general que nos ayude a resolverla.
Slo un rumero pequero de problemas de control optimo tienen una solucon analtica
conocida. En otra situacon, usualmente debemos intentar encontrar una solucon, es
decir, tpicamente se tiene que proponer un candidato paraV, especi cado por un rumero
nito de paametros. Partiendo de esto, usamos la EDP con el n de identi car dichos
paametros. El uso de la intuicon en el momento de proponer un candidato siempre es
de mucha ayuda y aumenta la probabilidad de que nuestra solucon propuesta sobr¥,
asociada a las restricciones existentes y a la funcon objetivo, sea la correcta. Asimismo, la
especi cacon adecuada de las restricciones podran ayudarnos a solucionar analticamente
nuestro problema3!

31 Un buen ejemplo para ver la aplicacon del m etodo de programacon diramica esto@stica expuesta
hasta aqu , es el problema conocido como problema del regulador cuadatico lineal. En este chsico ejemplo
de ingenier a se pretende minimizar

IIZ #

.

E XXX + UWRuUgdy + X¥HX 1 ;
0

donde © denota la operacon de transposicon. La funcon objetivo est sujeta a la diramica
dX = fAXt + Butgdt + CdW;:

Una interpretacon a este problema es la siguiente: necesitamos controlar un veh culo de tal forma que
permanezca cerca del punto inicial (el origen est especi cado por lost erminos XOQX y XOHX), mientras
gue al mismo tiempo mantenga la energ a que emplea (UORU) al m nimo. En este problema X; 2 R"
y ut 2 RK: Las matrices Q; R;H;A;B y C son conocidas. Sin perdida de generalidad se supone que
Q; R y H son simetricas y que R es de nida positiva (y por lo tanto invertible). La ecuacon de HIB es
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2.4.4 Una generalizacon al problema de decison de nuestro agente ecoromico

En muchos de los modelos construidos dentro de la nanzas y la macroeconares natural
trabajar con problemas de controloptimo (determinstico o esto@stico), donde la variable
de estado est sujeta a un dominio especo. En este sentido, es razonable exigir que la
riqueza de nuestro agente (consumidor-inversionista) nunca sea negativa.

Consideremos la siguiente ecuacon diferencial estoastica (EDS):

dX (t; X¢;u)dt + (6 X ¢ up)dWy;

Xo = Xo;

donde, como antes, consideramos tamben una restriccon de control del tipou; 2 U.
Asimismo suponemos un intervalo de tiempo jo [QT] y un dominio jo igual a D
[0;T] R":

La idea lasica es que cuando el proceso de estado alcance la front@ebde D, entonces
la actividad nalizaa. De esta forma es natural de nir el tiempo de paro 3> como

=infft 0j(tXy)2 @" T,

donde entendemos pox  y = min[ x; y]:

Consideremos como dada una funcon de utilidad instantaned- (t; X; u) y una funcon
bequest( t;x), es decir, un mapeo : @D! R: De esta forma, el problema de control es
maximizar Z

E  F(siXgius)ds+ (;XY)
0
Suponemos tamben queXy 2 D. La interpretacon de lo anterior es que cuando alcance-
mos la frontera @D el problema se acalo y obtenemos lo (; X ). Vemos, entonces, que

entonces:

8
% Qvt X) + inf, gx FXQX + URU +[r «V](t;X)[AX + Bu]g

t
X
1 @V

> @@y IICCh =0

N
V(T:X) = onx:

Para cada punto jo elegido (t;X), tenemos que resolver el problema de optimizacon que nos ayude a
minimizar

uRu +[r ,V](t;x)[Ax + Bul:

32 para recordar la teor a tasica de martingalas y tiempos de paro, v ease el Apendice E.
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nuestro problema original corresponde al caso cuandd =[0;T] R" y es constante
sobre la variablet.

Para analizar nuestro problema, podemos proceder como en las secciones previas,
introduciendo la funcon de valor y la funcon de valoroptima exactamente como lo hicimos
antes3® Primero consideremos que la funcon de valoroptimaV es una funcon doblemente
diferenciable, es decir, queV/ est en C1? y que existe una reglaoptima . Entonces lo
siguiente se mantiene:V satisface la ecuacon de HIB

8 @V
< =_(t;x)+supfF(t;x;u)+ AV (t;x)g=0; 8(t;x) 2 D;

@t u2U
V(t;x)=( t;x); 8(t;x) 2 @D:

Para cada {;x) 2 D, el supremo en la ecuacon de HJB est dado pomu = G(t;x):

Adenas, por el Teorema de veri cacon, suponemos la existencia de dos funciones
H(t;x) y g(t;x), tal que H es su cientemente integrable y resuelve la ecuacon de HJB:

< =_(t;x)+supfF(t;x;u)+ AYH(t;x)g=0; 8(t;x) 2 D;
- @t u2Uu

H(t;x)=( t;x); 8(tx)2 @D:

La funcon g es una regla de control admisible. Asimismo, para cada punto jo {(x), el
supremo en la expreson

supf F (t;x;u)+ AY“H(t;x)
u2U

se alcanza a trawes de la elecconu = g(t; x).

Entonces tenemos que la funcon de valoroptimaV para el problema de control esta
dada por
V(t;x)= H(tx)

y existe una regla de controloptima @, tal que cumple ¢(t;x) = g(t; x): Despies de haber
ilustrado el proceso a seguir, resolveremos el problema de controloptimo para el consumo.
Considerando el problema de maximizacon del valor presente de la utilidad esperada

n Z T #

E F(t;Ct)dt+ ( XT)
0

33 Nuestro problema podr a ser mas complicado, si dentro de la integral esto@stica considearamos un
Imite esto@stico de integracon. Este problema t ecnico lo evitamos ya que esa fuera del alcance de la

presente investigacon.
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y dada la diramica de la riqueza
dXt = Xt(U?r + Ug' )dt Ctdt+ Ug‘ X tth:

Como siempre, tamben, imponemos las siguientes restricciones de control

¢ O 8t O

ud + ul=1;8 O

En un problema de control de este tipo es importante esar consciente que es muy fcil
formular un problema degenerativo. Tomando un simple ejemplo, supongamos que =0
y que F es creciente en la variablec sin | mite. Entonces el problema no tiene sentido, ya
gue no posee una soluconoptima, simplemente porque el consumidor puede aumentar su
utilidad a cualquier nivel a trav es del consumo de una cantidad cada vez mas grande en
cada tiempot.34

Podemos simpli car nuestra restriccon u? + ul =1, de niendo una nueva variable
de control wy comow; = u} y por lo tanto (1 w;) = u?. Entonces dada nuestra diramica
de estado

dX¢=w[ r]Xidt+(rX¢ c)dt+ w; X (dW;

y la ecuacon de HJB correspondiente es:
8

v Y Vo1 v
% %t(t;x)+ § Sol;va)zR F(t;c) + wex( r)%x+(rx Ct)%; QXZWZ 2% -0:
2 V(T;x)=0;
| V(t;0)=0:

34 La consecuencia de este comportamiento es, por supuesto, que el proceso de la riqueza, con una alta
probabilidad, llegaa a ser negativo. Pero esto ni est prohibido por las restricciones de control, ni esa
limitado por alguna funcon  bequest Una forma sencilla de evitar este problema es elegir el dominio D de
laforma D =[0;T] f Xxjx> 0g: Con de nida como

= infft> 0j Xy =0g~" T:

Una funcon objetivo natural en este caso es igual a

Z

E F(tco)de ;
0

lo cual, autonaticamente, asegura que cuando al consumidor se le haya agotado la riqueza, cualquier

actividad queel realice se termina.
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Ahora podemos suponer qué- es de una cierta forma en particular, por ejemplo

F(tc)=e 'c:

2.5 La funcon de utilidad HARA y la ecuacon de Bernoulli

Consideremos el caso en donde, como lo dijimoB, es de la forma
F(tc)=e 'c;

donde 0< < 1. El razonamiento ecoromico detas de esta forma funcional es que
ahora tenemos una utilidad marginal in nita cuando ¢ = 0. Esto forzaa a que el plan de
consumo optimo sea positivo a lo largo del periodo de tiempo establecido, de hecho esto
facilitaa el tratamiento anal tico del problema.

El problema de optimizacon eshtica se resolvela con respecto ac y w. Entonces, lo
gue se tiene que maximizar

e 'c + wx( r)gv+(rx c)g\;+ e 2 @OV

@x

y, suponiendo una solucon interior, las condiciones de primerorden son:

c l=e'V;
\V3 r (2:50)
w = :
X Vi 2

Con el n de implementar el plan de consumo e inversonoptimo, es necesario conocer la
funcon de valoroptima V. Por lo tanto, debemos proponer un candidato a ser solucon.
Considerando la forma de la funcon de utilidad instantanea es posible trabajar con una
funcon V de la siguiente forma

V(tx)=e 'h(t)x ; (2:51)
donde, dadas las condiciones de frontera, debemos trabajar con
h(T)=0:

Dada esta forma funcional deV, tenemos que:

%\t/ze " hx e 'hx ;
%\;= e 'hx 1 (2:52)
%: ( e 'hx =%
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Donde \ " representa la derivada con respecto al tiempo. Sustituyendo estas expresiones
dentro de (2.50), obtenemos:
r

W (t; x) 2 ) (2:53)

&(t;x) = xh(t)T 7
Este resultado parece ser bueno. Primero porgue el candidato para el portafoliooptimo es
constante y, segundo, la regla del candidato de consumooptimo es lineal con respecto a la
variable riqueza. Con el n de usar el Teorema de veri cacon, tenemos que mostrar que
la funcon V de la forma (2.51) realmente resuelve la ecuacon de HJB. Por tal motivo,
sustituyamos el sistema de ecuaciones dado por (2.52) en la ecuacon de HJB. Esto nos
arroja el siguiente resultado

n (0]
X h(t)+ Ah(t)+ Bh(t) =@ ) =0;

donde las constantesA y B esan dadas por:

Si esta ecuacon se mantiene para toda y para todo t, entoncesh resolvea la ecuacon

diferencial ordinaria:
h(t) + Ah(t) + Bh(t) =@ ) =90;

h(T)=0:

(2:54)

Una ecuacon de este tipo se conoce como una ecuacon de Bernoulli y puede ser resuelta
expl citamente.

Finalmente, hemos mostrado que si consideramos una funcol del tipo (2.51) con
una h de nida como la solucon a (2.54) y, adenas, establecemos aft y € por (2.53),
entoncesV satisface la ecuacon de HJB yW#, € alcanzan el supremo en la ecuacon. De
tal forma que el Teorema de veri cacon nos dice que hemos hallado la soluconoptima a
nuestro problema de maximizacon.
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CAPITULO TRES

Maximizacpn de utilidad dentro de una econam
bajo incertidumbre nanciera

\[El premio] es completamente irrelevante para m.
Cualquiera puede entender que si la prueba es
correcta no se necesita ningun otro reconocimiento”

Grigori Perelman

3.1 Planesoptimos de consumo e inversbon con dos activos y un factor de riesgo
nanciero

En esta seccon se lleva a cabo una aplicacon de la programacon diramica esto@stica en
tiempo continuo al problema de decison intertemporal de un consumidor racional. Para tal
n, desarrollamos y resolvemos algunos problemas de decison entre el consumo e inverson.
En este contexto, las ecuaciones recursivas de Bellman y la ecuacon de Hamilton-Jacobi son
elementos claves para la determinacon de las condiciones de primer ordénConsideremos,
para comenzar, un consumidor maximizador de su utilidad esperada con vida in nita.

Materatico ruso, galardonado con la Medalla Fields 2006, quien demostp la conjetura de Poincar e
y, con ello, la convirto en teorema. La conjetura de Poincar e, propuesta por el matermatico franc es Henri
Poincar e en 1904, era el problema abierto mas famoso de la topolog a. Vagamente hablando, la conjetura
indica que si una variedad tridimensional cerrada es su cientemente similar a una esfera en el sentido de
gue cada bucle en la variedad se puede transformar en un punto, entonces ella es realmente ©lo una esfera
tridimensional. Por alg un tiempo se ha sabido que el resultado aralogo es cierto en dimensiones mayores;
sin embargo, el caso de variedades tridimensionales ha resultado ser el mas difcil de todos porque, cuando se
manipula topobgicamente una variedad tridimensional, hay muy pocas dimensiones para mover \regiones
problematicas" fuera del camino sin interferir con algo mas. En 1999, el Clay Mathematics Institute
anunco los problemas premiados del milenio - un premio de un milbn de lares por la demostracon
de alguna de varias conjeturas, incluyendo la de Poincar e. Es aceptado por todos que una demostracon
exitosa de la conjetura de Poincar e constituye un hito en la historia de las matematicas, comparable con

la demostracon de Andrew Wiles delultimo Teorema de Fermat, pero posiblemente de mayor alcance.
L La referencia conjunta de los trabajos teoricos de Hamilton, Jacobi y Bellman para el caso esto@s-

tico, se emplea para solucionar una ecuacon diferencial parcial de segundo orden y, en una situacon

deterministica, para solucionar una ecuacon diferencial ordinaria de primer orden.
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Supongamos, tamben, que el individuo tiene acceso a un activo libre de riesgo, un bono
cupn cero, y a un activo con riesgo, una accon.

3.1.1 Planteamiento del problema con una funcon de utilidad logar tmica

Consideremos el siguiente problema de optimizacon, donde existe un consumidor averso
al riesgo que obtiene satisfaccon por la adquisicon de un bien de consumo. La funcon de

utilidad esperada, al tiempot = 0, del individuo es de la forma

8 9
<24 =

Vo=maxE  In(c)e 'dt Fq ;
Ct Wt . )
0

dondec; es consumo, es latasa subjetiva de descuento ¢ es la informacon disponible al
tiempo t = 0. El supuesto de utilidad logar tmica permitia generar soluciones analticas.
Los precios en erminos reales del bono y la accon los denotaremos, respectivamente,
mediante by y S;. El bono paga una tasa constante y libre de riesgo de incumplimiento
r. Denamos a w; = S;=a como la proporcon de la riqueza que el consumidor asigha
a la tenencia de ttulos de capitaly a1 w; = b=a como la proporcon de la riqueza
asignada a ttulos de deuda. En este caso, la evolucon de la riqueza real sigue la ecuacon
diferencial esto@stica siguiente

dat = (1 Wt)athb + Wtaths Ctdt:

Estaultima ecuacon representa la restriccon presupuestal de nuestro agente. Por otra
parte, supongamos que los rendimientos del bono y de la accon satisfacen

d
dRp = Kh = rdt

d
dRs = gst: dt + dWg;

de tal forma que la restriccon se puede reescribir como

dar = (Wra;c)dt+  (we;a)dWy; (3:1)
donde
G
(Wiase)=a r+(  rnw a—‘t y (Wi a) = Weay :

Adenas, W; es un movimiento Browniano estandarizado, lo que tcnica e intuitivamente
establece la existencia delunico factor de riesgo dentro de nuestro modelo. Junto con esto,
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debemos decir quaN; est de nido sobre un espacio jo de probabilidad con una Itracon

( ;F;(Fo)t o;P). Porultimo, consideremos que las funciones (w;ai;¢)y (W a;) son
conocidas, suaves y doblemente diferenciables. Bajo este escenaxipy w; son nuestras
variables de control y a; nuestra la variable de estado.

Para obtener la ecuacon de Hamilton-Jacobi-Bellman asociada a este problema de
control optimo esto@stico, necesitamos establecer las ecuaciones recursivas con el n de
caracterizar una solucon. A trawes de esta ecuacon, hallaremos el tipo de decisiones
intertemporales que tomaa nuestro consumidor racional. De namos, ahora, el siguiente
funcional J como

82 2
J(a;t)=max E. In(cs)e °ds Fy, = V(a)e ';
t

a partir de esto, la condicon de HJB est dada por

( )

1
0=max In(c) V(a)+aVia) r+( Dw ~ + aVRagw? 2

Ct ;Wi at

La expreson anterior se obtiene considerando el teorema de valor medio para integrales,
expandiendo por series de taylor y aplicando el lema de It6. Por otra parte, st y W;
sonoptimos (es decir, con ellos la ecuacon alcanza el maximo), entonces, obtenemos una
ecuacon diferencial parcial de segundo orden sobr¥

1
0=in(c) V(a)+aVi@) r+( nw ~ +aVRaw? % (32)

{
Con el propsito de resolver nuestro problema de maximizacon, sujeto a la restriccon
considerada, necesitamos hallar la solucon a esta ecuacon. Ya que la funcon objetivo es
separable en sus variables, calculemos las condiciones de primerorden con respectacde

y w; de la ecuacon (3.2).
é— V%a)=0 (3:3)

V%ay)a( r+ V%Qa)wa? ?=0:
Estaultima ecuacon, podemos reescribirla de la siguiente forma

C n.

wiay 2

Voc(at) = Vo(at) (3:4)
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Propongamos, entonces, un candidato para resolver la ecuacon diferencial
V(a))= o+ 1In(a&); (3:5)

y ya que las derivadas con respecto a la riqueza son iguales a

Voa = 1 VO a) = =
(a) a y {a) a2
logramos eliminar la dependencia de; que existe en la ecuacon (3.4). Si sustituimos estas

derivadas en las ecuaciones (3.3) y (3.5), obtenemos los siguientes resultados, los cuales

establecen la diramica de nuestras variables de control

Con todo esto, obtenemos a partir de la ecuacon (3.2) lo siguiente

NI =
=
N

0=In(a)(1 1) In( 1) ot 1lr+(  rw] 1

lo cual implica que

[ =

1 1,

r
0= In( ) 1+—+2— ;

donde =( r)=:
Ahora somos capaces de determinan las trayectorias esto@sticas de la riqueza y el

consumo de nuestro consumidor racional. Para comenzar, sustituyamos los valoresoptimos
dew y ¢ en la ecuacon (3.1).

dat=at r + 2 dt + th ;

donde = ( r)= . Aplicando el lema de It6 a dIna;, podemos decir que la ecuacon
anterior es igual a

dina; = r + = 2 dt+ dw:

NI =
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Con lo cual podemos asegurar que la solucon a esta ecuacon diferencial esto@stica, sujeta
a ag, esh dada por

1
a; = agexp r +§2t+Wt

Por otra parte, sabemos quew; = Ep t, dondeE N (0;1), de tal manera que

1 p-
a; = agexp r +Z 2 t+ E t

NI

Finalmente, ya quec; = ay, el consumo satisface la siguiente ecuacuon

p_
G = agexp r +>-2 t+ E t

NI =

3.1.2 Planteamiento del problema con una funcon de utilidad con averson
proporcional al riesgo constante (CPRA)

Supongamos, nuevamente, que nuestro consumidor racional, ademas de elegir su nivel de
consumooptimo, tiene acceso a un bono que paga una tasa de intees libre de riesgq,y
a un activo con riesgo, una accon, que paga un rendimiento Rs. En este caso, nuestro
agente ecoromico tiene que resolver
Z, c
max E e SdsF; ;

Ct ;Wt t

sujeto a

(

dat = (1 Wt)atrdt + Wtaths Ctdt;
dRS = dt+ th,

dondew; = hh=a y (1 w;) = S;=&. Las variablesh y S; representan, respectivamente, el
precio del bono y el precio de la accon. De esta manera, la restriccon se puede reescribir
como

C
da; = a; r +( r)wy a_t dt + wia; dWk:
1

Si de nimos, ahora, como el funcionald a
Z c
J(a;t)=max E Ze SdsF; ;

Ct Wt t

99



obtenemos la siguiente ecuacon recursiva

Z 1
C
J(at;t)=r£1axE =e SdsF;
t Wt t
( Z t+d t Z 1 C )
=max E —=e Sds+ —=e SdsF;
CaWt t t+d t
( Z gt )
= max E =e Sds+ J(ay +dag;t+dt) Fy
Ct Wit +d t] t

= max E &etdt+o(dt)+J(at;t)+dJ(at;t)Ft

Ct Wiej[tt +d t]

En virtud del lema de 1t6, aplicado a J = J(a;;t), se sigue que

(
0= max E e tdt+ o(dt)
Ct Wit +d t]
L )
+ Ji+ Jaa r+( rw; a& + é‘]‘%\wtzat2 2 dt+ Jawia dW; Fy
1
n .
3:6
=  max e tgr+ odt) + Ji+ Jaa r+( r)W; & (3:6)
CoWe e +d 1] at
0

1
+§Ja;j\wt2at2 2 dt

Ct 1
—max e '+ Ji+ Jaay 1+ ( W, — + ZJaawia? ?
Ct ;Wi sh 2

Consideremos ahora un candidato de solucon, en variables separables, para la ecuacon
diferencial parcial anterior
J(ag;t) = V(a)e ':

En este caso, las derivadas correspondientes son iguales a
Ja=Va)e *; Jaa = VNa)e ! y Ji= V(ae ':
Al sustituir las ecuaciones anteriores en (3.6), tenemos que la condicon de HJB es igual a

C 1
0 = max &y (a)+ VYa)a: r+( rw a_t + év"‘(at)wfaf 2
t W t

Si ¢, es realmente eloptimo, entonces

1
=2 V@)t Viaa r+( nw aﬁ toVRadawy % (37)
1
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Si ahora elegimos como funcon de valor a
a
V(ia)= -+
obtenemos
Via)=a, 'y VRa)= ( Da =

Por lo tanto, la ecuacon (3.7) se transforma en

0=% A4 re( nw %+%( 1a, w2 2 (3:8)
t

Si derivamos la expreson anterior con respecto de; y w;, tenemos que

Da, (3:9)

1 r
Wy W= 1 > (3:10)

n #
2 2
Y 1 r 1 1 2 r
0= —+ r+ C D0 o+ = 1
1 2 ( )(1 )2 2
9 1 r?
= — 4+ r + - C
2 1
De esta manera,
= n__ _ ., L1 5.
1 2 1 '
donde ( r)= es el premio al riesgo de mercado. Porultimo, para garantizar que

el consumo se mantenga positivo necesitamos suponer que

1

>r o+

NI

Ahora bien, ampliemos el modelo anterior suponiendo que adenas de los dos activos men-
cionados, a los cuales el agente tiene acceso, existe la posibilidad de que adquiera una
opcon de compra europea sobre la accon comercializada. Por lo tanto, nuestro individuo
tiene acceso a tres activos reales: una accon de prect, una opcon sobre dicha accon,
cuyo precio esc = ¢(S¢;t) y un bono de precioly, libre de riesgo de incumplimiento, que
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paga unatasa de intees ja r. Supongamos, adenas, que el rendimiento que paga el activo
subyacente es igual a
dRs = dt+ dW;: (3:11)

Asimismo, supongamos que el rendimiento que paga el bono est dado por
dRy = rdt: (3:12)

En vista de (3.11), la aplicacon del lema de It6 ac = ¢(S;;t) conduce a que el rendimiento
de la opcon satisface

donde
@c, @cg , 1dc g, 1
° @t @s”' 2@8 ' ¢
y @ 1
c
R

Suponemos que(S;; T) =max(S; K; 0), dondeK es el precio de ejercicio de la opcon.
Tamben wy; = S;=& es la proporcon de la riqueza que el individuo asigna a la tenencia
de accioneswy; = Vi=g la proporcon de la riqueza que asigna a una opcon europea de
compra sobre dicha accony 1 wj;;  wy la fraccon, complementaria, que asigna a un
instrumento libre de riesgo, el cual paga un rendimienta constante a cualquier plazo. En
este caso, el agente resolven el siguiente problema

Z 1

C
max E e SdsF; ;

Ct ;W 1t W2t t

sujeto a
da; = a;wytdRs + aywdRc + a: (1 wyy Wy )dRp ¢ dt:

Es importante destacar la diferencia entre la notaconcy ¢, la primera representa el precio
de la opcon y la segunda el consumo. Despms de sustituir (3.11),(3.12) y (3.13) en la
restriccon presupuestal, podemos reescribirla como

Ct
da; = a; r+( NDwie +( ¢ r)wy 2 dt + ar(wyy + Wy ¢)dWi:
1
Ahora de namos el funcional J
Z c
J(a;t)= max E e SdsF; ;

Ct W1t ,Wat t
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por lo tanto,

( Z t+d t Z 1 C )
J(a;;t)= max E e Sds+ =e SdsF;
CtiWit;Wat t t+d t
( Z t+d t )
= max E =e Sds+ J(ag +da;t+dt) Fy
Ct W1t ;Woat]tt +d t] t

max E e tdt+ odt)+ J(a;t)+dJ(a:t) Fy

CtW 1t W2t [t +d t]

En virtud del lema de It6, aplicado a J = J(a;;t), tenemos que

0= max E e tdt+ o(dt) + Jy+ Jaay 1 +( Owie +( ¢ NWy —
oW1t Wy a

1
+ éJaaatZ(Wlt + Wy ¢)? dt+ Jaar(wy + wy o)dW; Fy

Tomando la esperanza de los erminos dentro del paentesis y, posteriormente, dividiendo
entre dt, para nalmente tomar el Imite cuando d t ! 0O; obtenemos la siguiente ecuacon

0= max %o tgr+ Jo+ Jaag 1 +( Dwi +( ¢ )Wy &
oW1t ;W2 a

. )

+ —JaaatZ(Wlt + Wyt c)2

2
Consideremos un candidato de solucon de la forma
J(a;t) = V(ae *;
entonces, nuestras derivadas son iguales a
Ja=VYa)e '; Jaa = VRa)e ! y Ji= V(ae ':

Sustituyendo estos resultados en nuestra ecuacon recursiva, obtenemos la condicon de

HJB
n

C
0= max & V(a)+Vqa)a r+( Owp+( ¢ Dwy =
CtiW 1 ;W ot at
1 0 2 20
+ EV ((at)at (Wt + Wyt ¢)°
Ahora bien, si wy¢, Wyt Y ¢ Sonoptimos, tenemos que
_G 0 G
0=—  V(a)+ VH{a)a r+( MWy +( ¢ M)Wy a
t (3:14)

1
"'QVO(tat)atz(Wlt + Wy )%
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Supongamos como funcon de valor a
&
V(a)= —;

entonces,

1)

Via)= a! y VRa)= ( Dnal ?:

De esta manera, la ecuacon (3.14) se transforma en

a 1
0= ZLra, r+( nDwyet( ¢ Nwy a&t 5 ( Da, (wy +wy )% (3:15)

Al derivar estaultima expreson con respecto a C;;Wst; Y Wo; obtenemos lo siguiente
¢ ' a, '=0;

a( r+ Da, (Wi + Wy ¢) =0

ay(c N+ ( Da, (Wit + Wot ¢) ¢ =0:
Estas tres ecuaciones podemos reescribirlas como

1=(

G = b A, (3:16)

r=_1 YWyt + Wy )

c r=Q@1 (Wi + Wyt ¢) ¢

Donde las dosultimas ecuaciones implican que los premios al riesgo d& y c(S;;t) son

iguales, es decir,
c r

Desples de sustituir .y . en la ecuacon anterior tenemos que

@c_ @c 1@c ,

+ — S+

@ 1@c ;e _ @c..
ot @s° ' 2@8 >+ 70 Nagg™

lo cual conduce a la ecuacon diferencial parcial de Black-Scholes

@c+ @c

@c, @« +1@,302
@t @$

2@3%
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junto con la condicon de frontera, donde se cumple que(S;; T) = max(S; K; 0): Ahora
bien, para determinar la diramica esto@stica de la riqueza real del consumidor, susti-
tuyamos (3.16) en (3.15), con lo que obtenemos

=C D

0= ———  —+ (r+ w g+ w =C Dy 2.
( 1t CcC C 2t) 2(1 )
donde
r r
= y c= ¢ :
C
Dado que = ¢, la ecuacon anterior se transforma en
0 =( 1 BV ,
= — 4+ 71 + Wi+ W N +

0 equivalentemente en

lo cual implica que

1
1 2 1
En la siguiente tabla presentamos los principales resultados de nuestros ejercicios teoricos.
Presentamos, de igual manera, una extenson para el caso de tres activos y un factor de
riesgo, asi como el uso de otras funcon de utilidad empleadas en la literatura.

Tabla 2. Resumen de resultados: 1) programa de maximizacon, 2) ecuacon recursiva
de HJB, 3) candidato de solucon y 4) trayectoriasoptimas de las variables de control.

Caso general (dos activos y un factor de riesgo)

R
1) max,, E  F(tuy)dt j Fy
t

s.a. Xy = (X¢;u)dt+ (X )dW;

2) 0=max, F(Hu)+ 9+ & (xiu)+ 323 2(x)

3) Dado F(t;u)) = G(u)e ') J(xi;t) = 1G(x)e !

4) Goup) + 2G%x) &g =0
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Funcon de utilidad logartmica

(dos activos y un factor de riesgo)

R
1) maxe, -w, E In(cr)e tdt j Fo
0

s.a. da = (Wi a;c)dt+  (we;a)dW

donde (wi;asc)=a r+(  nNw gy (W;a)= wa
n

2) 0=maxc¢w, In(c)

V(a)+ aVya) r+( nw &

0
1
+za?Va)wg 2

3) V(a)= o+ 1In(a)

donde 1=ty o=211In() 1+°+ }

— 1 — r
G=Tayw W= —

4)

Funcon de utilidad con averson proporcional al riesgo constante (CPRA)

(dos activos y un factor de riesgo)
R, )
1) maXxc, -w, E e SdsjF
t
s.a. da = (W a;c)dt+  (wg;a)dW
donde (wi;ai;c)= a r+( r)wy (% y (W a) = weag
2) 0 = MmaXg, w, V(a)+ VYada r+( nw &
0
+3VRXa)wia? 2
3) V(a) = =
n o]
donde € V= __— - 1 L 2
4) G = 1= 1) ar y W W = % 2r
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Funcon de utilidad con averson proporcional al riesgo constante (CPRA)

(tres activos y un factor de riesgo)

R .
MaXe, wy, wy E fse SdsjF,

1)
t
dag = a r+( Dwi +( ¢ M)Wy ;—‘t dt + a;(wye + wy ¢)dW;
2)  0=maxcwiwa = V(a)+ VYada r+( Owie +( ¢ Nwa 3
0
"‘%VO((at)atZ(Wlt + Wo ¢)?
3) V(ia)= =
n 0
1= 1) = 11 2
donde ** Y=_-— - r 1 L
4) ¢ = ¥ Da, r=@  )wy +wy ¢) VY
c r=Q Y (Wi + Wot o) ¢
Funcon de utilidad hipertolica con averson al riesgo absoluta (HARA)
(tres activos y un factor de riesgo)
R 1 Bct s i
l) ma.)((_‘,t W1t ;W ot E —— 1 + e dSJFt
t
dag = a r+( DWie+( ¢ Nwa  g- dt+ a(wa + wy o)dW;
A
2) 0= MaXe wywy —— pob+ V(a)+ VAada r+(  rwy
0
H oo Nwx g 4 sVOa)aZ(wy  + Wy )2
3) V(a)= o+ 1*— 1Ba‘ +
1h 1 B 1 B 1
donde 0o— -~ 1B— 1Ct + 1BCt 1Ct +
1 2,2 Ba 2 2i 1 Tt
§1Bat1—t+ y 1:_Bat+
i i -
4) Py =, 22+ . r=Ba; 22t+  (wy +wy o)

— Ba
c r=Bar T7++ (Wi +Wwa o) ¢
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Funcon de utilidad con averson absoluta al riesgo constante (CARA)

(tres activos y un factor de riesgo)

1) MaXe, wy, wa E e "‘e SdsjF,
t

da; = a; r +( Wi +( ¢ M)Wy % dt + a;(wyr + wypr ¢)dW,

2) 0 = maXc, wy -wa e °! V (a)+ VYa)a, r+( )Wyt
0

+( o Nwa &+ 3VRa)a(wie + wa o)?

at

3) V(a)= o 1%

h i

donde o= e 2t g @& Sa? 2y e

4) e ‘t= qe 2, r= ag(wyi + Wy ¢)

¢ = ag(wi + Wy ¢) ¢

3.2 Planesoptimos de consumo e inverson con tres activos y dos factores de
riesgo (opciones con volatilidad estoc  astica)

En esta seccon obtenemos, a trawes de la modelacon del comportamiento de agentes
racionales maximizadores de utilidad, la ecuacon diferencial parcial que caracteriza el
precio de una opcon europea de compra cuando la volatilidad es estoastica. Particular-
mente, suponemos que la volatilidad es conducida por un movimiento geaatrico Browni-
ano. Adenas, suponemos que los agentes tienen acceso a tres diferentes activos nancieros:
una accon, una opcon sobre dicha accon y un bono libre de riesgo de incumplimiento que
paga una tasa de intees ja. Finalmente, es importante mencionar que no contemplamos

la existencia de impuestos, ni de costos de transaccon en el mantenimiento del portafolio,
es decir, no hay comisiones que tengan que pagar los inversionistas. Consideremos, por
ultimo, que no se existe el pago de dividendos.

Supongamos que el precio del activo subyacent&;, sigue un movimiento geonetrico
Browniano, cuya volatilidad al cuadrado (la varianza), 2 = V;, es conducida por otro
movimiento geometrico Browniano, es decir,

(gs, = s.dt+ (Sdwi
(3:17)

d\/t tht+ thZt,
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donde 2 R es el paametro de tendencia del subyacente, Oy fWig: o €s un
movimiento Browniano de nido sobre un espacio jo de probabilidad equipado con una
Itracon ( " ;FW;thWgt O;PW ).

Por otro lado, 2 R es la tendencia de la varianza, > 0 es la volatilidad de la var-
ilanza, las cuales son cantidades conocidatZ;g: o es un movimiento Browniano de nido
sobre un espacio jo de probabilidad equipado con su ltracon ( “IRTfF tz O o; P’ ).
Suponemos que los movimientos BrownianosW; y dZ; esan correlacionados entre s, de
tal forma que

Cov(dW;dZy) = dt:

Consideremos que dentro de nuestra econoaexiste un consumidor-inversionista racional
gue tiene acceso a tres diferentes activos nancieros: una accon con prec#, una opcon
sobre la accon de precioc = ¢(S;; V;;t) y un bono libre de riesgo de incumplimiento que
paga una tasa de intees constanter.

El bono tambien puede verse como un depsito bancario que paga la tasa Como
siempre, suponemos que el precio de una opcon europea de compi,depende de las
variables de estado, esto es; = ¢(St; Vi t).

En lo subsecuenteg; denotar la riqueza real del agente en el instantet. Las propor-
ciones de la riqueza que el agente asignha a la tenencia de los diferentes activos (la accon,
el derivado y el bono) sean denotadas, respectivamente, poxy, Yt Y 1  X¢ V;.

La ecuacon de la diramica de la riqueza real (restriccon presupuestal) est dada por
da; = xtadRs + yratdR. + (1 X; yy)ardt cdt;

donde Rs =d S;=S, dRyp = rdt y dR. =dc=c Aqu una vez masc se re ere al precio de
la opcon, mientras que ¢; al bien de consumo.

Una vez establecido lo anterior, tenemos que decir que durante el intervalo de tiempo
[t;t + dt], el activo subyacente cambia deS; a S; + d S;, en consecuencia, el precio de la
opcon cambia de c(S;; V;;t) a c+dc. Entonces, el cambio marginal en el precio de la
opcon se obtiene mediante el lema de It6 y es igual a

donde los coecientes ¢, .Y . estan dados, respectivamente, por

1 @c s, @c, Vt@c 1 252 0¢ @c }2\/2 @c+ @c

- =L v :
c @t “les V'ev' 2 M eg 2 ey V! Ceseyv
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1 @c

°= ¢ ™ @s
/ 1. @

_ 1 @c

o= Vigy

En virtud del sistema (3.17) y (3.18), la ecuacon de evolucon de la riqueza se puede
reescribir como sigue

da; = ay r +( NXe+( ¢ N a&t dt+ ar(X¢ ¢+ Yr )dWi + &y dZi: (3:19)

Ahora bien, la funcon de utilidad (satisfaccon) de nuestro agente por el consumo de un
bien gererico, ¢, la denotaremos medianteu(c;). Supongamos que la funcon de utilidad
indirecta, o funcon de bienestar ecoromico, del individuo esta representada por

n Z T #

J(a; V;t) = max E u(cs)e Sds+ bar;T) Fi ;
feoxeyeg t

sujeta a la ecuacon (3.19). El paametro > 0 determina la tasa subjetiva de descuento del
individuo, F; denota la informacon relevante disponible al tiempot y b(ar; T) representa
la funcon de legado (herencia o salvamento) el .2 Observemos tamben queT representa
la fecha de ejercicio de la opcon considerada.

Finalmente, suponemos queu( ) satisfaceu®> 0y u%°< 0, es decir, la funcon de
utilidad es estrictamente creciente y oncava. En otras palabras, la utilidad marginal es
positiva pero decreciente.

3.2.1 Planteamiento del problema con una funcon de utilidad logar tmica

Consideremos una vez mas la existencia de un consumidor racional con vida in nita maxi-

mizador de su utilidad esperada. Suponemos que dicho individuo presenta una funcon de
utilidad logartmica, lo cual resalta el supuesto de que el consumidor es averso al riesgo.

Uno de los objetivo de este ejercicio es obtener la ecuacon diferencial parcial que carac-
teriza el precio de la opcon.

Como antes, suponemos que el consumidor tiene acceso a un activo libre de riesgo de
incumplimiento (por ejemplo un bono cupn cero), una accon con riesgo y una opcon

2 Para conocer la interpretacon ecoromica de esta funcon, v ease a Barro & Sala-i-Martin (2003),

Sargent(1987), Turnovzky (1997, 2004) y Lucas & Stockey (1989).
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sobre dicha accon. De tal forma que dado todos estos supuestos, la funcon de utilidad
esperada al tiempot de un individuo representativo y competitivo tiene la siguiente forma
" #

Z .

E In(cs)e °ds+In( aT)e
t

Fo

donde es la tasa subjetiva de descuento ¥; es la informacon disponible al tiempo't.

El consumidor representativo puede adquirir tres diferentes activos, en erminos reales:
un ttulo de deuda con precio by, una accbon cuyo precio esS; y una opcon europea de
compra con precioc(St; V;;t) sobre la misma accon. Por lo tanto, la riqueza real, a;, del
individuo est dada por

a =+ S+ (S Wt):
Seax; = S;=& la proporcon de la riqueza que el consumidor asigna a la tenencia de ttulos
de capital, y; = c=a la proporcon de la rigueza que el consumidor asigna a la tenencia
de opcionesy 1 X; VY; = hh=a la proporcon de la riqueza que el consumidor destina a
ttulos de deuda. De esta manera, la evolucon de la acumulacon de la riqueza real sigue
la ecuacon diferencial esto@stica igual a (3.19).

Ahora bien, como lo hemos hecho en el pasado, establezcamos nuestro funciahal
Z #
J(a;; Vi t) = max E In(cs)e Sds+In(ar)

Ct :Xt:Yt t

eT

Ft

De aqu, la condicon necesaria del problema de controloptimo esto@stico en el que el
consumidor racional desea maximizar la utilidad total esperada queda expresada como
sigue

O=In(c)e +Ji+daae r+( Oxe+( ¢ Dy g
t

1 n 0 .
+ SJaadl (Xt y)P+ HEH2( e+ H) oW (3:20)

1
+Jy Vit éva VE+ Java [(ixe+ oyi) + ol
Una vez obtenida esta condicon, podemos suponer nuestro candidato de solucon
1
J(a; Vist) = [In(a ) + g(Vi; )] =e ':

En este caso, consideramos como condicon de frontera @ V;; T) = 0: Por lo tanto, la
ecuacon (3.20) puede reescribirse como

0=in(c) [na)+ gVl + 8% L va( e+ e Ny &
@t &
1 n (0] 2

> ( Xy + cyt)2+ gyt2+2( Xt + oY) Yt ot —@Qé/t + 2—%\42:

111



Las condiciones de primerorden con respecto &, X; Yy y; son
G = at,
r=( tXe+ oY) t+ oYt t
— 2 .
¢ =0 tXt+ V) c+Yec+t( Xe+ V) ¢ Yt ce:

De las dosultimas condiciones podemos obtener las expresiones para las primas al riesgo

r

S = o Xet oYt W (3:21)
t
y
¢ T 2 ¢
c = Xt oYt Ye— (o Xet W) —F Ve
C C C

Trabajando con ellas, llegamos a la siguiente expreson colapsada

2

¢c= s 1+ = +y—= 1 2
c

Siy =0y x{ =1, entonces

I3)
1
(9]
[
+

o lo

Si ahora sustituimos las expresiones que denen a., Y ¢ en la ecuacon anterior,
obtenemos

@C @CrS 1 @c

z@c @c
@t @5t 28" C\’t 2V

; AT R

WS? e+ (

donde

S

Dada la condicon de esquina supuestaX; = 1y y; = 0), la condicon de HJB se transforma
en

_ 1@g 1, @ 1 @g ,,,o.
=log( ) 9+—@t+— 1 2—t+—@—v%+2—@—v A
Ahora bien, en virtud de (3.21) sabemos que { = r. De esta manera,

+ @g+ Q%t+ }@g 2V,2

f— 1 .
0= flog() 1+3( +1) g+ g oM+ 3o W
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Considerando la condicon de frontera que hemos de nidag(V;; T) = 0, la solucon de esta
ecuacon diferencial parcial es independiente d&/ y est dada por

gt)= A Ae (T U

donde L
A=log( ) 1+ 2—( +r):

Observemos, nalmente, queg satisface la siguiente condicon

3.2.2 Planteamiento del problema con una funcon de utilidad con aversbn
proporcional al riesgo constante (CPRA)

Ahora supongamos que la funcon de utilidad tiene la siguiente forma funcional

uc) = (3:22)
y que la funcon de legado esht de nida por
Nar;T)=e T 2. (3:23)

donde es el pammetro de averson al riesgo. Si = 1, el inversionista es neutral al riesgo,
mientras que si 0< < 1, el inversionista es averso al riesgo. En el caso donde= 0, la
funcon anterior se transforma en una funcon de utilidad logartmica.

Para resolver el problema de maximizacon de utilidad esperada, bajo el supuesto de
gue nuestro individuo presenta una funcon como la de nida en (3.22) y (3.23), debemos
establecer primero el funcionall = J(a;; V;;t), el cual debe satisfacer la siguiente ecuacon
diferencial parcial de segundo orden

(
_ ., @ @J G
0= — + — 4+ = + + il
DT T et @ 1L el e g
1@‘] 2 2 2 2 @‘]
t 5537 + + +2 + + —V 3:24
> @éat (Xt t+ Yt ¢) Yt ¢ (Xt t+ Yt IVt ¢ oV t )

)

1
* 5% W @@;é@yatVt[(Xt t+ Yt o) * Y d
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Al igualar a cero las derivadas parciales de (3.24) con respecto ag, X; Y Y;, obtenemos
las siguientes condiciones necesarias para alcanzar un nmaximo

1 @J_ .
= =0:
@a

6f ., o
r= Xt t+* Yt ct VYt tat—J t Vit JV (3:26)
GE @a

C (3:25)

J
] : or
c = (Ve ¢+ Xt t) ct*Yect(Xe t+Ye c)e TVt coc atg
| a (3:27)
@(%V.
( ¢t ¢) Vi :
J
&3

Proponemos, ahora, un candidato de solucon para la ecuacon (3.24) de la forma

J(a; Vi) = e LoVt (3:28)

la cual separa variables multiplicativamente. La funcon g(V;;t) es conocida como el coe -
ciente del premio al riesgo (tal a rmacon se justi ca a continuacon). Observemos primero
gue a partir de (3.28), obtenemos los siguientes resultados

g—;z e tg(Vtit)at L
J
%=( e 'g(;t)a
’ @J @
_ .t @9 4
@@y ° ev'

En virtud de estas ecuaciones, el coe ciente de averson al riesgo, el cual aparece expl
tamente en (3.26) y (3.27), satisface la siguiente igualdad

J
@3 _ _ Rer)
22‘1 = ey
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en donde cu{c)=u¥c) es la elasticidad de la utilidad marginal o coe ciente relativo de
averson al riesgo. Adenas, podemos ver que

)@gJ @g
V_ @V _l@eMm_1,

(%JI T gV T ievg v oV

en donde"y.y es la elasticidad deg con respecto dev;. Para obtener la ecuacon diferencial
parcial que determina el precio de la opcbn necesitamos suponer, nuevamente, una solucon
de esquina. En particular, supongamos que existe inverson en la accon, pero no en la
opcon ni en el bono libre de riesgo. En otras palabrasx; =1y y; = 0. Sustituyendo lo
anterior en las ecuaciones (3.25), (3.26) y (3.27), obtenemos respectivamente

¢« '=gWuta 1

_ 2
=) Vigven

—
—

g
e r=@ )il et o) (o + c>vtg(§,"i*’t):

En particular, los premios al riesgo para el activo subyacente y el producto derivado esan
dados por las ecuaciones

r ov
= =(1 Vv
S t ( )t “o(Vit)
y
: oV
= = 1+°2 (1 + -2V .
T . ) o vy
A partir de las ecuaciones anteriores, podemos concluir que
\Y @g
= + _c 1 _c _t _— =
[ S . ( ) t . g @v
lo cual conduce a
@C @C , @c V2 @g @c
— —V rc+ V Vi (1 +
@ @s > 2"¥ e coVeld ) g @V @V

T2 @y ' @saV
(3:29)
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junto con la condicon de frontera c(S¢;Vi; T) = max( S K; 0). Asimismo, la ecuacon
(3.24) se puede simpli car, si sustituimos el candidato de soluconJ y la solucon de esquina
consideradax; =1y y; =0, en cuyo caso obtenemos

=C D 1 - 1 1
0=2 —g+—%?+g g~ 1)+§( DVig+(Vi+  Vy )—@9\3
L1 @
2 @y’
(3:30)

donde se ha utilizado el hecho de que

c = [g(Ve; D=0 Va

@_. ., @ _.a
e YTev?®

Manejando algebraicamente la ecuacion (3.30), podemos reescribirla como

_ @ =( 1) 1 3=2 @g 1 2 z@g.
0= G DIV () 50 g (Ver V)T S vt(@—v;
3:31

La condicon de frontera, en este caso, eg(V;; T) = 1; con lo cual aseguramos que se
satisface el valor del legado en (3.23).

Como podemos observar, la solucon exptita para (3.31) require de unag = g(V;;t)
particular, a n de poder sustituirla posteriormente en (3.30) y poder resolver estaultima
para ¢(St; Vi t).

Finalmente, la ecuacon (3.29) nos indica ®mo debemos ajustar el proceso esto@stico
gue sigue el precio del activo subyacente. En este caso,

8
2 dS

_>th: Vt Vt (1 )t+

rStdt + tS{th,

2\/2
Vi @g

—= dt+ VdZ;:
g @V et

En la siguiente tabla presentamos los principales resultados de nuestros ejercicios teoricos.
En dichos cuadros se incluyen los resultados para la funcon hiperlolica con averson al
riesgo absoluta (HARA)y la funcon de averson absoluta al riesgo constante (CARA).
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Tabla 3. Resumen de resultados: 1) programa de maximizacon, 2) ecuacon recursiva
de HJB, 3) candidato de solucon y 4) trayectoriasoptimas de las variables de control.

Caso gener?l (tres activos y dos factores de riesgo)

R .
1) max, E  G(us)e Sds+ 1G(xt)e T jFy ;
t

saa. &Ky = (Xe;udt+ (X )dWe;  dyr = m(y)dt + s(y)dVe  y
Cov(dWy;dVy) = dt:

2) O0=max, G(u)e '+ I+ (Xgu)de+ 3 2(x) I + M(ye)dy
(0}
+32(y0)dyy + (X)S(Ye) J xy

3) J(Xi;yt) = 2G(x)F (yi;t)e b;

donde la condicon nal sobre F esF(y;;T)=1

4) GYup) + 2GAx)F (v t) &5 =0

Funcon de utilidad logartmica

(tres acti{vos y dos factores de riesgo)

\

N—r"

1) maXe, :x,:y, E In(cs)e Sds+In( aT)i j Ft
n o}
sa. dy=a r+( DX +( ¢ NV % dt

+ar(Xe ¢+ Yo o)dWy + ay cdZ;

n
LIL|

2) 0=maX«y.e, IN(c)e '+ &+ Sa r+( xi+( ¢ Ny &

%géat (Xt 1+ Ve )2+ YEE+2(Xe v+ Y Vi e 4—0%\/t

+%%‘ 2Vt + @?@V t[(xt t+yt C) +yt C]

3) J(a; Vi;t) = [In(a ) + g(\i;t)]te

4) C = at; Fr=( tXe+t cyt) t+ Yt y

¢ =( tXt+ cYr) c+Yt§+( tXt+ oY) ¢ t VYt ocoec
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Funcon de utilidad con averson proporcional al riesgo constante (CPRA)

(tres activo(s y dos factores de riesgo)

N—r

\

1) MaXe x,y E =~ S—e Sds+ 2—e T jFy

t
n 0]

S.a. Cb.t = r +( r)Xt +( c r)yt g_tt dt

+ar(Xe ¢+ Y o)dWy + ay cdZ;

"
II
Ct

— J J
2) 0=maXeye, € '+ D+ Ba r+( Oxi+(c Oy &

+%@;Tat2 (Xt t+ Yt o)+ Y e+2(Xe t+ Ve e + %Vt
0]

%% 2Vy? + @%V VilXe ¢+ Yt o) + Vi o
3) J(a; Vi;t) = e 'g(Vi;t) 8-
o5
4) ¢ '=gMita 1 r=@ )¢ tVigvo Y

Qg

y ¢ r=(@ ) t(ct ¢) (c+c)Vt%

Funcon de utilidad hiperlolica con averson al riesgo absoluta (HARA)

((tres activos y dos factores de riesgo)

N

"R
1) MaXe i,y E =~ +— 2+ e sds+ 1 Bar 4 o T jF
t n 0
sa. .t =a r+( NXxe+( ¢ Nyt % dt
~ +ar(Xe t+ Ve )dWi + &y dZ,
2) 0=maXyy,e, — -+ e '+ @+ Ga r+( Oxe+( ¢ Ny
2—1 %%tz(xtt'*'Yt )P Y EH2(Xe 1+ W c)ytco‘*@g\jvt
%@;\{2 2V + %&Vt[(xt t+ Yt c) * Yl
3) J(a; Vi) = 21— B2+ g(vite !
T T
4) P = g(Vi; ),
@
r=ViBay pf+ NVigun Y
@
c r:(c'*'c)tlBat‘l' (C+C)Vtg(%b/+t)




Funcon de utilidad con averson absoluta al riesgo constante (CARA)

(tres ac(tivos y dos factores de riesgo)

\

N—r

[ a .
1) maxe, x, -y, E e ‘e Sds+ & —Te T jF,
t
n 0

S.a. Cb.t = r +( r)Xt +( c r)yt Soodt

at

+ar(Xe ¢+ Yo o)dWy + ay cdZ;

- J J
2) O=maXewyw, —e '+ D+ Ba r+( nx+( c Ny

a T ‘_gat (Xt ¢+ Yo )+ Y0 E+2(Xe ¢+ W e c0+ &I Vi

%@L\{Z VP + %atvt[(xt t+ Yo + Vi c

3) J(a iit) = e !
@g
4) e St =e 2rig(\;t), r=Via, + Vtg(Vtt) y
@g
c r=(Cct+ ¢) & (c *+ o) Vi ?/Ytt)

3.3 Planoptimo de consumo e inverson con tres activos y tres factores de
riesgo

Finalmente, presentamos el modelo anaico de maximizacon de utilidad con la existencia

de tres activos nancieros Yy tres factores de riesgo. Como lo hemos hecho en el pasado,
modelamos el comportamiento de un agente representativo ecoromicamente racional que
trata de maximizar su utilidad esperada, atraves de la determinacon de las demandasopti-
mas de consumo y de cada uno de los tres activos disponibles dentro del mercado nanciero
local. Suponemos que nuestro agente puede adquirir un bien de consumo perecedero v,
a su vez, un bono libre de riesgo incumplimiento que paga una tasa de intees variable,
una accon (ttulo de capital) cuyo precio esh gobernado por una diramica aleatoria y

una opcon sobre dicha accon. Suponemos que la volatilidad del precio de la accon es
esto@stica.

El planteamiento y la solucon del modelo hace posible que obtengamos la ecuacon
diferencial parcial que caracteriza el precio de una opcon europea de compra cuando la
volatilidad es esto@stica, manteniendo la estructura de Black & Scholes. En particular,
suponemos que la volatilidad del activo subyacente es conducida por un movimiento ge-
ometrico Browniano. De igual manera, ya que el comportamiento de la tasa de intees
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del bono esh determinada por una ecuacon diramica, es posible obtener la ecuacon de
Garman & Vasicek. Estaultima ecuacon establece la brmula da valuacon para un bono
cumn cero, cuando la tasa corta sigue una diramica esto@stica.

Junto con todo esto, suponemos taml@n que nuestro agente es averso al riesgo y
gue posee una riqueza inicial, la cual tiene que asignar entre sus deseos de consumo y de
inverson a lo largo del horizonte de tiempo. Nuestro agente est imposibilitado para pedir
dinero prestado en el mercado de cedito (tanto loal como internacional), as que el plan
optimo de consumo e inverson queel eliga tener, determinaia la diramica a largo plazo
de su rigueza.

Es importante mencionar que no contemplamos la existencia de impuestos, ni de
costos de transaccon por el mantenimiento del portafolio, es decir, no hay comisiones que
tenga que pagar nuestro agente. Consideremos, porultimo, que no se existe el pago de
dividendos.

Dado todos los supuestos planteados, supongamos que el precio del activo subyacente,
St, sigue un movimiento geonetrico Browniano, cuya volatilidad al cuadrado (la varianza),
2 = V4, es conducida por otro movimiento georatrico Browniano, es decir,

(4s, = s.dt+ (Sdw;:

(3:32)

dVi = V.dt+ V.dZ;

donde 2 R es el paametro de tendencia del subyacente, Oy fWig: o €s un
movimiento Browniano de nido sobre un espacio jo de probabilidad equipado con una
Itracon ( " ;FW;thWgt O;PW ).

Asimismo, 2 R eslatendenciade lavarianzay > 0 es la volatilidad de la varianza,
donde ambas cantidades son conocidastZ;g; o es un movimiento Browniano de nido
sobre un espacio jo de probabilidad equipado con su Itracon ( “UECfF tz O o; P’ ).

Ahora bien, existe tamben una ecuacon que determina la diramica de la tasa que
paga el bono,B = B(r¢;t). En otras palabras, la tasa instantanea de inteesr; cambia en
forma continua y es conducida por la siguiente ecuacon diferencial.

drt = rtdt+ r tdYt:

Aqu, 2 R eslatendencia de latasay > 0 es la volatilidad de la varianza, la cual no
depende del tiempo, yf Y;g: o €s un movimiento Browniano de nido sobre un espacio jo
de probabilidad equipado con su Itracon ( “;F " ;fF g o;P ).
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Entonces, tenemos un sistema de tres ecuaciones. Donde podemos suponer, en un
primer caso que los movimientos Brownianos W/; y dZ; esan correlacionados entre s, de
tal forma que
Cov(dW;dZy) = dt:

Pero quefdW;;dY;gy fdZ;;dY;g no lo esan. Este caso en realidad sera el mas sencillo.
De tal forma, que tendriamos lo siguiente,

gdst: Sdt+ (SdW;
§ th = tht+ thZt, (333)
. drt: rtdt+ rtdYt;
y 8
ECOV(th;dZt)Z dt;
3 Cov(dWy;dY;) =0; (3:34)

Cov(dZ;dY;) =0:
Un escenario un poco mas complicado es donde tambéen los movimientos BrownianoS\

y dY; estn correlacionados entre s, de tal forma que tenemos

g Cov(dW,:dZ,) = dt:

Cov(dW;; dYy) = dt; (3:35)

Cov(dZ¢;dY;) =0:
Podemos justi car este situacon como sigue: es bastante bgico que la volatilidad del
precio del activo subyacente est correlacionada con el precio mismo de la accon y, por
otra parte, es creible que exista alguna relacon entre el mercado de capitales y el mercado
de deuda, es decir, es posible que el mercado de bonos pueda in uir, de alguna manera,
sobre el mercado de acciones.

En la presente seccon, trabajaremos con este segundo sistema de correlaciones. De
tal manera que resumiendo, tenemos una accon con precif;, una opcon sobre la accon
de precioc = c¢(S;; Vi;re;t) y un bono libre de riesgo de incumplimiento que paga una tasa
corta de intees variable, r;.® En este caso, el precio de la opcbn europea de compra,
depende de las siguientes variables de estado, esto es; ¢(S;; V;;r¢;t).%

3 El bono tamben puede verse como un depsito bancario que paga la tasa [}y.
4 A pesar de que la tasa de intees aparece como variable de estado, no puede considerarse como un

subyacente de la opcon, ya que no es un activo comerciable (en este contexto). Sin embargo, debido a la

correlacon existente entre  f dW¢; dY;Q, aparece como argumento.
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Ahora bien, a; denota la riqueza real de nuestro agente en el instante Las propor-
ciones de la riqgueza queel asigna a la tenencia de los diferentes activos las denotaremos,
respectivamente, porx;, Yt Y 1 X; VY;. De esta forma, la ecuacon que representa la
diramica de la riqueza real (la cual desempgara el papel de restriccon presupuestal) esta
dada por

da; = xta;dRs + yiatdR. + (1 X¢ VYi)aadRg ¢ dt;

donde dRs =d $=S, dRg =dB=B = ridt y dR, = dc=c Aqu una vez masc se re ere
al precio de la opcon, mientras quec; a la cantidad de tenencia del bien de consumo.

Una vez establecido lo anterior, tenemos que decir que durante el intervalo de tiempo
[t;t +dt], tanto el precio del bono como del activo subyacente cambia dB aB +dB y de
St a St +dS;, en consecuencia, el precio de la opcon cambia d&S;; V;;r¢;t) ac+dc.

De tal forma que tenemos que considerar el siguiente hecho,
dB(rt;t)= gBdt+ gBdY;;

donde
1

Bzg

W|
gle

@8 @8 . 1,,dB
@t+@rt+§ I’t—f

Ademas,
dS; = Sdt+ S dW;:

Entonces, el cambio marginal del precio de la opcon se obtiene mediante el lema de 1t6 y
es igual a
de(Se; Ve rest) = codt + ccdWy + ccdZy + ccdYy; (3:36)

donde los coe cientes ¢, ¢, ¢ Y ¢ estn dados, respectivamente, por

1 @c @c @c, —@c, , @ 1, ,@c , @c
c— % = \% B) 5 W
@ Sest Viav o 2 N TAF @v+ " ar
+Vtt51@€@v+ t&rt@@;&;{;
= } SIQC = } @C y = } @C
‘" c'T@s ¢ 'av ‘T ¢ ter

En virtud de estos resultados, la ecuacon que determina la evolucon de la riqueza puede
ser reescrita como sigue

da,
a_tz re+( roOxe+( ¢ v % dt+(Xe ¢+ yr )dWi + yi( cdZy + cdYy):

t (3:37)
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Una vez de nida la restriccon de nuestro programa de optimizacon, podemos elegir la
gue ser nuestra funcon objetivo. En este caso, supondremos que las preferencias de
nuestro agente representativo sobre el consumo, estan representadas por una funcon de
utilidad logartmica. Es decir, la funcon de utilidad o satisfaccon de nuestro agente por
el consumo de un bien geerico, ¢, denotada mediante u(c;), producia una funcon de
utilidad indirecta, o funcon de bienestar ecoromico, igual

" ) "

J(ag; Vi;re;t) = Crtr?):e?;(yt E t u(cs)e 3ds+ b(ar;T) Fy¢ ;

sujeta a la ecuacon (3.37) y a

dry = r dt:

Ahora bien, la funcon de utilidad elegida garantiza que nuestro agente es averso al riesgo
y que cumple con las propiedades de la clase de funciones HARA, establecidas por Merton
(1971) y posteriormente por Karatzas, Lehoczky, Sethi y Shreve (1986). De tal forma que,
u( ) cumple queu®> 0y u®< 0 (condiciones de innada), por tanto, la funcon de utilidad

es estrictamente creciente y ®oncava (la utilidad marginal es positiva pero decreciente).

Una vez mas, el paametro > 0 determina la tasa subjetiva de descuento de nuestro
agente, F; denota la informacon relevante disponible hasta el tiempot y b(at;T) repre-
senta la funcon de \bequest" (legado, herencia o salvamento) erT. Bajo este escenario,
supondremos querl representa la fecha de ejercicio de la opcon de compra europea con-
siderada. En la segunda restriccon de nuestro problema, suponemos que= 0 como lo
hace Dothan (1978)°

5 En su art culo original, Dothan comeno proponiendo un movimiento geom etrico browniano sin
tendencia para describir el proceso de la tasa corta, bajo la medida de probabilidad objetiva  Qq,

dr(t) = r ()dwWO(t);r(0) = ro;

donde gy son constantes positivas. Posteriormente, Dothan introduce un precio al riesgo de mercado
constante, lo cual es equivalente a asumir directamente una diramica del tipo neutral al riesgo,

dr(t) = ar(t)dt + r (t)dW(t);

donde a es una constante real. Este tipo de diramicas son &cilmente integrables de la siguiente forma
r(t) = r(s)exp a % 2 (t s)+ (W(t) W(s)) ; parat S. Entonces, r(t) condi-
s) y
Var f i = r2(g)e2alt s 2(t s) o . _
arfr(t)jFsg = re(s) (e 1). La distribucon lognormal implica que  r(t) es siempre

cionada a Fg es distribuida lognormal con media y varianza igual a: E fr(t)jFsg = r(s)e?(

positiva para cada t. Sin embargo, como podemos fcilmente inferir de las expresiones de la esperanza y
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3.3.1 Planteamiento del problema con una funcon de utilidad logar tmica

Consideramos la existencia de un consumidor economicamente racional, con vida in nita,
maximizador de su utilidad esperada. Uno de los objetivos de este ejercicio es obtener la
ecuacon diferencial parcial que caracteriza el precio de la opcon con volatilidad esto@stica

y la ecuacon que determina el precio de un bono cumn cero de Garman & Vasicek.

La funcon de utilidad esperada al tiempo t de nuestro agente representativo tiene la

siguiente forma " #
Z 1 T

E In(cs)e °ds+ In( aT)e Fo
t

El consumidor representativo puede adquirir tres diferentes activos en erminos reales: un
ttulo de deuda con precio B(r¢;t), una accon cuyo precio esS; y una opcon europea
de compra con precioc(S;; Vi;r¢;t) sobre la misma accon. Por lo tanto, la riqueza real,
a;, del individuo est dada por a; = B(ry;t) + S + c(S;; V;re;t): Si xy = S;=a es la
proporcon de la riqueza que el consumidor asigna a la tenencia dettlos de capital,
Yyt = c=q la proporcon de la riqueza que el consumidor asigna a la tenencia de opciones y
1 x; Yy;= B=a; laproporcon de lariqgueza que el consumidor destina a tulos de deuda;
la evolucon de la acumulacon de la riqueza real sigue la ecuacon diferencial esto@stica
igual a (3.37).
Nuestro funcional J, entonces, sem igual a
'z T e T #
J(a; Vg re;t) = max E In(cs)e °ds+In(ar) Ft

Ct Xt:Yt t

Resolviendo el problema de optimizacon obtenemos que

IIZt+dt Zl )
J(a;; Vg ry;t) = max E In(cs)e Sds+ In(cs)e °ds Fy
Ct XYt t t+d t
(Zt+dt )
= max E In(cs)e *ds+ J(ag+day; Vi +dV;ry +dry;t +dt) Fy

Ct ;Xl;ylj[t;t +d t] t

max E In(g)e 'dt+ o(dt)+ J(a; Viiret)+dJd(a; Ve;re;t) + o(dt) Fy

Cti Xt Ytifet +d t]

de la varianza, el proceso tiene reverson a la media siy ©lo si @ < 0, por lo que el nivel de reverson a
la media debe ser necesariamente igual a cero. El modelo de Dothan es elunico modelo de tasa corta que
se distribuye lognormal dentro de la literatura con brmulas anal ticas para los bonos de descuento puro.
Para analizar la brmula de valuacon de un bono cumn cero derivada de este modelo v ease los trabajos

de Brigo & Mercurio (2006), James & Webber (2000) y Rebonato (2002).
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Laultima expreson es resultado de la de nicon del Teorema de Taylor. De aqu , podemos
reescribir esta ecuacon como

0= [Mmax E In(c)e 'dt+ o(dt)+dJI(a; Vi;re;t)+ o(dt) Fy
Dividiendo ahora por dt y recordando el hecho de queo(g—tt), cuandod ! O, esigual a
cero, tenemos

0= max E In(c)e '+ d‘](at;vt;rt;t)+

CeiXt3Yt dt Fo (3:38)

En virtud del lema de It6 sabemos que d(a;; V;;r¢;t) es igual a

(

h n
1 J J
O:Cm(%t E In(c)e '+ at %tdt"' g—a (a(re +( roXe+( ¢ roy)  ¢)dt
(0]
J J
+ar(Xe + + Y )dWi + ayi( dZy + cdY;) + @Q Vidt+ VdZ;)+ % r«dYy
1" @3 O 1@J
+§ @—é(atz((xt t+ Vi c)2+Yt2(5+ §)+2(Xt t+ Y 2)%i(c + ¢ ))dt +§@—V
1@J @) " 0 @J
2V2dt+ 2= r2dt+2——— a(x; ¢ + V, dt+ a Vidt +2 ———
t 2@3 t @a0Y t(tt) Vi ¢) Vi tYt ¢ Vit @a0r
n Oi

ar(Xe t+ Yo ¢)re dt+ ay; ordt  Fy

(3:39)
Aplicando el operador esperanza y realizando algunas factorizaciones obtenemos
(
@l @J' ° @3
OZCTX?§,t In(c)e ' + @t @a (@(re+( ro)xe+( ¢ row) a) + @—VVt
1" @3 O 1@
+§ %é(atz((xt t+ Y )P Y EH D2 1+ Y Vil * o)) "'é%
1@J @) " ° @J
22+ 2= 242 —— a(x; + Vi + a Vi +2
t > @f t @a0Y t(Xt t+ Yt o) Vi tYt ¢ Vit @a0;
n o)
a(Xe t+ Yt o)lt +ay clt
(3:40)

De aqu en adelante podemos calcular nuestras condiciones de primerorden. Recordemos
gue nuestras variables de control som;; X; Y Y;, as que respectivamente tenemos
e ! J
Ct @a
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g_% @J @J
()= a e vy JFnile + o gy Ve Z22% o 229 (3:.42)
@a @a @a
@J
(c )= alxt t+ Yt o) et el o+ O+ xe t+ c )tV 2(c + ¢ )]%
@a
_@J @J
Vi( ot )@Q@V (cre + )@Q@E:
@a @a
(3:43)

Consideremos un candidato de solucon de la siguiente forma, para desples sustituir en
(3.40), (3.41), (3.42) y (3.43). Observese que en este caso, como argumentos del funcional

J aparecen como variables de estadd; y r;.
J(a; Vi;ret) = In(ag

dondeH (t) = le

re)+ g(Ve;t) H(t);

t y la condicon de frontera es igual ag(V;;T) =0.°

Ahora calculemos las siguientes derivadas:

@I_ 1@@v;t)

@t @t
@) 1 .
@a a °

@J: @g\/t;t)}e t.

@V @V ’
@J 1 .
@

@ _, @) _
@a@y ' @Mor

In(a; re)+ g(Vi;t) e °;

t

@ _ 1 .

@ & °
@J @g(vt.t) 1 t.
@Y Q@Y ’

@) 1 _

@)

Y @a@r

Comencemos sustituyendo estos resultados en las condiciones de primerorden. Para el

caso dec; tenemos
C =

ag; (3:44)

de tal forma que la decison diramica de consumo por parte de nuestro consumidor repre-
sentativo es igual a una parte proporcional de su riqueza real. Para el caso de tenemos

quea

( re) =

Xt t+ Yt ¢t Yi(c +

¢ I

6 Este tipo de forma funcional aditiva es presentada por Dothan (1978). Aunque en dicho trabajo ®lo

se trabaja con un factor de riesgo.
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0 equivalentemente

( r)

t

=Xttt Y ctVi(e ¥ ¢ )= & (3:45)

Estaultima expreson puede interpretarse como el premio al riesgo del activo subyacente.
Porultimo, para el caso de y;,
Yt

( re)
C7=(Xtt+Yt o)t — 5"‘ 5)"'
C C C

Xt t

(¢ + ¢)+¥2(c + ¢)
o reescribendolo

r Xt ¢+
_(C t)_ 5+£ 2+ §)+(tt th)(t+C): (346)
C C Cc
Donde (3.46) implica el premio al riesgo de(St; Vi ri; t): Observese que es este caso ambos
premios al riesgo no son iguales. Esta situacon es resultado del supuesto de volatilidad
esto@stica.

En virtud de las de niciones que hemos establecido parag; g; ¢, ¢, ¢ Y ¢, ahora
podemos sustituirlas en las ecuaciones (3.45) y (3.46). Al mismo tiempo, podemos obtener
la ecuacon de Garman & Vasicek de la forma en como lo hace Dothan (1978). En la
pagina 4 del artculo original, se dice que en general para cualquier activo dependiente de
r se debe satisfacer una ecuacon similar a la que presenta; y ., en tal caso podemos
decir que para el bono tenemos

(r;t)= =2 .
B
Habiamos supuesto que = 0, de tal forma
@B @B 1, ,@B
— rot)ri—+ = “rf—- B =0;
@t (t ) t@{_ 2 t @E t

es la ecuacon diferencial parcial de segundo orden paralolica que caracteriza el com-
portamiento del precio de un bono cumn cero. Dicha ecuacon diferencial la obtuvieron
Vasicek (1977) y Garman (1977) de manera independiente.

Ahora bien, realizando las sustituciones necesarias obtenemos nuevas expresiones para
la segunda y tercera condicon de primerorden. Parax; tenemos el siguiente resultado,

0=y tst@gg+ V¢ @Q\:/:+ rt@g{c+c Xt t trt ; (3:47)
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mientras que paray; obtenemos,

@C @C 2@ It @c 1 2 Z@C
=@t "Ses’ 2 ‘S'gg MM : av' 2 oy
re @c 1, ,@c @c @c .
" @2 et M Viaemvt U eser (3:48)
%oy, @7 2 @c’, 2 @cac .
c Vg & 0T gy @0 2Vare Gugy

De estaultima expreson podemos ver que para el caso del derivado obtenemos una ecuacon
gue incorpora la ecuacon diferencial de segundoorden paratolica de Black & Scholes, junto
con algunos erminos adicionales.

Hasta ahora, la decison del consumo ha sido resuelta a trawes de la ecuacon (3.44);
sin embargo, las dos variables de control restantes, a sabgy y y; quedan pendientes. Un
forma sencilla de resolver este problema es considerando una solucon trivial, en este caso
supongamos una solucon de esquina, donde; = 1y y; = 0.7 Por tanto, las ecuaciones
(3.47) y (3.48) se transforman, respectivamente, en

s = (3:49)
y
@c, @c, , @c @c 1, .,@c
0= @t tSt@S ZtSI—S rtC+Vt s @/+§ Vt@—}? |
(3:50)
r @c, 1,,0c, S V _@c S r @c .
ts @ 2 e UVt esey’ 't @ser

A partir de la ecuacon (3.49) podemos concluir que la prima por riesgo del activo subya-
cente es igual a su volatilidad, mientras que de la ecuacon relacionada con la proporcon
destinada a la tenencia del derivado, podemos decir que es igual a la ecuacon de Black &
Scholes mas los erminos asociados a las correlaciones establecidas en el sistema (3.35).

Finalmente, lo resta obtener y resolver la ecuacon de HJB. Para dicho n, es nece-
sario recordar algunos resultados y supuestos importantes:
1 (S Visrg )y =max(Se K; 0);
2. F(a) =In( );
3. J(a;Virgt) =In(ac 1)+ gV t)]e—;

7 Esta solucon se escoge simplemente por nes ecnicos, de hecho es poco intuitivo suponerla. Sin

embargo, sea de mucha utilidad para resolver la ecuacon de HJB.
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4. ¢ = ay:

Recordemos, entonces, la ecuacon (3.40) y sustituyamos las derivadas obtenidas a
partir del supuesto 3.

(

1 it 1
0= max In(c)e '+ 1@0V:1) In(a; r)+ g(V;t) e '+ —e't
CUX Yt @t ay

" ° 1) 1 "
(ac(re +( roxXe+( ¢ royy) &) + @?@Vtvt)—e LVt 5 ?e t
. 1@9y\Vi)
2 @Y

(@((Xe 1+ Ve )2+ Y2( 2+ 2)+2(x 1+ ¥ Vil c + ¢)

1
“e t 2Vt2 +

NI =
—
~N

(3:51)
De aqu, Si suponemos que; X; y Yt sonoptimos

0=In(c)e '+ 1egwY In(a;) +In(ro) + g(V;t) e '+ ie t
@t &
n ) : n
@gvi;t) 1 1 1,
(ar(re +( roXe+( ¢ roy) &) + @V e Vit > 2 e
0 :
1 Vit
@((x +yi P+ VA 2+ D+2x ty (e + o) + LGOI
2 @Y
Looagel Loz
(3:52)
Si sustituimos el valor dec; y luego dividimos entree !, obtenemos
1 't 1N
O=In( )+ —@%t) In(re)  o(Vt)+ — e+ roxe+( ¢ row =
At
Vi;t) Ve 1 h 0
+@gt ) Ve 1 (Xe e+ Y )?+HYE(e+ D+2(Xe 1+ Y 2Vl e + ¢)
@V 2
1@g(Wit) 2V 1,
+ = — “
2 @Y 2
(3:53)
Suponiendo ahora la solucon de esquina propuesta, tenemos
o=in( )+ 2@ iy gyt &
ot & (3:54)
L@V Ve 1o, 1@g(Viit) AV 1, '
@V 2 ' 2 @Y 2
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Multiplicando por y bajo el supuesto de quef,}t = , la ecuacon (3.54) se transforma en

0= [n() In(r] g(vt+ 290,
@t (3:55)
@GVi;t) 2 2V2@o(t) 2 '
=0y Uy —
@V 2 2 @Yy 2

En virtud de la condicon de primerorden para x;, podemos decir que ry = 2 tenemos

h 2y 1 ,
0= In — 1+ M g(\/t;t)+ M
It 2 @t (3-56)
LT AV 2Vi2 @g(Vi;t) :
t .
@V 2 @Y

Estaultima ecuacon es una ecuacon diferencial parcial de segundoorden no homegenea.
Para resolverla, supongamos primero que( ) depende det pero no deV;. En este caso,
la solucon propuesta sera la siguiente:

gt)=A Ae (T U:

donde

+ 2
A=ln — 1+M:
It 2

Adenas, debemos suponer qug(T) = 0: La comprobacon en este caso es trivial.

Podemos tamben concluir que dada la solucon de esquina y las condiciones de primer
orden obtenidas, existe un ajuste en algunos procesos diramicos. Es decir, recordemos la
ecuacon (3.50), por lo tanto, el sistema (3.33)

a
<
|

gdst: S.dt+ (SdW,:
= tht+ thZt,

2

drt: rtdt+ rtdYt;

se transforma en

gdst: Sidt+ (SdW;
§th = ( s)Vidt + VdZy;

drt = srtdt +r tdYt:
La tabla que presenta los resultados mas importantes para este ejercicio se presenta a
continuacon.
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Tabla 4. Resumen de resultados: 1) programa de maximizacon, 2) ecuacbn recursiva
de HJB, 3) candidato de solucon y 4) trayectoriasoptimas de las variables de control.

Funcon de utilidad logartmica

(tres activos y tres factores de riesgo)
(

\

N—r

R

1) maxXc, x,:y, E In(cs)e Sds+In(ar)s ! j Ft
t

n 0

sa dy=a re+( rdxet( o rodyn g dt

+tar(Xe ¢+ Yo )dWi + ayi( dZy + cdYr)

n o
LI

n
LI

2) O=maXex,y, In(c)e '+ @+ &I @ri+(  rdxe+( ¢ ro)y) @)

n @t @a
+ @IV i+ F DI@( v 2 VR EE DH2x it i o)
Y n
Ye(c * ¢ )) "'%gﬁJz 2\42"'%%% zrtz"'Z% a(Xe ¢ty o) Ve +
0 n 00

ayt ¢ Vi +2@g€@‘ a(Xe t+ Yo )¢ +ayr ¢l

3) J(a; Vi re;t) = In(ay re) + g(Vit) H(Y);

dondeH (t) = 1e ! y la condicon de frontera es igual ag(V;;T) =0

4) C = at; wzxtt"'ytc"'yt(c"'c) y

(c ) — S_,_y_tc(cz_,_ g)_,_(xt t+CYt c)(t + ¢)
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CONCLUSIONES

Viejas ideas ecoromicas que resuelven nuevos
problemas nancieros

Dada la carencia de intuicon ecoromica en la mayora de los modelos nancieros actuales
y del camacter irrelevante que le dan a estos aspectos mucha gente dedicada a las nanzas
en el llamado mundo real; trabajamos en el diseto y en la construccon de un modelo
de economa nanciera, donde una idea simple que supone la existencia de un individuo
representativo-racional, quien resuelve un problema de asignacon entre su consumo y su
ahorro a la largo de un horizonte de tiempo in nito, se incorpora y se relaciona de forma
natural con aquellos conceptos desarrollados por la teora de las nanzas modernas.

El presente trabajo de tesis esta constituido por tres ensayos teoricos que analizan el
proceso de optimizacon diramico por parte de un agente ecoromico racional representativo
dentro de una econona bajo un ambiente de incertidumbre nanciera. El captulo uno
plantea un modelo de econona nanciera, primero desde un punto de vista parcial para
terminar con el aralisis de equilibrio general, donde se enfatiza la carga intuitiva de los
supuestos y de los resultados mas importantes. Se construye, en ese sentido, una ecoaom
del tipo Arrow-Debreu-Radner que explica claramente la motivacon y el comportamiento
del agente representativo ante las decisbn de optimizacon y, en particular, frente al riesgo.
De tal forma que construimos un modelo donde los agentes son aversos al riesgo, tienen
vida in nita y poseen una riqueza inicial exogena.

En el captulo dos consideramos el mismo modelo pero desde un perspectiva puramente
matematica, resaltando sus implicaciones ecnicas. Se presenta detalladamente la teoria
de programacon diramica esto@stica. De tal forma que hablamos de sus alcances y de sus
limitaciones, en comparacon con al menos dos netodos alternativos para resolver nuestro
problema de optimizacon. El Teorema de Feynman-Keac, las ecuaciones de recursivas de
Kolmogorov y teora relativa a la integral de It6, proporcionan un terreno ertil para el
desarrollo de una solucon a problemas de controloptimo esto@stico, a trawes de uso de
la ecuacon de Hamilton-Jacobi-Bellman. La presentacon del caso particular de funciones
de utilidad del tipo HARA establecen el planteamiento esandar al que se enfrenta nuestro
agente.

El desarrollo del modelo como tal se encuentra en el cdplo tres. La existencia
de varios factores de riesgo, representados por el movimiento Browniano, establece las
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condiciones de incertidumbre bajo las cuales nuestro agente debe optimizar sus decisiones
a largo plazo. El aralisis kasico se realiza para un conjunto diverso de funciones de utilidad,
sin embargo, a medida que aumentamos la complejidad nos quedamos con una funcon de
la familia HARA. El intees fundamental de todos los ejercicios, no es hallar la distribucon

nal de las dotaciones entre los agentes ni el @alculo de una funcon de bienestar social
competitiva, sino la derivacon de brmulas que nos ayuden a calcular los precios de los
diferentes activos a los cuales nuestro agente tiene acceso dentro del mercado nanciero
local. En ese sentido, se corroboran algunos de los resultados mas importantes de la teora
de las nanzas modernas a traes de la solucon de nuestro modelo ecoromico- nanciero.
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APENDICE A
Diramica de un portafolio auto nanciable

El objetivo principal en este apendice es contruir un portafolio auto nanciable y derivar

la dirmamica de su valor. En tiempo continuo, esta tarea resulta ser complicada, es por eso
gue comenzaremos con el modelo nas simple en tiempo discreto; una vez que hayamos
entendido este, ©lo supondremos que la longuitud del lapso de tiempo se haa cada vez
mas pequeda y en el Imite tendera a cero, entonces obtendremos la verson araloga en
tiempo continuo. Es importante destacar, que en este agendice lo pretendemos presentar
una comprobacon heurstica del problema planteado.

Para comenzar, consideremos un mercado nanciero en el cual existen diversos activos,
tales como: acciones, bonos y derivados nancierds. Consideremos, tambén, que la
diramica del precio de todos los diferentes activos que formaan parte de nuestro portafolio
es conocida. El tiempo, lo dividiremos en periodos de longuitud t y supondremos que el
intercambio de activos olo ocurre en puntos discretos en el tiempo, es decin, t, donde
n=0;12;:.

Ahora, supongamos un periodo jo f;t + t), al cual nos referiremos como periodo
t? y de namos adenas:

N = rumero de los diferentes tipos de acciones,

hi (t) = n umero de ttulos de la accon i mantenidos durante el periodot,

h(t) = fhy(t);:::; hy (t)g = portafolio mantenido durante el periodo

supuestos, no generan un aul

2 Donde, por supuesto, t = Nt para algun N.
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En el tiempo t, es decir al inicio del periodot, contamos con un portafolio inicial
h(t t) = fhi(t t);i =1;:::;Ngoriginado en un periodo anterior,

En el tiempo t, podemos observar el vector de precioS(t) = ( Si(t);:::; Sn (1)),

En el tiempo t, desples de haber observad&(t), podemos elegir un nuevo portafolio
h(t) y mantenerlo durante t. Al mismo tiempo, elegimos la tasa de consuma(t) para
el periodo. Tanto h(t) como c(t) sean constantes durante todo el peridot.

Consideraremos un pareja de portafolio auto nanciable y consumo, I{; c), es decir, sin
posibilidad de realizar depositos ni retiros de dinerd. Es decir, la adquisicon de un nuevo
portafolio en un periodo de tiempo dado, asi como de todo el consumo, debe ser nanciado
unicamente por la venta de ttulos existentes dentro de nuestro portafolio?

Por otro lado, rotese que la riquezaV"(t), a saber el valor de nuestro portafolio al
inicio del periodot, se puede de nir como

V(L) = 8 hit  )Si(t)=hit  )S(); (a:1)
i=1
donde empleamos la notacon de producto interior en R'. La ecuacon (a.1) simplemente
establece que al comienzo del periodb nuestra riqueza es igual a lo que obtenemos de
la venta del portafolio adquirido en un periodo anterior ((t t) = ayer), a precios del
periodo actual (t = hoy). > En este sentido, podriamos ahora usar lo recabado por la venta
para dos diferentes propsitos:

Reinvertir en un nuevo portafolio h(t),
Consumir a una tasac(t) durante el periodo t.

De aqu, podemos construir la restriccon presupuestal asociada a cualquier portafolio
auto nanciable. El costo del nuevo portafolio h(t), el cual es comprado a precios de hoy,
sera

hi (1)Si (t) = h(t)S(t);

i=1

3 Se intenta evitar que, dado estos movimientos exogenos, varie la dotacon de dinero que nuestro

consumidor-inversionista tiene al inicio y durante todo el periodo.
4 rotese que aqu consideraremos ttulos que no pagan dividendos. Bprk (2004) presenta el caso de

un portafolio auto nanciable con t tulos que pagan dividendos.
5 Hay que subrayar que la construccon y dise~no de nuestro portafolio esa en erminos reales y que

los bienes intercambiados dentro de la econom a son de caacter perecedero. En el caso de los activos -
nancieros es difcil, en principio, sostener esteultimo supuesto; sin embargo, podemos aceptar que para una
accon que se posee sobre algin activo,esta estaa enultima instancia respaldada por un bien consumible,

que puede ser poco o muy perecedero.
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mientras que el costo del consuma(t) est dado por c(t) t. Entonces, nuestra restriccon
presupuestal ent es igual a

h(t  t©)S(t) = h()S(t) + c(t) t:

Introduciendo la notacon, para cualquier proceso arbitrario: X (t) = X (t) X(t t);
tenemos que la ecuacon anterior se puede escribir como

S(t) h(t)+ c(t) t=0: (a:2)

Ya que nuestro n es obtener la restriccon presupuestal en tiempo continuo, podemos
suponer ahora que t! 0. De esta forma (a.2) se transforma en

S(t)dh(t) + c(t)dt = 0:

Sin embargo, este procedimiento no es del todo correcto, ya que hacen falta algunas con-
sideraciones: 1) En el caso de trabajar con diferenciaﬁs esto@sticas, estas deben ser
interpretadas bajo el sentido de It6; 2) La integral de 1t6: g(t)dW (t), fue de nida como

el | mite de las sumas del tipo

g(t)[W(th+r) W(ta)];

donde los incrementos deNV son diferencias hacia adelanteforward) y 3) En la ecuacon
(a.2) tenemos diferencias del procesb hacia atras (backwarg.

Para obtener la expreson correcta de (a.2) de acuerdo con la integral de 1t6 es necesario
relaizar algunos cambios. Sumemos y restemos el ermin&(t t) h(t) en el lado
izquierdo de dicha ecuacon y consideremos, nuevamente, quet ! 0. De esta forma
obtenemos:

S(t)dh(t) +d h(t)dS(t) + c(t)dt =0: (a:3)

Si ahora tambien t! 0 en la ecuacon (a.1), es fcil ver queV"(t) = h(t)S(t). Entonces,
la diferencial de It6 de esteultimo resultado sea igual a

dv(t) = h(t)dS(t) + S(t)dh(t) +d S(t)dh(t): (a:4)

La ecuacon (a.4) representa la expreson general que describe la diramica del valor de
un portafolio arbitrario, mientras que (a.3) establece la ecuacbon presupuestal asociada a
todo portafolio auto nanciable. Sustituyendo (a.3) en (a.4) obtenemos la ecuacon que

bus@abamos, a saber, la diramica de la riqueza de un portafolio auto nanciable.

dv(t) = h(t)dS(t) c(t)dt; (a:5)
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La interpretacon ecoromica natural de la ecuacon (a.5) es que, para cualquier modelo
en donde no existan movimientos exgenos sobre la cantidad inicial de dinero, todos los
cambios en la riqgueza del individuo se deben a cambios en el vector de precios de los
activos que se intercambian dentro del mercado. No obstante, y aunque parezca trivial la
derivacon de la ecuacon (a.5), es importante recordar que las diferenciales esto@sticas
llevadas acabo son interpretadas dentro del contexto del alculo de It6, donde el diferencial,
dS(t), representa un incremento hacia adelanté.

Rigurosamente los conceptos presentados hasta ahora, pueden ser establecidos de la
siguiente forma’ Dado un proceso de precio® -dimensional f S(t);t  Og:
1) Una estrategia de portafolio es cualquieF°> proceso adaptadoN -dimensionalf h(t);
t Og.
2) El portafolio h se dice ser markoviano sieste es de la forma(t) = h(t; S(t)), para
cualquier funcon h: R, RN ! RN:

3) El proceso,V", asociado al valor del portafolioh, esa dado por

V() = X hi (t)Si (t):
i=1

4) Un proceso de consumo es cualquidr® proceso adaptado unidimensionaf c(t); t
0g.

5) Una pareja consumo-portafolio se dice auto nanciable, si el procesd" satisface

X
dvi(t) = hi (1)dSi(t)  c(t)dt;
i=1
es decir, si
dv(t) = h(t)dS(t) c(t)dt:

En general, el portafolioh(t) depende de la trayectoria entera de precios pasaddéS(u); u

tg. Sin embargo, aqu lo trabajaremos con portafolios \markovianos", es decir, aquellos
portafolios cuyo valor ent depende lo del dato de hoyt y el valor de hoy del vector de
precios S(t).

6 Si de ni eramos nuestra diferencial estoastica de alguna otra forma, por ejemplo usando incrementos

hacia atras (lo cual puede hacerse), la apariencia formal de (a.5) ser a bastante diferente.
7 Un aralisis mucho mas profundo de estas de niciones se encuentra en Yong y Zhou (1999) y Bprk

(2004).
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Por ultimo, hay que resaltar el hecho de que para nes computacionales suele ser
conveniente trabajar con portafolios en erminos relativos en lugar de hacerlo en erminos
absolutos. En otras palabras, en lugar de especicar el umero absoluto de ttulos de
cierta accon existente dentro de nuestro portafolio, especi caremos la proporcon relativa
del valor total del portafolio invertida en tal accon.

Dicho lo anterior, tenemos que para un portafolio dadd, el correspondiente portafolio
relativo u esta dado por

hi ()Si(1)

Uj (t) = Vh (t) y

P
donde |, ui(t) = 1:La condicbn de auto nanciamiento puede ser ahora fcilmente dada
en erminos del porafolio relativo. De acuerdo con Bprk (2004, mgina 84), una pareja
de consumo-portafolio f; c) es auto nanciable si y lo si

X dsi (t)
h/ey — \sh _ i ) i
dv'(t)= V(1) 1 u; (t) S0 B c(t)dt: (a:6)
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APENDICE B
Integral estoastica y la brmula de 1t6

Comenzaremos diciendo que un proceso esto@sti¢d es una difuson si su diramica local
puede ser aproximada por una ecuacon diferencial esto@stica del tipo:

X(t+ 1) X()= (X () t+ (X (1)Z();

donde Z(t) es un ermino de perturbacon normalmente distribuida, el cual es indepen-
diente de cualquier evento que haya pasado hasta el tiempto y  son funciones deter-
ministicas dadas.

La idea intuitiva de la ecuacon anterior es que, sobre el intervalo de tiempotft + t],
el procesoX es gobernado por dos erminos separados: 1) Una velocidad localmente
determinstica (t; X (t)), conocido comodrift , y 2) un ermino de perturbacon gaussiana,
ampli cado por el factor (t; X (t)), llamado ermino de difuson. Con el n de modelar
esteultimo £rmino, de nimos el concepto de proceso de Wiener como sigueé:

De nicon B.1 Un proceso estoastico W es llamado proceso de Wiener si las siguientes
condiciones se mantienen
1) W(0)=0;
2) El procesoW tiene incrementos independientes, es decir, si<s t<u, entonces
W(u) W(t)y W(s) W(r) son variables esto@sticas independientes,
3) Paras <t, lavariable estoasticaW (t) W (s) tiene una distribucon gaussiana, dada
por N [O; g t s
4) W tiene trayectorias continuas.

A partir de esto, podemos de nir

X+ 1) X(@= (EX() t+ (EX() W();

1 Algunas referencias introductorias al @lculo esto@stico y sus aplicaciones son los libros de ksendal
(1995) y Steele(2000). Las referencias obligadas para un aralisis mas avanzado son Karatzas & Shreve
(1988) y Revus & Yor (1991). La teora de integracon esto@stica explicada bajo el proceso de Wiener
as como por el concepto de semimartingalas se presenta en los libros de Elliott (1982), Jacod & Shiryaev

(1987) y, nalmente, Protter (1990).
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donde W(t) = W(t+ t) W(t): Si ahora dividimos la ecuacon anterior entre tvy
tomamos su Imite hacia cero, obtenemos

X(t)= X @)+ X (1) (1)

donde 4w

(=T

es la derivada con respecto al tiempo del proceso de Wiener. Si ahora considearamos una
condicon inicial X (0) = aysi (t) fuera un proceso bien de nido podriamos, en principio,
resolver la ecuacon anterior como una ecuacon diferencial ordinaria esandar (ODE) para
cada una de las trayectorias de . Sin embargo, se puede demostrar que con probabilidad
1, una trayectoria que siga un proceso de Wiener no es diferenciable. As que en este
sentido, (t) no se encuentra bien de nido.

Otra posibilidad para resolver nuestra ecuacon, es dejar que t tienda a cero, pero
sin dividirla por t. En este caso tenemos,

dX ()= (X O)d(t)+ (6X (0))dW(t);

donde tambien consideramosX (0) = a: Esta expreson puede ser interpretada como la
forma reducida de la siguiente ecuacon integral
Z t Z t
X()=a+ (s; X (s))d(s) + (s; X (s))dW (s);
0 0

donde la integral sobre d§) puede ser interpretada como una integral de Reimann, mientras
gue la integral de d/V (s) como una integral de Reimann-Stieltjes para cada trajectoria de
W pero desafortunadamente esto no es posible ya que podemos demostrar que las trayec-
torias de W son de variacon localmente no acotadas. As que, esta integral esto@stica
sobre dV resultar ser algo ingenua. Si relapramos el supuesto de que la integral sobré\d
esh de nida sobre todo el conjunto de trayectorias, podemos generar una nueva de nicon
de integral, de la forma siguiente:

Z

g(s)dW (s):
0

Este nuevo concepto de integral es la llamada integral de It6,util en el @lculo diferencial
estoa@stico.

Ahora, consideremos como dado un proceso de Wien® y otro proceso esto@stico
g. Con el n de garantizar la existencia de la integral esto@stica, tenemos que imponer
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algunas condiciones de \integrabilidad" sobreg, con lo cual sea posible en el futuro asegura
la clase$ 2

De nicon B.2:
(i) Decimos que el procesg pertenece a la clasé 2[a; b, si las siguientes condiciones se
satisfacen
PE[g3(s)]ds < 1 :
El procesog es adaptado a la Itracon F":
(i) Decimos que el procesq pertenece a la clasé& ? si g2 $2[0;t] para todat O:

A partir de esto, de nimos la integral esto@stica Rab g(s)dW(s), para un procesog 2
$?[a; b: Supongamos que el procespes simple, es decir, que existen puntos determinsticos
en el tiempo,a=tp<t; <::<t, = b tal que g es constante en cada subintervalo. En
otras palabras, asumimos queg(s) = g(tx) para s 2 [tk;tk+1): Entonces de nimos la
integral esto@stica a trawes de

Z, K 1

g(s)dW (s) = g(ti)[W (tk+1) W (t)I:
a k=0

rotese que en la de nicon de la integral esto@stica, consideramos los incrementos hacia
adelante del proceso de Wiener. Especi camente, del erminag(t)[W (tk+1) W (tk)] de
la suma, el procesq se evalua sobréy, el cual es el Imite izquierdo del intervalo [ty; tk+1 ],
sobre el cual tomamos el incremento d&V:

Para un procesog 2 $ ?[a; bl mas general, es decir, que no sea simple (de acuerdo a la
explicacon anterior), podemos establecer lo siguiente

1. Aproximamos g con una suceson de procesos simplg, tal que
Zy
E fg.(s) g(s)g® ds! O
a
: Ry : : : :

2. Para cadan, la integral " gn(s)dW(s) es una variable esto@sticaZ, bien de nida, y
es posible provar que existe una variable estoasticZ , tal que Z, ! Z en$2 cuando
nti1 :2

3. Ahora de nimos la integral esto@stica por

Z, Z,
g(s)dW (s) = rI\i!rln . On (S)dW (s): (b1)

a

2 Presentar esta demostracon est fuera del objetivo principal de este agndice. La demostracon

puede hallarse en Elliott (1982), Jacod & Shiryaev (1987) y Steele(2001).
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Ahora bien, las propiedades mas importantes de la integral esto@stica las presentamos en
la siguiente proposicon.

Proposicon B.1. Seag un proceso que satisface las siguientes condiciones
Zy
E g’(s) ds< 1

a

y que g sea adaptado a la Itracon F": Entonces, las siguientes relaciones se cumplen:

"z, 4
E g(s)dwW(s) =0; (b2)
Z 1,3 2,
E4 g(s)dW(s) °= E ¢g%(s) ds; (b:3)
y Z,
g(s)dwW(s) es FY medible (b#4)

a
Aunqgue la prueba general es algo compleja, digamos que la estrategia para realizarla
comienza por probar todas y cada una de las aseveraciones hechas arriba para el caso
en queg es un proceso \simple". Esto es relativamente sencillo, sin embargo, una vez
hecha esta prueba, habra que considerar el Imite en el sentido de la ecuaconk(l).

llustrando la ecnica de como demostrar la Proposicon B.1, trabajemos con la ecua-
con ( b.2). De esta manera, lo primero que podemos ver es que

" 7 # " #
b K 1
E g(s)dwW(s) =E g(ti)[W (tk+z)  W(t)]
. 1k_o
= E[g(ti)[W (tk+1) W (t)]:
k=0

Ya que g es adaptada, el valor deg(tx) ®lo depende del comprtamiento del proceso de
Wiener dentro del intervalo [0;tx]. Ahora por de nicon W tiene incrementos independi-
entes, as que W (tx+1  W(tk)] es independiente dey(ty): As entonces, tenemos que

E[O(t)[W (tk+1) Wt = E[9(tk)] E[W(tk+1) W (k)]
= E[g(tk)] 0=0:

Es importante mencionar que para procesog mas generales, no existe garanta de que las
propiedades (b2) y (b.3) se cumplan; sin embargo, la propiedad (b.4) s se mantiene.
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Ahora, tambien es importante mencionar que la teora de integracon esto@stica est
intimamente conectada con la teora de martingalas® En este sentido, consideremos en
primera instancia, una Itracon dada (\un uido de informacon") de nidacomo  fF (g o:*
Entonces, para cualquier variable esto@sticaY , de namos lo siguiente

E[Y jFi]

como el valor esperado d& dada la informacon disponible al tiempo t.> Note que para un
tiempo jo t, el objeto E[Y j F¢] es una variable esto@stica. Si, por ejemplo, la Itracon
se genera a partir de un proceso observado simpk, entonces la informacon disponible
al tiempo t, por supuesto, depender del comportamiento deX sobre el intervalo [Q t]:
As que la esperanza condicional EY j F], en este caso, sea funcon de todos los valores
pasados deX , tal que fX (s): s tg:

Proposicon B.2
SiY y Z son variables esto@sticas, yZ esF{-medible, entonces

E[Z Y |jF{=2Z E[Y|F]:
SiY es una variable esto@stica y sis <t, entonces

E[E[Y jFidjFs]I=E[Y jFs]:

El primero de estos resultados es relativamente sencillo de entender. Nosotros estamos
condicionando ala EEZ Y jF] sobre toda la informacon disponible al tiempo t; adenas,
siZ 2 F¢, entonces esto signi ca que dada la informaconF; sabemos exactamente el valor
de Z, de tal manera que dentro de la esperanza condicional puede considerarse como una
constante. El segundo resultado se le conoce como la \ley de esperanzas iterativas" y es

3 Por razones de presentacon, una explicacon mas amplia, sino exahustiva, de la teor a de martingalas
aparece en otro agendice. Sin embargo, aqu introduciremos de manera informal el concepto de martingala
y de sus principales resultados. Para aquellas personas que esen interesadas en aondar mas sobre el tema,
una referencia esandar es Jacod & Protter (2000), para un nivel mas avanzado esan los libros de Protter

(1990), Revuz & Yor (1991) y Musiela & Rutkowski (1997).
4 Intuitivamente podemos pensar que F; es la informacon generada por todos los eventos observados

hasta el tiempo t.
5 Debemos precisar aqu, el hecho de que la de nicon formal de este objeto requiere invariablemente

una mayor cantidad conocimientos sobre teora de la medida.
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kasicamente una verson de la ley de probabilidad total. A partir de esto, de namos el
concepto de martingala.

De nicon B.3. Un proceso esto@astico X se llamaF;-martingala, si las condiciones si-
guientes se cumplen

X es adaptado a la ltracon fF (g: o: En otras palabras, es posible observar el valor
de X (t) al tiempo t.

Paratodat, E[ X (t)j]< 1:

Paratodasyt,cons t,la siguiente relacon se mantiene

E[X (1) j Fs]= X(s):

La interpretacon tradicional de estaultima condicon, es que la esperanza del valor futuro
de X, dada la informacon disponible hasta el da de hoy, es igual a el valor observado hoy
de X ; aunque mucha gente pre ere interpretarlo como el hecho de que una martingala no
posee undrift sistematico.

Asimismo, ampliando la de nicon se establece que un proceso que satisfaga, para
todasyt,cons t,ladesigualdad

EX(t)jFs] X(s):
se llama una supermartingala, mientras que un proceso que satisfaga
E[X(t)jFs]  X(s):
se le conoce como una submartingala. Con esto, podemos probar la siguiente proposicon,

la cual resulta ser una extenson de la Proposicon B.1.

Proposicon B.3. Para cualquier procesog 2 $?[s;t], se cumple que
n Z t #
E g(udw (u) F¥ =o:

S

Adenas, como corolario podemos enunciar el siguiente hecho que resulta ser importante

Corolario B.1. Para cualquier procesog 2 $2, el procesoX de nido por
z t
X (t) = . g(s)dW (s);

es un " )-martingala. En otras palabras, toda integral esto@stica es una martingala.
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Prueba: seans y t puntos jos, donde s <t. Tenemos
n #
t
E[X()jFs'1=E _90)aw( ) Fg'
n Z s # n Z t #

-E g( W ()FY +E  g( )dw()FY
0 S

La integral en la primera esperanza es, por la Propocison B.1, medible con respecto a
(w.rt.) F¥: Ahora, por la Proposicon B.2
"z oz
E . g( )dW( ) FJ = , g( )dW( );

A partir de la Proposicon B.1, tamben vemos que
: #
E  g()dw()F) =0;

S

por lo que obtenemos
Z

EIX (1) jF']= , g( )dW( )+0= X(s):

Con lo anterior, hemos podido demostrar que toda integral esto@stica es martingala. Sin
embargo, a partir de esta construccon argumentativa se deriva un resultado an mas
fuerte y sumamente util dentro del @lculo esto@astico. Considerando todos los supuestos
establecidos hasta ahora y suponiendo su ciente integrabilidad, un proceso esto@stice
(el cual posee una diferencial esto@stica) es una martingala si y solo si (s.s.s.) la diferencial
esto@stica tiene la forma

dX (t) = g(t)dW (t);

es decir, siX no cuenta con un ermino dt:®

Ahora, para delimitar la relacon entre la integral de 1t6 y el @lculo estoa@stico,
supongamos la existencia de un proceso esto@sticod, de un rumero real a y dos procesos

adaptados, y ,tal que paratodot 0 se mantiene
Z t Z t

X ()= a+ (s)ds + (s)dW (s) (b5)
0 0

6 Nosotros ya hemos demostrado que si dX no posee un drift entonces X es una martingala; sin
embargo, la segunda implicacon que se establece, es decir, si X es martingala entonces d X no posee un
ermino d t es un poco mas complicada de probar. Para quien este interesado, puede hallar la prueba

asica en Steele (2001) y para tratar con una de mayor rigor v ease Revuz & Yor (1991).
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dX ()= ()dt+ ()dW(): (bB)

donde X (0) = ay W es un proceso de Wiener. En este caso, decimos g¥etiene una
diferencial esto@stica con una condicon inicial, dada pora. Notese que la ecuacon (b.6)

no tiene algun signi cado por si ®la, en realidad simplemente es una verson abreviada
de la ecuacon (b.5). No obstante, desde un punto de vista mas intuitivo la diferencial
esto@stica es un concepto mucho mas fcil de enteder que su correspondiente expreson
por medio de integrales. Esto es debido a que, la diferencial esto@astica nos ofrece la
diramica in nitesimal del proceso X y como lo hemos visto hasta ahora, tanto el érmino
drift (s) como el ermino de difusbn (s) tienen una interpretacon intuitiva. Digamos, de
alguna manera poco propia, que el incremento in nitesimal de & (t) consiste de un ermino
loalmente determinstico (t)dt mas un ermino de ruido gaussiano aditivo (t)dW (t):

Si trabajamos con funcionesC%?, es decir,f : R, R ! Ry denimos un nuevo
procesoZ de la siguiente formaZ(t) = f (t; X (t)): Podemos, entonces, preguntarnos >ctal
es el tipo de diramica local que sigue el procesd? Parecera quizas obvio decir, excepto
para el caso en dondd fuera una funcon lineal en x, que Z no tendra una diferencial
esto@stica de la forma que la pose« .

Para aclarar esto, pensemos en un simple ejemplo en tiempo discreto donHesatis-
face una ecuacon diferencial esto@stica con un ruido gaussiano aditivo en cada momento.
Consideremos la siguiente funcon:f (t;x) = €‘. En este caso podriamos pensar qué no
estara asociado a un ruido gaussiano aditivo (sino a un ermino que sera, de hecho, un
componente multiplicativo o lognormal); pero a pesar de esto, resulta sumamente sorpren-
dente que para modelos en tiempo continuo la estructura diferencial esto@stica, con un
ermino de \drift" mas un ruido gaussiano aditivo, se preserva aun bajo transformaciones
no lineales. As, Z tendra una diferencial esto@stica y la forma de dZ explicitamente
estara dada por la brmula de It6.

Para de nir la brmula de 1t6, hay que recordar algunas propiedades probabilsticas
del proceso de Wiener. Recordemos gque una trayectoria cualquiera que genera un proceso
de Wiener selm una funcon continua en el tiempo no diferenciable en cada uno de sus
puntos.” As que esta curva conformada consistentemente por esquinas, presentag una
propiedad bastante rara a cerca de su variacon cuadatica.

Para entender lo anterior, consideremos dos puntos jos en el tiempacs y t, donde

7 se puede demostrar rigurosamente, con probabilidad uno, que este hecho ocurria.
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s <t, entonces
t=1t s;
W(t)= W() W(s):
De acuerdo con las propiedades de la distribucon normal obtenemos
E[ W(]=0; E[( W)= t
Var[ W(t)]= t Var[( W(t)?]=2( t)%

Como podemos ver el incremento cuadrado de Wiener (W (t))? tiene como valor esper-
ado al incremento en el tiempo t: Dada esta situacon, podemos convencernos de que
Var[( W(t))?] es de alguna forma insigni cante con respecto a su valor esperado. En
otras palabras, si t tiende a cero, ( W (t))? tamben lo hag; pero su varianza se aprox-
imaa a cero mucho mas apido que el valor esperado. Entonces, en cierta forma, estamos
tentados a aceptar que ( W(t))? sela un ermino determinstico y cre eremos que en el
Imite se cumplia

[dW (1)]? = dt:

Este razonamineto es puramente heursticd No obstante, daremos otro argumento en
apoyo a estaultima relacon. Para eso, jemos un punto en el tiempo t, as tenemos un

intervalo [0;t]. Subdividamos dicho intervalo enn intervalos de igual longuitud, de la

forma [ki;(k +1) L], dondek = 0;1;:::;n 1. Con esto, podemos de nir la variacon

cuadatica del proceso de Wiener a trawes de un objeto al que llamaremos, :

X t t 2
Sy = W i— W (i 1)-— ;
_ n n
i=1
Si a esta ecuacon le tomamos la esperanza y la varianza, vemos#que
X t t 2
E[S,] = E W i- W (i 1)-—
. n n
i=1
t . t
= i— (1 1)— =t
i=1 n n
y " #
xn t t 2
Var[Sp] = Var W iH W (i 1)H
i=1
t? 2t2
= 2 — = _
n n

8 La verson rigurosa que prueba que esteultimo resultado es cierto, requiere de un mayor esfuerzo de
@lculo y del establecimiento preciso de ciertas a rmaciones matematicas. \ease para su estudio ksendal

(1998), Steele (2001) y mas aun Karatzas & Shreve (1988) y Revuz & Yor (1991).
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Ahora,sin!1l se cumple que Ep,] =ty Var[S,]! 0. De esta forma podemos ver que
a medida quen !'1 , S, tiende a un Imite deterministico t. Lo anterior nos llevara a
escribir, tal vez abusando de la notacon, que

Z t

[dWT? = t
0

0, equivalentemente,
[dW]? = dt:

Nbtese, una vez mas, que todo el razonamiento llevado acabo es puramente argumentativo
y formal. Sin embargo, este resultado nos ayuda para anunciar el principal objeto dentro
del la teora de @lculo estoastico: la brmula de It6.

Teorema B.1. (Formula de It6) Asumamos que el procesaX posee una diferencial esto@as-
tica dada por
dX (t)= (H)dt+ (t)dW(t);

donde vy son procesos adaptados. De namos el procesd como Z(t) = f (t; X (1)),
dondef es una funcon-C%2. Entonces,Z tiene una diferencial estoastica dada por

: _ @f . @f . 1 ,0f @f .. .
df (t; X (1)) = @t(t’x (1) + @)gt,x (1) + > )%(t X (t) dt+ @)gt,x (t)dW (t):
Antes de presentar una prueba del Teorema anterior, hablemos de algunos resultados
importantes que nos ayudaan para dicho promsito. Un primer elemento que debemos
mantener en mente es que si consideramos la expanson de Taylor hasta el segundo ermino

para f (t; X (t)), obtenemos

@), , @0, , 160 1@ () @)
@t @x 2 @% 2 @ @t@x

por de nicon sabemos a lo que es igual & (t) y por consiguiente si lo ele\aramos al

cuadrado, es fcil ver que

df (t; X (1)) = @x)2+ 2— 2 d)2+ — dtdX:

@X(0)=( ()2d)?+ (1) (OEOEW D))+ ( (1)) (dW (1)*:

Considerando que (d)? y (dt)(dW (t)) resultan ser insigni cantes, en comparacon al er-
mino dt, pueden eliminarse. Adenas, ya hemos visto que (& (t))? = dt: Establezcamos,
entonces la siguiente proposicon.

Proposicon B.4. Dados los supuestos en el Teorema B.1,fdt; X (t)) est dada por

@f(t; X (t)) @1(t; X (1)) 1@f (t; X (1))
ot "t ax X3 ez
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donde usamos las siguientes reglas formales de multiplicacon

8
< (2 =0
S dt dw =0,

dw)2 = dt.

Prueba. Ya que una prueba completa esht fuera del alcance del presente agendice, presen-
tamos lo una verson resumida de la misma; en este sentido, o que lo probaremos sea
gue para todat la siguiente relacon se mantiene con probabilidad 1.

Zt Zt
f f 1 ,@f f
f(EX (1) f(0:X(0)= %t+ %fé 2% ds + : %gvv(s): (b7)

Primero, dividamos nuestro intervalo de tiempo [Qt] de la siguiente forma 0 =tg <t <
tr < <t, = t, dento de n subintervalos iguales. De tal manera que
)¢ 1
fFEX®) fOX0)= [f(ter; X (ter)) (s X ()] (b8)
k=0

Aplicando la brmula de Taylor en el lado derecho de la ecuacon, obtenemos

f (tk+1 ' X (tk+1 )) f (tk; X (tk)) = ft(tk; X (tk)) t+ fx(tk; X (tk)) Xk

1 (b9)
+ éf XX (tk;x (tk))( Xk)2 + Qk;
donde Qi es el ermino residual. Por otra parte,
Z tk+1 Z ti+1
Xk = X(tksr) X (tx) = (s)ds + (s)dW (s)
k k+1 k . . (b10)

= (tk) t+ (tk) Wi+ S;

donde Sy es un ermino residual. Si elevamos al cuadrado la ecuacon anterior tenemos
( XK= 2(t)( )2+2 (k) () t Wi+ Z(t)( Wi)?+ Py; (b:11)

donde Py es, nuevamente, un ermino residual. Sustituyendo b.10) y (b.11) en (b.9),
tenemos el siguiente resultado

f(teen; X(tks1))  F ot X(tk)) = Fetis X (k)  t+ et X(te))( (tk) t
) Wit SO+ S X W) 2( 172
+2 (t) () t Wi+ 2(t)( Wk)?+ Pe)+ Qu:
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Estaultima expreson se susutituye en (b.8)

X 1 X 1
fEX @) f(0;X(0)= f(tio X () t+ it X (t) (t) t
k=0 k=0
X 1 X 1 1 5 5
+ o Fu(tio X () (te) Wi+ éfxx (t; X (te)) “(t)( W)
k=0 k=0
X 1q , , X 1
T Sha (e X (W) "0 D7+ Tac(a X () (L) (L) T Wi
k=0 k=0
K 1
+  (Qe+ Px+ Sy):
k=0
(b:12)
Suponiendo quen ! 1, entonces podemos decir, de forma poco conservadora, que
Z t VA t
fEX () f(O;X(0)=  fu(s;X(s)ds+  fx(s;X(s)) (s)ds
0 0
z t VA t

£ X)) (AW S (X (9) XSt
0 0

La cuarta integral se obtiene ya que, como fue probado, IaIID ( W)? !t Asimismo,
es relativamente fcil mostrar que el quinto y sexto ermino de (b.12) convergen a cero.
Launica parte difcil de eliminar es aquella asociada a la suma de erminos residuales,
(Qk + Sk + Py); sin embargo, es posible demostrar que converge a cefd.Porultimo,
reorganizando la ecuacon anterior recuperamos (b.7) y la prueba se concluye.

La generalizacon de este resultado para el caso continuo puede realizarle sin mucho

el componenteX; tiene una diferencial esto@stica de la forma

xd
dXi(t) = i(t)dt + i (t)de (t);
j=1

donde Wy;:::;Wq sond procesos de Wiener independientes. Sea el vector deft =

( 1;::: n)° el vector d-dimensional de procesos de WienaV = (Wy;::: W)y la matriz
de difuson de dimenson (n d)
0 1
11 12 1d
_ % 21 22 2d§ .
nl n2 nd

15 para una demostracon rigurosa, v ease Karatzas & Shreve (1988)
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entonces, podemos escribir la diramica deX como
dX (t)= (t)dt+ (t)dW(t):

De namos ahora el procesoZ comoZ(t) = f (t;X (t)); dondef : R, R"! R cumple
con ser un mapeo erC*2: Con todo esto, podemos mostrar que la diferencial estoastica
df esigual a

@f, X of 1 XX @t

df (X () = Gt+ g dXi+ g T _ = _dX;dX;;

i=1 i=1 j=1
donde se cumple que (&/;)(dW;) =0; parai 65:

Teorema B.2. (Formula de Itd6 multidimensional) Sea X un proceson-dimensional cuya
diramica est dada por
dX (t)= (H)dt+ (t)dW(t);

entonces se cumple que:
El procesof (t; X (t)) tiene una diferencial esto@stica dada por

8 9
@fX1 @f 1X X @f - X of
df (t; X (t)) = i— + = Ci ——— dt+ — dW (t);
EXO= e | ex'z_,  “ewex " @x WO
= =1 j=1 i=1
donde ; representa eli-esimo vector rengbn de la matriz : ; =( j1; ; i)l =
1;:::;n: De esta forma el ermino C;; estara de nido por Cj = jO.
Alternativamente, la diferencial esa dada por la brmula
@f, X of 1><1 X o
df (t; X (t)) = —dt+ —dX; + = ———dX;dX;;
( ()) @t - @ i l . @ @ j
= J =1
y considerando que
8
3 (dt)2=0
dt dw;(t)=0; I=1;:::;d;
2 (dwWi(t)?=dt; i=1;:::;d,

dwi(t) dw,(t)=0; i 65;

establecen las reglas formales de multiplicacort®

16 No obstante, debemos decir que existen algunas otras formas de escribir la brmula de 1t6. En este
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Ahora, consideremos que los procesos de Wiener asociados a la diramica de la variable
X eshn correlacionados. En este caso, de namos los objetos que nos ayudaan a es-
tablecer la brmula de 1t6. Sean d procesos de Wiener estadar independientes (es decir,

con varianza unitaria): (W4;:::; Wg)% Adenas, consideremos la existencia de una matriz
(determinstica y constante) de la forma
0 1
11 12 1d
_ % 21 22 2d§
nl n2 nd

y de un procesoW n-dimensional de nido como: W = W, donde W = (W4q;:::;W,)0
Con todo lo anterior, podemos decir que

sentido, considere que

(
f X fo1 X af
df (X (1)) = er, iQ o[ H ] dt+ of dW (1);
@t . @x 2 ., @x
donde H representa la matriz Hessiana
Hi = 7@f ;
i = ;
' @x@x
y tr denota la traza de un matriz, de nida como (para cualquier matriz cuadrada A) la suma de los
elementos de la diagonal, es decir,
X
trA = djj -
i=1
17 Donde la norma euclidiana es igual
U
g xd
k x k= X2:
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unitaria).

De namos ahora la matriz de correlacon (instantanea) de W como

i dt = Cov[d W;; de K

entonces,
ij dt = E[.C.i Wi dWJ] E[dWi] E[?ng] = E[d Wi dWJ]
xd xd xd xd
=E ik AWy pdw = ik jl E[dW, dw]
k=1 I=1 k=1 I=1
X 0
= ik jkdt=j ydt
k=1
o dicho de otra forma = ¢

De nicon B.4. Sea un procesoW que es construido de la forma presentada arriba, entonces
es llamado un vector de procesos de Wiener correlacionados con una matriz de correlacon

Proposicon B.5. (Formula de 1t6 con procesos de Wiener correlacionados). Asumimos

y que el vector de proceso¥X = (X 1;:::X)?tiene una diferencial esto@stica. Entonces
se mantiene que
Para cualquier funcon f que seaCY2. La diferencial estoastica del proceso de
f (t; X (t)) esa dada por

_ _ef, X af, 11X X @f
df (& X (1)) = @tdt+ ~ @—xdx, + 2 @x@xdx,dxj,

i=1 j=1
con la tabla de multiplicacon formal
8
< (dt)? =0,
dt dw;(t)=0; i=1;::0n;
dwi(t) dw;(t)= jdt; i65.
Si consideramos que&k = n y dX tiene la estructura
dXij = jdt+ ;dwW;; i=1;:::;n;
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del procesof (t; X (t)) esa dado por
8 9
<@f+X‘ .@f+})@ xo Sf " X of

. @t ' @x i @1@x; dt + — i dW; (t):

df (t; X (1)) = ax '
i=1

i=1 i=1 j=1
Finalmente, para entender la coneccon formal que existe entre las dos a rmaciones estable-
cidas en la proposicon anterior, supongamos la existencia de un procegbn -dimensional,
el cual tiene una diferencial esto@stica de la forma

dX ()= (O)dt+ (AW (1): (b:13)

Ademas, asumamos que el vector ddrift es iguala = ( 1;:::; )% que W es un
vector de procesos de Wiener independientes y estanddrdimensional (varianza unitaria)
de la formaW = (W4y;:::;Wq)%y que la matriz de difuson es

0 1
1 12 1d
_ % 21 22 2d§_
nl n2 nd

Asi entonces podemos reescribir la ecuacon (b.13) como

xd
dXi(t)= i(t)dt+ j (DAWi(t); =110
j=1
0 mejor aun
dXi(t)= j()dt+ (O)dW(t); 1=1;:::;n;

donde ; es eli-esimo rengbn de la matriz . Es muy importante recordar aqu, que segin
la proposicon anterior k = n. De namos, ahora, n nuevos procesos escalares de Wiener,
(Wq;:::W,)° para los cuales se cumple que

Wi (t) = i(OW(@); i=1;:::5;n:

1
k i(t)k
Entonces es cierto que la diramica deX es

dXi(t) = j(t)dt+ k () kdWw;(t); i=1;:::;n;
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donde cadaW, es un proceso de Wiener escalar esaindar, pero dond&\;:::; Wy)% estin
correlacionados. La correlacon local es calculada como sigue

_ _ 1 X _ _ (1) (1)° :
j dt=EdW: dWj]= p—rep oK, i () e (Odt = — ” 0 Lt

Resumiendo lo anterior, podemos anunciar la siguiente proposicon.

Proposicon B.6 . El sistema de diferenciales esto@sticas

xd
dXi(t)= (t)dt+ i (DAW;i(t); 1=1;::0n;
j=1
donde (W4;:::W4)°son independientes, puede ser escrito equivalentemente como

dXi(t)= i(t)dt+ (OdWi(t); i=1;::00n;

donde (W4q;:::Wq)° tienen la matriz de correlacon local . Las expresiones que hacen
posible que ambos sistemas sean equivalentes son las siguientes:

%W. ,(t)k i(HW; i=1;::0n;

E i = ki) k =150
(M .
Ok k Ok L

Implicitamente queda establecido qued = n.
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APENDICE C
Elementos de teora de la medida

C.1 Sigma- Algebras

El objetivo de esta seccon es presentar algunos de los conceptos y resultados mas relevantes
dentro de la teora de la medida y a la asociacon que mantiene con los espacios de medida
mas generales y los conjuntos de informacon. Comencemos de niendo algunos conjuntos
y el concepto de mapeo.

En este sentido, supongamos quX es un conjunto arbitrario. Entonces, podemos
decir que X es nito si sus elementos pueden ser numerados de Inadonden es un entero
positivo. El umero n es llamado el umero cardinal del conjunto. El conjunto vacio es
tamben considerado como un conjunto nito y su rumero cardinal es 0. Si X no es nito,
decimos gue es in nito.

Usaremos la notaconf : X ! 'Y para denotar una funcon (o mapeo)f con dominio
X y la cual toma valores enY. Si aplicamos laf a un elementox 2 X, denotaremos el
valor de la funcon por f (x).

De nicon C.1 Sean X y Y dos conjuntos y sed : X ! Y un mapeo dado, entonces
1 El mapeof es inyectivo si, para todax y z en X se mantiene que

x 6=z) f(x)6=f(2):
2 El mapeof es suprayectivo si, para todoy 2 Y, existe unax 2 X tal que
y = f(x):

3 El mapeof es biyectivo si es tanto inyectivo como suprayectivo.
4 La imagen deX bajo f esta denotada por Imf ) y de nida por

Im(f)=ff(x);x2 Xg:

5 Para cualquier conjunto B Y, la imagen inversa deB bajo f es denotada por
f 1(B)y de nida por
f Y(B)= fx;f(x)2 Bg:

6 En particular, para toda y 2 Y, escribimos
fiy)=fxf(x) = yg
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7 Para cualquier conjunto A X, la imagen directa deB bajo f se denota porf (A) y
se de ne por
f(A)= ff(x);x 2 Ag:

Notece que la imagen inversa de un conjunto siempre existe (aunque este pudiera ser el
conjunto vacio), aun si la funcon f no tiene una inversa. Por otra parte, para nosotros
se|a mas importante el concepto de imagen inversa que imagen directa. En los siguientes
resultados mostraan que las operaciones algebricas sobre conjuntos se mantienen bajo la
imagen inversa.

Proposicon C.1 Las siguientes relaciones siempre se mantienen
1 Para cualquierA;B Y tenemos
f YA\ B)=1f YA)\ f (B):
2 Para cualquierA;B Y tenemos
f Y(A[B)=1f YA)[f (B):
3 Para cualquierB Y tenemos
f B9 =[f (B

donde ¢ denota el complemento.
4 Para cualquier familia indexadafB g , de conjuntos enY, tenemos
0 1
\ \
f 1@ BA= f YB):
2 2

5 Para cualquier familia indexadafB g o de conjuntos enY, tenemos
0 1

1@l pAz f (B ):
2 2

Como podemos darnos cuenta en estaultima proposicon, as como en la de nicon C.1,
no hemos aclarado si estamos trabajando con conjuntos nitos o in nitos. Aunque la
ultima a rmacon establecida en el segundo parrafo de este agndice, relacionada con la

1 La demostracon de esta proposicon se encuentra en Royden (1988).
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de nicon de un cojunto in nito, en sencilla de entender, es bastante informal. Por lo
tanto, establezcamos algunas de nicon mas rigurosa.

De namos el conjunto de los rumeros naturales como el conjuntaN = f1;2;:::gy el
conjunto de los rumeros enterosZ comoZ = f0; 1, 2;::g. Usando a el conjuntoN,
podemos para comenzar de nir al tipo mas pequee- dentro de los conjunto in nitos.

De nicon C.2 Un conjunto innito X es contable si existe una biyeccon
f:N! X

de lo contarrio X es un conjunto in nito no contable.?

Notece que en tal de nicon un conjunto contable siempre seg in nito. La idea intuitiva

de esto es que un conjunto contable tiene tantos elementos como los que tiene el conjunto
N, mientras que un conjunto no contable tiene mas elementos que el conjuntd. Si X es
contable podemos para cada 2 N de nir x, 2 X, comox, = f(n). Dado quef es una
biyeccon, podemos decir queX es igual a

X = fX1;X2; X3} :10;

as, en este sentido, podemos realmente contar uno por uno los elementos ¥n

Un conjunto contable es, entonces, un conjunto in nito; pero en cierta forma es un
conjunto \casi nito". Es esta cualidad la que nos permite trabajar con mayor facilidad
con este tipo de conjuntos. La diferencia entre conjuntos contables o no contables es un
supuesto crucial en casi todas lasareas de las matenaticas, por lo tanto es importante saber
distinguirlos. La siguiente proposicon, nos puede ayudar a entender mejor la diferencia
entre ambos conceptos.

Proposicon C.2 Supongamos que tenemos una familia_contabl€X ,gl.; de conjuntos,

donde cada conjuntoX, es contable. Entonces, la unon ilzl X, es contable.

Prueba. Debido al supuesto de que cada conjunt¥ , es contable, el conjuntoX; puede ser
escrito comof Xq; X»; X3;:::0, as el conjunto X; puede ser biyectivamente mapeado dentro

2 Esta de nicon de conjunto in nito, por supuesto, no es launica que podemos encontrar en la
literatura. De hecho, podemos decir que un conjunto X es un conjunto in nito si los elementos de un
subconjunto propio X 0 pueden ser puesto uno a uno en correspondencia con elementos del conjunto X .
Aun mas, un conjunto in nito cuyos elementos pueden ponerse uno a uno en correspondencia con el
conjunto de los numeros enteros (o inlcuso con el conjunto de n umeros naturales) se dice ser un conjunto

in nito contable. En otra caso, se llama un conjunto in nito no contable.
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de un conjunto de puntos latices enteros de la formai;(1); (i; 2); (i; 3);:::. Esto es posible,

si dibujamos una ga ca bidimensional de esta familia de puntos. Entonces, la union
i1:l Xn puede ser mapeada biyectivamente dentro del conjunto total de puntos latices

enteros positivos en K. De esta forma, hemos probado que el conjunto es contabfe.

Pasemos ahora a explicar la relacon que existe entre este tipo de conjuntos y las sig-
masalgebras. Supongamos la existencia de un conjunt® y de namos las clases de todos
los subconjuntos deX por 2% . De hecho, podemos decir que’2, conocido como conjunto
potencia de X, es un conjunto de los subconjuntos d&X . Formalicemos ahora la idea de
funcon de distribucon ( mass distribution) de X . Para cada subconjuntoA X, nos gus-
tara de nir con un rumero real no negativo (A) la medida de A. Sin embargo, cuando
uno intenta formalizar esta simple nocon intuitivamente, uno se enfrenta a ciertos prob-
lemas tcnicos. El problema principal es que dentro de una situacon mucho mas general,
siempre existen subconjuntosA X matenmaticamente imposibles de de nir dentro del
concepto de (A). Bajo esta situacon, estamos forzados a de nir la medida de (A) solo
para ciertos subconjuntos (\bien portados”) A X . Estos conjuntos \bien portados" se
llaman conjuntos medibles y el concepto ecnico necesario para agruparlos es el de sigma-
algebra ( algebra). Para entender este concepto, se& una familia de subconjuntos de
X, es decirF  2X:

De nicon C.3 Una familia F de subconjuntos deX es una algebra si lo siguiente se
mantiene:

1;2F:

2A2F) A°2F:

3A,2F;paran=1;2;3;::) Si1:1 An 2F:

4 Ay 2F;paran=1;2,3;::) ilzlAnZF:
Por lo tanto, una algebra contiene al conjunto vacio y es cerrado bajo complemento,
uniones contable e interseccones contables.

De nicon C.4 Una pareja ( X; F), donde X es un conjunto yF es una algebra de X,
se llama un espacio medible. Los subconjuntos d¢, los cuales esan enF son llamados
F -conjuntos medibles.

3 El ejemplo mas importante de un conjunto no contable es el conjunto de los n umeros reales.
4 Un ejemplo trivial de  algebra es

F=2X;F=1f ;Xg
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Con todo esto, ahora ya podemos de nir lo que es una medida (no-negativa).

De nicon C.5 Una medida nita sobre un espacio medibleX; F) es un mapeo

‘F! Ry
tal que
1 (A) 0 8A2F:
2 (;)=0:

3 SiA,2F;8n=1;2::y Aj\ Aj = ; parai 65, entonces

La interpretacon intuitiva del punto 2 es simplemente que el conjunto vacio no tiene algin
peso dentro del espacio medible. Por otra parte, sh y B son conjuntos disjuntos el peso
de A[ B esigual ala suma de los pesos dey B. El punto 3 es, por tanto, una extenson
directa de esta propiedad para el caso de una familia in nita de conjuntos y se conoce
como la sigma-aditiva de una medida.

En nuestras aplicaciones, tipicamente estaremos trabajando con medidas y espacios
medibles como el siguiente.

De nicon C.6 Un espacio de medida es una tripleta (X; F; ), donde es una medida
sobre el espacio medible (XF).

C.2 Particiones y generadores

El objetivo de esta seccon es dar un poco mas de intuicon sobre el concepto de medida
asociado al concepto de funcon. Es decir, seaX( F; ) un espacio de medida y sea

f : X ! R una funcon dada, cual es la manera en que se relacionan. Explicaremos este
hecho considerando el caso mas simple de una sigmaalgebra, a saber cuando es generada
por una particon.

De nicon C.7 Una particon P de un espacio dadoX es una familia nita de conjuntos
fA1; Ay i Apg tal que
1 Los conjuntos cubrenX, es decir



2 Los conjuntos son disjuntos, es decir

I6:j) A\ Aj =0:

Los conjuntos A1; Ay; ;A son llamados los componentes dB, y la sigmaalgebra con-
formada por todas las posibles uniones (incluyendo el conjunto vacio) de los componentes
de P es denotada por (P): Esta sigmaalgebra es llamada la sigmaalgebra generada por
P.5> Con esto en mente, ahora ya podemos explicar (dentro e este contexto particular) lo
gue realmente signi ca el concepto de medida para una funcon.

Proposicon C.3 SeaP una particon dada de X . Entonces, una funconf : X ! R es
(P)-medible si y solo sif es constante sobre cada componente de.

Prueba: Primero supongamos qud es medible. Consideremos un umero real jo vy,
pero elejido arbitrariamente. Dado quef es medible, sabemos qué (y) esta en P,
as que es una unon de algunos de los componentes de. Si la unon es no vacia, esto
signica que f = y sobre la unon, as que en particular f toma el valor constante de
y sobre todos los componentes de la unon. Probar la implicacon contraria es trivial.

N
No obstante, tenemos que confesar que las sigmaalgebras consideradas a lo largo del
texto no estn, en su mayora, generadas por particiones. Su de nicon y explicacon es
mucho mas complicada, as que nuno podra pensar que la proposicon presentada arriba
esh demas. El punto rescatable aqu es que la discucon sobre esta idea simple de particon
es de mucha ayuda cuando trabajamos y pensamos informalmente sobre el concepto de
sigmaalgebra.

Ahora bien, antes de seguir con nuestra discucon hay que hacer algunas precisiones
acerca de lo que signi ca que una funcon sea medible.

De nicon C.8 Una funcon f : X ! R esF-medible, si para todo intervalo | R se
mantiene quef 1(l1) 2 F, es decir, si se mantiene que

fx2X;f(x)21g2F;

para todo intervalo | . Frecuentemente escribiremos lo anterior comd 2 F .

5 Es importante decir que el llamado espacio X, puede confundirse con lo que conocemos como el
conjunto , el cual aparece conmunmente en la de nicon de un espacio de medida ( T F P). Esta es

una situacon desafortunada, por lo que siempre hay que recordarlo.
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Prueba: La prueba se omite®

Como podemos darnos cuenta a partir de la proposicon C.3, nos hemos restringuido lo
al uso de funciones medibles. Si consideraramos una funcon no medible, en principio,
estariamos permitiendo que dicha funcon puediera variar en relacon con la estructura de
su sigmaalgebra asociada. En particular, esto implica que las funciones no medibles no
pueden ser aproximadas por funciones simples. Para hacer mas clara estaultima a rma-
con, recordemos las siguientes de niciones.

De nicon C.9 Para un subconjunto arbitrario A X, la funcon indicadora |5 esh

de nida como (
A 00 1, si x2A
AX) =
0; si x2A°
Entonces, sif = ¢ I, dondec es unrumero real y A es medible, entonces podemos decir,

sin perdidad de generalidad, que
Z Z

cla(d ()= f(x)d (x)=c (A); (c:1)
X X

La base la altura = Elarea bajolagacade f =c¢ (A):

Notece gque exigimos qué\ seaF - medible, ya que de otra manera el lado derecho de.Q)
no estara de nido. Estoultimo, nos ayuda a establecer una de nicon las combinaciones
lineales que pueden existir de las funciones indicadoras.

De nicon C.10 Un mapeo f : X ! R es simple si esto puede ser escrito como
X0
f(xX)= ¢ la,(X); (c2)
i=1

donde Aq; Az;:i:An son medibles yc;; cp;:iic, son numeros reales. De nicon C.11 Para
una funcon simple, de la forma de (c.2), la integral se de ne por
2 N

f(x)d (xX)= & (An):
X i=1

6 sin embargo, podemos decir que demostrando que una funcon es medible, los siguientes resultados
son equivalentes:
1. f esF -medible.

2.fx2X;f(x)< g2F;8 2R
3. fx 2 X;f(x) g2F;8 2R
4. fx2 X;f(x)> g2F;8 2R
5 fx 2 X;f(x) g2F;8 2R
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Lo que quedara por checar, sera el hecho de poder rextender este concepto de integral a
funciones que no sean simples. Consideremos, para este n, una funcon arbitrari. La
primera idea para resolver este problema podra ser: aproximar a la funconf por debajo
con el uso de funciones simples, es decir, hallar y trabajar cdn, funciones simples (donde
n=1;2;::),tal que f,(x) " f(x);8x:; una vez logrado esto, podriamos tratar de de nir la

integral de f como el Imite de las integrales de las funciones simples aproximadas
z VA

f(x)d (x)=Ilim fan(x)d (x):
X noox

Elunico problema que existe con esta dea, es que no todas las funciones pueden ser aproxi-
madas por funciones simples, agjue tratar de de nir la integral para una funcon arbitraria

no es del todo posible. Sin embargo, podemos estar satisfechos con de nir el concepto de
funciones medibles para aquellas funcionefs, las cuales pueden ser aproximadas a tr&as
de funciones simples.

Mas aun, se puede mostrar que la cualidad de ser medible se preserva bajo la mayoria
de operaciones comunes.

Proposicon C.4. Consideremos qud y g son medibles sobre un espacio medibleX( F).
Entonces, se cumple que
1. Para todo rumero real y , las funciones
f +g;, f ¢
son medibles.
2. Sig(x) 6= 0 para todax, entonces
f
g
es medible.
3. Siffngl_; es una suceson contable de funciones medibles, entonces las funciones

supfn; inff,; limsupfy; liminffg;
n n n n

son medibles®

Aclarados estos ultimos detalles, podemos terminar esta seccon hablando de la relacon
gue existe entre las sigmaalgebras y los llamados generadores. Como es usal, consideremos

7 Una explicacon mas profunda sobre el tema aparece en el libro de Davidson (1994) y Shiryaev (1995).

8 Resulta ser tambi en interesante entender lo que ocurre cuando intentamos trabajar (integrar) fun-
ciones no medibles. Si bien, para este tipo de funciones contamos con una expresion matenatica que las
de ne, no cumplen con ciertas propiedades lasicas de las funciones medibles. Por ejemplo:
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algun espacioX . SeaS alguna clase se subconjuntos dadaspriori de X , es decirS 2%,
donde S no es una sigmaalgebra. La pregunta es si existe alguna forma de convertir @&
en una sigmaalgebra.

Podemos, por supuesto, extender la clase de subconjunt&shacia elalgebra potencia
2%, pero en la mayora de las aplicaciones esto resulta ser bastante engorroso, en su lugar
guiseramos ampliar nuestra S hacia una sigmaalgebra por el camino mas corto (minimal
way'). Esta extencon minima puede, de hecho, siempre ser alcanzad.

De esta forma, pareciera entonces que al nal hallariamos el camino mas corto d&
hacia una sigmaalgebra. Desafortunadamente, el netodo para hacerlo no es constructivo
(al menos si hablamos de urX nito), as que es necesario crear un netodo indiecto. 1°

Proposicon C.5. SeafF ; 2 Ag una familia indexada de sigmasalgebras sobre algin
conjunto kasico X, donde A es algun conjunto ndice, es decir, para cada 2 A; F es una

1. Para cualquier f;g 2 $(X; F; )y cualquier numero real y se mantiene que
Z Z Z

y (f )+ g(x)d (x)= f(x)d (x)+ g(x)d (x):
X

X

2. Sif (x) g(X) paratoda X, entonces
VA VA
f(x)d (x) g(x)d (x):

3. Para cualquier funcon en $ 1 se mantiene que
Z Z
f(x)d (x) JE(x)jd (x):
X X

% La profundizacon de este tema queda fuera del alcance del presente ap endice. No obstante, establez-

camos algunos argumentos a los que uno podr a &cilmente llegar en este proceso de b usqueda.

1. Asumamos, por ejemplo, que S no es cerrado bajo complementos. Entonces, podr amos agrandar

el conjunto S hacia Sy, incorporando a S todos los conjuntos los cuales pueden ser escritos como

complementos de los conjuntos en S. De esta forma, S; sera cerrado bajo complementos.

2. Podemos ahora vericar que S; sea una sigmaalgebra; si es as habremos concluido. Por el

contario, si resulta que, por ejemplo, no es cerrada bajo uniones contables, nosotros podriamos

expandir S; hacia Sy, incluyendo en S; todas las uniones contables de los conjuntos que pertenecen

a Sp; de tal forma que al nal Sy sea cerrado bajo uniones contables.

3. y as el proceso podr a seguir... Una referencia para profundizar mas sobre el tema es Davidson

(1994).
10 gp general, la mayora de los libros plantean esta situacon. Nosotros hemos revisado el libro de

Royden (1988) para explicar este punto.
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sigmaalgebra. De niendo F por

entoncesF es una sigmaalgebra.

Prueba. La prueba se omite.

Regresemos ahora a nuestra familia o clase de subconjunt8s Presentando la sigu-
iente proposicon.

Proposicon C.6. SeaS una familia arbitraria de subconjutos de X . Entonces existe una
unica extenson m nima de S a una sigmaalgebra. En otras palabras, existe unaG 2%
tal que

G extiende (\agranda") a S, es decir,S G.

G es una sigmaalgebra sobreX .

G es minima (minimal), es decir, siF es cualquier sigmaalgebra sobreX, tal que

S F ,entoncesG F .

Prueba. De namos G por

donde la interseccon es tomada sobre todas las sigmasalgebrds, tal que S F . A
partir de la Proposicon C.5, se sigue queG es una sigmaalgebra y, por medio de un ra-
zonamiento bgico, podemos decir ques extiende (agranda) a la familia de subconjuntosS.

De nicon C.11
La sigmaalgebra G en la proposicon previa se conoce como la sigmaalgebra generada
por S y se denota por
G= f{Sg:

La familia S se llama un sistema generador paré&.
SifF ; 2 gesunafamilia indexada de sigmasalgebras sobr¥ , entonces decimos
que

- F.

2
es la sigmaalgebra mas peques; la cual contiene cada una de la§
Siff ; 2 gesunafamiliaindexada de funciones con valores reales sob{e entonces
decimos que

G= ff; 2 g
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es la sigmaalgebra mas pequea-G, tal que F es medible para cada 2 . !

Despiles de haber hablado acerca de lo que entendemos por una particon y de lo que se
conoce como un generador; es hora de hablar de una de las sigmaalgebra mas importantes
gue existen.

De nicon C.12 Si el conjunto X esh de nido como X = R ", entonces podemos de nir el
algebra de BorelB(R") como la sigmaalgebra que es generada por la clase de conjuntos
abiertos sobre R'. Los elementos sobre elalgebra de Borel son llamados conjuntos de
Borel.1?

Existen un gran rumero de formas por medio de las cuales podemos generar elalgebra
de Borel. Simplemente y de acuerdo a la de nicon anterior, sabemos que un conjunto
es abierto si y solo si su complemento es cerrado, as que es fcil ver que elalgebra de
Borel es tamben generado por la clase de todos los conjuntos cerrados. A continuacon,
presentamos una lista de los sistemas generadores mas comunes para elalgebra de Borel
sobre R13

Proposicon C.7. Elalgebra de Borel B(R) puede ser de nida en alguna de las siguientes

maneras:
B(R) = fconjuntos abiertosy;

B(R) = fconjuntos cerrados);

B(R) = ftodos los intervalos del tipo (a; blg;
B(R) = ftodos los intervalos del tipo (a;bg;
B(R) = ftodos los intervalos del tipo fa; bg;
B(R) = ftodos los intervalos del tipo fa; b)g;
B(R) = ftodos los intervalos del tipo (1 ;b)g;
B(R) = ftodos los intervalos del tipo (1 ;blg;

11 Hay que subrayar, sin embargo, que el hecho de trabajar con un sistema generador S asico, es decir,
tan sencillo como lo podamos imaginar; no signi ca en ning un sentido que la sigmaalgebra generada por
S sea igual de sencilla. Veamos algunos ejemplos ilustrativos:

1. Si X representara el conjunto del intervalo cerrado [0; 1] y S fuera igual a f[0; 1=2]g, entonces
podemos denira G= fSg = fX; ;;[0;1=2]; (1=2; 1]g.

2. SiX = N y S es la clase de todos los conjuntos individuales ( singleton) de N, a saber S = ff ng;
n 2 Ng, entonces G= fSg =2N.

12 Tenemos que decir que elalgebra de Borel es un objeto matematico sumamente complicado y, dado
gue, el presente apendice no intenta exponer a fondo la teora contruida alrededor de este concepto, ®lo

precisaremos algunos detalles importantes.
13 | a extenson hacia R " es directa.
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B(R) = ftodos los intervalos del tipo fa;1 )g;
B(R) = ftodos los intervalos del tipo (@;1 )g;

B(R) = ftodos los intervalosy:

Aparentemente parece imposible probar cualquiera de los resultados anteriores. La ramn
principal de esto, es que en realidad no tenemos ning control sobre la clase de conjuntos
de Borel, ya que esta resulta ser la extenson minima de la clase de todos los interva-
los. Lo anterior, puede quedar mas claro con siguiente proposicon, la cual ofrece una
caracterizacon alternativa delalgebra de Boresl a trawes de la clase de funciones medibles.

Proposicon C.8. Sea (X; F) un espacio medible y sed : X ! R una funcon dada.
Entonces,f esF -medible siy solo sif 1(B) 2 F para todo conjunto de BorelB B .

Prueba. Sif (B) 2 F para todo conjunto de BorelB B , entoncesf es medible ya
gue en particular los intervalos producidos por la inversa pertenecen a conjuntos medibles.
Entonces, si suponemos qué es medible, ahora hay debemos de probar que nuestfa
sobre cualquier conjunto de Borel nos arroja conjuntos que socalF -medibles. Intentemos
probar lo anterior, de niendo en principio una clase G de subconjuntos de R

G=fB R;f YB)2Fg:

Entonce, esta clases de subconjuntos sobre R es la clase con la cual queremos probar que
la inversa nos regresa a los conjuntos medibles sobk. De aqu en adelante, queremos
asegurarnos que cualquier conjunto de Borel cumpla con la siguiente condiconB G .
Pero primero, recordemos la Proposicon C.1 y la De nicon C.3 para probar que G es una
sigmaalgebra. Por otra parte, ya quef se supuso medible, los intervalos que se obtienen
por su inversa pertenecen a conjuntos medibles, as qué contiene a todos estos intervalos.
Dado esto, podemos decir qué& es una sigmaalgebra que contiene a todos los intervalos,
pero ya que elalgebra de Borel es la sigmaalgebra mas pequa~contenida en todos los
intervalos, se debe cumplir queB G , lo cual era lo que queriamos probar.

Un ejemplo particularmente importante de un espacio de medida es (RB(R)), donde
una funcon con valores realesf : R ! R, la cual es medible con respecto 8(R), es
llamada funcon medible Borel o, simplemente, funcon Borel. La proposicon siguiente
muestra que existe una gran cantidad de funciones Borel.

Proposicon C.8. Toda funcon continua f : R" ! R es Borel medible.

Prueba. Esta armacon se apoya en el hecho de que una funcon es continua si y solo si
va de conjuntos abiertos hacia conjuntos abiertos. Ahora bien, segin la Proposicon C.6,
unaalgebra de Borel se puede de nir comoB(R) = fconjuntosabiertos.
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Ahora bien, apartir de la Proposicon C.X se sigue que toda funcon que podamos con-
truir, tomando como insumos funciones continuas, sea una funcon Borel. No obstante,
aungue se requiere de mucho ingenio matematico para contruir una funcon que no sea
una funcon Borel, esto no signi ca que se debe interpretar a una funcon Borel como una
funcon arbitraria. En este sentido, una importante consecuencia de esta a rmacon y de
la Proposicon C.7 tenemos que

Proposicon C.9. Consideremos quef : X ! R es un mapeoF -medible y queg: R! R
es una funcon Borel. Entonces, el mapeo compuestb = g f de nido como h(x) = g(f (x))
esF -medible.

Prueba. La prueba se omite.

C.3. Teoremas de Convergencia

Una de las propiedades mas importantes del concepto de integral discutido y presentado
arriba es lo sorprendentemente fcil que podemos trabajar con los problemas de conver-
gencia. Los tres resultados kasicos que presentaremos en este apartado son los siguientes.

Teorema C.1 (El Lema de Fatou) Sed f,gt_; una suceson de funciones medibles, tal que

fn 0 n=1;2::

nIlilrn fan(x)=f(x);8x 2 X;

para alguna funcon | mite. Entonces

Z Z
f(x)d (x) liminf fa(x)d (x):
X n X

Teorema C.2. (Convergencia Morotona) Seaf f,gt_, una sucesbn de funciones medibles
tal que
1. La suceson es no-negativa, es decir

fn 0 n=1;2::
2. La sucesbn es creciente, es decir para todd tenemos

f1(x)  fa(x)  fa(x) fr(x)  fnea(X)
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Entonces de nimos la funcon f como
f(X)=Iirp fn(X);

la cual cumple la siguiente igualdad
Z Z
f(x)d (x)=Ilim fan(x)d (x):
X noox

Teorema C.3. (Convergencia dominada de Lebesgue) Sé&,g_, una suceson de fun-
ciones medibles tal que

fa) ! (%)

para alguna funcon | mite f . Supongamos que existe una funcon no-negativay 2 L* tal
que,12
ifn(X)j  g9(x); 8n; 8x 2 X:

Entonces, 7 7

food () =lm  f,00d (x):

X X

12 ponde la integral de una funcon no-negativa sobre un espacio medible se establece como sigue: sea

f : X ! R una funcon no-negativa y medible sobre un espacio de medida (X; F; ). La integral de f
con respecto a  sobre X se de ne como
Z Z

fO)d (x)=sup " (x)d (x);
X ' X

donde el supremo es sobre la clase de funciones simples' , tal que 0 ' f:
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APENDICE D
Procesos aleatorios y conjuntos de informacon

D.1 Varibles y procesos aleatorios

Rapidamente, recordemos que un espacio de probabilidad es simplemente un espacio me-
dible ( ;F;P), donde generalmente la medidaP cumple queP () = 1, donde el espacio
asociado recibe con frecuencia el nombre de espacio muestral y los elementos de la
sigma-algebraF son llamados eventos.

De nicon D.1. Una variable aleatoria X es un mapeo
X IR,
tal que X esF -medible.

Como el lector probablemente se ha dado cuenta, el uso de la lettd se ha empleado
en algunos apendices previos para designar un espacio de medida, mientras que ahora
lo usaremos para nombrar lo que se conoce como variable (0 proceso) aleatorio. Esto
representa un desafortunado uso de notacon. Sin embargo, no existe riesgo de confuson
ya que desde ahora sobre el espacio de medida siempre estaa un espacio de probabilidad,
lo cual lo denotaremos por :

Para entender mejor la De nicon D.1 anterior es importante mantener en mente lo
siguiente. La interpretacon de una variable aleatoria es como sigue:

En algun lugar, desconocido para nosotros, un puntd 2 en el espacio muestral es

elegido aleatorimente. Este punto, tamben puede interpretarse como el estaod e la

naturaleza.

Nosotros no podemos observar directamente k&, pero si podemos observar su medida

sobre el espacio muestral. Es decir, podemos observar el rumero reél! ), el cual nos

ofrece una observacon parcial (o dicho de otra forma, nos ofrece cierta informacon)

sobre!:

De nicon C.2. La medida de distribucon  x para una variable aleatoriaX es una medida
sobre (R; B) de nida como

x(B)= P(f! 2 ; X(1)2Bg);B 2B;

0 equivalentemente
x (B)= P(X *(B)):
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Por lo tanto, la funcon de distrubucon (acumulada) de X es denotada porFy y de nida
como
Fx (xX)=P(f! 2 ; X(!) xg):

Dado que X se ha asumido como medible, entonces el evenfd 2 ; X(!) 2 Bg se
encuentra dentro deF, as que la medida P est bien de nida. La verson resumida y

comunmente empleada de tal evento es igual at X 2 Bg. De tal manera que nuestra
de nicon de medida de distribucbn se convierte en

x (B)= P(X 2 B);
y la funcon de distribucon en
Fx (X)= P(X X);x2R:

De nicon C.3. Para cualquier X 2 L1( ;F;P) su valor esperado denotado poE[X ] se
de ne por Z
EX]= X{)dP():

Para X 2 L2, su varianza se de ne como
Var[X]=E (X E[X])?]:

Notece que la de nicon establece elvalor esperado como la varinza com ointegrales sobre
el espacio muestral (espacio muestral abstracto). La coneccon que existe entre eshs
bmulas y aquellas donde la esperanza y la varianza son calculadas como integrales sobre
la Inea recta, es la siguiente:

Proposicon C.1. Seag : R ) R una funcon de Borel tal que la variable aleatoria
compuestag(X ) es integrable. Entonces,
Z Z
Elg(X)I= " o(X (! )dP(!)= R@1(><)d x (X):

Para la prueba de esht proposicon hay que recordar la proposicon C.9, con la que se garan-
tiza que g(X) es medible. Clararamente la primera igualdad se mantiene por de nicon,
por lo que la segunda parte es en realidad la parte relevante del resultado.

Con el n de resaltar la importancia de la proposicon anterior, probaremos un sen-
cillo pero util resultado el cual muestra que en algunos casos un valor esperado puede
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ser calculado en erminos de una integral de Lebesgue ordinaris. Veamos la siguiente
Proposicon.

Proposicon C.2. SeaX una variable aleatoria no negativa. Entonces se cumple que
Z 1
E[X]= P(X t)dt
0

Prueba. Por el Teorema de Fubini tenemos que

z Z "Zyay *
E[X]= X (1)dP(!)= 1 dt dP(!)
0

z "z, # z, Z #

= 1ft X (1)g dt dP(!)= 1ft X (1)gdP(!) dt
0 0

z, Z #

= dP(!) dt;
0 Ay

1 Recordemos que la integral de Lebesgue est asociada, en su forma mas primitiva, a una medida de
longitud M sobre la clase de intevalos en R. Evidentemente, se cumple que esta medida de longitud es a
su vez extendida a una medida sobre elalgebra de Borel. Este hecho, por supuesto no trivial, se establece
como sigue:

Proposicon D.1.1. Sobre el espacio medible (R; B), existe unaunica medida M con la propiedad de que
para cualquier intervalo [a; b

m([a;b) = b a:

Esta medida se llama medida de Lesbegue. Realizando las operaciones necesarias, podemos obtener &cil-
mente la medida N-dimensional de Lesbegue sobre R". Equipada con la medida de Lesbegue, podemos
entonces comenzar a integrar funciones con valores reales de nidas sobre la | nea real. Sin embargo, existe
un problema. Ya que que todas las funciones continuas son Borel medibles, existe tambi en la integral de
Riemann para este tipo de funciones. Entonces, si f es continuay si A es un intervalo nito podemos
contruir dos integrales, a saber:

Z Z
f (xX)dm(x); (Lesbegue) vy f (x)dX; (Riemann) :
A A
Aunque ambos conceptos de integral pueden ser diferentes, podemos demostrar que la integral de Riemann,
siempre que este bien de nida, coincidia con la integral de Lesbegue. No obstante, la ventaja de usar la
integral de Lesbegue sobre la de Riemann, es que la teor a de Lesbegue nos permite integrar toda funcon
Borel, mientras que la integral de Riemann ®lo nos permite integrar funciones integrables de Riemann
(las cuales representan una clase mucho mas pequera). Ademas, suceson convergente punto a punto
de funciones integrables de Riemann no negativas pueden converger a una funcon Imite para la cual la
integral de Riemann no est de nida, mientras que la clase de funciones Borel es cerrada bajo convergencia

punto a punto.
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donde el eventoA; = fX  tg: As, al nal podemos escribir
Z 1 Z 1
E[X]= P(Ay)dt = P(X t)dt
0 0
Recordando por supuesto que el Teorema de Fubini se de ne con base en la contruccon de
una medida sobre un espacio producto. Es decir, suponiendo la existencia de dos espacios
de medida: X; F; )y (Y;G, ). Podemos construir una medida sobre un espacio producto
X Y como cuando construimos la medida delarea sobre Ra partir de la medida de
longitud sobre R: De aqui que podemos establecer la siguiente de nicon.

De nicon D.4. Un recangulo medible es un conjunto Z X Y de la forma

dondeA 2 F y B 2 G. El sigmaalgebra producto F G se de ne por
F G = frectngulos medibles:

Esta es una de nicon de la medida de un recangulo medible, es decir: (A B)=\la
base" \la altura”"= (A) (B):? Ya que hemos de nido la medida del producto sobre la
clase de recangulos medibles, falta mostrar que esta medida puede, de hecho, ser ampliada
a la sigmaalgebra del producto.

Proposicon D.3. Existe unaunica medida sobrefX Y;F G ;gtal que
(A B)= (A) (B);

para todo recangulo medible A B. Este nueva medida se llama la medida del producto
y se denota por = : De aqu obtenemos el resultado que muestra que es lo mismo
integrar con respecto a la medida del producto que trabajar con integrales iterativas.

Teorema D.1. (Teorema de Fubini) Considere el espacio de medida del productoX

Y;F G; gy seaf : X Y I R un mapeo medible. Asumiendo tanto quef es
integrable sobreX Y como quef es no negativa. Entonces, tenemos que
Z Z Z Z Z

fdC )= y Yf(X;Y)d (y) d (x)= . Xf(X;Y)d (x) d (y):

XY

2 Confontese con la De nicon A.11 en Bprk (2004).
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Notece un par de detalles. Primero, el Teorema de Fubini puede ser, por supuesto, ampliado
a cualquier espacio producto nito y, segundo, se debe de considerar para la demostracon
que la funcon 7

x 7! f(x;y)d (y)
Y
esF -medible y lo mismo para la otra integral.

Una vez nalizada esta explicacon, de namos sucintamente el concepto de procesos aleato-
rios.

De nicon D.5. Un proceso aleatorio sobre el espacio de probabilidad (;F;P) es un
mapeo
X R« I R;

tal que para cadat 2 R, el mapeo
X({t): ' R;

esF -medible. Donde podemos interpretar aX (t;! ) (0o usando una notacon alternativa
X¢(!)) como el valor al tiempo t dado el estado de la naturalezal . No obstante, es
importante considerar lo siguiente:
Para cadat jo, el mapeo
L7 X(!);

denotado tambien por X, es una variable aleaoria.
Para cada! 2 , el mapeo
t7! X(t!)

es una funcon deterministica del tiempo. Esta funcon, la cual podemos representar
COmo una gl ca, se conoce como la realizacon o la trayectoria deX para el estado
de la naturaleza!: Cuando observemos un proceso aleatorio sobre el tiempo (como
la evolucon del precio de un activo), nosotros estaremos viendo la trayectoria de un
estado de la naturaleza en particular.

En al de nicon anterior, hemos de nido el tipo de procesos que existen sobre el intervalo
detiempoO t 1 , por supuesto podemos considerar la existencia de procesos de nidos
®lo sobre un subintervalo de tiempo o, mas an, sobre los enteros (al cual se le conoce
como un proceso de tiempo discreto).
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D.2 Particiones e informacon

Consideremos un espacio muestral y una particon dadaP = fA;;:::;Axgde . Una
interpretacon intuitiva de esta particon en erminos del concepto de informacon se puede
establecer como sigue.
Alguien, desconocido para nosotros, escoge un punto que pertenece a un espacio
muestral. Tal punto es completamente desconocido por nosotros.
El tipo de informacon que estamos deseosos de conocer, es aquella relacionada con el
componente deP al cual pertenece! . De alguna forma, uno puede pensar que esto
es como un experimento donde podemos observar la variable aleatoryg la cual esa
de nida como
X
Y(')= nla, ('), n2[LKI
i=1
Entonces siY (! ) = n, sabemos con certeza que existe enAy:

De esta forma, podemos decir que teniendo acceso a una cierta particon, tenemos acceso
a cierta cantidad de informacon. En el caso trivial en donde P = f g, se dice que
corresponde al caso en que no contamos con ninguna informacon disponible. En el caso
extremo, donde es nita, es decir, = flq;:::;!yg Yy la particon esh dada por

Por otra parte, dados dos particiones separadas es posible comparar la informacon
contenida en ellas. Por ejempld, consideremos el espacio = [Q1] con dos particiones.

P1=fA1; Az Asz; AsQ;

donde 1 11 13 3
Al = O;é J A = :_%’é 7 Az = E,Z 7 AL = le
y
P, = fB1;B2;B30;
donde 1 13 3
Bi= 0;5 ;Ba = 32 ;B3 = Z;l:

De cierta forma podemos decir qué; contiene mas informacon queP5, ya que la particon
P, ha sido obtenida tras la subdivison de algunos componentes d®, en partes mas

3 El siguiente ejemplo se basa en el que presenta Bprk (2004, mgina 425).
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pequeras. Existe, entonces, una relacon natural entre diferentes particiones de un espacio
muestral dado y de acuerdo con el ejemplo presentado arriba, decimos gBe es mas no
que P».

De nicon D.5. Para un espacio muestral dado , una particon S se dice ser mas ha que
una particon P si todo componente enP es una unon de los componentes els.

La interpretacon de esto es, simplemente, ques contiene mayor informacon que P. Ahora
bien, consideremos nuevamente el espacio muestral y como dado un mapeo arbitrario
f: I R. Por simplicidad, suponemos quef olo toma valores nitos, los cuales
denotamos comoxq; Xo;:::;Xk . La idea es quef es una medida sobre y que con ella
conocemos algo sobre la muestra de puntds(desconocida para nosotros pero pertenecinete
a )atraesde f(!). De esta manera, sabemos que genera una particon natural P(f)
de nida por

donde
Ap=fl2;f()=x,9 n=1;2:::K:

Es decir,
An=1f (xn); n=1;2::::K:

Dadas estas de niciones, podemos interpretar & (f ) como la informacon generada porf ;

ya que atraves de la observacon dd podemos establecer con seguridad en que componente
deP(f ) se encuentral . Incluso, dada la informacon en P (f ), es decir, dada la informcaon
acerca del componente en el cual yade, podemos exactamnete determinar el valor dé (! ).

La raon de esto es quef es constante en cada componente de(f ). Generalizando este
argumento, establecemos la siguiente de nicon.

De nicon D.6. Un mapeo dado f : ! R se llama medible con respecto a una particon
P, si y ®lo si, es constante sobre el componente de.

Lema D.1. Sea un espacio muestral dado , un mapeo con valores nito§ : ! RYy
una particon P. Sif esP-medible entonces el valor déd es completamente determinado
por la informacon en P, en el sentido de que si conocemos en cual componente RBleesta
localizada, entonces sabemos el valor de la funcoh(! ):

Consideremos nuevamente el espacio muestral y un mapeo con valores nitos: ! R:
Si adenas consideramos como dado otro mapeg: R ! Ry, a partir de aqu , de nimos
h: ! Rporh(!)= g(f(!)), entonces podemos decir qué genera menos informacon
quef . En otras palabras,P(f ) es mas na queP (h), lo cual tamben puede ser establecido,
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diciendo queh es constante sobre los componentes d?(f ), es decirh es P (f )-medible.
El resultado en sentido contrario a este argumento tamben existe.

Proposicon D.4. Consideremos un espacio muestral jo y dos mapeos con valores nitos
f: I Ryh: I R. Supongamos quéh esP (f )-medible. Entonces existe una funcon
g:R! Rtalque h=g f:

Prueba: La prueba se omite.

D.3 Sigmasalgebras e informacon

Dado que estamos trabajando con un espacio muestral dado Yy con ciertas particiones
P, establezcamos los siguientes hechos.
La particon P genera una sigmaalgebra: fPg:
A partirde fPg, podemos recostruir la particon original P, ya que los componentes
de P son precisamente losatomos en fPg. En otras palabras, los conjuntos en fPg
no tienen subconjuntos propios (aparte del conjunto vacio) en fPg.
Si F y S son dos patrticiones, entonce$ es mas na queP, siy solo si,P S :
Para cualquier mapeof : ! R, se mantiene quef esP-medible, siy solo si,f es
fPg -medible.

Entonces, y dado lo anterior, siempre que estemos trabajando con particiones \ nitas"
es equivalente trabajar con las particiones mismas o con las sigmasalgebras correspondi-
entes® Por lo tanto, la intuicon que esh detras del concepto de informacon se puede
formalizar en erminos de las sigmasalgebras que se pueden construir de ciertas parti-
ciones. En particular, estableceremos que si entre dos sigmaalgebras se cumple que

G F;

entonces, \ G contiene menos informacon queF ".

3 Desde el punto de vista ecnico, tenemos que reconocer que el formalismo construido alrededor de
la sigmaalgebra es superior al formalismo de las particiones, entre otras cosas porque la sigmaalgebra es
cerrada bajo el conjunto de operaciones mas comunes. Adenas, el desarrollo de la teor a de la medida
establece como objeto kasico al concepto de sigmaalgebra. As que, a pesar de que el concepto de
informacon, intuitivamente, es mas natural de formular dentro del esquema de las particiones, tenemos
gue reconocer que el formalismo de la sigmaalgebra es mucho mas robusto en un contexto agregado. Lo
anterior, ademas del hecho que la equivalencia entre particiones y sigmasalgebras solo se mantiene cuando
la particon es nita. En un caso mas general, simplemente, no existe un formalismo alternativo entre las

particiones y las sigmasalgebras.

177



Consideremos, una vez mas, un espacio muestral dadoyun maped : ! Ry
recordemos la siguinete de nicon.

De nicon D.7. La sigmaalgebra fX g se de ne como la sigmaalgebra mas peque-F,
tal que X esF -medible.

Podemos referirnos a f X g como la sigmaalgebra generada poX . Tecnicamente hablan-
do fXg es la interseccon de todas las sigmaalgebras$-, tal que X esF -medible. Una
representacon mas explicita de este hecho es la siguiente.

fXg=fX 1(B):B 2B(R)g:

De nicon D.8. Sea K una familia arbitraria de mapeos de a R. Entonces fKg se
de ne como la sigmaalgebra mas pequea G, tal que X es G-medible para todaX 2 K:
Con esto, obtenemos un resultado general para las sigmaalgebras paralelo a la Proposicon
D.4 correspondiente a las particiones. La prueba no es fcil de llevar acabo, por tanto se
omite.

I R, y supongamos que un mapeo en particulaZ : ! Res fXgq;:::Xyg-medible.
Entonces existe una funcon Borelf : RN | R, tal que paratoda! 2 tenemos que

Lo que esh proposicon nos dice es que si una variable aleatoriX es medible con respecto

a cierta sigmaalgebra, entonces el valor de la variable es completamente determinado por
la informcaon contenida en la sigmaalgebra. Para el caso de los procesos aleatorios, lo
primero que debemos de notar es que cada proceso aleatorio genera una familia entera de
sigmaalgebras.

De nicon D.9. Sea fX;t 0g un proceso aleatorio, de nido sobre el espacio de proba-
bilidad ( ;F;P). Entonces de nimos la sigmaalgebra generada porX sobre el intervalo
[0; ], por

FX = fXas tg

La interpretacon intuitiva es que F{* es la informacbn generada por la observacon deX
sobre el intervalo de tiempo [Qt]. En general no existe una descripcon exptita satisfac-
toria de lo que esF X, pero no es di cil mostrar que F* es generada por todos los eventos
de la formafXs 2 Bg, paratodas ty todo conjunto de Borel B.
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Si supondemos queZ es una variable aleatoria y mantenemos en la mente todo lo
planteado arriba, podemos decir que si X esFX - medible”, se puede interpretar como
\Z es una funcon de la trayectoria completa X sobre el intervalo de tiempo [Qt]. Donde
tambéen es claro ques t)F X F X; asi que cada proceso aleatoriX (establecido de
esta forma) generama una familia creciente de sigmaalgebras. Generalizando estaultima
idea, obtenemos lo que se conoce como Itracon.

De nicon D.10. Una Itracon F = fF g, o sobre un espacio de probabilidad (;F;P)
es una familia indexada de sigmasalgebras sobre tal que

F:{ F ;8 O:

s t)F X F X
Dada una Itracon F de nida como arriba, la sigmaalgebra F; se de ne como

F]_ = Ft:
t 0

Una ltracon, en este sentido, formaliza la dea de un ujo de informacon no decreciente
sobre el tiempo. Ya que hemos llegado a este punto, de niremos uno de los conceptos mas
relevantes dentro de la teora de procesos esto@sticos.

De nicon D.11. Consideremos una Itracon dada F = fF ;g; o sobre algin espacio de
probabilidad y un proceso aleatorioX sobre el mismo espacio. Entonces decimos que el
procesoX es adaptado a la Itracon F si

Xt 2Fy¢; 8t 0:

La interpretacon intuitiva de este hecho es simple. Para cada tiempot jo, el valor del
procesoX; es completamente determinado por la informaconF, a la cual tenemos acceso
hasta el tiempot. Alternativamente, tambi en podemos decir que el valor de un proceso
adaptado no lo podemos ver en el futuro. Dado que & tamben se le conoce como la
Itracon interna generada por el proceso X, entonces es directo pensar que el proce3o
esta siempre adaptado a esta Itracon interna.

Concluyamos el presente apndice exponiendo algunos ejemplos que incorporan los
conceptos de conjuntos medibles y Itracon. Por tanto, seaX cualquier proceso esto@s-
tico, entoncesFX denota la informacon generada porX en el intervalo de tiempo [Qt] o
alternativamente \lo que ha ocurrido con X durante el intervalo [O; t]".

Si, basados en las observaciones de las trayectorié¥X (s);0 s tg, es posible
decidir que un evento dadoA ha ocurrido o no, entonces podemos escribirlo como
A 2 F X, o diriamos que \A esFX -medible".
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Si el valor de una variable esto@sticaZ puede ser completamente determinada por las
observaciones dadas de la trayectorid X (s);0 s tg, entonces tamben podemos
escribirZ 2 F X .

Y nalmente, si Y es un proceso esto@stico tal que tenemo¥ (t) 2 FX, para toda
t 0, entonces decimos qu¥ es adaptada a la Itracon fF X g o:

Una vez que hemos repasado algunos de los conceptos mas abstracto de la teora de la
medida a lo largo del apendice; podemos notar ahora que estas a rmaciones, si bien carecen
de formalidad, son bastante intuitivas. Algunos ejemplos ayudaan a aclarar aun mas el
uso de estas de niciones.

1. Sinosotros de nimos el eventcA comoA = f X (s) 3:14; paratodas 9g, entonces

tenemos lo siguiente:A 2 F & :
2. Para la variable esto@asticaZ, de nida por
Z 5

Z= X (s)ds;
0

tenemosZ 2 F X:
3. SiW es un proceso de Wiener y si el proces$ se de ne por

X (t) = sup W(s);
st

entoncesX es adaptado a la Itracon W.
4. SiW es un proceso de Wiener, perX esh de nida como

X (t)= sup W(s);

s t+1l

X no es adaptado a la Itracon W:
5. SeaZ cualquier proceso aleatorio con trayectorias continuas y consideremos la I-
tracon F como una ltracon interna F; = F#. Los procesos son adaptados

Xi=supjZsj;
s t

Xt = Zi=2;
t
X¢ = Z.ds;

mientras que los siguientes no lo son

Xt = Zis1,
t+2

Xt = Z.ds:
0
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Una aplicacon tpica en nanzas, supone que la ltracon F es generada por los precios
de activos observados. De igual forma, un requerimiento natural para una estrategia
de portafolio es que la decison que se toma eh, lo es posible considerando toda la
informacon publica a la cual tenemos acceso en el tiempd (por ejemplo, el conjunto
de precios observados en el tiempt). Entonces, la formalizacon de esta idea exige
que la estrategia de portafolio sea adaptada.
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APENDICE E
Martingalas y tiempos de paro

E.1 Independencia

Dado un espacio de probabilidad ( ;F;P) y recordando la de nicon esandar de eventos
independientes. Sabemos lo siguiente.

De nicon E.1. Dos eventos A;B 2 F son independientes si

P(A\ B)= P(A) P(B):

Generalizando la de ncon anterior para el caso de sigmasalgebras y, por supuesto, para
procesos aleatorios.

De nicon E.2.
Dos sigmasalgebrasG;H F son independientes si

P(G\ H)= P(G) P(H);

paratoda G2 GytodaH 2H:
Dos variables aleatoriasX y Y son independientes si las sigmaalgebrasf Xgy fYg
son independientes.
Dos procesos esto@sticoX y Y son independientes si las sigmaalgebrasf X;t 0g
y fYy;t  Ogson independientes.
Una familia indexada fG ; 2 g de sigmasalgebras, dondeG 2 F para cada 2
son mutuamente independientes si

\n Y

P Ghn = P(Gn);

i=1 i=1

para toda sub-familia nita Gi;:::G, dondeG; 2G, y ; 6= parai 65:

Observe que dos variables aleatoriaX y Y son independientes si y lo si
P(X 2B1&Y 2By)= P(X 2B;3) P(Y 2B));

para todo conjunto de Borel B; y B,. Con esto, formulemos ahora la prueba para el
siguiente resultado.
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Proposicon E.1. Supongamos que las variables aleatoriaX y Y son independientes.
Consideremos, adenas, queX,Y y XY existen enL'. Entonces, se cumple que

E[X Y]= E[X] E[Y]:

Prueba. Para llevar a cabo la prueba consideremos los siguientes pasos.
1. Eligamos arbitrariamente A2 fXgy B 2 fYg: Entonces, tenemos que
Z

Ella Is]=E[las]= A\de(! )= P(A\ B)=P(A) P(B)= E[la] E[ls]

Asi vemos que la proposicon se mantiene para funciones indicadoras.

2. Del paso anterior y de considerando la linealidad de la integral, se sigue qiX Y] =
E[X] E[Y] se mantiene para toda funcon simplel

3. Para extender este caso, sin perdida de generalidad, supongamos g¥ey Y son no
negativas. En tal caso existe, una sucesom X ,gy f Y, g de variables aleatorias simples

tal que
Xn" X, Xn2 fXg; Yon"VY; Ya2 fYq:

A partir de paso 2, podemos decir que
E[Xn Ynl=E[Xn] E[Yn]:

Siahoradejamos quen ! 1  y usamos el teorema de convergencia morotona, podemos
dar por nalizada la prueba.?

E.2 Esperanza Condicional

Aderas del concepto de independencia, el concepto mas importante en teora de proba-
bilidad es el de esperanza condicional. Aqu hablaremos deel en su verson mas general v,

1 Una de nicon de funcon simple y algunos detalles adicionales, pueden verse en el Agendice C,
particularmente de la De nicon C.10. en adelante. Para mayores referencias wease Davidson(1994) y

Shiryaev (1995).
2 Un corolario interesante producto de la proposicon E.1, se establece de la siguiente forma.

Corolario E.1. Si X y Y son variables aleatorias independientesy si f y g son funciones de Borel, entonces
f (X)y g(Y) son independientes. En particular, si T (X);g(Y) y f (X)g(Y) existen en L! entonces

E[f (X) g(¥)1= E[f (X)] E[g(Y)I:
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por tanto, la masutil. Es decir, aquella que se encuentra asociada al concepto de sigma-
algebra. Sin embargo, para nes de exposicon comenzaremos con una discuson elemental,
empleando la intuicon generada por ello para motivar una argumentacon mas abstracta.

Consideremos un espacio de probabilidad jo (;F;P) y supongamos queA y B
Son aventos que existen erF, donde P(B) 6= 0 Recordemos, ahora, la de nicon de
probabilidad condicional.

De nicon E.3. La probabilidad de A condicional aB se de ne como

P(A\ B).

P(AIB)= —5 e

(e1)
La intuicon detras de dicha de nicon es la siguiente:
La probabilidad para cualquier evento A es la fraccon de la distribucon total de
probabilidad (mas9, la cual esta localizada enA, as

Cuando nosotros condicionamos el eventd a B, estamos aceptando que el vent®
ya ocurrio. Entonces, el espacio muestral efectivo es aho@ en lugar de : Esto
explica el factor de normalizacon en el denominador en (e.1).

Solo la parte deA que puede ocurrir bajo el conocimiento previo de qu& ha ocurrido
es, precisamenteA\ B:

Lo que comenzaremos a buscar desde ahora es una de nicon ligada a la anterior, pero
sobre el concepto dd=[X j G]; donde X es una variable aleatoria yG es una sigmaalgebra
gue pertenece aF . La interpretacon directa de E[X | G] es: la esperanza de&X dado
gue tenemos acceso a la informacon d&. Para tratar de formalizar esta nocon bastante
vaga, iniciaremos estableciendo ena cadena de pensamientos heursticos.

Sabemos que el valor esperado incondicional (no-condicional) est dado por

Z
EX]= X()P@!);

es decir,E[X] es un promedio ponderado de los valores d¢, donde hemos empleado la
medida de probabilidad P (d! ) como ponderador.

Supongamos ahora que hemos obtenido informacon sobre el resultado del experimento
aleatorio, de tal forma que sabemos que el punto muestrdl est en el conjunto B. La
de nicon natural del valor esperado X dadoB se obtiene tomando el promedio ponderado
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de X, sobre el nuevo espacio muestral efecti. Por supuesto, ahora habr que normalizar
la medida de probabilidad de tal forma que tengamos la ditribucon total (total masg
igual a la unidad sobre el nuevo espaci®. La normalizacon de la probabilidad estara
establecida como

P@!).

P(B)’

Podemos, entonces, de nir el objetoE[X | B]:

Supongamos queB 2 F conP(B) > 0y que X 2 L1( ;F;P): Entonces la esperanza
condicional de X dado B se de ne por
Z

E[X jB]= % X()dPC):

Consideremos un caso mas general donde existe una particon nit® = fA1;:::Ax g, con

conjunto de supuestos establecidos hasta este momento, equivalente a saber con exactitud
en cual de los componente®\q;:::Ax se encuentra el resultadol: Esquemnaticamente,
podemos desarrollar esta idea como sigue.
Nos encontramos ante la situacon en que alguien elige aleatoriamente un puntb del
espacio muestral. Nosotros no sabemos exactamente cual punto ha sido elegido.
Tras un proceso de husqueda, logramos informarnos acerca del componente de la
particon en la cual se encuentra! .
Tan apido como sabemos en cual componente se encuentta, por ejemplo enAp,
podemos calcular la esperanza condicional d& dado A, de acuerdo a la brmula
presentada arriba.

A partir de este razonamiento, queda claro que la esperanza condicional que podamos
calcular depender en cual componente se encuentrie. No obstante, podemos de nir un
mapeo de a la Inea real como sigue.

70 E[XjAR] si ' 2A,;, n=1;:5K:

Con lo cual podemos establecer la siguiente de nicon

De nicon E.5. Considerando los supuestos establecidos arriba, junto con el hecho de que
P(An) > 0;8n, de nimos la esperanza condicional EX jP] de X dada la informacon en P
por

X
E[XjP]() = ID A, (1 )E[X]An];
n=1



es decir, ~
E[XJPI(Y) =

X()DPP('); dondd 2 A,:
P(An) Al ( ) ( ) n
Recordemos que el objeto B{jP] no es un rumero real, sino un mapeo de en R, es
decir es una variable aleatoria. Adenas, por de nicon E[X jP] es constante sobre cada
componente deP, en otras palabras, EX jP] es fPg medible.

Ahora bien, para el caso donde consideramos una sigmaalgebra mas general y no
®lo particiones nitas, la extenson de la de nicon anterior no es directa. Sobre todo
porque, hemos supuesto en ella queé(A,) > 0;8n, para evitar la situacon de dividir en
tre cero. Tomando un camino alternativo, comencemos a enlistar algunas propiedades de
la expreson de la esperanza condicional, tal y como, se de ne arriba.

Proposicon E.2. Supongamos que (;F;P);x y P se de nen como hasta ahora. En-
tonces, la sigmaalgebraG F de nida por G= fPg. La esperanza condicional EX jP]

esh caracterizada como launica variable aleatoria Z sobre ( ;F;P) con las siguientes
propiedades:

1) Z esG-medible.
i) Paratoda G 2 G se mantiene que
Z Z
Z(M)dP() = XM)dP():
G G
La importancia del resultado anterior es que caracteriza la esperanza condicional de

tal forma que no se requiere que los componentes @ sean probabilidades estrctamente
positivas. De hecho las condiciones establecidas en la proposicon anterior pueden ser
formuladas para cualquier sigmaalgebraG, aun si G no es generada por una particon
nita. Dicho lo anterior, esto establece las bases para establecer nuestra de nicon nal de
esperanza condicional.

De nicon E.6. Sea ( ;F;P) un espacio de probabilidad yX una variable aleatoria en
L( ;F;P). Sea, adenus, G una sigmaalgebra tal que G F : Si Z es una variable
aleatoria con las propiedades

i) Z esG-medible.
i) Paratoda G 2 G se mantiene que

Z Z
Z(1)DPP(1)= X (1)DPP(!):
G G
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Entonces decimos que& es la esperanza condicional d¥ dada la sigmaalgebraG. En tal
caso denotamos & como
E[X|G]:

Lamentablemente, est de nicon de esperanza condicional tan general tiene un problema
gue resulta ser no trivial y es que no es claro que en el caso general siempre exista una vari-
able aleatoriaZ. Podemos demostra queX , por s misma, siempre cumplia la propiedad

i), pero en el caso general no satisfacea i). No obstante, el siguiente teorema intenta
resolver este problema.

Teorema E.1. Sea (;F;P) un espacio de probabilidad yX una variable aleatoria en
L( :F;P). Sea, adenus,G una sigmaalgebra tal que G F : Entonces, lo siguiente se
mantiene.

Siempre existia una variable aleatoria Z que satisfacer las condiciones ii) y i) de la

De nicon E.6.

La variable Z esunica, es decir, siY y Z satisface i) y ii) entoncesY = Z, P-a.s.

Prueba. De namos la medida sobre ( ;G) por
VA

(G)E" X (1)dP(!):
G

Podemos decir, entonces, que P y por inspeccon vemos que siZ esha de nida como

Z = d— sobre G

dP’
Z sea G-medible y se cumplia la propiedad
Z
(G) = ZdP;
G

es decir 7 7

ZdP = X dP;

G G

para toda G 2 G. Adenas, podemos notar que siG es la sigmaalgebra trivial, es decir,
G=f ;;g, entonces se sigue a partir de la De nicon E.6. que

E[X|G] = E[X:

Algunas reglas para el alculo de las esperanzas condicionales son las siguientes:

3 La prueba de este teorema resulta ser la aplicacon directa al teorema de Radon-Nikodyn.
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Proposicon E.3. Lo siguiente se mantiene:
X Y) E[X|G] E[Y|G;, P as;
E[X + Y |G]= E[X|G]+ E[Y|G];, 8; 2R:

Prueba. La primera relacon se demuestra con relativa fcilidad a partir del siguiente
argumento. Si suponemos qué y g son integrables y que

Z Z
fd = gd
A A
para toda A 2 F, entoncesf = g; -a.e. Tambien es posible, suponer qué y g son
integrables y que 7 7
fd gd
A A
para toda A 2 F , entoncesf g¢g; -a.e?

Con el n de provar la segunda relacon, de namos aZ comoZ = E[X|G]+ E[Y]|G].
EntoncesZ es obviamenteG medible y solo tenemos que mostrar que para tod& 2 G,
tenemos que 7 7

( E[XjG]+ E[YjGD)dP = (X + Y )dP:
G G

Usando la de nicon de esperanza condicional y linealizando tenemos que
Z Z Z
( E[X|G]+ E[Y|G])dP E[X G]dP + E[Y|G]dP
G Vit z ¢ z
X dP + YdP = (X + Y)dP:
G G G

4 Recordemos aqu lo siguiente. Si consideramos un espacio medible ( ;F; )ysiN 2F y (N)=
0; decimos que N es un conjunto nulo. Entonces, si una cierta propiedad se mantiene para toda X 2 X
excepto para un conjunto nulo, entonces se dice que la propiedad se mantiene casi donde sea ( almost
everywhere), con respecto a . En este sentido,

f O ae:

signi ca que existe un conjunto nulo N tal que f (X) O, paratoda X 2 N€. De esta manera, es fcil
ver que si f y g son integrablesy f = @, casi donde sea, entonces para toda A 2 F tenemos

Z Z

A A
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Ahora bien, una de las reglas mas empleadas de la esperanza condicional es la propiedad
de la esperanza iterativa.

Proposicon E.4. Consideremos lo establecido en la Proposicon E.3. y asumamos que la
sigmaalgebra H satisfaceH G F : Entonces lo siguiente se mantiene

E[E[X]GliH] = E[X|H];
E[X] = E[E[X]G]]:

Prueba. Comencemos diciendo que la segunda relacon es un caso especial de la primera,
ya que E[X] = E[X]jH]; donde H es la sigmaalgebra trivial. As que, con el objetivo de
probar lo la primera relacon de namos a Z comoZ = E[ X jH]: Tenemos, entonces, que

mostrar que Z esH-medible y que para todo eventoH 2 H se cumple que
Z Z

ZdP = E[X|G]dP:
H H

Estaultima igualdad asegura que Z seaH-medible y, adenas, ya queH G , tenemos que

H2H) H 2G, por lo tanto
Z Z Z Z

E[XjGldP = XdP= E[XjH]dP=  ZdP:
H H H H

Supongamos ahora queX esG medible. Como antes, la interpretacon intuitiva de esto
es queX esh solamente determinada por la informacon contenida enG. Cuando con-
sideramos la condicionalidad sobres, esto implica que conocemoX y entonces podemos
decir queesta es de cierta forma determinstica. Este resultado intuitivo est formalizado
por el siguiente resultado, cuya prueba se omite.

Proposicon E.5. Si X esG-medible y siX, Y y XY estan en L1, entonces
E[X|jG]=X; P as:
E[XY|G]= X E[Y|G]; P as:
Por ultimo, estableceremos la existencia de la desigualdad de Jensen para la esperanza
condicionalidad y algunos resultados que se desprenden de ellos. Primero digamos que

Proposicon E.6. Supongamos qud : R! R es convexay queX y f (X) son integrables.
Entonces,
f(E[X|G]) E[f(X)jG]; P as:
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Supongamos qué&X y Y estn de nidos sobre el mismo espacio ; F;P). Entonces podemos
de nir que la esperanza condicional deY, dada X .

De nicon E.7. Para cualquier Y integrable y para cualquier X, de nimos lo siguiente
E[YjX]% E[Yj fXd:

Ya que E[YjX] por esta de nicon autonmaticamente es f X g-medible, la Proposicon D.5.
garantiza que existe una funcon de Borelg tal que

E[YjX]=9g(X);P a:s: (e:13)
empleando estag, podriamos de nir la esperanza condicional desde un punto de vista de
la distribucon, en lugar de verla desde el lado de la :

De nicon E.8. De niendo el siguiente objeto como E[YjX = x] por
E[Y]X = x]= 09(X);x 2 R;

donde g esh dado por (e.13). Ahora bien, a partir de la ley de esperanzas iterativas
presentada en el Agndice D y de la Proposicon D.1 podemos derivar el siguiente resultado,
el cual es bien conocido en la teora de probabilidad elemental.

Proposicon E.7. Si « denota la medida de distribucon para X, entonces para cualquier
variable aleatoria Y': Z
E[Y]= E[YjX = x]d «(x):
R

Si X y G son independientes, es decir sif X gy G son sigmasalgebras independientes,
entonces sera razonable esperar qu& no contenga ninguna informacon sobreX. La
formulacon tcnica de esta a rmacon es igual a

Proposicon E.8. Supongamos queX es integrable y queX y G son independientes.
Entonces
E[YjX]= E[Y]:

Finalmente, sabemos quéE[X ] es el predictoroptimo de la media cuadrada deterministica
de X . El resultado correspondiente para la esperanza condicional es el siguiente:

Proposicon E.9. Sea ( ;F;P) un espacio de probabilidad dado, asimismo se& una
subsigmaalgebra deF vy, porultimo, sea X una variable aleatoria integrable al cuadrado.
Entonces, considerando el siguiente problema de minimizacon

E[(X 2)%;
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donde aZ se le permite variar sobre todas las clases de variables aleatori@smedibles e
integrables al cuadrado. Por lo tanto, la soluconoptima Z esa dada por

7 = E[X|G]:

Prueba. Se omite la prueba de la anterior proposicon.

En erminos geometricos, podemos interpretar aE[X jG] como la proyeccon ortogonal
(enL?( ;F;P))de X sobre un subespacio cerradh?( ;G;P): Para una variable aleato-
ria integrable al cuadrado podemos usar, de hecho,esta como la de nicon de la esperanza
condicional. Esta de nicon puede ser entonces ampliada del espacit? al L' por con-
tinuidad, ya que L? es denso erL!:

E.3 Martingalas

Sea ( ;F;P;F) un espacio de probabilidad Itradoy seaX un proceso aleatorio en tiempo
continuo o discreto.

De nicon E.9. El proceso X es unF -martingala si,
1. X esF -adaptada.
2. Xy 2 L' para toda t.
3. ParatodasytquecumplaO s t, se mantiene que

Xs= E[XFs]; P as:

Si el signo de igualdad es remplazado por 0o , entonces se dice qu& es una submartin-
gala o supermartingala, respectivamente.

Notece, por otra parte, que la propiedad de martingala es siempre con respecto a
alguna Itracon dada. Adenas, a partir de la de nicon, una martingala se caracteriza
por la propiedad de que la esperanza condicional de un incremento hacia adelante es igual
a cero, es decir, que
E[X; XsjFs]=0; 8 t

5 Antes de seguir, debemos decir que mientras la teora de martingalas en tiempo discreto genera
resultados y conclusiones bastante directos, la teor a de martingalas en tiempo continuo es algunas veces
bastante complicada y cuenta con herramientas matemnaticas so sticadas y problemas &cnicos, en general,
notriviales. Para trabajar con la teor a de martingalas en tiempo continuo, tipicamente hay que exigir que
los procesos en estudio cumplan con tener trayectorias continuas por la derecha con Imites por la izquierda;
al igual que necesitamos suponer que la ltracon F cumpla con ciertas propiedades de regularidad. Asi que,
en lo que resta del presente apendice, ignoraremos estos problemas. Ya que es mas intuitivo, presentaremos
algunas pruebas para el caso en tiempo discreto. Las pruebas para el tiempo continuo tipicamente se pueden
obtener considerando una muestra del proceso en tiempo continuo sobre un punto discreto en el tiempo y

, entonces, desarrollar un argumento de Imite.
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Proposicon E.10. Un proceso en tiempo discreto integrable adaptadd X,;n =0;1;2;:::g
es una martingala con respecto a la Itracon fF ,;n =0;1; 2;:::g, si Dlo si

E[Xns1jFn]l= Xn; n=0;1;2;::
Ahora bien, los tipos mas conocidos de ejemplos de martingalas son los siguientes:
Ejemplo E.1 SeaY una variable aleatoria integrable sobre un espacio de probabilidad
Itrado ( ;F;P;F)y de namos el procesoX como

Xt = E[YJFt], t 0:

A partir de esto, es fcil ver que X es unaF-martingala. En particular esto implica que
sobre un intervalo compacto [QT] cualquier martingala dada M es siempre generada por
su valor nal M;, a traves de la brmula

M; = E[MT]Ft], 0 t T:

Consicerese que esto ©lo se mantiene dentro de un intervalo cerrado nito.

Ejemplo E.2 Si X es un proceso con incrementos independientes sobre;E;P;F) y si
tamben E[X; Xs]=0, paratoda s;t, entoncesX es una martingala.

Ejemplo E.3 Seaf Z,,;n = 1; 2; :::g una familia de variables aleatorias integrables y de nido
el proceso en tiempo discretoX por

entoncesX es una martingala con respecto a la Itracon F X :

Ahora bien, es preciso decir que existe cierta coneccon entre la teora de martingalas, la
teora de las funciones convexas y la teora de las funciones harnonicas. La correspondencia
es la siguiente:

Teor a de martingalas Teor a de fucniones convexas Teor a de funciones harnonicas
martingala funcon lineal funcon harnonica
submartingala funcon convexa funcon subharnonica
supermartingala funcon ®ncava funcon superharnonica

Aunque no aundaremos en las similitudes existentes, podemos decir que a partir de la teora
sobre la convexidad de las funciones se establece directamente la estructura del siguiente
resultado:
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Proposicon E.11. SeaX un proceso de nido sobre ( ;F;P;F).
Si X es una martingala y sif : R'! R es una funcon convexa (oncava) tal que
f (X) es integrable para todat, entonces el procesd& de nido como

Ye = f(Xv);

es una submartingala (supermartingala).
Si X es una submartingala y sif : R! R es una funcon convexa nodecreciente tal
qguef (X¢) es integrable para todat, entonces el proces® de nido como

Yo = f(Xv);

es una submartingala.

Prueba. La prueba usa para su desarrollo la desigualdad de Jensen para esperanzas condi-
cionales.

Sobre un intervalo nito [0 ; T], cada martingala X toma la forma siguiente
Xt = E[XTth],

pero es natural preguntarse si cualquier martingalaX tiene una representacon igual en el
caso de suponer in intervalo in nito, a saber [01 ). En otras palabras, existe siempre una
variable aleatoria X; tal que

Xi= E[Xq Rl

En general la respuesta es no y una caminata aleatoria sinmetrica sobre los enteros es
un ejemplo tpico. Con el objeto de tener una representacon de la igualdad anterior,
necesitamos saber algo mas sobre la integrabilidad dé. Ya que las pruebas de las versiones
mas generales de este resultado resultan ser bastane complicadas, nos concentraremos para
su explicacon en los teoremas de convergencia mas amplios, sin que esto signi que una
prueba contundente, ni mucho menos formal del los siguientes resultados.

Teorema E.1. Supongamos qu& es una submartingala, la cual satisface la condicon
SUPE[X{ 1< 1:
t 0

Entonces existe una variable aleatoriaY, tal que X; ! Y; P a:s: A partir de aqu ,
podemos considerar un caso mucho mas sencillo, pero muy ilustrativo.
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De nicon E.10.Una martingala X se llama integrable cuadrada si existe una constanti
tal que
E[XZ] M;8t2][0;1):

Con todo lo anterior, podemos establecer el siguiente resultado.

Proposicon E.12. (Convergencia de martingalas) Consideremos qug es una martingala
integrable cuadrada. Entonces, existe una variable aleatoria, la cual denotamos pof ,
talque X;! X; enL?y P as:comot!1l . Porlo que, tenemos la representacon

Xi=E[X1 jF¢]; 8t O (e:14)

Prueba. Ya quex 7! x? es convexa, el procesX ? es una submartingala, lo cual implica
que el mapeom; = E[X?] es nodecreciente. El supuesto de qué sea integrable cuadrada
es equivalente a la existencia de un rumero reat < 1 tal que m; " c. Provemos ahora la
convergencia sobrd.2, mostrando queX; es Cauchy enL?: Para ello tenemos,

E (Xt Xs)?

E[X? 2XsXi+ X2

E[E[XZ 2XX{+ X3F]]
E[X{] 2E[XSE[XFs]]+ E[XS]
E[X{] E[X{=m ms

Yaquem; ! c, se sigue quan, es Cauchy y entoncesX; es Cauchy enL?. Debido a que
L2 esha completo, esto implica que la existencia de una variable aleatoriz 2 L? tal que
X¢! Y enL?: La convergencia casi seguramentea(most sure se cumple partiendo del
Teorema E.1. Ahora para probar (e.14), es su ciente mostrar que para cada y para cada
A 2 F g, tenemos 7 7

XsdP = YdP;
A A

y esto sigue directamente del hecho de que para cada> s, la propiedad de martingalas
implica que Z Z

XsdP = XdP:
A A

Si ahora dejaramos quet ! 1y ya que existe convergencia em.?, entonces concluimos
z z

X(dP ! Y dP:
A A
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E.4 Integrales estoc asticas discretas

En esta seccon, discutiremos brevemente el tipo mas simple de integracon esto@stica, a
saber la integracon de un proceso en tiempo discreto. El concepto central aqui es aquel
gue tiene que ver con los procesos predecibles.

De nicon E.12. Consideremos un espacio de probabilidad Itrado ( ;F;P;F) en tiempo
discreto, es decir,n =0;1; 2;:::

Un proceso aleatorioX esF -predecible si, para cadan, X, esF,, 1 medible. Aqui
usamos la convencon en dondd= 1 = Fy:
Para cualquier proceso aleatorioX , el proceso incremento X est de nido por

( X)n=Xn Xn 1

con la convencon de queX 1 =0.
Para cualquiera dos procesoX y Y, el proceso integral esto@stico discretaX ? Y se
de ne como
X
X?2Y) = Xkl Y
k=0

R
En lugar de (X ? Y ), es tambien correcto escribir 0” XsdYs.

Notece que cuando decimos que un proceso es predecible signi ca que se \conoce un paso
adelante en el tiempo". Por otra parte, la raon por la que de nimos X como un proceso

de incremento hacia atras es que de esta forma podemos decir qu&X es adaptada, cada
vez queX ocurre.

El principal resultado para las integrales esto@sticas es que cuando tu integras un
proceso predecibleX con respecto a una martingalaM , el resultado es una nueva martin-
gala.

Proposicon E.13. Supongamos que el espacio de probabilida (F;P;F) genera tanto
al procesoX como al M, donde X es predecible,M es una martingala y X,( M), es
integrable para cadan. Entonces, la integral esto@asticaX ? M es una martingala.

Prueba. La prueba de esta proposicon se omite.

E.4 Tiempos de paro

Consideremos nuevamente un espacio de probabilidad Itrado (;F;P;F) y una martin-
gala X sobre el espacio. Supongamos, ahora, que en lugar de trabajar con un tiempo
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determinstico tenemos un tiempo esto@stico. Lo enterior, puede generar algunas dudas
sobre si la propiedad de martingala se mantiene bajo este nuevo escenario. La pregunta
gue se plantea es que si esta propiedad se cumple si remplazamos el tiempo deterministica
por el esto@stico, es decir, se cumplia siempre la siguiente igualdad

E[XtjFs]= Xs (e:15)

dondeS y T son tiempos aleatorios corS T.

Lamentablemente, queda claro que no existe una teora consolidada en este tema, al
menos que restrinjamos nuestro estudio a aquellos tiempos aleatorios, los cuales en algun
sentido se adaptan al ujo de informacon dado por la Itracon. A estos tiempos aleatorios
se les llama tiempos de paro.

De nicon E.13. Un tiempo de paro con respecto a la Itracon F es una variable aleatoria
T no negativa, tal que
fT tg2F¢; para todat O:

Un tiempo de paro es entonces caracterizado por el hecho de que en cualquier tiempo
podemos, basados sobre toda la informacon disponible en) decidir si T ha ocurrido o no.
Esta de nicon pareciera ser un poco abstracta, pero en algunas situaciones mucho mas
concretas es relativamente fcil ver si un tiempo aleatorio es 0 no un tiempo de paro. Un
tpico ejemplo de un tiempo de paro se obtiene siX es un proceso adaptado en tiempo
discreto y de nimos T como un tiempo de choque lfitting time ), es decir, de nimos T a
traves de
T®inffn 0;X, 2 Ag;

donde A R es un conjunto de Borel. T es entonces el primer tiempo cuandoX se
encuentra dentro del conjuntoA e intuitivamente es obvio que podemos decidir si el evento
fT ngha ocurrido, basado sobre las observaciones dé en los tiempos 01;2;::;;n: De
esta forma, T es un tiempo de paro. Para obtener una prueba relativamente formal es
necesario elegir un punto jon y notar que

n

[
fT(') ng=fX{(')2A; paraalgunt ng= fX;2Ag:
t=0

Ya que X es adaptada, tenemo$ X 2 Ag2F; F ,,asquefT ng2F,:

Un ejemplo tpico de un tiempo aleatorio, el cual no es un tiempo de paro est dado
por
T =supfn 0;X, 2 Ag:
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En esta de nicon, T es entonces el tiempo en qu¥ porultima vez visita A y una vez nas
resulta intuitivo que en el caso gerrico no podamos decidir siT ha ocurrido o no, apoyado
sobre la base de las observacione§g; X 1;:::X,, ya que esto implicara que al tiempo n

conocemos sKX visitaa A 0 no en algin tiempo en el futuro.

Recordemos que nuestro objetivo inicial era saber si la igualdad(19) se mantiene an
bajo estas circunstancias. Para comenzar, debemos de nir lo que para nosotros signi ca
gue la expreson F establesca un tiempo de pardl . Intuitivamente, la interpretacon es
por supuesto queFt = \la informacon generada por el ujo F sobre el tiempo aleato-
rio T ", pero no es obvio como formalizar esto en erminos matematicos. La de nicon
generalmente aceptada es la siguiente

De nicon E.14. Sea T un tiempo de paroF . La sigmaalgebra Ft se de ne como la clase
de eventos que satisface

A 2F 1

AN T tg2F¢8 O

Ahora, obtenemos algunos resultados natural a partir de esta de nicon.

Proposicon E.14. SeanS y T tiempos de paro sobre un espacio de probabilidad Itrado
( ;F;P;F)yseaX un proceso adaptado, el cual en el caso de tiempo continuo se supone
gue tiene trayectorias las cuales son continuas tanto por la izquierda como por la derecha.
De nimos _ y ™ por x_y =max[x;y]y x*y =min[ x;y] para algin rumero real y de igual
formadenimos S_ T por (S_T)(!)= S(!')_ T(!'). Entonces lo siguiente se mantiene.
SiS T;P as:entoncesFs F t:
S _TyXA”™T son tiempos de paro.
SiT esP a:s: nitoosi X1 estbien denido en F; , entoncesXt esFt- medible.

Prueba. La demostracon de las primeras dos a rmaciones se omiten y lo trabajare-
mos con la tercera para el caso de tiempo discreto. Para mostrar quét esFt-medible,

tenemos que mostrar qud Xt 2 Bg 2 F1 para todo conjunto de Borel B, as que comen-

zaremos diciendo que para todan, tenemosf X+ 2 Bg\f T ng 2 F,. De esta forma,

podemos ver que

" [
fXy2Bg\f T ng=fXs2Bg)\ fT=kg= (fXx 2 Bg\f T = kg):
k=0 k=0

Ya que X es adaptada yT es un tiempo de paro,f Xy 2 Bgy fT = kg estin en Fy, la
cual esti inlcuida en F:

|
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Ahora, probaremos que la propiedad de martingalas es estable bajo un tiempo de
paro.

Proposicon E.15. SeaX una martingala 'y seaT un tiempo de paro. Entonces el proceso
de paro X+, de nido por
X{ = Xrag;

es una martingala.

Prueba. Aqui, lo presentaremos la prueba, una vez mas, para el caso discreto. Para eso,
de nimos el procesoh por h, = Ifn  Tg;n=0;1;2;::, dondel denota el indicador del
evento dentro de las llaves. Ahorafn Tg=fT <ng°=fT n 1g° Debido a queT

es un tiempo de paro, entonces vemos qus, 2 F, 1, as que h es predecible. Adenas,
obtenemos la siguiente igualdad

Xa = he (- X)k:

k=o0
As que a partir de la Proposicon E.13, vemos que Xt es una martingala.

Finalizaremos, estableciendo una verson algo general del \Teorema de muestra op-
tima", el cual simplemente muestra que la propiedad de martingala se preserva bajo una
muestra aleatoria. Por no ser el objetivo del presente agndice analizar con detalle £cnico
este teorema, presentaremos lo la prueba para un caso especial.

Teorema E.2. (Teorema de muestra simple) Supongamos qué¢ es una martingala que
satisface

SupE[X?] 1

t 0

SeanS y T tiempos de paro tal queS T: Entonces,
E[XtjFs]= Xs; P as: (e:16)

Si X es una submartingala que satisface la misma condicon de integrabilidad, entonces
(e:16) que mantiene =, se remplazara por

Nos concentraremos en provar el resultado en tiempo discreto y para el caso en gKees
una martinala, considerar la existencia de una submartingala implica una mayor trabajo
ecnico. A partir de la proposicon E.12 (Convergencia de martingalas), supongamos que
existe una variable aleatoria integrableY, tal que.

Xn=E[Y]JFr];n=0;1;:: (el7)
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es entonces su ciente demostrar que para cualquier tiempo de paro, tenemos
E[YjFr]= X7

es decir, tenemos que mostrar que para todA 2 F 1, tenemos lo siguiente
Z Z
YdP = X1dP:
A A
ReescribiendoA como A = [ ,(A\f T = ng); notece queA\f T = ng 2 F, y usando
(e:17) obtenemos
Z N Z N Z Z

YdP = YdP = XndP = X1dP:
A n=o A\ T=ng n=0 A\ T=ng A
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APENDICE F
Espaciosr y espacios de Hilbert

F.1 Funciones medibles integrables

Comenzaremos el presente apendice de niendo cuando una funcon medible es integrable.

De nicon F.1 Una funcon medible f es integrable, la cual sea expresada comd Z

y y
fod )= Frx)d (x) f0d (X):
X X X

Si A es cualquier conjunto medible, la integral def sobre A se de ne como
Z Z
f(x)d (x)= [a(X)f (X)d (X):

A X

Nosotros podremos escribir 1o anterior como

Z Z umeros naturales. As que, seaX el conju
f(x)d (x) f(x) (dx) potencia. En este tipo de espacio, de namos

X X

(A) = el numero d

En otras palabras, esta medida contable asigl
naturales. De esta forma, inmediatamente, \

N> ) toda funcon real
evaluada sela medible y, por lo tanto, una funcon f es integrable si y solo si

b3
f(nNj<1:

n=1
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La integral de cualquierf 2 L! esta vista ficilmente para ser representada por

z %
f(x)d (x)= f(n):

X n=1

F.2 Los espacios LP

Seap un numero real donde se cumple que 1 p < 1 . De nimos la clase de funciones
LP(X; F; ) como las clases de funciones medibldéstal que
Z

JFe)Pd (x) < 1
X
y paraf 2 LP de nimos la norma LP, kf k,, por
Z 1=p
kf ko= jf(QPd ()
X
Para el caso en qug = 1 , la norma se de ne como

kf k; =esssupffj=inffM 2 R;jf] M;aeg

Las dos principales desigualdades para los espacio® son las de Minkowski y la de Helder.
Proposicon F.2 Lo siguiente se mantiene paral p 1
1. La desigualdad de Minkowski:
kf +gkpk f kp+ kgkp

2. La desigualdad de Helder:
Z
y jE(x)gx)jd (x) k f ky kgkqg:

donde p y q son conjugados, es decir,dp+1=q=1:

A partir de la desigualdad de Minkowski se sigue que si hosotros identi camos funciones las
cuales son iguales casi donde sealnost everywherg, entoncesLP es un espacio vectorial
normado. Siff,g es una suceson de funciones ebhP y f es una funcon enLP tal que

kf, fkl 0O comon!l ;
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entonces decimos qué, converge af enL” y lo escribimos de la siguiente manera

.4 f

De nicon F.2 Una sucesbn ff,g, de funciones enLP es una suceson de Cauchy si, para
toda < O existe un enteroN tal que

kfn fm k<;

paratodan;m N.

Se puede demostrar que i, converge a algunaf en LP, entoncesff,g es Cauchy. La
convergencia no necesariamente es cierta para los espacios normados, pero esta es cierta
para los espaciod.P.

Proposicon F.3. Todo espacioLP, paral p 1 , es completo en el sentido de que
toda suceson de Cauchy converge a algn punto | mite. En otras palabras, siff,g es una
sucecon de Cauchy enLP, entonces existe un elemento (nico)f 2 LP tal que f, ! f en
LP:

Nosotros a lo largo de este trabajo de investigacon, trataremos co.! y L2, donde para
L2 existe ademas un producto interior, el cual es la generalizacon del producto escalar
sobre R".

De nicon F.3. Para cualquiera par de elementosf y g en L?, de niremos el producto
interior (f;g) como 7

(f;9)= Xf(X) g(x)d (x):

Como podemos intuir, el producto interior es bilineal (es decir, lineal en cada variable) y
esh relacionado a la normal? por

K ko= | (FF):

La estructura del espacio vectorial, el producto interior y la completitud de L?, asegura
que L? es un espacio de Hilbert.

F.3 Espacios de Hilbert

Los espacios de Hilbert son espacios vectoriales con dimenson in nita, el cual generaliza
el espacio Euclidiano de dimensbn nita R".
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De nicon F.4. Considerando el espacio vectorial realH, un mapeo (,);:H H! R, se
llama un producto interior sobre H, si este tiene las siguientes propiedades:
Si es bilineal, es decir, para cualquier y 2 Ry f;g;h; 2 H

(f + gsh)= (f;h)+ (g:h)

(hyf +g)= (hf)+ (h;g):

Es sinetrica, es decir
(;9)=(g:f); 8f;g 2 H:

Es positiva de nida, es decir

(f;f) 0; paratoda f 2 H; donde la igualdad se cumple si y solo di =0:

Por otro lado, el producto interior generaliza el producto escalar esandar sobre R y en
particular induce a la de nicon de norma y al concepto de ortogonalidad.

De nicon F.5.
Para cualquierf 2 H, la norma def se denota pork f k y esh de nida como

p
kf k= f;f:
Dos vectoresf; g se dice que son ortogonales $ig = 0: Lo anterior se representa
comof ? g:
Para cualquier subespacio lineaM 2 H, de nimos su complemento ortogonalM ?

como
M? = ff 2H;f 2 Mg:

Nosotros interpretamosk f k como \ la longuitud de f" y el siguiente resultado muestra
gue el concepto de norma realmente es una norma en el sentidechico de satisfacer la

desigualdad del trangulo.

Proposicon F.4.
Para toda f;g 2 H, la desigualdad de Cauchy-Schwartz se mantiene, es decir

k(f;g)kk f k kgk:

La norma k k satisface la desigualdad del trangulo, es decir, para todd;g 2 H,

tenemos que
kf +gkk f k+ kgk:
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