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Resumen

Actualmente la forma de manipular los procesos en la practica requiere del disefio de
nuevos y mejores controladores que permitan obtener los resultados deseados y que
demanden de una implementacion fécil y econémica.

El control digital de procesos se lleva a cabo, en la mayoria de los casos, con
controladores Proporcional Integral y Derivativo (PID) {10].

Existen controladores digitales no convencionales que pueden competir con los
controladores PID e incluso mejorar su comportamiento, tales como los controladores
con estructura RST, controladores en espacio de estado, entre otros, sin embargo, no han
tenido éxito en la industria principalmente porque requieren ser disefiados por gente
especializada en el 4rea, ademas de que se disefian para un proceso en especifico, algunos
de ellos no son tan robustos como los controladores PID, y porque no cuentan con
pardmetros de ajuste [1].

En contraparte los controladores PID tienen una estructura sencilla que puede ser
aplicada a muchos procesos ajustando sus tres pardmetros. Esta versatilidad es la que los
ha mantenido vigentes sin embargo, la sintonizacién es realizada en muchos casos por
usuarios no expertos, mediante prueba y error con resultados apenas satisfactorios [7].
Esto sugiere la busqueda de nuevas estructuras de control que cuenten con caracteristicas
semejantes de sencillez y robustez pero con mejor desempefio. Pascual Barba Avila [2]
propuso un controlador sencillo de disefiar con un solo parametro de ajuste, que bajo
ciertas condiciones supera al PID, sin embargo puede presentar un fenémeno conocido
como timbre [8]. Este fenémeno se presenta cuando un controlador para cancelar los
ceros de la planta, incluyen polos cercanos al polo de timbre z = -1. El resultado es una
oscilacion excesiva de la manipulacién del actuador [1].

Esta tesis presenta una investigacién que consta de un andlisis de la aplicacién del
método de Kalman al controlador de diferencia con un sélo pardmetro, para reducir el
fend6meno de timbre, finalizando con un andlisis de 1a robustez del mismo controlador.
Con el propésito de analizar ¢l desempefio del controlador de diferencias con un solo
parametro en procesos de diferentes caracteristicas, se desarrollard un andlisis via
simulacién de los fenémenos que se presentan en el comportamiento del controlador de
diferencias en cuanto al desempefio ante perturbaciones y ante cambios en referencia,
analizando también el timbre en la manipulacion y la robustez del controlador.
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1.1 Antecedentes

Capitulo 1

Introduccion

1.1 Antecedentes

El empleo de controladores automaéticos en los procesos ha permitido un desarrollo importante
en la industria.

En la actualidad el controlador mas utilizado es el PID, sin embargo, para su sintonizacioén,
es necesario modificar tres pardmetros, y el desempefio optimo cuando se usa la estructura
convencional, se logra sélo ante cambios en referencia o ante perturbaciones, pero no ambos
alavez[1].

Lo que los ha ubicado como una opcién dominante en el mercado, es el hecho de contar
con una estructura sencilla con tres pardmetros de ajuste que le permiten poder aplicarse a
muchos procesos y obtener un desempefio méas o menos aceptable mediante el ajuste de los
tres parametros. Son razonablemente faciles de ajustar, sin embargo, requieren de un usuario
conocedor. Otro aspecto importante es que cuando existen tiempos muertos importantes en el
proceso, ¢l desempefio se deteriora.

Existen otras alternativas de control que no han logrado prosperar porque su desempefio
depende de un experto y porque no tienen pardmetros de ajuste que permitan modificar las
condiciones de operacién en caso de que el proceso cambie. Barba Avila [2] propuso un
controlador que bajo ciertas circunstancias es relativamente sencillo de disefiar y cuenta con
un sélo pardmetro de ajuste. El controlador propuesto presenta un buen comportamiento en

forma simultanea, ante cambios en referencia y ante la entrada de perturbaciones, sin embargo
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cuando los ceros del proceso estén fuera del circulo unitario el método no se puede aplicar
porque darfa lugar a un controlador inestable [6].

Cuando los ceros estan dentro del circulo unitario pero cerca de 2 = —1 el controlador
de diferencias puede presentar un efecto de timbre considerable. Los problemas de timbre
bajo las condiciones expuestas anteriormente no son exclusivas de este controlador sino de
todo controlador que pretenda cancelar los ceros de la planta (ver controlador de un paso y
controlador de Dahlin) [1]. Este controlador fué¢ posteriormente aplicado a proceso real por
Teodoro de Jesus Delgado Herrera en 2002 {4] mediante un microcontrolador obteniendo las
mismas observaciones respecto al efecto de timbre.

En investigaciones anteriores no se ha desarrrollado, si no hasta este documento, un anali-
sis formal del desempefio del controlador de diferencias ante la entrada de una perturbacién
(regulacién). Ademés de que no se ha llegado a una conclusién del fenémeno que esta ocur-
riendo cuando dicha perturbacion entra entre tiempos de muestreo. Tal anélisis se presenta en
este escrito.

En la presente tesis se analiza el método usado por pascual Barba [2] para eliminar el fen4-
meno de timbre. Dicho método consiste en aplicar una forma de especificar el comportamiento
deseado, basado en los ceros de la planta que elimina los problemas de timbre. Esta técnica de
especificar el comportamiento deseado basado en los ceros de la planta, fue primero usado por
Kalman [11] y es actualmente usada por Astrom [1] y Landau [8] para disefio de controladores
con estructura RST. Adicionalmente en tesis anteriores no se ha hecho un anélisis formal de
la robustez de el controlador de diferencias. En esta investigacion se valorard la robustez del
controlador de diferencias [5].

En la siguiente seccion se presenta la definicion del problema que motiva el desarrollo de

esta tesis, también se presentan las principales caracteristicas de dicho problema.
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1.2 Definicion del problema

El problema central de esta investigacién es el fenémeno de timbre (oscilaciones violentas
en la manipulacioén) en el controlador de diferencias, objeto del anélisis realizado en este
documento el cual se presenta en esta seccion.

El fenémeno de timbre se presenta en todos los controladores de cancelacién y es el mo-
tivo de estudio de éste trabajo. Mediante el andlisis de las caracteristicas que producen el
fenémeno de timbre se propondré el panorama necesario para el mejor desempefio posible del
controlador de diferencias.

A continuacion se presenta la situacién en la que surge este problema, revisando las solu-
ciones anteriormente propuestas a la problematica, finalizando con la definicién del problema
en terminos de ingenieria de control.

Situaci6n en la que surge el problema

La mayoria de los controladores actuales se aplican en forma discreta debido a la alta
capacidad de procesamiento de informacién de las computadoras. Sin embargo los resultados
obtenidos pueden variar dependiendo del controlador que se emplee, que no siempre es el
mejor para la naturaleza del proceso. ,

En el disefio de controladores digitales se busca localizar los polos de 1azo cerrado de tal
manera que el comportamiento sea el deseado.

Cuando estos polos se ubican dentro del circulo unitario, lo mas cercano al centro del
mismo, la respuesta seré répida y sin oscilaciones. Cuando los polos se encuentran fuera del
circulo unitario, la respuesta es inestable. Por lo cual se busca evitar esta circunstancia. Sin
embargo en el caso en el que los polos se encuentran dentro del circulo unitario, pero cerca de
z = —1 el controlador ser4 estable pero presentara el fenémeno de timbre, mostrandose como
oscilaciones violentas en la manipulacién que decrecen lentamente. Estas oscilaciones provo-
can ademds variaciones en la salida del proceso, que no observables en tiempos de muestreo
(oscilaciones ocultas).

En la busqueda de un controlador no convencional que proporcione buenos resultados y
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permita al usuario modificar los pardmetros de sintonizacién con facilidad para un modelo
diferente de la planta, Barba [2] propone el controlador de diferencias, con la propiedad de
contar con un s6lo parametro de sintonizacién que permita un ajuste més répido y més ficil.

El disefio del controlador de diferencias es muy sencillo y bajo ciertas circunstancias su
desempefio es bastante bueno, superando al PID. Sin embargo en ocaciones presenta un prob-
lema fundamental, como cancela los ceros de la planta, si éstos estdn fuera del cfrculo unitario,
el controlador resulta inestable, y si estdn dentro del circulo unitario pero cerca de z = —1
presenta timbre.

Una forma de evitar o atenuar el timbre y los ceros inestables es modificando el tiempo
de muestreo de tal manera que el tiempo muerto fraccionario sea menor que 0.57, (T es el
tiempo de muestreo) preferiblemente entre 0.47 y 0.37 o menor [4]. Sin embargo ésto puede
conducir a tiempos de muestreo que no son los mas adecuados. Ademas no siempre es factible
modificar arbitrariamente el tiempo de muestreo.

La funcién de transferencia del disefio del controlador de diferencias se obtiene a partir de
la funcién de transferencia estimada de la planta. Las formas mds comunes para obtener la
funcién de transferencia del proceso es discretizar la funcién de transferencia continua de la
planta mediante la transformada z considerando un retenedor de orden cero u obtener la fun-
cién de transferencia mediante identificacién discreta, por ejemplo el algoritmo de minimos
- cuadrados. Obtener la funcién ae transferencia por medio de identificacién discreta es 1o més
recomendable pues proporciona una estimacion més precisa del modelo de la planta, sin em-
bargo, cuando la funci6n de transferencia discreta se obtiene mediante identificacién, es muy
dificil que el tiempo de muestreo sea escogido de manera que el tiempo muerto sea multiplo
del primero, por lo que de manera casi inevitable se tendré timbre en el controlador de difer-
encias. Esto se podria resolver si se pudiera eliminar el problema de timbre asociado a este
controlador.

Soluciones anteriores

Anteriormente ya se ha atacado el problema de timbre en los controladores de cancelacion.

En un principio Kalman analiza este problema y descubre que éste es causado por que este

4
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tipo de controladores cancela los ceros de la planta con polos en el controlador. Si los ceros
estan cerca de z = —1 los polos del controlador también lo estarén y se produciré el efecto de
timbre.

Basandose en el esquema de Kalman, Barba propone que la funcién de transferencia de-
seada G4 (z) sea igual a los ceros de la planta con ganancia unitaria %% Multiplica la
?Eg, en donde B (z) es el
polinomio de los ceros de la planta para hacer que el comportamiento de la salida se base en

ecuacion del controlador de diferencias obtenida por el cociente

el comportamiento de los ceros de la planta divididos entre su ganancia unitaria. Esto le per-
mite evitar incluir los ceros de la planta como polos del controlador eliminando el problema
de timbre y obteniendo un tiempo de asentamiento finito. Desgraciadamente el controlador de
Kalman sélo trabaja bien ante cambios en referencia, ante perturbaciones es tan lento como el
proceso en lazo abierto.

Sin embargo el uso del método de Kalman aplicado al controlador de diferencias no ha
eliminado el fen6meno de timbre por completo. Barba encontro una aparente contradiccion;
con este método se eliminé el efecto timbre en el andlisis por simulacién, pero en el anélisis
matematico seguia presente. En esta tesis buscamos clarificar esta aparente contradiccién.
Adema4s se analizard el controlador de diferencias con el prop6sito de determinar la robustez
del controlador e identificar, bajo que tipo de procesos se recomienda utilizar el controlador

de diferencias.
1.2.1 Problema de Timbre

Considere un proceso como se¢ muestra en la figura 1.1.
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l
ok
v

Figura. 1.1: Lazo de control retroalimentado.

donde
G. : Funcién de tranferencia del controlador a disefiar.
%g—; = HGp (z™") : Funcién de transferencia de la planta.
B(z) : Polinomio de ceros de la planta.

A(z) : Polinomio de polos de la planta.

Expresemos los polinomios B(z) y A(z) de la siguiente forma.

A) = 14+az  4az™ 2+ 4 apez™ (1.1
= 14 27Yay + agz7 +agz™? + ... + apez ™) (1.2)

B(z) = blz_l + b22—2 T b,,bz""b (1'3)
= 27N by + bz bez T + .+ a2 (14)
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1.2 Definicién del problema

Sea
AlR) = ag +agz7 403272 4+ .+ agez ™! 6))
B(2) = by 4+ boz ™t 4+ b3z % + ... + appz 0! ©)
entonces
A(z) = 1+ 271 Al2) )
B(s) =+ 'B(2) ®

Disefiado un controlador de diferencias como el descrito por Pascual Barba [2], 1a ecuacién

general del controlador de diferencia se representa de la forma de la ecuacién (1.9)

e + Y, A(g™Y)
B'(g71)

(1.9)

Ug—1 =

donde :
er : eselerror, la diferencia entre la referencia y la variable del proceso.
A : esun parametro de ajuste y debe ser 0 > A < 1, el cual representa

una cierta proporcion del error actual.

De la ecuacién (1.9) se observa que el polinomo B’(¢™!) es el denominador en la ecuacién
del controlador, originalmente estc‘polinomio definia los ceros de la planta, y ahora forma los
polos del controlador.

El disefio del controlador cancela los ceros de la planta, por lo que se debe tener cuidado
de que los ceros de la planta se encuentren dentro del cfrculo unitario, de lo contrario el
controlador serd inestable, ademds los ceros deben estar también lo mds alejado posible de

z = —1, para que de esta forma se evite la presencia de timbre.
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Figura. 1.2: Comportamiento del controlador de diferencias clésico con 8 < T'/2.

Considerese un proceso de primer orden con tiempo muerto § < T2__ Se disefia un con-

trolador de diferencias y se le aplica un cambio en referencia en tiempo 1 y una perturbacién

en tiempo 5. Se observaré una respuesta como la que se muestra en la figura 1.2. Si se dis-

efia un controlador de diferencias mediante la ecuacién (1.9), se observa que la manipulacién

presenta un pequefio timbre, pero las oscilaciones desaparecen con répidez.
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Figura, 1.3: Comportamiento del controlador de diferencias clésico con 8 ~ T/2.

En un proceso con tiempo muerto § ~ _f;_" con el controlador de diferencias, se obtiene una
respuesta como la que se presenta en la figura 1.3. Se puede observar que la manipulacién
muestra el fenémeno de timbre, manifestandose como oscilaciones exesivas, que se atenuan
muy lentamente. El problema real, ademas del desgaste del actuador es que como se observa
de la grafica la salida real aparenta estar estable cuando sélo se observa su valor en tiempos de
muestreo, pero entre tiempos de muestreo se mantiene oscilando. Este fenémeno se conoce
como oscilaciones ocultas. Se observa claramente que en este caso el tiempo de establec-
imiento real de la respuesta es mucho mayor que el aparente en tiempos de muestreo (el de

disefto).
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En un proceso con tiempo muerto 6§ > %, se observara la respuesta mostrada en Ia figura

1.4. Observese que la manipulacion presenta timbre y se va hacia el infinito, ademas la re-

spuesta también es oscilatoria y asi se mantiene .
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Figura. 1.4: Comportamiento del controlador de diferencias clésico con § > T/2.

Con el propésito mejorar los resultados anteriores se plantean los siguiente objetivos a

alcanzar en esta tesis.
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1.4

1.3

Hipotesis

Objetivos

Los objetivos generales son:

Hacer el andlisis del comportamiento del controlador de diferencias obtenido después de
aplicarle el método de reduccién de timbre de Barba y determinar por que en simulacién
parece eliminar el efecto de timbre mientras matemdticamente sigue presente.

Evaluar la robustez del controlador de diferencias.,

Evaluar el desempefio del controlador de diferencias y determinar ante que procesos
conviene usarlo.

1.3.1 Alcances

1.4

Anélisis matemaético del fenémeno de timbre y robustez del controlador de diferencias
para procesos con tiempo muerto menor al tiempo de muestreo.

Anélisis via simulacién del fenémeno de timbre y de la robustez del controlador de
diferencias en procesos de primer orden con tiempo muerto menor a; tiempo de muestreo

entre 2 (6 < -12:)

Hipotesis

El controlador de diferencias tiene un buen desempefio de sintonizacién ante cambios
en referencia y ante perturbaciones, en forma simultanea.

La aplicacién del método de Kalman al controlador de diferencias permitte eliminar el
efecto de timbre al menos ante cambios en referencia.

Ante perrturbaciones, nuestra hipétesis es que la aparente contradiccién encontrada por
Barba (timbre presente analiticamente, pero no aparente en simulacién) se debe a que
aplic6 las perturbaciones s6lo en tiempos de muestreo y no entre estos.

Para analizar la rubustez del controlador se usa entre otras herramientas el anélisis de la
funcién de sensibilidad. Por tanto nuestra hipétesis en lo que respecta a la robustez es
que. El Anélisis de la funcién de sensibilidad nos permitird determinar las caracteristi-
cas generales de robustez y desempefio del controlador de diferencias ante procesos de
diferentes naturalezas.

Finalmente, mediante el analisis del comportamiento en regulacién del controlador de
diferencias se podrdn definir las caracteristicas de los procesos para los cuales es re-
comendable el uso del controlador de diferencias.

11



Capitulo 1.  Introduccion
1.5 Contenido

En la presente secci6n se aborda todo lo concerniente a la definicién del problema, el fen6-
meno de timbre que se manifiesta en el controlador de diferencias. Asftambién se introduce a
los temas que se tratardn en la presente investigacién.

En el capitulo 2 se expone el marco tedrico, que introduce a los conceptos teéricos en
los que se basa la presente tesis, entre ellos el disefio del controlador de diferencias clésico,
sus caracteristicas y comportamiento de desempefio. Las propuestas anteriores mediante las
cuales se ha dado solucién al problema de timbre, como son el método de Kalman, Contro-
ladores RST por reubicacién de polos. Los conceptos de robustez desde el punto de vista de
variaciones pardmetricas y de la presencia de ruido y perturbaciones de entrada, el anélisis de
robustez mediante la funcién de sensibilidad. El fendmeno de timbre y sus caracteristicas.

En el capitulo 3 se realiza el desarrollo matemético del controlador de diferencias modifi-
cado mediante la aplicacion del método de Kalman.

En el capitulo 4 se presenta el andlisis de robustez y timbre en el controlador de diferencias
modificado via simulaci6n, anélisis tanto en seguimiento como en regulacion.

En el capitulo 5 se presentan las conclusiones obtenidas mediante el desarrollo de la pre-
sente invesfi gacién, ademas de los trabajos que pueden realizarse posteriormente con el propdsito
de ampliar y mejorar el controlador de diferencias modificado.

Finalmente, se presentan los apéndices referentes al efecto del tiempo'muerto en el contro-
lador de diferencias y a algunas formas de definir el incremento Ay, para un proceso con
d=0.

12



2.1 Disefio del controlador de diferencias

Capitulo 2

Marco Teorico

El controlador de diferencias es un controlador no convencional con un sélo parémetro de
ajuste presentado por primera vez en 1995 por Barba [2], su disefio se basa en la funcién de
transferencia del proceso a controlar, como se menciona en el apartado siguiente.

E! controlador de diferencias es un controlador de cancelacién, los ceros de la planta deben
de cumplir con las condiciones de estabilidad para las funciones de transferencia discretas,
una de estas condiciones es que los ceros de la planta se encuentren dentro del circulo uni-
tario. Se debe considerar también que los ceros de la planta sean negativos y se encuentren lo
maés alejados posible del valor de z = —1 para que el controlador no presente oscilaciones ex-
cesivas no deseadas en la manipulacion, estas manipulaciones son conocidas como fenémeno

de timbre.

2.1 Disefio del controlador de diferencias

La funcién de transferencia pulso de un proceso con tiempo muerto § menor que el tiempo de

muestreo 7" se puede expresar en la forma de la siguiente ecuacién .

Y(z)  biz'4bz i+ +buz™  B(2)

- - = 2.10
HGy(2) U(z) 14+az7l+aez 2+ +amz ™ A2) (2.10)
Se definen las diferencias
Aye = Yk — Yk-1 .11
A’uk = Uk — Uk-1 (2.12)

13



Capitulo 2. Marco Tedrico

o0 equivalente

AY(z) = Y(2)(1-27") (2.13)
AU(z) = U(2)(1-271) (2.14)
por tanto
AY(2) (1=2"1)Y(2)
A0G) - =000 2.15)
De la ecuacién (2.10) definimos.
A(z) = 14wz +az7 2+ .. +apz™ 2.16)
= 1+zYay+az +azz2+... + %zf"““) .17
B(2) = bz +bpz 2. 4 bz ™ (2.18)
= 273 by 4+ byz 7 + bgz % 4.+ appz ™) (2.19)
Abhora definamos:
Alz) = a3 +agz ™t +ag2z™% + ... + a2 (2.20)
Blz) = b + bpz b3z + ... 4 Gz : 2.21)
Entonces tenemos
A(z) = 1+ 27 A2) (2.22)
B(z) = 271 B{?) (2.23)

De lo anterior

14



2.1 Disefio del controlador de diferencias )

AY(z) _ z71B1z)
AU(z) 14 271A12)

Despejando tenemos que

AY (2) + AY (2)z7 1 A(2) = AU(2)z"1B(2)

Desplazamos un instante hacia adelante (multiplicamos por z)
AY (2)z + AY (2)A(z) = AU(2)B{2)
Despejando AU(z), obtenemos

AY(2)z + AY (2)A{2)
Bl2)

AU(z) =

Definiendo ¢~ como el operador de atraso y antitransformando nos quedaré

AU, = AY;C_H + AYkA'(Z)]

2
B(z)

(2.24)

(2.25)

(2.26)

(2.27)

(2.28)

si especificamos el incremento Ay deseado, esta ecuacién nos permite obtener la ma-

nipulaci6n necesaria para lograrlo.

2.1.1 Especificando el incremento Ay, deseado

Para proponer el incremento Ay deseado, Barba [2] sugiere que éste sea igual a una pro-

porcién A del error actual.

Ayk+1=)\ek O<)\S1

Bajo estas circunstancias la ecuacion de el controlador de diferencias quedaria

AU = E’(;Tl) [)\ek + AykA'(q—l)]

Que es la ecuacion del controlador de diferencias.

Si lo transformamos por 2z nos quedaré.
15
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Capitulo 2. Marco Teérico

AU, = —5%5 \E(z2) + AY (2)Al2)] (.31)
-1y __ 1 -1
Ut =27 = 5o [AE(2) + Y (2)(1 - 27 1) A(2)] (2.32)

Lo cual puede representarse mediante el siguiente diagrama de bloques.

Ry (5) 1 Tz ¥ (s)
] .(: )-. i ? B'(Z—l X1 _Z—l) L I—E—Z_I(—A;I(;):l—s- .?1"
D(z)

AEhH(1-27)

i

Figura. 2.5: Estructura del Controlador de Diferencias Clésico.

De la figura 2.5, obtenemos la funcién de transferencia de la manipulacién ante perturba-

ciones. .
U((z")
Calculamos DY)

Se tiene una trayectoria directa y dos lazos.

A A(z)(1-271)

P = B G (1-2z1) + B (z) (1-21) (2.33)
= A A (z7Y)
= TBEEYA=z0 B (2.34)
Az71
Ly=~ (1 =2z D)1+ 2 1A (271)] (2.35)
—14" (27!
=1 j—z“lé’ (z‘)'l) (2.36)
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2.1 Disefio del controlador de diferencias

Ay A, son

A = 1-Li—-L
A =1

Utilizando la regla de Mason sustituimos los valores de P;, Ly, L2, A,y 4

_ A + A (z71)
Uz _ . B (z7))(1-2"1)  B'(z-1)
- D(2-1) Az™1 z~1A' (27Y)

S oA G T4 )
Multiplicando por (1 — z7) [1 + 271 A’ (271)).

AL+ () LA (HA=-2H[142714 (7Y
U(z™') _ B’ (271) B’ (z71)

D(z ') (A-z)[1+z1A )]+ Az — 2714 (1) (1 - 27Y)
Por manipulaci6n algebraica

A (21 (1-271)
MUHT A ] | LA )]
vey T BEY) T BGEY
D(zY) — 1+4z71A (@) =21 — 224" (271) + Az
-2z A (27N + 2724 (7Y
AL+ 27 Y]+ A ) -2
142714 (271
B =1~
[L+ 2724 (1] [-A + A (z=1) (1 — 2-1)]
B (z7Y)[1-2z71(1-A)]

(2.37)

(2.38)

(2.39)

(2.40)

(2.41)

(2.42)

Observe que en este caso el polinomio de los ceros de la planta foman los polos de la

U(z1)

funcién de transferencia ———=< y por tanto la manipulacién esta en funcién del polinomio

D (271)
B(z™Y).

Analicemos esto:

17



Capitulo 2.  Marco Tedrico

e Observe que las raices de B'(z) aparecen como polos del controlador y por lo tanto deben
estar dentro del circulo unitario para evitar instabilidad. En el caso de un primer orden
esto se logra con 8 < %— (como lo demostraremos en el apéndice). En caso contrario el
controlador tendré polos inestables.

e Ahora bien aun si las raices de B{z) son estables (estdn dentro del cfrculo unitario), si
se localizan cerca del polo z = —1 el sistema tendré efecto de timbre. En el caso de
un primer orden ésto lo podemos evitar si 0 es significativamente més pequefio que %,
ejemplo 8 < %—, (ver apéndice), en caso contrario la manipulacion presentard timbre.

2.1.2 Anailisis del efecto del parametro )

Sea un proceso descrito por la siguiente ecuacion.

— 2 —0s
Gp(s) = 205 £ 1° (2.43)
Se asumira un tiempo de muestreo T" = 1 seg.
Para poder visualizar el efecto de parametro ) se le asignan diferentes valores, la salida del

sistema ante estas condiciones se muestra en la figura 2.6.

De la figura 2.6 puede observarse que para un valor de A = 1, la respuesta es més répida
que en cualquier otro caso, la respuesta alcanza la referencia en un solo tiempo de muestreo.
También se puede ver que cuanto menor sea el valor de A la respuesta serd més lenta,

Si se considera d = 0 (un proceso con tiempo muerto menor que el tiempo de muestreo)
el termino Ay;4; de la ecuacién (2.28) representa el cambio deseado en la respuesta en el

sistema para el siguiente tiempo de muestreo.
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Disefio del controlador de diferencias

2.1

Manipu
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0, respuesta ante diferentes valores de .

Figura. 2.6: Planta con ¢

Si consideramos que en el instante de muestreo actual tenemos una sefial de error e, que se

expresa como se muestra en la figura 2.7.

Definamos

(244)

= Yk+1 — Yk

Ayria

Si igualamos Ay, que es el incremento en la respuesta al siguiente instante de muestreo, con

el error actual e, para lograr el cambio deseado de eliminar el error en un muestreo entonces

obtenemos:

(2.45)

=Tk — Yk

Yi+1 — Yk
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Capitulo 2. Marco Teérico

A
rk r
Yi
k T

Figura. 2.7: Definici6n grifica del error ex = 7% — ¥

Yr+1 = Tk (2.46)

De la ecuacion (2.46) observase que al hacer el cambio deseado en la respuesta Ay, igual

al error actual, se garantiza que la respuesta para el siguiente tiempo de muestreo serd igual a

la referencia y por lo tanto el error serd cero, sin embargo ésta no es la tinica forma de definir
Ay (ver apéndice B).
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2.2 Fenémeno de Timbre
2.2 Fenémeno de Timbre

El fenémeno de timbre consiste en la presencia de oscilaciones excesivas en la manipulacién
del actuador final, esto puede existir virtualmente en algoritmos disefiados para cualquier téc-
nica que pretenda cancelar los ceros, no es exclusivo de el controlador de diferencias.

El punto 2 = —1 es el nodo de timbre, y el polo en z = —1 es conocido como el polo de
timbre.

El efecto de timbre puede predecirse si se conocen los polos y ceros del controlador. La
figura 2.1 muesta el comportamiento de varios controladores a los cuales se les ha exitado con
una sefial de error del tipo pulso unitario E(z) = 1.

Se obseva de la tabla 2.1, que los polos negativos, sobre todo los de valor absoluto mayor,

tienden a producir un efecto de timbre més agudo. El controlador que tiene un un polo en

z = —1 muestra la mayor amplitud en el timbre (primer caso de la tabla), en comparacién
con el segundo caso de un polo en z = —0.5 en donde se nota que la amplitud de timbre
disminuye.

Agregar un polo positivo ayuda a mejorar la situacién esto se presenta en el tercer caso de
la tabla 2.1. En el tiltimo ejemplo se ve que la presencia de un cero positivo agrava el timbre.
En la siguiente seccién se mostrara el andlisis de timbre en diferentes casos, con el objeto

de presentar las caracteristicas de las cuales depende y la forma en que afecta.

2.2.1 Ansilisis del efecto de timbre

Con el propédsito de mostrar el comportamiento del controlador de diferencias mejorado, en

esta seccion se presentan varios ejemplos de su desempefio ante diferentes casos.
Sistema bajo estudio

Considere un sistema de primer orden como el siguiente

2 —08s

Gp(é‘) = me (2.47)

Se asumiréd un tiempo de muestreo T = 1 seg. Sabemos que la ubicacién de los ceros

de la planta dependeré de la relacion entre 8 y T, en particular del valor del tiempo muerto
21



Capitulo 2. Marco Teérico

_ M(z) M, Respuesta al .
G.(2) = V0 Impuiso unitario Grifica de tiempo
m(t) mpuise Response
1
A
My=1
. M; =1
M;=1
1 0 -
14z Ms =1 T |2t |3 |41 !
M;=1
A
m(t) impuise Response
Iy
1
My=1
1 M; =-05 025
1+0.5z-1 M; =025 : ]
M = —0.125 0 . % t
05 T 2T 3T 47T
)
m{t) Impuise Response
F
My = !
1 M; =-03
— p M, =0.19 048
(1 + 0-5~ 1) (1 - 0-2- 1) M3 — ‘—0-087 ‘ o _—_! = t
M4 = 0.045 03
T 2T 371 AT
4%
m(t) Impuiss Response
A
1
My =
105 My =08 -
z =0. .
G705 D02 | M2=036 —
M; = —0.18 a —t
M4 = 0.092 ‘
T 2T 3T AT
_0:18'

Tabla 2.1: Timbre caracteristico de sistemas representativos, reproducida de [14]
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2.2  Fenémeno de Timbre

fraccionario f = 6 — dT el cual entre mas grande sea (> 0.5) produce un timbre de mayor
magnitud (Pascual Barba [2]).

Si el tiempo muerto 6 no es multiplo del tiempo de muestreo, se define que

0=dT+ f (2.48)
donde
0: Tiempo muerto del proceso
T': Tiempo de muestreo

d: Parte entera de %

0
f: Parte fraccionaria de T
Ejemplo 1
T 0
El tiempo muerto del sistema es 6 < 7 0 =0.3esdecird = l—J =0.

T
Con funcion de transferencia discreta

Y(z) AY(z) _ 0.06879z"' +0.02875:2  B(2)

HGy(2) = U(z) AU(z) 1 —0.9512z"1 A(2) (2.49)
La funcién HGp(z) tiene un cero en z = —0.4179, podemos observar que el polo esta
alejado del polo de inestabilidad = = —1.
La ecuacién del controlador de diferencias
1
AU(Z) - m [AE(z) + AY(Z)A’(z)]AU(z)ZU(Z)(l—Z_l) (2.50)

En la grafica 2.8 se observa que la salida presenta oscilaciones ocuitas, lo que significa un
problema, porque en tiempos de muestreo no se notan, en tal caso parecera que la salida se
esta comportanto de forma deseada, cuando en realidad el controlador esta actuando de forma

violenta, se puede ver en las oscilaciones de la manipulacion.
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Figura. 2.8: Comportamiento del controlador de diferencias clésico con @ < T'/2.

Ejemplo 2

Considere un sistema de primer orden con tiempo muerto 8 = 0.5 =

0|3

Funcién de transferencia discreta

Y(z) _AY(z) 0.04938z"! +0.048165z~2 _ B(2)
U(z) AU(z) 1 —0.95122-1 T A(z)
El polo de la funcion de transferencia, ecuacién (2.51), es z = —0.9753, muy cerca del

polo de inestabilidad z = —1.

HGp(2) =

(2.51)

En la figura 2.9 se puede observar que la manipulacién es oscilante, aunque tiende a esta-

bilizarse depues de un tiempo muy grande. En este caso al controlador se le estd exigiendo
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Figura. 2.9: Comportamiento del controlador de diferencias clésico con § ~ T'/2.

demasiado y esta forzando la manipulacién.
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Ejemplo 3
Sistema de primer orden con tiempo muerto § > %, 6 = 0.8, en el controlador de difer-

T .
encias con un s6lo pardmetro los sistemas con un tiempo muerto mayor que 3 son inestables
como se analizi en la tesis de Barba Avila [2].

La funci6n de transferencia discreta del proceso es

_ B(2) _ 0.0199z71 +0.077642"2
HGy(z) = 20y =~ T 09512, 2.52)

La funci6n de transferencia discreta del 1azo de control presenta un cero, €l cual se convierte

en un polo en z = —3.9015, dicho polo sebrepasa el polo de inestabilidad z = —1 asi que el
controlador debe lidiar con un sistema muy complicado de controlar debido a que la planta en
si sola posee un polo inestable.

En la figura 2.10 se puede observar que la manipulacion es oscilante, aunque tiende a
estabilizarse depues de un tiempo muy grande, en muchos actuadores no es fisicamente posible
hacer este tipo de manipulaciones. En este caso el controlador se esta forzando y esta forzando

la manipulacién.
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Figura. 2.10: Comportamiento del controlador de diferencias clésico con 8 > T'/2.

De los dos ejemplos anteriores podemos deducir que nuestro problema es el polinomio
B{z). este polinomio se localiza en el denominador del controlador, por lo que se tiene una

respuesta no deseable. En el capitulo siguiente se presentar una propuesta para eliminarlo.

2.3 Soluciones anteriores para eliminar el efecto de timbre

Anteriormente ya se ha atacado el problema de timbre con la intencién de eliminarlo, o por
lo menos reducirio mediante el uso de diferentes técnicas, a continuacién se veran algunas de

las mas usadas, como son disefio de controladores RST por reubicacién de polos y el método
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de Kalman que se utiliizé en la tesis de Pascual Barba [2] para reduccién del fenémeno de
timbre.
2.3.1 Método de Kalman

El método aplicado al controlador de diferencias es el método propuesto por Kalman, por lo
que se revisard el método para conocer los principios en los que se basa funcionamiento del
controlador de diferencias.

El método propuesto por Kalman para disefiar un controlador de cancelacién sin efecto de
timbre consiste en lo siguiente.

De la figura 2.11, especifiquemos la funcién de tranferencia de lazo cerrado deseada y

despejemos el controlador que necesitamos para lograrlo.

. » %an) |f———7p] HOpD >
Controlador Planta

Figura. 2.11: Lazo de control retrolimentado.

Sea la funcion de transferencia de lazo cerrado

Y(z) G.HG, _
R(z) 1+4+G.HG, Ga (2.53)

En donde G.: Funcién de transferencia del controlador
HG,: Funci6n de transferencia de la planta.

De la ecuacién (2.53) despejamos para obtener la ecuacién del controlador deseado.
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2.3 Soluciones anteriores para eliminar el efecto de timbre

G.HG, = Ga(1+G.HG,)

G.HG, = Ga+G4G.HG,

G.HG, = Ga+G4G.HG,
GHG, ~ G4G.HG, = Gy
G.HG,(1-Gy) = Gy

. 1 Gq
Ce = HG, 1-Gq
La ecuacién (2.54) se le conoce como la ecuacion general de los controladores de can-

(2.54)

celacion.

Equivalente a la ecuacion (2.54), es la ecuacién

_A(z)  Ga
G.= B() 1-Gq (2.55)

donde:
Gy : Debe tener ganancia unitaria.
Los ceros de la planta B (g~!) aparecen como polos en el controlador y pueden producir

dos tipos de fenémenos:
o Inestabilidad en el controlador: La manipulacién y la respuesta oscilan en forma cre-
ciente.

e Timbre: La manipulacién y la respuesta oscilan pero en forma decreciente y eventual-
mente se atenia.

Para logarlo hacemos que la respuesta tenga un tiempo de establecimiento finito, con la

ecuacion

Y (2)
R(z2)
y que la manipulacion también tenga tiempo de establecimiento finito de la siguiente man-

= P (2) = yx = PoTk + P1Tk—y + P2Tk-2 (2.56)

cra
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Zg; = Q () = uk = Qoro + Q171 + G2 (;,57)
Ahora especificamos )I; Ez; = P (z) = G4, G4 se debe especificar de tal modo que 7 EZ;
sea un polinomio sin polos haciendo.
o) () _ B(2) 50
R(z) P(z) B(z) _B(1)
UR  Q( 4@ A@ 2:58)
R(z) B(1)
Kalman propone 5
P(z) = B—% =Gy (2.59)
Entonces si G4 = § Ei;
B(2)
_“A(z). B(1) - A(z)
Ge = B @) L BE  BO-B() (2.60)
B(1)

Los coeficientes del algoritmo de control estdn directamente relacionados a los coeficientes
de la funcién de transferencia pulso del proceso. Si el proceso tiene un término de tiempo
muerto 2~V se mantiene la ecuacién anterior, los procesos con tiempo muerto no presentan
problemas derivados por el algoritmo de control.

Observe que ahora B (z) ya no afecta directamente como polos del controlador, ahora est4n

atenuados por un filtro de primerr orden.

2.3.2 Controladores RST por reubicacién de polos

Del grupo de los controladores con estructura RST el de Reubicacién de polos es el més
representativo y quizé el més utilizado, el cual se muestra en la figura 2.12 y se describe en
seguida.

Como se puede observar en el método de Kalman, el problema es el hecho de cancelar los
ceros de la planta. Este método de disefio no cancela los ceros de la planta y por lo tanto no

presenta los problemas y restricciones de que los ceros de la planta sean estables (dentro del
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2.3 Soluciones anteriores para eliminar el efecto de timbre

circulo unitario) y lejos de polo de timbre (z = —1). En caso de no cumplir estas condiciones,
el controlador podria resultar inestable o con un “timbre” excesivo. El no cancelar estos ceros
causa que los objetivos de seguimiento y regulacién no se logren con la misma exactitud que
los controladores que si cancelan, sin embargo, lo hacen con similitud bastante buena.

Este controlador usa la estructura RST y opcionalmente, (si los objetivos ante seguimiento
y regulacion son distintos) un generador de trayectoria F'G, también conocido como modelo
de referencia. Su funcién es definir el valor en el cual se desea la referencia en cada tiempo de
muestreo para que el comportamiento global sea el deseado.

El controlador RST por reubicacién de polos, tiene la estructura presentada en la figura
2.12, también se muestra la funcién de tranferencia real y la funcién de tranferencia deseada.

A partir de la estructura de la figura 2.12 se proponen los polinomios R (271), S (271),
T (27Y), F (¢71) y G (27!) para obtener una respuesta deseada tanto ante perturbaciones como
para cambios en referencia.

Simbologia:

Pr (271): Polos deseados ante perturbaciones.

C™ (z71): Ceros deseados ante perturbaciones.

P2 (271): Polos deseados ante cambios de referencia.

%’ (z:1 1): Ceros deseados ante cambios de referencia.

5—8—_—1—%—: funci6n de tranfrencia deseada ante cambios en referencia.

y® : y deseada.
Desempefio del controlador de reubicacién de polos ante perturbaciones (Regulacién)
Ante perturbaciones, la respuesta deseada del controlador esta determinada por unos polos
deseados [12], de tal manera que:

2~ N-1B(271) _zN1p(zY)
S(z71)A(271) + 2=N-1B'(2~1) R(271) TP (z71)

Se observa que en la respuesta se conservan los ceros de la planta, dado que no hay can-

(2.61)

celacion de estos; de esta manera se obtiene:
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Fz)
d P + 2
w’Em e | 2 |
Rz
| B(z-l _ B[z")z""‘
St lal")+ R B P
Respuesta deseada ante perturbaciones
i) _alel)
Szt 4l )+ Rl Bl Pl
F(z-l) ’Iiz‘l)B(z") ) c’ (z-l )B[z")z""‘l
Gz slelale )+ R Bl Pl B)
Respuesta deseada ante cambios en referencia
Figura. 2.12: Estructura del controlador RST por reubicacién de polos.
S(EYAEY)+ N B )R (2 = Py (271 (2.62)

Para calcular los polos deseados P (27!) se transforma al dominio z una funcién de trasfer-
encia deseada ante regulacién G4y, (s). Se incluye un retenedor de orden cero dentro de la

estructura para conservar la respuesta al escalén. De esta manera se obtiene que:

21 s
IC; EZ_I; =(1~-2)2Z {9-“‘:’9-(-2} 2.63)

donde es importante mencionar que solamente se toman los polos de la funcién dado que
son los que en mayor grado determinan la respuesta.
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Para evitar el error de estado estable, es necesario que dentro del lazo de control se incluya

un elemento integrador, el cual se incluye dentro del polinomio S (™) por lo que se define:

S(z)=(01-2"1)5(z") (2.69)
de tal menera que la ecuacién quedara:

SE) Q-2 AET) +2TB (T R(27) = Pa(27) (2.65)
Por lo tanto, en la ecuacion general de disefio RST

SENA(E)+B()R(z) =P (27 (2.66)

se realizan los siguientes cambios:

Az™) = AEH (-2 (2.67
B(zY) = B(e )z 2.68)

Al momento de implementar se actualiza el polinomio S (271); esto es;

Sz =(1-271 S"(z_l) (2.69)
Es importante seflalar que no existe cancelacion total de la dindmica de la planta, sino que

los ceros de la planta se conservan dentro de dicha respuesta.

Desempefio del controlador de reubicacién de polos ante cambios en referencia (Seguimiento)
Idealmente cuando se tiene un cambio de referencia, es deseable que la salida y (t) siga una
trayectoria deseada y, (t) de donde se determina una funcién de transferencia deseada:
| % = Gy, (2) 2.70)
Si se analiza la estructura del controlador de cancelacién de polos se observa que la re-
spuesta dentro del lazo, esto es, sin tomar en cuenta los polinomios 7' (z™1), F (271) y G (271)

se obtiene:
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2 N-1B(27)
P(z71)
Si se quiere obtener una respuesta diferente ante cambios en referencia se precisa cancalar

@.71)

los polos del lazo. Esto se logra haciendo que el polinomio 7" (2~!) cancele dichos polos, por

lo que:

T (27') =P (z7?) 2.72)

Podria pensarse de alguna manera cancelar el polinomio B’(2~1), sin embargo, si éste es
el resultado de discretizar una planta la cual contiene ceros inestables o muy cerca del polo
de timbre, puede producir problemas ente un cambio de referencia. Es por eso que conviene
conservar dichos ceros dentro de la respuesta del sistema de control.

Hecha la cancelacion, la respuesta desde el polinomio 7' (z™!) hasta la salida del proceso
es B'(2~1) z=N-1, Por lo que si se quiere obtener un tipo de respuesta espéciﬁco ante cambios
en referencia, se tienen que calcular los polinomios F (2~1) y G (271) a partir de una funcién
de transferencia deseada ante cambios en referencia
Cr(z1)
Pr(z-1)

y tomando en cuenta el retenedor de orden cero.

Gay(2) = (2.73)

Es importante mencionar que dicha transformacién se multiplica por z dado que el lazo
interno ya retrasa, en un tiempo de muestreo més N, la respuesta del sistema, de tal manera
que ya no es necesario efectuar otro retraso dentro del polinomio F (271) y G (271).

Observaciones

e S(z71)y R(271) se escogen de tal manera que

S(EARET)+R(T)B() =P (z7) 2.74)

Es decir que los polos de lazo cerrado coincidan con los polos P" deseados ante regu-
lacion (observe que los ceros de la planta no se cancelan). Ademaés, S (z~!) debe incluir
un integrador (un término 1 — 27! =1 — ¢71).

o T (z7')seescojecomo T (271) = PT (271) /B (1) para cancelar los polos de regulacién
y garantizar que la funcién de transferencia y/y tenga ganancia unitaria. De esta manera
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la respuesta y alcanzard el valor deseado y?* en exactamente Nb-+1 tiempos de muestreo
después.

o F(z71)y G(27?) se escogen para generar la trayectoria deseada ante cambios en refer-
encia de acuerdo a los polos y ceros deseados en seguimiento C? (z~1) y P? (2~1). Dado
que los ceros de la planta permanecen en la funcién de transferencia y/y?, 1a respuesta
no sera exactamente igual a la especificada por C* (27!) y P* (27}).

Caracteristicas del controlador de Reubicacién de Polos

Las caracteristicas principales del controlador de reubicacién de polos son las siguientes:
e Tiene un comportamiento especifico ante perturbaciones y ante cambios en referencia.

e Como no cancela los ceros de la planta, no presenta efecto de timbre, por lo que no hay
restriccién en cuanto a los ceros de la planta.

¢ Sudisefio es complejo y requiere herramienta computacional.

o Conserva los ceros de la planta, por lo que dicha dindmica se tiene que considerar dentro
de las funciones de tranferencia deseadas.

2.4 Control Robusto

Uno de los principales problemas en el disefio de controladores para procesos, consiste en
mantener al proceso bajo control a pesar de que exfstan discrepancias entre el modelo de la
planta utilizado para el disefio del controlador, y el modelo real del proceso. Los cambios
en la dindmica del proceso, el ruido en la medicién, asi como las no linealidades propias del
sistema a controlar, son las principales causas de que existan incertidumbres o variaciones
paramétricas en 1os sistemas de control. Ante este tipo de situaciones surge la definicién de
control robusto como aquel que a pesar de las variaciones paramétricas que puedan presentarse
en un proceso, garantice la estabilidad en lazo cerrado del sistema, y con un cierto nivel de
desempefio en seguimiento y regulacion.

En control robusto, al modelo que se usa para el disefio del controlador se le conoce como
nominal, donde el disefio resultante busca la estabilidad y performance para este modelo, y
ante las posibles variaciones paramétricas. El objetivo entonces de un controlador robusto
serd mentener la estabilidad en lazo cerrado de un proceso para todo un grupo de modelos,

originados por los cambios en la dindmica del sistema.
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2.4.1 Estabilidad Absoluta

La definicién de un controlador robusto nos dice que el controlador debe buscar garantizar
la estabilidad del sistema en 1azo cerrado ante posibles variaciones paramétricas, una forma
de determinar 1a estabilidad absoluta de un sistema de control en lazo cerrado es mediante el

criterio de estabilidad de Nyquist, el cual se explica a continuaci6n.

Criterio de estabilidad de Nyquist  El criterio de estabilidad de Nyquist sirve para poder
determinar la estabilidad absoluta de un sistema de control en lazo cerrado, mediante el anéli-
sis en lazo abierto. Si una funcién de transferencia en lazo abierto G (s) H (s) tiene k polos
en el semiplano derecho del plano s, para que el sistema sea estable en el lugar geométrico
G (jw) H (jw), conforme w varia de —oco a +oco debe encerra k veces el punto critico —1 + j0
en sentido contrario a las manecillas del reloj.

El criterio se expresa como

Z=N+P (2.75)
donde:
Z =Ceros de 1 + G (3) H () en el semiplano derecho del plano s.
N = Encierros en el sentido de las manecillas del reloj del punto —1 + ;0.
P =Polos de G (s) H (s) en el semiplano del plano s.
En el anélisis de estabilidad mediante el criterio de Nyquist, se pueden presentar general-

mente los siguientes casos:
¢ El punto critico —1 + j0 no esta encerrado; en este caso el sistema es completamente
estable si no existen polos en la funci6n de transferencia en la parte derecha del plano s,
de lo contrario el sistema es inestable.

¢ El punto critico ~1 + j0 queda encerrado una o varias veces en sentido contrario de las
manecillas del reloj. En este caso el sistema es estable si la cantidad de encierros en
sentido contrario de las menecillas del reloj es igual al niimero de polos de G (s) H (s)
en el semiplano derecho del plano s, de lo contrario el sistema es inestable.

o Elpunto critico —1+ ;j0 queda encerrado una o varias veces en el sentido de las manecil-
las del reloj, en este caso el sistema es inestable.

Una forma simplificada de analizar de estabilidad de Nyquist consiste en seguir la frecuen-
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cia del sistema en direccién donde se incrementa la fecuencia (w > 0), si en el cruce por el eje
real el punto critico (—1 + j0) se encuentra encerrado y esta a la derecha de la respuesta, en-
tonces el sistema es inestable, en cambio si el punto critico estd encerrado y est4 a la izquierda

de la respuesta, entonces seré estable en el lazo cerrado
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Figura. 2.13: Diagrama de Nyquist de un sistema estable.
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En todos los casos cuando el punto critico no se encuentre encerrado y la planta no tenga
polos en la parte derecha del plano imaginario el sistema seré estable, la figura 2.13 muestra
el diagrama de Nyquist de un sistema estable.

05

Figura. 2.14: Diagrama de Nyquist de un sistema inestable.

La figura 2.14 el diagrama de Nyquist de un sistema inestable, analizado bajo el criterio de
estabilidad de Nyquist.

2.4.2 Estabilidad relativa

La estabilidad relativa de un sistema es la que nos indica el grado de estabilidada de un sistema,
.es decir que tan cerca o lejos se encuentra el sistema de su estabilidad absoluta, para esto se
utilizan diferentes criterios de evaluacion, un ejemplo es el andlisis del efecto que tiene en la
estabilidad la variacién de la ganancia de un proceso, observando su diagrama polar. Existen
otros criterios de gran importancia para evaluar la estabilidad relativa de los sistemas de control

como lo son el margen de ganancia y fase que se explica a continuacion.

Margen de Ganancia Es el inverso de la magnitud |G (jw)| en la frecuencia en la cual el
angulo de fase del sistema es —180°. En un sistema de fase minima el margen de fase es la

razén (normalmente expresada en decibelios) por la que la ganancia del lazo se permite que
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cambie antes de que se alcance la condicion de inestabilidad.

Dicho de forma simple, el margen de ganancia (en decibelios) es el nimero de decibelios
que se debe incrementar le ganancia en lazo abierto para que alcance 0 dB a la frecuencia a la
que el desfase en lazo abierto es —180°. Si se debe incrementar la ganancia hasta que alcance
0 dB, entonces el margen de ganancia es, por su puesto, negativo. Si la fase no alcanza —180°
a ninguna frecuencia, entonces no hay limite impuesto en el cambio en la ganancia para que
el sistema permanczca estable, y ¢l margen de ganancia es infinito.

La inestabilidad producida por un incremento en la ganancia es una situacién comiin; por lo
tanto, la razon requerida para alcanzar la inestabilidad, es normalmente mayor que 1 y el mar-
gen de ganancia expresado en decibelios es normalmente positivo. No obstante, hay algunos
modelos de sistemas que requieren de una reduccién en la ganancia para alcanzar la instabili-
dad, y el caso general permite la posibilidad de que un aumento o una disminucién conduzca
a la inestabilidad. Por lo tanto, puede existir tanto hacia arriba un margen de ganancia como

hacia abajo un margen de ganancia o ambos.

MFyp = —21og |G (jw)| (2.76)

Un margen de ganancia menor a la unidad es positivo y el sistema es estable; un margen de

ganancia mayor que la unidad es negativo y el sistema es inestable.

Margen de Fase  Es el angulo de diferencia que existe entre —180° y la fase de la funcién
de tranferencia del proceso, cuando la magnitud es unitaria.

En otras palabras en un sistema que inicialmente inestable, el margen de fase es una medida
de retraso de fase adicional que estd permitido antes de alcanzar -180° a la frecuencia donde
M(w) =1(6201log M = 0dB)

El margen de fase nos dice cuanto atraso de fase puede tolerar el sistema antes de la in-
stabilidad, por lo tanto un margen de fase positivo nos indica que el sistema es estable y un
margen de fase negativo que el sistema es inestable.

La figura 2.15 muestra un esquema del diagrama de Bode de un sistema estable analizado
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Figura. 2.15: Margen de fase y ganancia en el diagrama de Bode de un sistema estable.

bajo el criterio de margenes de fase y ganancia.
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Figura. 2.16: Margen de fase y ganancia en el diagrama de Bode de un sistema inestable.

La figura 2.16 muestra el diagrama de Bode para un sistema inestable analizado bajo el
criterio de margen de fase y de ganancia.

Los valores adecuados de mergen de fase o ganancia permiten un grado de robustez ante
variaciones paramétricas, ya que ambos delimitan el comportamiento en lazo cerrado del sis-
tema. Ogata {7] menciona que para obtener un desempefio satisfactorio el margen de fase debe
estar entre 30° y 60°, y el margen de ganancia debe ser mayor a 6dB.

2.4.3 Funcion de Sensibilidad

Al disefiar un sistema de control, nuestro disefio se basa en el modelo de una planta especifica.
Tal modelo no es de ninguna manera preciso, sino s6lo una aproximacion de la dindmica real
de la planta. La diferencia entre la dindmica de la planta y la dindmica de un modelo se

denomina error de modelado. Los errores de modelado por alguna de las razones siguientes.
o Caracterfsticas no lineales de la planta no consideradas.

e Caracteristicas de alta frecuencia de la planta no consideradas (por ejemplo, los sistemas
macénicos tienen un fenémeno dindmico de alta frecuencia, incluyendo las resonancias,
el efecto de una masa de resorte no considerada).

o La precisién de los pardmetros no es suficientemente buena.

o Las caracteristicas de la planta cambian con el tiempo.
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En los casos en que el sistema a controlar es sometido a situaciones desfavorables como
perturbaciones, ruido en la medicién, y no linealidades, la funcién de sensibilidad nos da
una estimacién bastante precisa para evaluar el comportamiento global, mediante el uso de la
funcién de sensibilidad es posible cuantificar la robustez.

La definici6én de funcién de sensibilidad parte de la “sensibilidad” que presenta un sistema
de control ante perturbaciones.

a¢)

Controlador Planta

c - — y{t)

Figura. 2.17: Lazo de control retroalimentado, con perturbacién a la salida del proceso.

Desde el origen de la teoria de control robusto muchos de los criterios de optimizacién
y robustez buscan minimizar el valor pico de la funcién de sensibilidad, especialmente en
sistemas que experimentan cambios en su dindmica de operacion.

Para un sistema de control retroalimentado como ¢l que se muestra ¢n la figura 2.17 la
funci6n de sensibilidad se define como

_y@®_ 1
i) 1+ PC

La ecuacion (2.77), que es la funcién de transferencia que se obtiene entre la salida y una

S Q@ID

perturbacién de entrada, por lo tanto es deseable que el valor de $ sea cero para el rango de

frecuencias en las cuales se presenten las perturbaciones.
Si analizamos la funcién de sensibilidad en un diagrama de Nyquist tenemos que es el
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reciproco de la distancia que existe entre la curba PC de Nyquist y el punto critico (-1 + 50),
por tanto un valor pequefio (cercano a 0) de 1/$.4. indica que el sistema esté cerca de punto
inestabilidad; por tanto el valor méximo de sensibilidad $,,4. nos da una medicién més exacta
de estabilidad absoluta del sistema, que el margen de fase y ganancia juntos.

En un diagrama de Nyquist se puede representar que la distancia de la curva al punto critico
(=1 + j0), es 1 + PC que es el inverso de la funcién de sensibilidad, por tanto si definimos

Smae (1) = méiz [§ (ju)| @)

entonces el punto més cercano a la curva de Nyquist a partir del punto critico es

1
) @7)

donde AM es conocido como el margen de modulo, en el anélisis de sistemas de control

AM

es muy importante tener una cuantificacién de este margen debido a que proporcina un limite
para las caracterfsticas de elementos no lineales y variantes en el tiempo tolerados en lazo

cerrado de un sistema de control.

2.4.4 Funcibén de sensibilidad complementaria

Del lazo de control de la figura 2.17, la funcién de transferencia obtenida entre la salida y Ia

referencia es

Y (@) __PC
F=r® " 1+pC (2.80)
donde la funcién I" es conocida como la funcién de sensibilidad complementaria, la cual

como su nombre lo dice es el complemento de la funcién de sensibilidad, en el disefio de
sistemas de control esta funcién nos da una cuantificacién de la respuesta en seguimiento a
obtener en lazo cerrado.

Si la comparamos con la funcién de sensibilidad § la cual nos da el comportamiento ante
regulacién, sabremos entonces que para sistemas de control como el de la figura 2.17 siempre

existe un sacrificio entre el seguimiento y al regulacién deseados, se puede demostrar que
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S(jw) +T (jw) =1 (2.81)
entonces, si se conoce la funcién de sensibilidad puede obtenerse directamente la funcién

de sensibilidad complementaria como

I (jw) =1-§ (jw) (2.82)
El andlisis de ambas funciones de sensibilidad nos permite conocer todo el comportamiento

que puede presentar un sistema de control en lazo cerrado, y son de suma importancia en el

analisis de robustez.

2.4.5 Propiedades de la funcién de sensibilidad

La funci6n de sensibilidad tiene cuatro propiedades principales, las cuales permiten conocer
toda la informacion que ésta nos proporciona en el anélisis de sistemas de control:
Propiedad 1.
El valor de la funcién de sensibilidad a cierta frecuencia brinda el factor de atenuacién o

amplificacién de una perturbacion, cuando
$ (jw) < 1 (0dB) la perturbacion es atenuada (2.83)

S (jw) > 1 (0dB) la perturbacion es amplificada (2.84)
Propiedad 2.

Se considera que un controlador es robusto ante variaciones paramétricas, si el pico maximo

de la funcién de sensibilidad S,,.s. se mantiene menor a 6dB para todo el rango de frecuencias

es decir

Simiz (Jw) < 6dB para0 < w < 00 (2.85)
Propiedad 3.

El ancho de banda de atenuacién en la funcién de sensibilidad, el cual ocurre cuando
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(2.86)

S (jw) < 0dB

Determina la velocidad de respuesta del controlador en regulacién.

Propiedad 4.

El inverso del pico méximo de la funcién de sensibilidad conocido como el margen de

modulo, nos da estimaciones conservadoras del margen de fase y de ganancia, analizando el

diagrama de Nyquist tenemos que

(2.87)
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Figura. 2.18: Diagrama de Bode del pico méximo de la funcién de sensibilidad.

En la figura 2.18 se muestra un diagrama de Bode donde se observa c6mo detectar el pico

de la funcién de sensibilidad en un lazo de control dado.
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Como se ha mencionado anteriormente la funcién de sensibilidad es un cuantificador de la
robustez de un sistema de control en lazo cerrado, ya que si su valor méximo se mantiene por
debajo de un limite que tipicamente son 8 dB, se puede considerar que el controlador tiene
un minimo grado de robustez ante variaciones paramétricas (Landau 1. {12]), esto se puede
validar analizando la funcién de sensibilidad en un diagrama de Nyquist donde 8 dB quiere
decir que la respuesta del sistema se encuentra aproximadamente a 0.4 en magnitud del punto
critico (—1 + 50).

Cuando la funcién de sensibilidad de un proceso se encuentra lejos en magnitud del punto
critico (—1 + 50), el sistema podré soportar variaciones paramétricas en el modelo, siempre y
cuando estas no sean lo suficientemente grandes para llevar a la respueta del sistema a inesta-
bilidad, por lo tanto entre m4s lejos se encuentre el inverso del pico maximo de la funcién de
sensibilidad original del proceso del punto critico, mayor sera la magnitud de las variaciones
paramétricas admisibles y el sistera de control ser4 més robusto.

Se definen tres tipos de controladores con base en los siguientes criterios de robustez:

Robustez minima (controlador rdpido)

S sz, (jw) = 8B (2.89)
Este criterio de robustez nos dice analizando el margen de ganancia, que en teorfa el contro-
lador puede soportar un incremento de variacioén en ganancia hasta 66.66% sin que el proceso
se vuelva inestable.
Robustez media (controlador balanceado)

Smie (jw) = 6dB (2.90)
En este criterio el controlador puede soportar un incremento en ganancia de hasta un100%
sin que este se vuleva inestable,

Robustez alta (controlador robusto)

Smsz (Jw) = 3dB 2.91)
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En este criterio el controlador puede soportar un incremento en ganancia de hasta un

233.33% sin que se vuelva inestable.

2.5 Teorema de Nyquist (Teorema de muestreo)

Desarrollado por H. Nyquist, "una sefial anal6gica puede ser reconstruida, sin error, de mues-
tras tomadas en iguales intervalos de tiempo. La razén de muestreo debe ser igual, o mayor,
al doble del ancho de banda de la sefial analégica". Esta reconstruccion es tedrica porque en
la préctica, el error de cuantificacién y la longitud finita de los registros impiden esta recon-

struccion exacta.

/\‘\/ T "'H“”"'Ill“'” 1o _./\f/'

Figura. 2.19: Sefial discretizada y recuperada de un muestreo en iguales intervalos de tiempo.

El proceso de recuperacion de una sefial muestreada en iguales intervalos de tiempo se
ejemplifica en la figura 2.19.

La teoria del muestreo define que para una sefial de ancho de banda limitado, la frecuencia
de muestreo, f,,, debe ser mayor que dos veces su ancho de banda (B) medida en Hertz
(Hz).

fm>2B
Normalmente se suele filtrar la sefial de entrada para eliminar las frecuencias que no pueden
ser detectadas mediante el proceso del muestreo, debido a la limitacién de los aparatos.
Ademas es conveniente que la frecuencia de muestreo sea muy superior al doble de la frecuen-
cia maxima de la sefial puesto que ningin filtro pasa bajos puede eliminar completamente las

frecuencias superiores a la frecuencia de corte. En la practica se suele usar una frecuencia de
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muestreo de entre 5 a 10 veces la frecuencia de corte del filtro pasa bajos.

La frecuencia 2 x B es llamada la razon de muestreo de Nyquist. La mitad de su valor, es
llamada la frecuencia de Nyquist.

El teorema de muestreo fue desarrollado en 1928 por Nyquist y probado mateméticamente
por Claude Shannon en 1949.

Cuando una sefial tiene componentes del frecuencia que exceden el limite de la frecuencia
de Nyquist, se presenta el fendmeno de aliasing, el fendmeno de Aliasing consiste en que una
sefial se traslapa en otras frecuencias del espectro del frecuencias. Para evitar este fenémeno
las sefiales deben ser filtradas adecuadamente.
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3.1 Lazo de control del controlador de diferencias modificado

Capitulo 3

Controlador de Diferencias Modificado

En esta seccion se muestra la aplicacién del método de Kalman al controlador de diferencias
para la reduccién del fenémeno de timbre en la manipulacién, producida por el controlador.

Kalmat} en su controlador propone que el comportamiento deseado en el sistema controlado
B(z")

sca B(l)

. Donde B (z71) es el polinomio de los ceros de la planta, B (1) es su ganancia.

-1
Usando el mismo esquema Barba propone multiplicar la referencia r por 3_13(%—1)—)

3.1 Lazo de control del controlador de diferencias modificado

De la aplicacién del método propuesto por Barba, al controlador de diferencias se obtiene el
esquema presentado en la figura 3.20, el cual representa el lazo de control del controlador de

diferencias modificado. En el capftulo siguiente (analisis de timbre y robustez del controlador

de diferencias médificado), el proceso de andlisis se basara en este esquema.

Rf(z ) Bi(z? 1 zlg (z—l ) Y(Z)
™ B (1) ; A % Bl(z_l )(1 - z-l) 1 +z—1A'(Z—l) T

Xz)

A'@E)(1-2)

i

Figura. 3.20: Estructura del Controlador de Diferencias Modificado, con perturbacién a la entrada del proceso.
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- g Xz)
Re(z) Bz 1 Bz .?
; A % B(1) Bl(z—l 1 "z_l) > 1 +z-lA'(z-1) >
A -z D)
T B(1)
B(s™1)

Figura. 3.21: Estructura equivalente del Controlador de Diferencias Modificado, con perturbacién a la salida
del proceso.

3.2 Analisis del controlador de diferencias modificado

A continuacion se presenta el anélisis matemético de la respuesta del controlador de diferen-

cias ante cambios en referencia

3.2.1 Analisis del controlador ante cambios en referencia

Basamos el andlisis en la figura 3.20. La funci6n de transferencia ante cambios en referencia
se obtiene de la siguiente manera.

Se tiene una trayectoria directa y 2 lazos.

= Az~1B (271)
P = B(Q)(1 -z [1+ 214" (271)] (3.92)
- B(1)
bi=-RgrT (3.93)
P, B(1 1 )
Ly = ;B'(()A(—)( —z7) (3.94)

A y A; son
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A = 1~L—Ly (3.95)
A o= 1 (3.96)

Utilizando la regla de Mason sustituimos los valores de Py, L, L, A,y A

Y (z‘l) P
= (3.97)
Rf (21 B(1 P B(1 ,
1 Lt P - S A (Y (- Y
dividiendo por P,
Y (z71) 1
= (3.98)
Re(z71) 1 B(1) B(@1) -
BTEEY e, @a-2)
. Az71B (271)
Sustutiyedo el valor de P, por B A= 70)[ + 24 ]
Y (271) 1
Ri(z71)  B()(A-2zYH[1+27'4 (Y] B(Q) 3.99)
Az~1B' (2-1) B’ (z71)
BHA()(a-2T"
- AB (z71)
Multiplicando por Az~1B’ (z~!) y dividiendo por B (1)
Az71B (271)
Y (z') B(1)
B - A=)+ A GO F T A ) 1= 100
/\z‘l BIB(Z_I)
= 73 — g (12 — ————(3.101)
1427MA (271 — 271 — 2724 (7)) + A7t = 2714 (27Y)
+2z2A' (71)
Az-1 31,3(?;)1)
= 1= Ta-n (3.102)

Por reduccién algebraica tenemos que
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Y(zY) B (zY) A
By -F BM T-0-n (3.103)
La ecuacion (3.103) demuestra que el comportamiento del controlador de diferencias ante

cambios en referencia seré el comportamiento de los ceros de la planta atenuados por un filtro
de primer orden ajustable mediante el parametro A.

3.2.2 Fenémeno de timbre en el controlador de diferencia ante cambios en
referencia

Revisemos ahora si tienen timbre ante cambios en referencia.
Analicemos ¢l comportamiento de la manipulaci6n ante un cambio en referencia, es decir,

U@z
Ry (z71)
Se tiene una trayectoria directa y dos lazos.

obtengamos

A

P1 = W)- (3.104)
Azt
L=~ 2w (3.103)
_ 2 1A' (z71)
2T 1+ A (z71) (3.106)
Ay A; son
A = 1-Li-L, (3.107)
A =1 (3.108)
Utilizando la regla de Mason sustituimos los valores de P, L1, Lo, A,y &,
A
Uzl B(1)(1-2z1)
Ry (z71) Azl 271A' (271) (3.109)

1+

1=z +2A G 142714z
Multiplicando el nuemerador y el denominador por (1 — z71) [1 + 2714’ (2~1)].
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AL+ 2714 (7))

U _ B (1)
Ri(z) (=2 )[+2 AN+ Azt — 214 (z71) (1 - 27) (3.110)

Por manipulacion algebraica

AR+ (@Y
U") _ | B(1)

Ri(zY) - 142 A () — ol -2 24 (2 1) + Az @.111)
—2z 1A (27 + 2724 (27Y)
Finalmente tenemos que
-1 —1 A7 (-1 ~1
U(z™)  Al+"A'(Y)] A (27Y) G112

Ri(z) BOA-21(1-N] BOA-z1(1-N)

Observe que en el denominador de esta funcién de transferencia no esté incluido el poli-

nomio de los ceros de la planta B (2~!) que son los causantes del fenémeno de timbre. Por
tanto el esquema propuesto si elimina el timbre ante cambios en referencia.

3.2.3 Fenémeno de timbre en el controlador de diferencias ante perturba-
ciones a la entrada del proceso

Obtengamos la funcién de transferencia 10; Ez:; para pertubaciones a la ‘entrada del proceso.
Se tiene una trayectoria directa y dos lazos.

B=a= [1A i—lA' O RET Sﬁ}f(—;zl)] @113

h=-a—79 [f\ :AA' =) @.114)

L= i—:ﬁlj,z;z,) (3.115)

Ay A son
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A= 1-Li-L (3.116)
Ay = 1 (3.117)

Utilizando la regla de Mason sustituimos los valores de Py, Ly, La, A, y 44

Azt z7TA (27Y)
UY) _ G- it A0 [+z14 ) o119
D(z1) Azt z 1A' (271) )
N T A )] T+ 4 D)
Multiplicando por (1 — 271 [1 + 271 A (271)).
Uzt Az7l 4271 (1 - 27 1) A (271)
DG - A=A+ AN +h A a1 )
U(z™) _ Azl 427t (1= 27Y) A (27Y)
D(z7 1) 142714 (27Y) -2t =224 (27 + Az (3.120)
—2 1A (271 + 2724 (27Y)
U(z™!) A l+271(1-2"1)A () 3.121)

D (1) 1-271(1-))]
Al igual que en el caso anterior, los ceros de la planta no aparecen en el denominador y por

tanto no existe el fendémeno de timbre.

3.2.4 Fenémeno de timbre en el controlador de diferencias ante perturba-
ciones a la salida del proceso

En este caso, se analiza el fenémeno de timbre ante perturbaciones que presentan a la salida
del proceso, como en el caso anterior (timbre ante perturbaciones a la entrada del proceso),
el termino B (z‘ll)] / B_gl) no se introduce dentro de los lazos de control; por tanto la funcién
de transferencia —5—(-2? no se ve afectada y es igual a la calculada para el controlador de
diferencias cldsico. Ahora analicemos el lazo de control de la figura 3.22.

Se tiene una trayectoria directa y dos lazos.
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RJ(Z) Bﬂp—l) 1 71 B (z-l)
™ B (1) ; A % B'(z_l X1 _Z_l) > 1 +Z—1A'(z_l)
A -2

I

1z)

D(z)

Figura. 3.22: Estructura del Controlador de Diferencias Modificado, con perturbacién a la salida del proceso.

A A (Y (1 =2
TB(zY)(1-zT) " B ()1 -27)
\ A ()

TBEO A=) B ()

P =

_ Azl

(=21 142714 (271))
A (7Y
= 1514 ()

L=

L,
Ay A; son

A = 1-L—-L,

Al = 1

Utilizando la regla de Mason sustituimos los valores de Py, Ly, L, A,y A,

_ A A (27
Ut) Fh(l-z0) B
DY) Az 1A (7Y

A Gy gy e Rl prpme 7 g
Multiplicando por (1 — z7) [1 + 27147 (z71))].
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A14+271A (7)) AHA -2+ 2714 (271)
Ul T B T B (=)

D(z"Y) ~ (-2 +2z14(z )]+ Az 1 = 214 (z71) (1 — 272) (3.128)
Por manipulaci6n algebraica
CA[L+271A(z7Y) + A(zY)Q =2z [1 4274 (7))
U(z™h) _ B'(z71) B (z-1) (3.129)
D (z71) 142714 () =2 =224 (") + Az = 27 1A (7))
+2724 (27Y)
AL+ A A D (- Y L+ )
- B (z1)[1=2z"1(1 - ))] (3.130)
14+ 271A (z7Y)][-A+ A (z71) (1 - 27Y)] G.131)

B (z ) 1= 2 (1= V)

Observe que en este caso el polinomio de los ceros de la planta permanece como polos de

-1
la funcién de transferencia —g——g-:% y por tanto el fenémeno de timbre estard presente en el
caso de que los ceros esten cerca de z = —1.

Observe la diferencia entre este resultado y el anterior. Cuando las perturbaciones se pre-
sentan a la entrada del proceso (es decir, la dindmica de la perturbaci6n es igual a l1a de la
manipulacién) el timbre se elimina.

Sin embargo, cuando la perturbacién entra a la salida, el timbre permanece.

La razén es porque cuando la perturbacién se presenta a la entrada, es multiplicada por

B(z™1) ({os ceros de la planta) y cancela el polinomio B (2~!) que aparece en el denominador
U(z~1)

de D)
Si bien esto es cierto en simulaci6n en le préctica puede haber problemas porque el B (271)

real que se enfrenta a la perturbacién puede ser distinto del identificado. Si esto pasa, la
cancelacién no ocurrird completamente y parte del timbre se conservard. Esto ocurre también
cuando la perturbacién entra entre tiempos de muestreo ya que en ese caso la dindmica que
enfrenta la perturbacion seré distinta a la de la manipulacién.

Esto serd mostrado en forma experimental en las secciones siguientes.
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33

Comportamiento en seguimiento y ante perturbaciones que
entran en tiempos de muestreo

Caso I
6
Tiempo muerto 8 < —72:, 8 =0.3esdecird= | | =0.

T

La funci6n de transferencia discreta de la planta es

B(z) _ 0.0687927 + 0.028752~2

HGy(z) = A(z) 1 —0.9512z1

(3.132)

La planta tiene un cero, el cual se convierte en un polo en el controlador ubicado en z =
—0.417, el polo est4 alejado del polo de inestabilidad z = —1.

10.25

0.5

0
0.5
1.451

Figura. 3.23: Respuesta del controlador de diferencias con un polo en z = ~0.417. Caso L.
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Capitulo 3.  Controlador de Diferencias Modificado

En la figura 3.23 se puede observar que no existen oscilaciones ocultas en la manipulacién,
debido a la ubicacion del polo en 2 = —0.417, ante perturbaciones las manipulacién no oscila,

una vez alcanzada la referencia se mantiene sin presentar error de estado estable.
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3.3 Comportamiento en seguimiento y ante perturbaciones que entran en tiempos de muestreo

Caso 11

Tiempo muerto § = 0.5 = %, notese que ahora el tiempo muerto es igual a —72:

La funcion de transferencia discreta del proceso es

B(z) 0.0493827! + 0.048162~2
HG(2) = 3y = 1085127 (3.133)

La planta tiene un cero, el cual se convierte en un polo en el controlador ubicado en 2 =

~0.9753, el polo se encuentra cercano al polo de inestabilidad z = —1.

T T 1 1} L4 | D 1 4 ) :
10,28 o = = == = e e e e e 4
Manipulacién
8l / 4

B_ - 4

4 -
2} 4 Referencia /Salida digital 4

L B B HEEEEE n
1 T |
\ Salida real :

RV | SERPPORIA dpignsthicto IR RIS RS
1 1 L L 1 ! 1 1 1 )
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Figura. 3.24: Respuesta del controlador de diferencias con un polo en z = —0.9753. Caso II.

La figura 3.24 muestra la respuesta de un sistema con un polo en z = —0.9753, la manipu-
lacién presenta oscilaciones producidas por el polo, que esta ubicado cerca del polo de timbre

z = —1. La salida del sistema no presenta oscilaciones ocultas.
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Caso III

Tiempo muerto 8 > —12:, 0 =0.8.

En el controlador de diferencias modificado, los sistemas con un tiempo muerto mayor que
-g— son inestables como se describe en la tesis de Barba Avila [2].

La funcién de transferencia discreta del proceso es

B(z) _ 0.0199z7" + 0.0776422
A(z) 1—-0.95122"1
La planta tiene un cero en z = —3.9015, el cual se convierte en un polo en el controlador,

HGy(z) =

(3.134)

dicho polo queda fuera del circulo unitario, sebrepasa el polo de inestabilidad z = —1, el polo
de controlador produce inestabilidad.

1028 -~ - ) SN S B P B - - .
o /Manipulacién »;"_i
8l "':
4l -

Referencia Salida digital
2+ / -t

Figura. 3.25: Respuesta del controlador de diferencias con un polo en z = —3.9015. Caso IIL
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3.3 Comportamiento en seguimiento y ante perturbaciones que entran en tiempos de muestreo

La figura 3.25 muestra la salida cuando el controlador tiene un polo ubicado en z =
—3.9015, la manipulacién presenta oscilaciones excesivas crecientes (inestables), a pesar de

que la respuesta es estable.
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3.4 Comportamiento ante perturbaciones que entran entre
tiempos de muestreo

En los sistemas analizados hasta el momento, se ha trabajado con perturbaciones que entran
en tiempos de muestreo, de las cuales se ha observado que el controlador no presenta timbre
cuando f es menor que %T, bajo estas circunstancia el fenémeno de timbre se elimina por
completo.

En seguida revisaremos ejemplos de procesos en los que las perturbaciones entran entre
tiempos de muestreo, en 0.37, 0.5 y en 0.8T con el fin de mostrar el fenémeno de timbre
que se produce ante diferentes fracciones de tiempos de muestreo.

Caso VI

Considere un sistema de primer orden como el del caso I, la funcién de transferencia de la
planta es la siguiente

2 03
Gp(s) = T 0.3 (3.135)

Con tiempo de muestreo 1" = 1 seg.

Se implementa el controlador de diferencias modificado, con una A = 0.4 como se mostr6
en el ejemplo del Caso I, con el pardmetro A = 0.4 el controlador presenta una robustez
minima (buscar mayor robustez haria al proceso muy lento).

Tiempo muerto 6 < -72—1, 0 =0.3esdecird = 9 =0.

T
La funcion de transferencia discreta de la planta es

B(z) 0.06879z~! + 0.0287522
HGy(z) = 232 = :
%) =4 1= 0951221 (3.136)

La planta tiene un cero, el cual se convierte en un polo en el controlador ubicado en z =
—0.417, el polo est4 alejado del polo de inestabilidad z = —1.

La figura 3.26 muestra la manipulacion, en la cual el controlador anula el fenémeno de

timbre ante la entrada de una perturbacion en tiempos exactos de muestreo, notese la ausencia

de timbre.
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10,26 - = = = g = m e e e e -

s Manipulacién

0.5

0.5
-1.45

Figura. 3.26: Manipulacién ante la entrada de una perturbacién en tiempos exactos de muestreo, planta con
f=0.5.

La figura 3.27 muestra la manipulacion del sistema cuando se presenta una perturbacién
entre tiempos de muestreo menores a 0.57". La manipulacién muestra oscilaciones para lograr
el establecimiento del sistema, sin embargo el fenémeno de timbre no llega a manifestarse.
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1 1 T i T
1025 b ===~ emmmmce e taieiememeeeeeeeececeememe———— -
sl J
6} J
s} -

Timbre en la

2r ) Manipulacién -

1 1 1 1 1

Figura. 3.27: Manipulacién ante la entrada de una perturbacién en 0.3, planta con f = 0.5.

En la figura 3.28 se muestra la manipulacién del sistema cuando se presenta una pertur-

bacién entre tiempos de muestreo, en 0.5T’, el fendmeno de timbre se hace notorio, sin em-
bargo, a pesar de ésto desaparece de inmediato.



3.4 Comportamiento ante perturbaciones que entran entre tiempos de muestreo

1 -

Timbre en la

ZManipulacién
/

-0.5
-0.72

10 12 14

Figura. 3.28: Manipulaci6n ante la entrada de una perturbacién en 0.5T, planta con f = 0.5.

La figura 3.29 muestra la presencia de oscilaciones en la manipulacién del sistema cuando
se presenta una perturbacion entre tiempos de muestreo 0.87', el timbre es muy poco significa-
tivo, permitiendo que la manipulacién se estabilice en un tiempo muy corto. Observese que el

timbre crece a medida que la perturbacién entra en tiempos mayores a 0.57".
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1025 LA L | SN L R, .

8 -

6 -

4} 4
Timbre en la

2t Manipulacién i

Figura. 3.29: Timbre de la manipulacion ante la entrada de una perturbacién en 0.87, planta con f = 0.5.

Caso VII
Considere un sistema de primer orden como el del caso II1, la funcién de tranferencia de la

planta es la siguiente

2 s
GP(S) = me 0.5 (3.137)

Tiempo muerto § = 0.5 = _Cg’ notese que ahora el tiempo muerto es igual a -’g-
Se implementa el controlador de diferencias modificado, con una A = 0.4.
Con tiempo de muestreo T' = 1 seg.

La funcién de transferencia discreta del proceso es
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3.4 Comportamiento ante perturbaciones que entran entre tiempos de muestreo

B(z) _ 0.04938z™! + 0.048162"2
HGy(z) = Agz) = T 1005121 (3.138)

La planta tiene un cero, el cual se convierte en un polo en el controlador ubicado en 2z =

—0.9753, el polo se encuentra cercano al polo de inestabilidad z = ~1.
Ahora anélicemos las manipulaciones obtenidas ante la entrada de perturbaciones en difer-

entes tiempos, en tiempos exactos de muestreo, en 0.37, en 0.57 y en 0.87T', planta con f = 0.

1 7 s -

4+ -
Manipulacifin
2 - -
Y- o S A -
05 B ]
] L r e T ——-{- ----------------- -
1 L 1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Figura. 3.30: No se presenta timbre en la manipulacién ante la entrada de una perturbacién en tiempos exactos
de muestreo, planta con f = 0.5.

La figura 3.30, se muestra la entrada de una perturbacién en tiempos exactos de muestreo,
notese que la manipulacién ejercida por el controlador para estabilizar el sistema no presenta

timbre, comportandose como un controlador de un paso.
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Figura. 3.31: Timbre de la manipulacién ante la entrada de una perturbacién en 0.3, planta con f = 0.5.

En la figura 3.31, se representa la manipulacién ante la entrada de una perturbacién en
0.37, la planta tiene un f = 0.5, la presencia de timbre es evidente y se muestra que la razén
de decaimiento es de 0.9506, una razon de decaimiento de esta magnitud es muy pobre, y esto
se presenta debido a que f = 0.5.
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3.4 Comportamiento ante perturbaciones que entran entre tiempos de muestreo

El problema de timbre se agrava a medida que f se incrementa, otro factor que propicia
la presencia de timbre consiste en que la perturbacién de entrada se presente en una fraccion
muy grande de T, este mismo hecho se muestra en las gréficas de la figuras 3.32 y 3.33, en
todas estas graficas se muestra que la manipulacién no logra estabilizarse, la salida tampoco

se estabiliza y el tiempo de establecimiento del sistema es muy grande.

1 1 1 L L
. 1l — Timbre en la
— Manipulacién
] —
1
0 4
Y.} ----L-.-}-.-.-.-.----------L-r_...L-.-...-.------

2 -

Y=

33?t::::::::::::::E:“":.L:_L '''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''' =
1 1 1 L 1

1] ] 10 15 20 6 30

Figura. 3.32: Timbre de la manipulacién ante la entrada de una perturbacién en 0.5T, planta con f = 0.5.
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Capitulo 3.  Controlador de Diferencias Modificado

En la figura 3.33 se muestra que el fenémeno de timbre decac muy lentamente, esto es
debido a que como se menciono anteriormente por las caracteristicas de la planta, de contar
conun f = 0.5, el controlador muestra mayor deficiencia para eliminar el efecto de timbre,
este efecto predomina cuando la perturbacion entra en tiempos mayores a 0.87".

T 1 1 L] 1
1L A . P D e
A P N - o ey < ~— B S e R
Timbre en la
sl — — / Manipulacién
™1 1 —
—
0 -
D) JK. J SR S U R R R S e N il Bk X X TR AN NN TR Siphy Ay ey -J —dm e e el -
B
] =
-1.64 1 '1|'ﬂ4° CTzzziTIiziziiiyzisy -.:.-__-:_-_'_-._f_.:_:_:_:_:_:_:_:_:_:_:_:_:_:_:_:_:_:_:_:_ 2222223232227
i — L | 1 1
1] [ 10 15 20 % 30

Figura, 3.33: Timbre de la manipulaci6n ante la entrada de una perturbaci6n en 0.8T', planta con f = 0.5.

Para perturbaciones que entran entre tiempos de muestreo mayores a 221— la raz6n de aten-
uacién de timbre es muy grande, por lo que el timbre desaparece muy lentamente, lo que
implica un sistema muy lento para alcanzar el estado estable, este problema se puede aten-
uar utilizando tiempos de muestreo muy pequefios. Sin embargo si se trabaja con tiempos de

muestreo muy pequefios se expone a que el proceso no cumpla con la caracteristica de tener
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3.4 Comportamiento ante perturbaciones que entran entre tiempos de muestreo

Perturbacion Perturbacién Perturbacién Perturbacion
enT en 0.3T en 0.5T en 0.8T
Caso VI | No existe No existe No existe No existe
Caso VII | No existe 0.9506 0.9520 0.9554

Tabla 3.2: Raz6n de decaimiento del timbre generado ante 1a entrada de una perturbaci6n en diferentes fracciones
de tiempo T

un f < 0.5, de preferencia f < 0.3.

Resumen del andlisis de timbre del comportamiento del controlador en regulacién

Ahora haremos una breve revision de los resultados obtenidos en el anélisis de timbre del
controlador de diferencias modificado, en los diferentes casos analizados anteriormente.

La tabla 3.2 muestra la raz6n de decaimiento del timbre que se manifiesta ante la presencia
de una pertufbacién en diferentes tiempos de muestreo. En los casos en que la perturbaci6n
entra en tiempos exactos de muestreo el controlador elimina el timbre por completo en un
tiempo muy corto.

En el Caso VI, la planta tiene un f = 0.3, para diferentes tiempos de entrada de la per-
turbacion el comportamiento de la manipulacién actiia de forma semejante y muy eficiente, a
pesar de que muestra oscilaciones, estas no llegan a convertirse en timbre y en el peor de los
casos las oscilaciones de la manipulacién desaparecen en 67 (6 tiempos de muestreo), la sal-
ida logra la estabilidad en un tiempo de muestreo. La presencia de timbre es tan insignificante
que précticamente podemos hablar de una ausencia de timbre.

En el Caso VI, la planta tiene un f = 0.5, las oscilaciones en la manipulacién son muy
violentas, la raz6n de decaimiento que se encuentra es cercana a 1, lo que propicia que la mag-
nitud de la manipulacién se reduce muy lentamente. La salida es oscilatoria y la manipulacién
no logra estabilizarse en un tiempo finito de muestreo.

Entre menor sea la fraccién de tiempo en que se presente la perturbacién, la razén de
decaimiento tendré un efecto de eliminar el timbre en un tiempo mayor, puesto que la razén
de decaimiento es muy cercano a 1.

El fenémeno de timbre no desaparece con el uso del controlador de diferencias, s6lo cuando
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Capitulo 3. Controlador de Diferencias Modificado

la perturbaci6n entra en instantes discretos de tiempo.
El timbre se incrementa a medida que la perturbacién entra en un tiempo fraccionario mayor

que %T y es mucho mayor con la pertubacion entrando en un tiempo >> -;—T.
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4.1  Obtencién de la funcién de sensibilidad

Capitulo

4

Analisis de robustez y timbre en el
controlador de diferencias modificado

En este capitulo se desarrolla el analisis del fenémeno de timbre y robustez del controlador de
diferencias. Se evaluara la robustez del controlador ante diferentes plantas a partir del método
de la funcidn de sensibilidad. En particular, se analizar4 el efecto en la robustez del sistema al

variar el tiempo muerto de tal manera que el fenémeno de timbre se haga més notorio.

4.1 Obtencion de la funcién de sensibilidad

Del lazo de control de la figura 4.34 se obtiene la funcién de sensibilidad del controlador de

diferencias.

Rz B (5
3o "

1

Bz -z1

I

z-1 B (Z_l )

1+z714'¢ ™)

T

A'EhH-21

i

z)
>

Xz}

Figura. 4.34: Estructura del controlador de diferencias modificado.

Por medio de la regla de Mason se obtiene la funcién de transferencia entre la perturbacién
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Capitulo 4.  Andlisis de robustez y timbre en el controlador de diferencias modificado

D(z) y la salida Y'(z). Analizando el sistema encontramos una sola trayectoria directa
P =1 (4.139)

y 2 lazos:

1 2718 (27Y)

Lo = AET) (=27 Fem a = T+ 4G

2~1A(27Y)
= 514G (*.140)
Az -1
L — —» 1 2" 1B(271)
2T T BEY(A -2 )1+ 214z )
_ Az™1
T 14214 (-2
Azl
7 A=) (4.142)
El determinante serd entonces
A=1- (L + L) (4.143)
El cofactor correspondiente a la trayectoria P, serd
A = A LimLa=0 =1 (4.144)

Sustituyendo los resultados anteriores en la formula de Mason
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4.1 Obtencién de la funcién de sensibilidad

$ (z_l) d Ez:lg

3

Az -1 Azt
AGY  TAEHA=7D
Az
Az Y)—A(z"HY+1+ -—il——

-2
A(zY)
Az1
1—-21
De lo anterior, la funcién de sensibilidad resulta como se muestra en la ecuacién (4.146).

1~

(4.145)
1+

$(=) = ﬁ(i—(l))\ (_1 1—; : ) (4.146)

Una primera observacién importante es que la funcién de sensibilidad sélo depende de

los polos de la planta (polinomio A(z7!)) y del factor de ajuste ), y es independiente del
polinomio de los ceros de la planta B(27!). Esto a primera vista podria parecer ilogico ya que
sabemos que los ceros de la planta son los causantes del fenémeno de timbre.

4.1.1 Demostracion experimental de la independencia de la funcién de
sensibilidad de los ceros de la planta

A continuacién se muestra un caso préctico, para poder hacer un anélisis del fenémeno que se
presenta en la funcién de sensibilidad dado el hecho de que se define s6lo en funcién de los
polos de la planta (se han cancelado los ceros). Ademés de que se muestra experimentalmente
el concepto de la robustez del sistema ante variaciones paramétricas.

Caso prictico

En los siguiente ejemplos pricticos mostraremos que independientemente de los ceros de
la planta (y del timbre inherente) la robustez del sistema es la misma. Se considera un tiempo
de muestreo T" = 1 segundo.

Ejemplo A
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Capitulo 4. Analisis de robustez y timbre en ¢l controlador de diferencias modificado
Considere un sistema de primer orden como el siguiente

2
Gyls) = gy ™™ (4.147)

Cero de la planta en 2 = —0.4179
Polo ubicado en z = 0.9512.
Se implementa el controlador de diferencias modificado, usamos un valor de A = 1 para

observar la respuesta del sistema.

1 3 L A T L) T L) L

10+ .
8t / Manipulacién i
6t N
Al -
2k )C Referencia / Salida |
0 -
2 1 1 1 1 1 1——_! L n

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Figura. 4.35: Respuesta ante una A = 1, con una k = 2.0 en la planta. Ejemplo A.

El comportamiento de la planta de la ecuacién (4.147) se muestra en la figura 4.35. Puede
observarse que en el tiempo 7" = 5 entra una perturbacion, se presenta en un tiempo exacto de
muestreo, note que la presencia de dicha perturbacién no afecta significativamente la respuesta

del sistema.
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Figura. 4.36: Respuesta ante una A = 1, con una k = 2.69 en la planta. Ejemplo A.

Para verificar la tolerancia del sistema ante variaciones paramétricas procedemos a modi-
ficar arbitrariamente el valor de la contante & del proceso. Identificamos de la gréifica 4.36,

que el sistema tolera una variaciéon paramétrica de un 34.5% antes de que el sistema alcance

la inestabilidad. La variacion de la contante & se increment6 de un valor de 2 a 2.69.
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Capitulo 4.  Anélisis de robustez y timbre en ¢l controlador de diferencias modificado

Para buscar una mayor tolerancia a variaciones pardmetricas modificamos el valor de A,
para obtener una respuesta diferente, ahora se implementa el controlador de diferencias mod-
ificado, con un valor de A = 0.4, este valor se utiliza con el prop6sito de que el controlador
presente una mayor robustez. Retomando el problema inicial para un valor de A = 0.4 en
el controlador de diferencias, se obtiene la figura 4.37, en donde se puede observar que la

respuesta es mas suave y por lo tanto més lenta.

Manipulacién
al / ]

Referencia

-1 -

Figura. 4.37: Respuesta ante una A = 0.4, con una k = 2 en la planta. Ejemplo A.

Haciendo una prueba de la robustez de controlador cuando A = 0.4, variamos la ganancia

del proceso, para verificar el incremento en la ganancia que puede ser tolerado.
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4.1 Obtencion de la funcién de sensibilidad

Analizando la prueba de simulacitn de la grafica 4.38, se verifica que el controlador soporta
un incremento en la ganancia k del proceso de un valor de £k = 2.0 a k = 3.39 sin que
el proceso se vuelva inestable, este valor corresponde a un incremento de un 69.5 % en la

ganancia del proceso.

5 L T L] 1 ¥ L 1
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Figura. 4.38: Respuesta ante una X = 0.4, con una k = 3.39 en la planta. Ejemplo A.

La figura 4.38 muestra la salida del sistema bajo una variacién paramétrica de k£ = 3.39, la
salida es oscilatoria sin llegar a la inestabilidad.

Analizando las figuras 4.35 y 4.38, de acuerdo al incremento en la constante k que puede
tolerar el controlador, podemos decir que el controlador muestra una mayor robustez ante
variaciones paramétricas cuando el valor de A es menor, en este caso con X = 0.4.

Ahora bien de las figuras 4.35 y 4.37, visualizamos que la respuesta en esta tltima es mds
lenta, presentando un menor sobretiro con respecto a la primera. Con este andlisis podemos
afirmar que el valor que se le asigne a A corresponder a la necesidad que se quiera cubrir
de acuerdo a las caracteristicas del sistema, sacrificando la rdpidez de la respuesta por la

tolerancia a variaciones paramétricas en el modelo de la planta.
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Ejemplo B
Ahora observese la figura 4.39, en donde se muestra la respuesta de un sistema con una
funcién de transferencias como la de la ecuacion (4.148).

2 —0.5s
Gpls) = 55-77¢ 05 (4.148)

Tiempo muerto de esta planta esde 0.5
Cero localizados en z = —0.9753
Polo ubicado en 2 = 0.9512.

10F 5
8t /Manipulacién -
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Figura. 4.39: Respuesta ante una A = 1, con una k = 2.0 en la planta. Ejemplo B.

La figura 4.39 muestra la respuesta del sistema con un valor de A = 1 en el controlador
de diferencias. Observe que la salida del sistema se estabiliza en un instante de muestreo,
también en esta figura se muestra la entrada de un perturbacién en T = 6, la cual no afecta la

salida (se elimina de inmediato).
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Figura. 4.40: Respuesta ante una A = 1, con una k = 2.69 en la planta. Ejemplo B.

La figura 4.40 muestra la tolerancia del sistema a variaciones paramétricas antes de que el
sistema alcance la instabilidad, el controlador soporta una variacibn de k = 2 a k = 2.69,
note que el controlador tolera el mismo porcentaje de variacion paramétrica que se admite en
la planta definida por la ecuacién (4.147), a pesar de que los ceros son diferentes, la respuesta
es exactamente igual que la de la figura 4.36 dado que los polos en ambos sistemas son los
mismos, recordemos que la funcién de sensibilidad esta definida por los polos del proceso y
modificada mediante el pardmetro A. La variacion de la contante k es igual a la hecha en el
ejemplo A.
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/ Manipulacién
3F - .

Referencia

1 1 L Salidla 1 L L i L
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Figura. 4.41: Respuesta ante una \ = 0.4, con una k = 2 en la planta. Ejemplo B.

En la gréfica 4.41 se observa la .rcspuesta del sistema con un valor de A = 0.4 en el con-
trolador de diferencias. Si comparamos esta gréfica con la que se presenta en la figura 4.37,
nos podemos percatar que ambas tienen la misma respuesta, en ambos casos A = 0.4 y los
polos son iguales, tales pardmetros son los que definen a la funcién de sensibilidad, ecuacién
(4.146).
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5 T T T T T T T
Manipulacitn

Referencia /
/r/_..___.______,.____j
'\“\'\ SN N NP AP .NPD.NP NP .N
v4 M W v i/[/ V1 V| VI V
Dj’

Salida
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Figura. 4.42: Respuesta ante una A = 0.4, con una k = 3.39 en la planta. Ejemplo B.

La figura 4.42 muestra la tolerancia del sistema a variaciones paramétricas con un valor
de A = 0.4 en el controlado sin que el sistema se haga instable, la variacion que tolera es de
k = 2 ak = 3.39, notese que tolera exactamente el mismo porcentaje de variacion paramétrica
soportada en el sistera definido por la ecuacion (4.147), comparando esta gréfica con la figura
4.38, observamos que ambas admiten el mismo incremento en la ganancia k antes de alcanzar
la inestabilidad, con diferencia en la magnitud de las oscilaciones en la manipulacién, siendo
éstas menores para tiempos muertos mayores (van de —4.2764 a 2.8668), sin embargo esto no
significa ninguna diferencia en el sentido de robustez en variaciones paramétricas.

Con lo anterior hemos demostrado intuitivamente el resultado obtenido en la ecuacién
(4.146), la cual define la funcién de sensibilidad del controlador de diferencias. En la siguiente
seccién se demostraréd este mismo hecho mediante el anélisis de la respuesta en la frecuencia
de la ecuacién (4.146).

4.2 Evaluacion de la funcion de sensibilidad

Una vez obtenida la funcién de sensibilidad del lazo de control, ecuacién (4.146), se obtiene
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Capitulo 4.

su respuesta a la frecuencia (diagrama de Bode) sustituyendo

(4.149)

2= eij
En la grifica de magnitud del diagrama de Bode se obtendréd una gréfica como la que se

muestra en la figura 4.43.
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Figura. 4.43: Diagrama de magnitud de la respuesta a la frecuencia.

El valor del pico maximo de la funci6n de sensibilidad

(4.150)

Smas (Jw) = méz [§ (jw)|

méximo de la funcién de sensibilidad debe ser menor a 8 dB para tener un grado minimo
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4.2 Evaluacién de la funcién de sensibilidad
Sistema bajo estudio
Considere un sistema de primer orden como el siguiente

2 —0s
a1 (4.151)

Gy(s) =

Se asumiré un tiempo de muestreo ' = 1 seg. Sabemos que la ubicacién de los ceros
de la planta depender4 de la relacién entre § y T, en particular del valor del tiempo muerto
fraccionario f = 6 — dT's. Mientras més grande sea f comparado con el tiempo de muestreo
T, mayor seré el fen6meno de timbre. Pascual Barba {2] demuestra que cuando f << T/2
los ceros de la planta (polos en el controlador) quedarén cerca del origen (gj. polo z = —0.2).
A medida que f se aproxima a T'/2, el cero (polo del controlador) se acerca al polo de timbre
z = —1 con el efecto correspondiente (oscilaciones excesivas) en la manipulacién del sistema
y cuando excede suficientemente este valor, el cero estard fuera del circulo unitario causando

un polo inestable en el controlador.

Im
Roat Locus
1+ Circulo PR RS
unitario W .- N
4 N
05} e R
/ 3\
, X
| ‘I
0 —t ' Re
. RN | ;
' “ ' ) 'a
ast 1N ] ‘
7/
' ?\ ' ,
I AN
A b ’ ' Sr-oA---7
15 121 .08 02 0 1 15

Figura. 4.44: Diagrama del lugar geométrico de las raices del un sistema.

La figura 4.44 muestra la ubicaci6n de los polos en el circulo unitario. El polo més cercano
al origen esta en z = —0.2, este polo es estable y la respuesta serd también estable. El polo
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ubicado en z = —0.8 se encuentra cerca del polo de timbre z = —1, la respuesta del sistema
generaré timbre en la manipulacién. El polo fuera del circulo unitario en z = —1.2, este polo
produciré inestabilidad en el sistema.

En el siguiente apartado analizaremos la robustez del controlador de diferencias para val-

ores de f pequefios, cercanos a T'/2 y mayores a T'/2 variando el factor A.

4.3 Analisis de 1a funcion de sensibilidad

Analicemos la respuesta en la frecuencia de la funcién de sensibilidad para los tres casos de
estudio vistos en la Gltima seccién del capitiulo 2.
La funcién de transferencia que define los tres casos de estudio, son definidos por las sigu-

ientes ecuaciones.
Casol
Gy(s) = —— 0% 4.152)
P 20s +1 )
Con furicion discreta
_ B(z) _ 0.0687927" + 0.028752~2
HG(2) =70y = — 1-09512: (4.153)
Cerode laplantaenz = -—0.4179
Polo ubicadoenz = 0.9512.
Caso 11
Gp(s) = 2__g-0ss (4.154)
P 20s + 1 )
Con funcién discreta
-1 -2
HG,(z) = B(z) _ 0.049382"' 4 0.048162 (4.155)

Az) 1—0.95122"1
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Cero localizadosen z = —0.9753
Polo ubicadoen z = 0.9512.
Caso III
Gos) = 2088 (4.156)
P 20s +1 )
Con funcién discreta
_.B(z) _ 0.0199z~! 4 0.0776422
HGy(z) = A(z) 1—0.9512z-1 (@.157)
Cerodelaplantaenz = —3.9015

Polo ubicadoen z = 0.9512,

Los procesos definidos por las ecuaciones (4.152), (4.154) y (4.156) tienen diferentes ceros
y el mismo polo. Por el disefio del controlador de diferencias los ceros de la planta convierten
en polos del controlador. Como se demostro anteriormente en la ecuacién (4.146), la funcién
de sensibilidad depende unicamente de los polos de la planta. Debido a due los tres ejemplos
poseen los mismos polos, la funcién de sensibilidad es la misma y se muestra en la figura 4.45,

En esta gréfica se muestra la respuesta a la frecuencia de la funcién de sensibilidad resul-
tante para diferentes valores de \. De esta gréfica podemos determinar la robustez del sistema

ante variaciones parametricas, ruido y cambio en pertubaciones.
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Figura. 4.45: Funcién de sensibilidad, variando el pardmetro A de sistema del caso 1.

4.3.1 Anailisis de rechazo a Perturbaciones

Analizando el diagrama de Bode de la funcién de sensibilidad (figura 4.45) se muestra la
ganancia para diferentes valores de ), la intersecién con el eje horizontal en 0 dB indica el
cambio de atenuacién y amplificacién que ejerce ¢l controlador sobre las perturbaciones.

Observece que para un valor de A = 1 el sistema tiene una mayor atenuacién en frecuencias
bajas (1o que permite reducir el efecto de las perturbaciones). Sin embargo en frecuencia altas
no s6lo no las atenua, sino que las amplifica con el factor de amplificacién mayor comparado
con valores de A menores.

Este fendmeno se puede observar en la figura 2.6, el cual muestra la respuesta del sistema
ante diferentes valores de A.

Puesto que la robustez ante variaciones paramétricas estd dada por el valor méximo de la
funcién de sensibilidad. De la grafica se observa que para A = 1 tendremos la menor robustez.
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A | w,para |§(jw)| =0dB
1 1.06

0.8 1.01

0.6 0.964

04 0.946

0.2 0.98

Tabla 4.3: Valor de y para |S(j)}=0 dB, mostrando el punto de cambio de atenuacién a amplificacion.

Mientras mayor sea A el controlador ser4 manos robusto.

Sin embargo, si el modelo es impreciso o hay variaciones pardmetricas o perturbaciones de
altas frecuencias es recomendable utilizar A pequefios, sin sacrificar demasiado la velocidad
de respuesta, la cual es mayor para valores grandes de A o cercanos a 1.

El tiempo de muestreo de la senal es T = 1, asf que la frecuencia de Nyquist es =, las
perturbaciones con frecuencias superiores a 7 producen aliasing, por lo tanto ya no las consid-
eramos, puesto que ya no tenemos conocimiento exacto del comportameinto de perturbaciones
con frecuencias superiores a .

Para definir bajo que pardmetro de A el controlador trabajard mejor ante perturbaciones
dependeré del rango de frecuencias en que se encuentren las perturbaciones que afectan el
sistema.

En la tabla 4.3 se muestra el valor de limite de las frecuencias en las cuales se muestra el
cambio de atenuacioén a amplificacién, este cambio se presenta cuando el valor de |$(jw)| = 0
dB. Aqui se puede observar que a mayor A es mayor el rango de frecuencias en las cuales se

rechazan las perturbaciones. A menores A, menor el rango de frecuencias.

4.3.2 Evaluacion de la robustez

Para evaluar la robustez analizamos la misma figura 4.45, en el diagrama de Bode de la funcién
de sensibilidad. Recuerde que el pico méximo de la funcién de sensibilidad, ecuacién (4.146),
es una medida de la robustez del sistema ante variaciones pardmetricas. Mientras mas alto sea,
manor robustez y viceversa. De la grafica vemos que a medida que disminuye el valor de A, la

robustez del controlador se incrementa. Con un valor A = 1, la respuesta del controlador es la
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maés rapida pero la menos robusta.

Variando el parametro )\, por observacion se distingue el siguiente comportamiento en la
robustez del controlador.

Para un valor de A = 1, tenemos que $ps; (Jw) = mosix I$ (jw)} = 11.8 dB. Landau
recomienda que $pms. (jw) < 8 dB para lograr una robustez minima aceptable. En esta caso,
ésto se logra con A < 0.446.

Este valor permitira por ejempld un incremento en la ganancia hasta de un 66.66%.

Si se deseara aumentar més la robustez, se debe reducir el valor de A. Sin embargo ésto
implicara afectar el desempefio del controlador (recuerde que ) es la proporcion del error que
se corrije en el tiempo de muestreo).

La tabla 4.4 proporciona los valores de S, (jw) ante la variacién del pardmetro ), tales
valores de Spr (jw) se obtienen de la figura 4.45. De la tabla se puede observar que para
un valor de A = 0.4 el valor de $,,4, (jw) es de 7.74 dB, esto justifica una rabustez minima
aceptable para el controlador, motivo por el cual se utilizé A = 0.4 en los ejemplos A y B.

Finalmente podemos decir que la seleccion del valor del pardmetro A se determinard con
respecto al grado de robustez que se requiera y con respecto al rango de frecuencias de las
perturbaciones de entrada, considerando la velocidad de respuesta requerida.

4.3.3 Andlisis de procesos con diferentes constantes de tiempo

Ahora analizaremos el fenémeno de timbre y robustez para modelos diferentes, asumiendo
6 = 0.3 y 7 diferente para cada uno de los casos, con el propdsito de mostrar que la ubicacién
de los ceros de la planta dependeré de la relacién entre @ y T', en particular del valor del tiempo
muerto fraccionario f = 6§ — dT's.

Observaciones

De los casos anteriores, (casos I, Il y IIT) podemos observar que la funcién de sensibilidad es
1a misma para las tres plantas diferentes, todas estas plantas con los mismos polos y diferentes
ceros. El controlador de cada planta posee diferentes polos, pero como ya se demostr6 en la
ecuacion (4.146) la sensibilidad del controlador depende solamente de los polos de la planta.
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Caso IV
Sistema con constante de tiempo 7 = 10

La funcién de transferencia discreta de la planta es

B(z) _ 0.1352z71 4 0.0551122

HGy(2) = 305y = — 109028 (4.158)
La planta tiene un cero en 2 = —0.4076, este cero es un polo en el controlador.
5.25 == Y Srivr ey R L L LR LR R R PR P L L L L EE PP LT E -+
/Mampulacnﬁn
4+ -
3 .
2F / Referencia / Salida digital -1
1t Ea— - s . .
K e s e emmeeeeeeeaes |
0 £ 1
B R b e T
Salida real :
T gy g S
1 1 1 . L ] 1
0 1 2 23 4 5 -]

Figura. 4.46: Respuesta del controlador de diferencias con un polo en z = —0.4076. Caso IV.

La figura 4.46 muestra la salida cuando el controlador tiene un polo ubicado en z =
—0.4076, la manipulacién presenta un buen comportamiento, debido a que el polo del contro-

lador es estable.
La figura 4.47 muestra el comportamiento de la robustez del controlador variando el parémetro
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Figura. 4.47: Funcién de sensibilidad, variando el par4metro X de controlador del caso IV.

La tabla 4.5 proporciona los valores de $,.4. (jw), ante la variacién del pardmetro ), tales

valores se obtuvieron de la figura 4.47.
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Caso V
Constante de tiempo 7 = 40.

La funci6n de transferencia discreta es

B(z) 0.0347z! + 0.014682~2
HGy(2) = Agzi T T 1-09753z1 (4.159)

La funcién de transferencia discreta del lazo de control presenta un cero, el cual se convierte

en un polo en z = —0.4231, dicho polo se encuentra en el semiplano izquierdo y esta alejado

del polo de timbre.
1 1
2025 f------
/Manipulacién
15} 4
10} 1
5+ _ -
¥ Referencia / Salida digital
g g - == —— = > —e————— : ------- pE———— : ------ -t
Ry - N S ]
Salida real
1 ] 1 1 i 1 1 1 i
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Figura. 4.48: Respuesta del controlador de diferencies con un polo en z = —0.4231, Caso V.

La figura 4.48 muestra la salida cuando el controlador tiene un polo ubicado en z =
—0.4231, la manipulacién presenta un buen comportamiento, debido a que el polo del contro-
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lador es estable.
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Figura. 4.49: Funcién de sensibilidad, variando el parémetro X de sistema del caso V.

La figura 4.49 muestra el comportamiento de la robustez del controlador variando el pardmetro
de ajuste A.

La tabla 4.6 proporciona los valores de $,,4, (jw), ante la variacién del pardmetro ), tales
valores se obtuvieron de la figura 4.49.

Resumen del andlisis de robustez en seguimiento de los casos vistos

Ahora haremos una breve revision de los resultados obtenidos en el an4lisis de robustez del
controlador de diferencias modificado.

La tabla 4.7 muestra la tabla comparativa del valor de $,,s, (jw) de las pruebas de robustez
de controlador de los casos L, IL, ITI, IV, y V ante la variacién del pardmetro A = 1.

De ¢sta tabla observamos que el factor determinante en la robustez del controlador de difer-
encias (y de su velocidad de respuesta) es el pardmetro .
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A

Smaz (.7 w)

1

11.8

0.8

10.2

0.6

8.90

04

7.74

0.2

6.72

Tabla 4.4: Valor de Sy, (jw), diferentes A, Caso I, I1 y IIL

A

Smez (Jw)

1

11.6

0.8

10.0

0.6

8.70

0.4

7.54

0.2

6.51

Tabla 4.5: Valor de Synqz (jw), diferentes A, Caso IV.

Tabla 4.6: Valor de Synqz(jw), para diferentes valores de A . CasoV.

A

Sméx (.7 W)

1

11.9

0.8

10.3

0.6

9.01

0.4

7.85

0.2

6.83

Caso Sméx (.701) Sméz (Jw) Sz (]w) Sméz (Jw) Sméz (jwj
conl=1 con )\ =0.8 con A = 0.6 con A = 0.4 con A = (0.2

Caso LILINI | 11.8 10.2 8.9 1.74 6.72

Caso IV 11.6 10.0 8.7 7.54 6.51

Caso V 11.9 10.3 9.01 7.85 6.83

Tabla 4.7: Robustez del controlador en seguimiento, para los 5 diferentes casos, variando el pardmetro A.
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Capitulo 5

Conclusiones y Recomendaciones

En est4 seccién se presenta las conclusiones y observaciones de los resultados obtenidos du-
rante el desarrollo de la tesis, se consideran todos los aspectos tratados durante todo el escrito,
posteriormente se presentan los trabajos futuros que se recomiendan en base a los resultados

encontrados, para aportar mejoras al controlador.

5.1 Conclusiones

La observacion de los resultados obtenidos en la presente investigacion se pueden resumir en
las siguientes conclusiones, sobre el método para eliminar el efecto de timbre producido por
los ceros de la planta, también se habla sobre la robustez del controlador y finalizando con las
caracteristicas del controlador obtenido.

Método para eliminar el efecto de timbre producido por los ceros de la planta
o El método propuesto elimina el efecto de timbre cuando la perturbacién entra exacta-
mente en tiempos de muestreo, sin embargo cuando la perturbacion entra entre tiempos
de muestreo el fendmeno de timbre permanece.
~ Con perturbaciones que entran en tiempos de 0.3T o menores el fenémeno de
timbre es eliminado por completo, en tiempos cercanos a 0.57" se presenta el tim-
bre pero llega a desaparecer, sin embargo cuando las perturbaciones se presentan
en tiempos mucho mayores a 0.57 el timbre es creciente y llega a producir una
manipulacién inestable. '
— Cuando el efecto de timbre es eliminado desaparecen las oscilaciones ocultas.
~ Ante cambios en referencia como éstos entran siempre en tiempos de muestreo
siempre se elimina el timbre.
~ Se logra la estabilidad del controlador ante cambios en referencia o ante perturba-
ciones, ambos a la vez [1].

Sobre Ia robustez
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5.2 Trabajos Futuros

e Contrario a lo que se pudiera pensar la funcién de sensibilidad y por tanto la robustez
del sistema no depende de los ceros de la planta sino sélo de los polos.
— Esto fué demostrado matematicamente y verificado experimentaimente via simu-
lacién. .
~ La robustez se puede incrementar disminuyendo el valor del pardmetro A sin em-
bargo el costo de hacerlo es retardar significativamente la respuesta del sistema.

Sobre el controlador de diferencias

o El buen desempefio del controlador requiere de modelos muy precisos y que no sean
cambiantes con el tiempo, cuando en estos procesos f es muy pequefia y el proceso esta
bien identificado, entonces el controlador tiene un muy buen comportamiento.

¢ El controlador es muy fécil de implementar y cuando la parte fraccionario de 6 es muy
pequefia el método resulta muy eficiente.
- Con f < 0.3T el controlador trabaja muy bien, siendo sencillo y eficiente.
—~ Con f = 0.5T el uso del controlador no en muy recomendable.
— Con f > 0.5T se produce inestabilidad en la salida como en todo controlador de
cancelacioén.
¢ El uso del controlador de diferencias es muy til, para los caso en que la parte frac-

cionaria del tiempo muerto entre el tiempo de muestreo es tan pequefia que permita
tiempos de muestreo pequefios, tales que se conserve la relacion f < 0.37.

5.2 Trabajos Futuros

La recomendaciones para investigaciones futuras a partir de la presente tesis son las siguientes:
o Buscar nuevas formas de eliminar el fenémeno de timbre.

e Probar un modelo predictivo del controlador de diferencias. Mediante la aplicacién del
predictor de Smith es posible obtener un modelo que mejore el desempefio del contro-
lador de diferencias en regulacion.
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Apéndice  Efecto del tiempo muerto en el controlador de diferencias

Apéndice A
Efecto del tiempo muerto en el con-
trolador de diferencias

El valor del parametro f = -g—, del proceso a controlar, repercute en las caracteristicas de la
manipulacién del controlador, a continuacién se presenta los efectos que producen diferentes

valores de tiempo muerto en €l desempefio del controlador de diferencias.

A.1 El controlador de diferencias en un proceso de primer orden
con tiempo muerto menor que el tiempo de muestreo (6 < 7))

Considerese un proceso que se puede modelar como un sistema de primer orden que tiene
tiempo muerto menor que el tiempo de muestreo (d = 0).

Si la funcién de transferencia del proceso esta dada por:

a bzt + boz~?
HG, (z7) = "lmlz_—f” (A1)

Entonces, de las ecuaciones (2.20) y (2.21)

i

B'(¢7") (017! + b2g™®) g = (b1 + baq™Y) (A2)
Ag?) = (A+tag)-1)g=a

Utilizando la equivalencia de la dos ecuaciones anteriores en la ecuacién (2.30) obtenemos

e + Ayray
Ay = T Nt (A3)
biAug + beAug—y = Aex + Ayray (A4)
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A2 Efecto de un tiempo muerto mayor que T

Auy = Aeg + Aykﬂg — boAuy—y
. 1

(A.5)

Aek + a) (yk - yk—l) - b2 (uk—-l - u’k-—2) (A 6)
b )

La ecuaci6n (A.6) es la ecuacion de disefio del controlador de diferencias para controlar un

U = Ug—1 +

proceso que puede ser modelado por medio de una funcién de transferencia discreta equiva-
lente a un primer orden con tiempo muerto menor que el tiempo de muestreo. Anteriormente
ya se demostro mateméticamente y via simulacién que bajo estas condiciones al controlador

de diferencias tiene un muy buen desempefio.

A.2 Efecto de un tiempo muerto mayor que T

Como se ha mencionado, el disefio del controlador de diferencias se obtiene de los parémetros

de la planta y se expresa con la ecuacién (2.32).

Agisira + Ayerad (g7
Auk - Yi4-14+d = (q?,l_’;.;d (q ) (A.7)

Ordenando los terminos de la ecuacion anterior para despejar el valor de Ay

AueB' (¢71) = Ayrrr4d + DyrsaA’ (q“l) (A.8)
En esta ecuacioén observamos que la manupulacién actual depende del valor que tome la
respuesta en un tiempo futuro, no salamente para el siguiente instante de muestreo, sino que
la dependencia del valor de la manipulacién actual con los valores de la respuesta va hasta los
d + 1 tiempos de muestreo.
En este caso se observa que directamente no se le puede asignar un valor a Ayi414+4 COMO
en el caso anterior con d = 0.
Este inconveniente se puede solucionar haciendo una prediccién de los valores que tendra
la respuesta después de algunos tiempos de muestreo en funcién del modelo que se tenga de la

planta y de los valores presentes y pasados de los valores de la respuesta y de la manipulaci6n.
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Para un modelo de orden
Si d > 0 la ecuacién (2.15) queda de la forma

_ Ay [1+¢71A (¢7Y)]

A A9
S T B (g Y) “49)
despejando el valor de Ay,
Ay = —q7 1A (q"l) Ay + Augg™?'B’ (q“l) (A.10)
Ay = A (q—l) Aye-1 + Aug_q_1B' (q'l) (A.11)
Esta ecuaci6én después de d tiempos de muestreo tiene la forma
Ayrya = —A (q“l) Ayrta-1 + Aug_1 B’ (q") (A.12)

Se se observa la ecuacion (A.12) notard que Ayi4.q esté en funcién de Ayyq-1 y de Aug_;.
Entonces, se predice un valor de Ay, 4_; para d — 1 tiempos de adelanto basados en la

ecuacion (A.11) se obtiene

AYrid = A (q"l) AYprd-2 + Aui_oB' (q'l) (A.13)
Sustituyendo la ecuacién (A.13) en la ecuacién (A.12)

Aypra = —A' (¢7) [-A' (¢77) AYpsa—z + Ao B' (¢71)] + Awe1 B (g71)  (AL14)

Ahora, el valor de Ay, 4 que es nuestra incognita de la ecuacién (A.8) estd en funcién de
Aupyg-2, Dtg-1y DBug_a.
Si continuamos prediciendo los valores para el valor de Auk+q4—r hasta n = d, finalmente

obtedriamos expresado Ayy.q en terminos de Ayx, Aug_1, Attg—z, . « o AUgp.
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A3 Ejemplo de disefio para un tiempo muerto mayor que el tiempo de muestreo

A.3 Ejemplo de disefio para un tiempo muerto mayor que el
tiempo de muestreo

Para apreciar mds claramente el efecto del tiempo muerto mayor que el tiempo de muestreo
en el disefio del controlador de diferencias a continuacién se considera un proceso de primer

orden con d = 1 y cuya funcién de transferencia discreta es la que se presenta a continuacién

_ 271 (b2t + bpz72)
GP (Z 1) = 1 +alz—1

Para el disefio del controlador de diferencias se toma como referencia la ecuacién (A.8)

(A.15)

AuB’ (q'l) = AYgt+14d + AykMA' (q..1) (A.16)
de la ecuacién (A.15) se obtienen los polinomios B’ (¢~!) y A’ (¢7!) donde

B (q71) = by + byg ™! (A.17)

Alg=a (A.18)

al sustituir estos polinomios en la ecuacién de disefio se obtiene

Auy (by + bog™") = Ayrsz + Ay , (A.19)
En la ecuacion (A.19) se observa que el valor de Ay que es posible predecir, es para el cual
se tenga toda la informaci6n en el instante de muestreo, siendo éste Ayy..o.

De la msima manera en que se definié Ay, para el caso de d = 0 como

Ayry1 = Aeg (A.20)

al considerar el caso estudiado en esta seccion, se puede definir Ay, como

Ayria = dexyy (A21)

o bien, se puede escribir como
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Apéndice  Efecto del tiempo muerto en el controlador de diferencias

Ayrio = A (er — AYrta) (A22)

La ecuacién (A.21) expresa que el error futuro ex; es igual al error actal e, menos el
incremento en la respuesta al siguiente instante de muestreo. Al sustituir la ecuacién (A.21)
en (A.19) se obtiene:

Aug (by + beg ™) = A(ex + Ayisr) + Ayeriay (A.23)

Aug (b1 +b2g™) = Aee + Agisr (a1 = N) (A24)

Ahora, es necesario predecir Ayr41. Para esto se considera como base la ecuacion (A.12)

para ¢l valor de d = 1.

Aypyy = —4A' (q‘l) Ay + Aup 1 B’ (q'l) (A.25)
Ayrs1 = =1 Ayx + Aug—g (by + blq‘l) (A.26)
AYrt1 = a1 Ayg + by Aug_y + by Aug_g (A.27)

A continuacién se sustituye la ecuacién (A.24) en (A.27)

Auy (bl + blq—l) = Aep + [-—alAyk + b Aug_y + bzAuk_z] (a1 + /\) (A.28)
biAu, = dex —a1Ayk (ag — A) + b Aug_y (a1 — A) (A29)
+boAug_o (a1 - /\) — boAuyg_q (A.30)
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A.4 Disefio del controlador de diferencias para d > 0, caso general

by (uk — up-1) = Aex — (U — Yk—1) (a2 = Aay) (A.31)
4+ (tpr — up—z) (@1by — Aby) (A32)
+ (k-2 — uk-3) (a1b2 — Aby)
~by (ur-1 — Ur~3) (A33)

de aqui obtenemos el valor de la manipulacién

_ 1 der — (yr — yr-1) (a2 — Aay) + (ug—1 — uk—2) (@167 — Aby)
Y= [ + (-2 — uk-3) (aléz —~ Abg) — by (up_y — Up—3) + brug_y ] (A39)
Donde
ex = (ref — yx) (A.35)

A.4 Diseiio del controlador de diferencias para d > 0, caso
general

Como se puede observar en la seccién anterior el disefio del controlador de diferencias se
complica cuando la funci6n de transferencia del proceso tiene un valorde d = 1.

En esta seccion se analizard un caso general para d > 0 con la finalidad de mostrar el disefio
del controlador bajo estas cicunstancias.

Para el presente desarrollo se toma como base la ecuacién (2.32)

A + AyiyaA’ (g1
Auk = Yk+1+d 5 (q{kl-;d (q ) (A.36)

Para fines de demostracién considerese una funcién de tranferencia discreta del proceso de

tipo.

_‘,,blz“'1 + boz~2 4 b3z
1+a1z271 +a32-2
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Apéndice  Efecto del tiempo muerto en e} controlador de diferencias

Que representa el equivalente discreto de una funcién de trasferencia continua de un sis-
tema de segundo orden con tiempo muerto mayor que el tiempo de muestreo y con parte frac-
cionaria. De la ecuacién (A.37) obtenemos los polinomios A’ (¢~!) y B’ (¢™!) necesario para
el disefio del controlador. Recuerde que el operador de atraso (g~) se utiliza para representar

en ecuaciones de diferencias el operador (271).

B (q7Y) = by + bogt +bsg 2 + ... + bug ™™ = (g x B (¢7)) (A38)
B'(¢7") = by + bagi" + bsg™? (A39)

A@) =a+aq+. +aag ™ = (4 () -1) xq  (A40)

A (g71) = a1 +ayq™? (A41)

Sustituyencdo A" (g~1) y B’ (¢?) en la ecuacién de disefio del controlador de diferencias

obtenemos

_ BYksr4d + Byksa(or + azq”?)

Au A42
¢ (by + bagi " + b3g~2) (442
Pasando el polinomio B’ (¢~!) al primer miembro de la ecuacién
Auy, (by + bagr " + b3¢72) = Aykrr4d + Ayksa (01 + agq™?) (A.43)
Desarrollando el producto del primer miembro de la ecuacién tenemos
b Aug + boAuy_y + b3Auk_o = AYkr14d + AYktd (a1 + agq‘l) (A44)
despejando para Auy
—1 — —
Auy = Aypyr4d + Aykyd (a1 + a2¢7") — bpAug—1 —~ b3Aug_p (A45)

by
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A.4  Disefio del controlador de diferencias para d > 0, caso general

-1y _ .
wp — g = DYetrvat Aliera (o1 + azbq ) = beAug_; — byAuy_y (A46)
1

A + A + agq™!) — byAug_y — bsAus_
U = gy + Yk+14d Yk+d (a1 a‘.:i ) — baAug_1 — bsAug_o (A47)

En este caso, nuestra incognita Ay, ;4.4 s¢ define en forma similar que en el casode d = 1,

considerado en la ecuacién (A.21), de la siguiente forma.

AYpii+d = Aeppa = A (ek - A?:lk+d) (A48)
Donde Ag;k+d es la suma de los incrementos que sufriard la respuesta hasta los k + d in-
stantes de muestreo. Expresa el incremento que sufrird la respuesta en el instante de muestreo k+
1 + d definido por el error actual menos la suma de los incrementos que sufrira la respuesta
hasta los k + d instantes de muestreo todo multiplicado por .

AZ}kM = Ayks1 + AYksz + oo + AYkad (A.49)

La ecuacién (A.48) expresa que el incremento que sufriard la respuesta en el instante de
muestreo k + 1 + d esté definido por el error actual menos la suma de los incrementos que
sufrird la respuesta hasta los k + d instantes de muestreo todo multiplicado por .

Sustituyendo Ayk.14.¢ de la ecuacién (A.48) en la ecuacién (A.49) obtenemos.

A (ek —_ Ai/k-}—d) + Ayk+d (a1 -+ agq“l) — boAup; — b3Auk_2

Up = Up—1 + by (A.50)
A (ek - A:;/k+d) + a1AYk1q + 02AYkya-1 — b2Aug_y — b3Aup_g
Up = Ug—1 + b1 (A.Sl)
A (ek - A?;Ha) + a1 AYk4d + 2 AYk4d-1
up = Upep+ > (A52)
1
_bz (ug—y — Ug—2) + b3 (Uk—2 — Up_3) (A.53)

by
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Apéndice  Efecto del tiempo muerto en el controlador de diferencias

Observece que en este caso nuestra incognita es Ay.4 Y se puede obtener por medio de
la ecuacién (A.11) adelantando esta ecuacién desde 1 hasta d instantes de muestreo como se
explico en la seccién A.2 en donde se abordo el efecto de tiempo muerto mayor que 7. Una
vez teniendo el valor Ay, 4 se puede calcular Ag} x+a Solo sumando los resultados obtenidos
para los 1, 2, hasta d instantes de muestreo,

A continuacién se explica como obtener los valores de Ayg,q ¥ Ag}kM a partir de la
ecuacion (A.11).

Ayp = —A' (¢7") Ayr—y + Aug—41B' (g77) (A54)
Adelantando un instante de muestreo se tiene:

Ayryr = —A' (¢71) Ay + Aur—gB' (¢71) (A.55)
El valor Ay, se puede obtener ya que los polinomios A’ (¢~!) y B’ (¢™!) son conocidos

AYk+1 = Yk — Yr-1 (A.56)
Adelantando un instante de muestreo mas

Ayirz = —A' (¢71) Ay + Aug—aB' (g71) (A5T)
El valor Ayy42 se puede obtener ya que los polinomios A’ (¢~!) y B’ (¢~!) son conocidos
y Ay se calcul6 previamente.
Siguiendo este procedimiento, se puede obtener el valor de Ayx.+q4 que dependera del valor
de los polinomios A’ (¢~1) y B’ (¢71) y del valor de Ayx+q4-1 calculado previamente.
En forma general utilizando una variable auxiliar 3.
Parai=1hastad

Ayryi = —A' (¢77) AYisio1 + Atg_gri1B' (¢77) (A.58)
NOTA: Cuando d = 0 esta ecuacién no debe calcularse en el algoritmo.
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A.4 Disefio del controlador de diferencias para d > 0, caso general

Sustituyendo los polinomios A’ (¢71) y B’ (¢71)

Ayiti = — (01 + a2q™") Ayiyio1 + Aug_gyioy (b1 + bag™! + bsg™?) (A.59)
Ayrri = —01AYkti-1 — 02AYkpi-2 + 1 Atk_gpiy + baAug_gpi-2  (A.60)
+b3A'U,k_d+,'_3 (A.ﬁl)

Entonces, para 1 = 1 hasta d

Aypri = —01AYkrio1 — 02AYkpiz2 + by (Up—gyio1 — Uk-dyi-2) (A.62)
+bg (Uk—dti-2 — Uk—d4i-3) + b3 (Ur—d4i-3 — Uk—dti—a)

Note que los valores de las Ay, se siguen expresando como incremento debido a que el
valor se obtiene del célculo previo de esta misma ecuacion. Como la ecuacién (A.62) se
pueden calcular los valores para Ayg,q y Ag},wd en un algoritmo computacional y con estos

la manipulaci6n para el controlador de diferencias con base en la ecuacién (A.52).
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Apéndice B
Otras formas de definir Ay;.; para
un proceso con d =0

A continuacién se definen y explican alguna formas de definir el valor de Ayy..1.

Como se explico anteriormente, Ay, representa el cambio deseado en la salida y se

relacioné con el error en el instante de tiempo & algunas formas de definir Ayy.; parad = 0

son:

e Correccién rapida, elimina todo el error en un paso, esto es Ay,41 = €, como se explico

anteriormente.

Correccién suave, parecida a la respuesta de un sistema de primer orden, haciendo
Ayrs1 = Aeg.

En el primer caso, la correcciéon se hard tomando en cuenta todo el error en un solo
instante de muestreo. Esto produciria manipulaciones muy grandes que precticamente
son irrealizables en la realidad, dado que los controladores y/o los elementos finales de
control tienden a saturarse.

Para el segundo caso, si €l pardmetro A toma un valor entre 0 y 1 hace que en cada paso
(instante de muestreo) se considere s6lo una parte del error y de esta forma lograr que la
respuesta del controlador sea menos violenta.

El parametro de ajuste X es el Gnico pardmetro de ajuste que se considera bajo estas
condiciones.

Si sustituimos Ay41 = Aex en la ecuacién (2.44) y d = 0 entonces se tiene

e+ Ay A (z7Y)

Ay A (B.1)

Debido a que Ay, es el cambio en la respuesta se puede obtener las siguientes ecuacion
de recurrencia.

Ayiy1 = Aex = A (T — Yk) B.2)
Yea1 — Y& = Aex = ATk — Yk) (B.3)
Yk+1 = A€k + Yk B4
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De esta manera, cuando se presente algtin error, sea por algiin cambio de la referencia
o por el efecto de una perturbacion; el controlador de diferencias reduciré el error en
una proporcion de 1 — ) veces por cada tiempo de muestreo hasta que el error decaiga
exponencialmente a cero. :
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