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RESUMEN

Se presenta el desarrollo de un elemento viga de dos nodos no hermitiano, con campos
de desplazamiento ligados a las rotaciones. La seccion transversal de la viga se discretiza
con filamentos, para manejar relaciones en una dimension sencillas que permitan modelar
la resistencia a la flexion v fuerza axial. La discretizacion del elemento con filamentos
permite hacer uso de un modelo de material muy simple, basado en la teotia de danio

elastico.

Primero se desarrolla el elemento viga en base a una formulacion mixta a partir de las
ecuaciones de residuos pesados donde los esfuerzos se aproximan independientemente de
los desplazamientos. Las formas de interpolacion se proponen lineales para las fuerzas, v se
consideran campos de desplazamiento ligados con las rotaciones para ganar precision en la

estimacion de esta cantidad.

La seccion transversal se discretiza luego empleando el concepto de filamentos, que
consiste en considerar que la seccion transversal del elemento esta formada por un numero
determinado de filamentos, que solo estan relacionados entre si por la hipétesis de que una
seccion plana v normal al eje del elemento antes de la deformacion, permanece plana
despues de la deformacion. Una de las principales caracteristicas de los filamentos es que la
unica deformacion que pueden sufrir es axialmente, lo que permite utilizar relaciones en

una dimension sencillas para modelar la resistencia a la flexion v fuerza axial.

La discretizacion del elemento con filamentos permite hacer uso de un modelo de
material muy simple, basado en la teoria de dano elastico, mediante la cual, la degradacion
en el material se evalia a través de una variable de dafio interna, 4, la cual puede tener
valores desde 0 cuando no hay dano, hasta 1 cuando el material esta completamente

degradado. Para el acero de refuerzo se utiliza un modelo de material elasto-plastico.

Se presentan resultados de validacion para la viga a nivel sistema, v también una serie de
pruebas con vigas de concreto reforzado. Los resultados obtenidos con este modelo se

commparan con los obtenidos con otro modelo anterior v con valores experimentales.
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CAPITULO 1

INTRODUCCION

1.1 Introduccion

La mavoria de las estructuras que se ven en la actualidad han sido disenadas con codigos
v especificaciones que se han desarrollado tomando como base experimentos en
laboratorios v muchas suposiciones. Debido al caracter empirico de estos experimentos, los
codigos incluven en sus formulas de diseno factores de seguridad que a veces son demasiado
conservadores, para escudarse de aspectos que no son tomados en cuenta. Algunos de estos
aspectos, hablando para el concreto reforzado, son el comportamiento no lineal del material,

agrietamiento, flujo plastico v contraccion.

Ademas, cuando la estructura se encuentra en las cercanias del colapso, las
deformaciones no son pequefias como se considera en la teoria elastica, v por lo tanto es
necesario tomar en cuenta, ademas de las no linearidades del material, las no linearidades

geométricas de la estructura.

El estudio de todos estos aspectos resultaria casi imposible si no se contaran con
herramientas como el analisis con elemento finito. Aun asi, es necesario desarrollar modelos
de elementos v materiales que representen lo mas apegado a la realidad el comportamiento

que demuestran.

El comportamiento de los miembros v sistemas estructurales de concreto reforzado,
especificamente su respuesta a cargas, ha sido investigado desde el comienzo del siglo
pasado. Desde esos tiempos se han tenido que hacer muchas aproximaciones para lograr un
codigo de diseno, que aunque a veces resulta ser muy conservador, propone formulas
simples v practicas, que pueden ser lo mas conveniente para disenos de estructuras
ordinarias. Sin embargo, para estructuras complejas, como presas, el uso de un modelo mas

realista €s necesarlio.

El método del elemento finito ofrece una poderosa herramienta para estudiar el

comportamiento del concreto. El agrietamiento, propiedades del material no lineales
1



multiaxiales , el comportamiento complejo de la interfaz concreto-acero, v otros aspectos

anteriormente ignorados, pueden ser racionalmente modelados.
1.2  Revision de investigaciones anteriotes

En 1967, Ngo v Scordelis! hicieron la primera publicacion sobre la aplicacion del
clemento finito en vigas de concreto reforzado. En este estudio, las vigas de concreto fueron
modeladas con elementos triangulares en dos dimensiones. Elementos de liga especiales
fueron usados para conectar el acero v el concreto. Se realizo un analisis lineal elastico en
vigas con patrones de grieta predefinidos para determinar los esfuerzos principales en el

concreto, esfuerzos en el acero de refuerzo v esfuerzos de anclaje.

Ese mismo ano, Nilson” introdujo para el analisis, propiedades no lineales del material v
una relacion no lineal en la adherencia del anclaje. También utilizé una téenica a base de
incrementos de carga para tomar en cuenta esias no linearidades v utilizé elementos
cuadrilateros de esfuerzo plano. El agrietameinto fue tomado en cuenta deteniendo la
solucion cuando un elemento indicara una falla en tension, entonces se redefinia una nueva
topologia de la estructura agrietada, v se continuaba este procedimiento hasta terminar el

analisis.

En 1970, Franklin’ mejoré la capacidad del método analitico desarrollando un analisis no
lineal que tomaba en cuenta automaticamente el agrietamiento en los elementos y una
redistribucion de esfuerzos del sistema, lo que permitia trazar la respuesta de sistemas en dos
dimensiones desde la carga inicial hasta la falla, en un analisis computacional continuo.
Franklin utilizé elementos especiales tipo marco, elementos cuadrilateros de esfuerzo plano,
elementos barra, ligas de adherencia en dos dimensiones v uniones de estnbo, para estudiar

marcos de concreto reforzado, con o sin muros de corte.

Suidan v Schnobrich* en 1973 v Sarne’ en 1975 estudiaron vigas formadas por elementos

solidos en tres dimensiones.

Chan® desarrollo en 1983 un elemento en filamentos, capaz de modelar flexion biaxial
para secciones rectangulares, utilizado principalmente como elemento rigidizador de
cascarones. Este elemento incluye geometria no lineal v las propiedades del material para

cada filamento se asumen constantes.



En 1988, Gallegos v Schnobrich® desarrollaron un elemento viga formado por un
numero finito de estratos horizontales que pueden ser de concreto o de acero de refuerzo.
Este elemento puede ademas incluir material con propiedades dependientes o no del iempo,
como lo son el flujo plastico v contraccion, no linearidades geométricas, agrietamiento v
aplastamiento del concreto ast como la fluencia del acero de refuerzo. Este elemento solo

puede modelar la rigidez en un plano.

En 1990, Oliver et al® desarrollaron un modelo de dafnio 1sotropico para simular la falla
del concreto bajo diferentes condiciones de deformacion v esfuerzos, con un algoritmo

bastante sencillo.

Ortega’ desarrollo en 1992 un elemento viga a base de filamentos de caracter no lineal,
donde la fractura del concreto ocurre cuando se alcanza un valor limite v a partir de ahi la
degradacion de la rigidez sigue una funcion arbitraria para la liberacion del esfuerzo que no

esta ajustada por objeuvidad.

En 1995, Cervera, Oliver v Faria!" desarrollaron un modelo para estructuras masivas de
concreto con dano continuo. El comportamiento mecanico del conereto se modela usando
un modelo de dafio isotropico que permite dafno tanto en tension como compresion, v

presenta recuperacion de la rigidez cuando hay inversion de esfuerzos.

Faria, Oliver y Cervera!! desarrollaron en 1998 un modelo de plasticidad v dafio basado
en deformaciones, aplicado para estructuras masivas de concreto reforzado, como presas, v

con el objetivo de poder realizar analisis sismicos.
1.3 Objetivos de la tesis

El objetivo de la tesis consiste en desarrollar un elemento simple en su formulacion, que
su simplicidad no comprometa la precision del mismo, v que posea un modelo de material
con dano que sea capaz de predecir con bastante exactitud la descripcion del agrietamiento

en vigas de concreto reforzado.

Para lograr esto se pretende desarrollar un elemento viga-columna de dos nodos o
hermitiano donde las formas de interpolacion se proponen lineales para las fuerzas, v se
consideran campos de desplazamiento ligados con las rotaciones. La seccion transversal se
discretizara empleando el concepto de filamentos® , que consiste en considerar que la

seccion transversal del elemento esta formada por un nimero determinado de filamentos,



que solo estan relacionados entre si por la hipotesis de que una seccion plana v normal al eje
del elemento antes de la deformacion, permanece plana después de la deformacion. Una de
las principales catacteristicas de los filamentos es que la unica deformacion que pueden
sufrir es axialmente, lo que permite utilizar relaciones en una dimension sencillas para
modelar la resistencia a la flexion v fuerza axial. El cotte v la torsion en el elemento, por otro
lado, se consideraran totalmente elasticos, pues no es posible afectar los filamentos por
esfuerzos cortantes, que no producen deformaciones axiales, sino mas bien cambios de
forma. La discretizacion del elemento con filamentos permite hacer uso de un modelo de
material muy simple, basado en la teoria de dano? elastico, mediante la cual, la degradacion
en el material se evalia a través de una variable de dafio interna, d, la cual puede tener
valores desde 0 cuando no hav dano, hasta | cuando el material esta completamente

degradado. Para el acero de refuerzo se utiliza un modelo de material elasto-plastico!=.
1.4 Organizacion general de la tesis

La tesis se divide en siete capitulos. El primero es introductorio, v en el segundo se
comienza con el desarrollo de la viga no hermitiana de dos nodos. En el tercero se hace la
discretizacion de la seccion transversal con filamentos. Teniendo listo el elemento viga con
filamentos, se procede ahora al desarrollo del modelo de material con dafio en el capitulo 4.
El capitulo 5 explica el algoritmo a seguir para poder implementar este elemento con su
respectivo modelo de material en un programa computacional. Finalmente se hacen las
validaciones del elemento viga sin, v con el material de dafio en el capitulo 7. Las

conclusiones se presentan en el capitulo 8.



CAPITULO 2

DESARROLLO DE UN ELEMENTO VIGA DE DOS NODOS NO
HERMITIANO

Ll objetivo de este capitulo es el de desarrollar la formulacion de un elemento viga de dos
nodos no hermitana'®, con seis grados de libertad por cada nodo. La formulacion se hace con
base en una formulaciéon mixta a partir de las relaciones de residuos pesados, donde los
esfuerzos se aproximan independientemente de los desplazamientos. Las formas de
interpolacion se proponen lineales para las fuerzas, v se consideran campos de desplazamiento

ligados con las rotaciones!t, para ganar precision en la estimacion de esta cantdad.
2.1 Relaciones cinematicas

Para la formulacion de este elemento, se tomaran en cuenta tres ejes longitudinales, que
corresponden al eje centroidal o eje neutro, centro de cortante v eje de referencia. Este
elemento puede representar una excentricidad con respecto al eje de referencia, va que esta
pensado para que funcione como un elemento rigidizador de placas v cascarones. En la figura

2-1 se muestran estos tres ejes. Los ejes 3. v g son ejes principales.

Figura 2-1 - Sistema de referencia v desplazamientos en la viga

Los sentidos positivos de los desplazamientos centroidales ., v, w. asi como de las

rotaciones alrededor de los ejes, @, @,. ¢_, se muestran en la figura 2-2.
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Figura 2-2 — Sistema de referencia v desplazamicentos centroidales en la viga

En la figura 2-3 se pueden observar los desplazamientos v rotaciones centroidales en los

planos xy v x

Figura 2-3 — Desplazamientos v rotaciones en la viga en los planos XY vy XZ

Considerando # como el desplazamiento axial del eje centroidal de la viga y @, v @., como las
rotaciones alrededor de los ejes y v s respectivamente, entonces el desplazamiento longitudinal

total, #, se puede expresar mediante:
u:uc’y¢zc‘z¢yc (2'1)

Las curvaturas en los planos xy v xg, son respectivamente K, v K. que se definen como

o~
D

d¢'(' d¢\'(' (2-2)
Kxy = - Kxz =

dx dx

La deformacidn axial g, por lo tanto, se define por



dx

en donde y v ¢ son las coordenadas normales medidas respecto al eje centroidal de la viga.

Figura 2-4 — Distorsiones debido a las fuerzas de corte en los planos XYy XoZg

Las distorsiones debido a las fuerzas de corte y, v y. en los planos XYy v XiZ;

respectivamente se muestran en la figura 2-4 v se definen de la siguiente forma:

dv, dv_ (2-4)
;= s > = R
¢ R A e 2
dw, dw, (2-5)
(by = - V= 9 Ve = - ¢Vr

dx,

2.2 Relaciones esfuerzo-deformacion

Las relaciones constitutivas elasticas que se emplean son

oy=E ¢,
nys =G ny (2'6)
Oxzs — G Yxz

donde E es el médulo de elasticidad, G es el modulo de corte, 0, es el esfuerzo axial, v o v

o.., representan los esfuerzos cortantes en los planos xy v xg respectivamente.

A



2.3 Definicion de resultantes de fuerza

Definiendo N\, como fuerza axial, M, v M. como momentos flexionantes alrededor de los

ejes y v & respectivamente, 0 v (. como las fuerzas cortantes en la direccion j v ¢

respectivamente, éstas quedan definidas mediante

No= fo,dd
A
M, =~ [o,z.dd
A
M, =- Jo‘_\.y(,d»l (2-7)
El

Q= [o,.dd
A

QZ = ja,\f\ d‘4
A
2.4 Ecuaciones de equilibrio

Se considera que a lo largo de la viga podra haber cargas uniformemente distribuidas, tanto
en el sentido transversal como en el longitudinal, ademas de un momento torsor distribuido. A
partir del diagrama de cuerpo libre de un elemento diferencial de viga como el de al figura 2-5,

se pueden obtener las relaciones de equilibrio que se presentan a continuacion:

Figura 2-5 — Diagramas de cuerpo libre de un elemento diferencial de viga



SFxe=0 = =—q,
» dx, !
dQ.
SFye=0 - —=—q,
dx
10
ZFZC =0 9 —‘( Q‘ = —(
dx,
(2-8)
aM
IM,=0 > Y=y
dx,
aM |
IMy=0 = —=—
dx,.
IM;=0 = . =-0.
dx, '

Donde Al es el momento torsor!; g, ¢, v g. son cargas distribuidas en direccion x., ), v

£, respectivamente v / es un momento torsor distribuido.
2.5 Relaciones fuerza resultante — deformacion resultante

Las resultantes de fuerza dadas por las ecuaciones (2-7) se combinan con las ecuaciones de

la (2-1) a la (2-6) para obtener las relaciones fuerza resultante — deformacion resultante:



Ny = fo.dd = IE(L'\. — v Ky~ A MA = Ede,

A A

My= - [ozdd == [Ele, - yox — =k dd = El K,
A A

M, = - J.a\y‘_dA = - J.E(s\ - VK, T IR )_1'(,(1"4 =L/ x
A A

(2-9)

£y

Q = [o,di= [Gy dd=kGdy
1, i1

Q.= [o.dd= [Gy.d4=kGiy,
v A

d
M= GJ—-
; o ?,

A}
donde £, v £_son los factores de forma de la seccion transversal para el corte en direccion yv &
respectivamente v / es la constante de torsion de St. Venant!s.
2.6 Ecuaciones de residuos pesados

La forma de residuos pesados de las ecuaciones de equilibrio (ec. 2-8) queda de la siguiente

mangera:

(2-10)

La forma de residuos pesados de las relaciones resultante de fuerza - resultante de

deformacion en las ecuaciones (2-9) queda de la siguiente manera:
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(2-11)

2.7 Forma débil

Se integran por partes las ecuaciones (2-10), para llegar a la siguiente forma débil del

problema de vigas:

L L ~ L

[ dN, . - rdu, .
Iu ~+q. dx. =u(,N‘A1 - —u—‘N\_dA + _[u{,q\dx(
0 dxr . ’ 0 dxr' ‘ 0

. (2-12)

M | ~ L hdg, .
Lttdy, =g M | - .f——‘ M dx + '[¢\,rdx\,
s dx_‘, R »

- 0 = ¢A M " L'——LV M dx + ]¢A 0.d
=z ‘( 3 v 0 J ’,\"_ il c ; - \(

II&[CZ‘){ 240, Jd,\ = (/)M'; - }%Mﬁ\;, + ]’(}:Q},d\-r

Sumando estas ecuaciones con el resto de los términos de la ecuacion (2-11) se llega a lo

siguiente:

11



v 0 1]
oy T oo ey R P L
J‘¢: Q_l‘a,'\‘z' - J‘¢' Q:d’\‘(' - Ill(' q.\'d\.(' - J‘¢\ rd/\..\ - V_\_ Q\"O - “‘.x’ Q: 0 -
0 0 0 0
~r 12 A~ L - T L A 2
6’ M| -¢' M| -i'N| -9/ M| =0
: "o | C o “lo : 1o

2.8  Substitucion de la forma general de la solucion de prueba en la forma

variacional

Las funciones de prueba tienen la siguiente forma:

ll(, = [Nu ]{l—l( } N, = lP.\'\ j{a}
V(, = [N\ ]{F( } + [N\'¢ ]{& } Q." = l

W. = [NM']{W(‘ }+ [N\"¢’ ]{a\ } Q: = [P(): }:7}
(2-14)

donde puede verse que los desplazamientos transversales, » v w, estan ligados con las
rotaciones'®, con el fin de ganar precision en la estimacion de estas cantidades. Para los

desplazamientos con respecto al centro de corte se tiene lo siguiente:

12



vl v [-=, (2-15)
ey T
W lw(, ' 1 v,
donde y v g son las coordenadas del centro de corte con respecto al eje centroidal (ver figura 2-

6). La forma de interpolacion, por lo tanto, queda de la siguiente manera:

vo=v. -z 9 = [N‘,]iﬁ, } + [NW ]:(Z }- z, [Nw ]{5‘ }

_ _ (2-16)
wo=w + v = [N‘, ]{ v, =+ [Nw ]{¢‘ }+ v, [N¢]:¢_\. }

-

Figura 2-6 — Centro de corte con respecto a ejes centroiduales

Las funciones de peso tienen la misma estructura que las funciones de prueba:
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Udlizando esta forma para las interpolaciones, se substituve en la ecuacion (2-13) de la

forma débil, v se obtiene la forma matricial para el problema de viga:

l in)
i\ \Os} 5
=93 2-19

ol folJliaf i)
donde
(] o] fo] [o] 4] [o] [o] [o] [o] fo]
b B a8
o] [o] [o] I[R] o] 8] [o] [F] lo] [£]

i} Vo |
J @ o jf }}
* Ve
=1 _ i =1 _ {W(,f § _ lf\\ ]
= ["‘7} | 16.) Uit if“} (2-21)
o) W) Vi
0.} vl

Las submatrices se definen como

14



[61= [leo, T v =, s, (2:22)
0 vty

[R]:-’ﬂa, bl dee -l ) gl e

Q

Dadala forma de [N, v [\, 4, 1a cual se muestra mas adelante, las integrales de las matrices [D]

v [E] en las ecuaciones (2-22) conteniendo a esos términos se desvanecen.

Los vectotres de fuerza quedan definidos como:
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! I3

x ([) + .HN¢\ ]/'y\_q:d\", - .ﬂNw\ J/ :A»‘]ydx,.

0 O

Vi b= I T g s vl

0

0

L
{f«‘/ }: _‘.[Nu'w ]1‘ q:dxx + [Nqi, ]7‘ MY\"L
0

En los vectores de fuerza mostrados en la ecuacion (2-23) se puede ver que hay términos
que no estan dentro de una integral y que estan evaluados desde 0 hasta L. Estos términos, que
por su simbologia pueden interpretarse como fuerzas internas segun la seccion 2.3, en realidad
simbolizan las fuerzas externas nodales que el elemento puede tener. Esto se puede entender
mejor observando la figura 2-7. Ahi se muestra un diagrama de cuerpo libre de un elemento
con cargas axiales. Tomando como ejemplo el vector de fuerzas axiales de la ecuacion (2-23), v
quitandole el término con la integral (haciendo que ¢, =0) tenemos que:

oy o], [
{f\'u }:: [Nu] N.\' 0 = [[]Vu ]L N,\',v - [Nu ]0 ]V.\‘U ]: {{I}N\, - ):O:I‘V.\‘O :' (2'233)

Figura 2-7 — Diagrama de cuerpo libre para un elemento con cargas axiales

De la figura 2-7 se deduce que N =—F v que N =P, porlo que el vector de fuerzas

axiales queda finalmente como:
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“ ) ]‘:: PO .
Vi [P]J (2-23b)

lo cual puede verse como la aportacion de cargas nodales externas al vector de fuerzas. Lo
mismo sucede para el resto de los vectores de fuerzas de la ecuacion (2-23). Debido a que estas
fuerzas nodales externas pueden también tomarse en cuenta directamente al vector de fuerzas

general del sistema, la formulacion para este elemento puede simplificarse eliminando de los

vectores de fuerzas estos términos, quedando:

(2-23¢)

Continuando con el desarrollo del elemento, de 1a ecuacion (2-19) deben condensarse fuera

los coeficientes indeterminados {r}, para poder insertar este elemento en un programa

estandar, quedando
Kb {=1r1 (2-24)
con
[&]={ol [F] '[0) (2-25)

Ademas sera necesario aplicar una transformacion para obtener desplazamientos con

respecto al eje de referencia. Esta transformacion se hace de la siguiente manera siguiendo la

figura 2-8:

17



Figura 2-8 — Eje de referencia respecio a cjes centroidales

Todavia sera necesario hacer otra transformacion mas a las rotaciones nodales para que

convierta los sentidos de las rotaciones utilizadas en la teoria de viga a los dados por la regla de

la mano derecha. Estas dos transformaciones se hacen por medio de una sola matriz de

transformacion, Tr como se muestra a continuacion:

18



donde ), v 5, son las coordenadas del eje de referencia con respecto a los ejes centroidales.
También sera necesario hacer un mapeo de la matriz [K ], de modo que se acople al vector de

desplazamientos, el cual debe reacomodarse para que todos los desplazamientos del nodo 1
queden primero v todos los desplazamientos del nodo 2 estén después. La forma final de las

ecuaciones matticiales para la viga queda como

Kl =173

con

[KR ] = [TR ]7‘ [[?( ITR]

donde [Tg] es la matriz de transformacion utilizada en la ecuacion (2-27).
2.9 Interpolaciones

A continuacion se presentan las interpolaciones especificas para el elemento unidimensional
de dos nodos que se utilizara para el elemento viga. El desplazamiento longitudinal, asi como

las rotaciones alrededor de los tres ejes, se interpolan en la forma lineal estandar:

19
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(2-27)




w =[N} <[, N}{} (2-30)

¢:[N¢]{_} :[Nm N¢_}‘{@1 (2-31)
&
con
N”,.:Nﬁ:%(l+f[§) i=12 (2-32)

La deflexion en las direcciones transversales se interpolan en forma estandar a partr de las
deflexiones nodales, pero ademas se liga a las rotaciones para ganar precision en la estimacion

de esta cantidad!*:

con

Vo= Vo Ny |2 VB (R -%) NE(F.-5)] @37

we

NE = N2 =—2(-¢7)

Para la interpolacion de los campos de desplazamientos ligados a las rotaciones se propuso
una funcion cuadratica, de modo que sea compatible con un elemento placa formulado de la

misma manera, para que pueda servir como un elemento rigidizador de placas v cascarones.

Para los momentos flexionantes y torsor, ast como para la fuerza axial, se adopta una
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interpolacion directamente en el sistema coordenado local del elemento:

N =1 \]{?} —lP\ LE. (2-39)
M =l \}{é} -|p, |1} (2-40)
M, =]l \}L?} -lp, |7! (2-41)
M. =] \}{?} IIPM, |5} (2-42)

En el caso de las fuerzas cortantes, éstas se obtienen de satisfacer las ecuaciones de equilibrio

(ec. 2-8) para corte v flexion:

(2-43)
—dM"‘—__d_ ]71 - J?I _ -
0. =—==—[1 x 7:}_[0 1]1 2}_[13(_)[}{”

2.10 Consideraciones adicionales

Una vez que se han calculado los desplazamientos, es necesario determinar las fuerzas axiales

y

los momentos v fuerzas cortantes mediante las ecuaciones (2-39) a (2-43). Para ello se requieren

determinar los coeficientes {F} a partir de la ecuacion (2-19):

T} =-[P] '[o}d, | (2-44)

Los resultados se evalian al centro del elemento.
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CAPITULO 3

DISCRETIZACION DEL ELEMENTO VIGA CON FILAMENTOS

En este capitulo se implementa a la formulacion de la viga vista en el capitulo 2 el modelo de
filamentos’. Este consiste en considerar que la seccion del elemento esta formada por un
numero determinado de filamentos, que solo estan relacionados entre si por la hipotesis de que
una seccion plana v normal al eje centroidal del elemento antes de la deformacion, permanece
plana después de la deformacion, pero no necesariamente normal, va que existen fuerzas
cortantes que pueden distorsionar la seccion. Las propiedades de la seccion estara, pues,
constituida por la contribuciéon de cada uno de los filamentos. Los filamentos tendran
coordenadas en los ejes j v ¢ locales de la viga, v deberan de tener asignados un valor de area,

como se muestra en la figura 3-1.

b ¥

Figura 3-1 — Discretizacion de la viga con filumentos
3.1 Relacion esfuerzo - deformacion

Una de las principales caracteristicas de los filamentos es que la unica deformacion que
pueden sufrir es la deformacion axial v sdlo pueden resistir esfuerzos axiales. Teniendo presente

las relaciones cinematicas del capitulo 2, el esfuerzo axial para un filamento se define como

(3-1)
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3.2 Definicion de resultantes de fuerza

Debido a que los filamentos solo pueden resistir esfuerzos axiales, las Gnicas fuerzas que se
ven afectadas por la discretizacion con filamentos son la fuerza axial v los momentos

flexionantes:

niil
Ny = Z o, 4

i
niil

My=-Y 0o =4, (3-2)
[
nfil

M.= =Y 0, 14
i1

donde i y 5 son las coordenadas del filamento i en los ejes ) v ¢ respectivamente, 1 es el area

del filamento v #fi/ es la cantidad total de filamentos en la seccion.
3.3 Relaciones fuerza resultante - deformacion resultante

Las relaciones constitutivas entre resultantes de fuerza v resultantes de deformacién de las

ecuaciones (3-2) pueden establecerse matricialmente como

[ N, £,
M. =[Sk, (3-3)
1 M: K.\jr
con
nfil l N “:f — Vi

(3-4)

[S]zZE,,A,. -z,
il

A
o

|
het
-
<

1
t—

3.4  Ecuaciones de residuos pesados

A partir de la ecuacion (3-3) se puede escribir ahora la nueva forma de residuos pesados de

las ecuaciones de resultante de fuerza - resultante de deformacion.
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&,

&, w1, J[ -[s]'{z: _{3 )

K

RY

3.5 Forma débil
Reemplazando en la ecuacion (2-11) de residuos pesados los términos que incluven la fuerza
axial v los momentos flexionantes por la expresion dada en la ecuacion (3-5), llegamos a la nueva

forma débil:

~

5 ~ A 2 T .
j dii’ N dx + Iji 0,dx + j div! 0.dx + ;[id“i— M dx + ;jfi% M dx +

d_“
L dx N 3 I
d A ~11dg, ! e a 0,
i M:d‘x + J.[N\ M\' M:J i ﬁ[S]il M\- + J‘Q\'Z }/\'r - - dX +
3 dx JU ;12- o U kGa
e _ (3-6)

ifﬁqu,a’,\‘ - Ijﬁ'rq:a’,\' - ].é:TQ.l,dx
0 0

[}

;fQA.-T(}/ /\QGA]dx + ;'-M d¢ _M, )dx -

j¢ 0.dx - [ju’q\dA ; j¢ v - 970, - WQ:];‘ ; qS:"M:\: : &."M},[(’)‘ ;
0

-9’ M

~T

Utilizando la misma forma para las interpolaciones mostradas en las ecuaciones (2-14) a (2

18) se substituve en la ecuacion (3-0), v se obtiene la misma forma matricial de la ecuacion (2-19)

con la unica variante que la matriz [P] de la ecuacion (2-20) se modifica por:

]
o] ] O fol )

donde ahora las submatrices se definen como:



[M]:’[J[ ] [ Py, ]‘[‘ ﬂ ¢ ] /\—G_A{‘Dé)/]d\'
[R]:‘_ﬂ M, ] [ Py, ]d ﬂ 0)] /‘—a[ ]dx

2-22) pero ahora en lugar

Las submatrices [M], [R] v [T ] son las mismas que las de la ecuacién (

que aparezcan términos con las propiedades del material como momentos de inercia I e I, v

modulo de elastcidad, E, se utilizan coeficientes provenientes de la matriz [5], la cual esta

formada con las propiedades de todos los filamentos.
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CAPITULO 4

MODELO DEL MATERIAL CON DANO

En este capitulo se presenta el desarrollo del modelo de material para el elemento viga. El
modelo de dafio para el concreto fue seleccionado por su simplicidad en la formulacion, en
donde se utiliza un modelo de dafio isotropico, que como se vera mas adelante, funciona muy
bien aplicado al concreto. Esto se hizo con el fin de simplificar lo mas posible el modelo de
material. Para lograr este cometido también se omitieron las deformaciones plasticas. A

continuacion se presentan los conceptos importantes en el desarrollo de este modelo de dafo.
4.1 Concepto de dafio

Cuando un material esta sujeto a un tipo de carga particular, la mecanica del dafio continuo
toma en consideracion el danio interno que sufre por medio de unas variables internas de “dafio”,
cuyvo valor oscila desde cero para un material virgen, hasta uno para uno completamente

colapsado!”.

O o) o)

Figura 4-1 — Esfuerzo de Cauchy v esfuerzo efectivo

Para poder entender mejor el concepto de dano, se hace referencia a la figura 4-1, donde S
denota el area transversal total v S la seccion resistente efectiva, por lo que el area definida por la

diferencia entre S v S simboliza el irea degradada del material. Por lo que el dano, 4, queda

definido como!8;

d=2"3%__5 (4-1)
S

Como se puede observar en esta ecuacion, 4 representa la densidad de la supetficie de los
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defectos del material, v tendra un valor de O cuando el material no esta danado (S =S ) Cuando
se esté dando una reduccion de la seccion resistente efectiva, el dano se incrementara, hasta tener
un valor maximo de 1, que es cuando el material esta completamente danado (S = O). Deesta

definicion se puede inferir que la variable de dano es una cantidad que no disminuye, lo que nos
leva a la caracteristica irreversible de cualquier proceso de carga de un material: una vez que

ocurra una fractura, el area efectiva se ve reducida v es un proceso no reversible.
4.2 Esfuerzo efectivo

Ademmnas del concepto de dafio, el concepto de esfuerzo efectivo es de gran importancia para
el desarrollo del modelo. La distincion entre el esfuerzo de Cauchy 6, v el esfuerzo efectivo o,
es evidente al observar la figura 4-1. Ambos esfuerzos se relacionan por medio de la siguiente

ecuacion de equilibrio:

OS = ES (4_2)
Sila variable de dafio, 4, representa la pérdida del area efectiva tomando en cuenta la pérdida de

cohesion v concentraciones de esfuerzos locales, se puede escribir que3!:

(4-3)

c=0

]| %)

v consecuentemente usando la ecuacion (4-1) el esfuerzo efectivo queda como:

5=-2- (4-4)
1-d

lo cual es la definicion del esfuerzo efectivo & . Cuando un proceso de dafio esta ocurriendo,

G es fisicamente mas representativo que 0O, porque es sobre el area de esfuerzo efectiva en

realidad que la carga externa esta actuando.

En conexion al concepto de esfuerzo efectivo, se introduce ahora la hipétesis de la
equivalencia de deformaciones!”: “La deformacion asociada con un estado de dano bajo el
esfuerzo aplicado o es equivalente a la deformacion asociada con su estado no dafiado bajo el
esfuerzo efectivo & 7. Aprovechando esta hipotesis, junto con la relacion expresada en la
ecuacion (4-3), se pueden derivar leves constitutivas de una manera mas comprensible. Para el
concreto se introdujo una relacion donde el comportamiento no lineal es conducido por la

reduccion del area efectiva® como es obvio de la ecuacion (4-1), lo que lleva a:
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oc=(-do=(1-d)Ec=E¢ (4-5)

para un problema unidimensional. En esta ecuacion se puede ver que el dano induce una
reduccion en el modulo de elasticidad inicial, E, convirtiéndolo en una forma secante, [ En

forma general la ecuacion (4-5) queda como:
Ez(l—d)DO:c (4-6)

donde D, :& representa la contraccion de la matriz de rigidez inicial con el tensor de

deformaciones.

4.3 Potencial de energia libre de Helmholtz

La mecanica del dafio continuo esta basada en la termodinamica de procesos irreversibles!s.
Para establecer una ley consitutiva se debe introducir un potencial de energia libre, en donde se
representen las variables libres e internas. Se postula un potencial de energia libre de Helmholtz

con la siguiente forma™":

wld d )=(-d J; +(1-d W, (4-7)

donde Wo* v Yo son las energias libres elasticas, v los indices (+) v (-) representan de ahora en
adelante entidades en tension o compresion respectivamente. Estas energias elasticas se definen

Ccomao:

(4-8)

q
=
q)

v,@e)==5 D, :& (4-9)

Se puede inferir que las ecuaciones (4-8) v (4-9) tienen una forma cuadratical! | mismas que
incluven también la matriz de rigidez que es positiva definida, por lo que se concluve que las

energias libres elasticas son positivas:

Vo 20 (4-10)
v, 20 (4-11)
Debido a que ¥, v ¥, son positivas v a que la variable intrinseca de daro tiene los siguientes
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requerimientos:
0<(d .d )<1 @-12)
se puede probar que:

l//:(l—d.}//o"F(lﬁd )//OZO (4_13)

Si detivamos parcialmente la ecuacion (4-7) con respecto a d' v d | resulta en:

v _., Cy (4-14)

i
&

donde ¥," v y, pueden verse como las fuerzas termodinamicas asociadas a las variables de dafio
d v d , siendo cada una la razén de cambio de la liberacion de energia de deformacion elastica

producida durante un aumento unitario de la variable de dafio correspondiente.
4.4 Criterio de dafio

Para poder definir claramente conceptos tales como “carga”, “descarga” o “recarga”, se
introducira una cantidad escalar positiva, denominada esfuerzo equivalente. El esfuerzo
equivalente permite establecer una norma para poder comparar diferentes estados de

deformacion. Esta norma o esfuerzo equivalente tiene la siguiente forma®:

T =yo,:D, 10, paradano entension (4-15)
1 0 R -
r =—.Jo,:D, :0, paradaioencompresion (4-16)
n
donde
o, =D, :¢
' (4-17)
A

S
stendo f7 v f7 la resistencia ultima del concreto a compresion v tension respectivamente. La
figura (4-2) muestra la forma que tienen las curvas esfuerzo-deformacion con el modelo de dafio

propuesto.
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Figura 4-2 - Curva esfuerzo-deformacion uniaxial para el modelo de daiio

Ahora se introduciran por separado dos criterios de dano, g’ v ¢, la primera para tension v la

segunda para compresion!!:

g*(r‘,r')=r'—r'§0 (4-18)

g (r Ng )=r -r <0 (4-19)

Las variables 7" v 7 son los umbrales de dafio para el instante actual, los cuales controlan el
tamano de las superficies de dano. De acuerdo a la ecuacion (4-18), el umbral de dafio, 7', debe
tener un valor inicial, 7%, previamente a la aplicacion de una carga. Este valor inicial se asume que
es una propiedad del material, el cual encierra el dominio elastico lineal. Lo mismo sucede parala
compresion, por lo que el inicio del dano en compresion ocurrira cuando v = r*. Hay que
remarcar, que el valor inicial del umbral de dafio, t*, es el mismo para el dafio en tension v el
danio en compresion®. Esto se debe a que cuando se definieron los criterios de dano, para la
compresion se introdujo una norma idéntica a la de tension pero modificada con un coeficiente

1/n¢ para escalarlo a los niveles de esfuerzo de tension.

Suponiendo que f7 es el esfuerzo del concreto arriba del cual empiceza a ser notable la no
linearidad del material, el umbral de dafio inicial puede establecerse de acuerdo a la ecuacion

(4-15) como:

S (4-20)

4.5 Leyes de evolucion de las variables internas
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Para la cinematica de las variables de dafio, se supondran las siguientes relaciones de cambio

para dano en tension:

d =i FGA ({") (4-21a)
ar
=41 (20) (4-21b)
v para dano en compresion:
i =p < Gﬁ (- ) (4-22a)
ar
Fo=p(20) (4-22b)

donde G* v G- son funciones monotonicas escalares, las cuales se deben seleccionar de acuerdo
a observaciones experimentales, como se muestra mas adelante; v 4 v g son parametros de

consistencia usado para definir las condiciones de carga/descarga/recarga de acuerdo a las
relaciones de Kuhn-Tucker!*:

v similarmente para compresion. La interpretacion de estas relaciones se explica a continuacion'®

v se pueden ver graficamente en la figura 4-3.

e ¢ < 0 significa que no ocurre mas dano, como se expresa claramente en la tltima

ecuacion de las ecs.(4-18), imponiendo que & = 0, por lo que de acuerdo a la ecuacién

(4-16), d ' = 0.

e /i’ >0 significa que el dafio va en aumento. En estasituacion z1' ¢'=0 determina que

¢" =0, v asi es posible definir g~ de las condiciones de consistencia de dafio:

sler)=0 > =t =i (o =0 (4-24)

De esta ultima condicion es posible concluir que para un instante cualquiera 7:

!

ro= max{ro' , max(r"f ): O<s<t (4-25)

31



> q

n>0 ;
4 A Cis0

-

Figura 4-3 — Casos de carga/descarga/recarga para el modelo de daio
Introduciendo la ecuacion (4-21b) en la ecuacion (4-21a), la ley de evolucion para la variable

de dafio en tensién queda de la siguiente forma cuando haya carga:

.. 0G' (r’ ) . :
FRCA b PR A N (4-26)
or’
Para la compresion se sigue una cinematica andloga que obviamente resultara en:
. G (r) :
d =———2F =G (r )20 (4-27)
or
4.6 Disipacion
Uno de los aspectos mas importantes que tiene la mecanica del dafio contnuo, es su
consistencia energética, que implica que durante cualquier proceso de carga, la disipacion de
energia es siempre una cantidad no-negativa. Esto tambien significa que la entropia tiende a

aumentar, lo que conlleva a procesos irreversibles, de acuerdo al Segundo Principio de la

Termodinamica-.

La expresion matematica para esta condicion, es la desigualdad de Clausius-Duhem?!, cuya

forma reducida es:
y=—w+0c:£20 (4-28)
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donde v es el potencial de energia libre v G es el tensor de estuerzos de Cauchy. De acuerdo ala

ecuacion (4-7):

o A . 2 .
=Y. er Yo+ Yy (4-29)
oc od’ od

La sustitucion de la ecuacion (4-29) dentro de la ecuacion (4-28) tomando en cuenta las
derivadas espresadas en las ecuaciones (4-14), es posible obtener otra expresion para la

disipacion:

cE

A R .
f["%”)‘éwad' +y,d (4-30)

Debido al hecho de que € es una variable libre, se puede especificar un £ arbitrario. Para que la
ecuacion de disipacion mantenga su generalidad, la expresion entre paréntesis se debe cancelar?,

port lo tanto:

[»))

d (4-31)

og

o =

que es una de las relaciones de Coleman, esencial para el desarrollo de la lev constitutiva. Ahora

las ecuaciones (4-8) v (4-9) pueden expresarse también de la siguiente manera (al sustituir

c=D,:¢):

Q|
™

W, =

| —

(4-32)

N | —
Qj
™

Wy =

Realizando la derivacion expresada en la ecuacion (+32) tomando en cuenta la ecuacion

(#7), se llega a lo siguiente:

~

o= (1—a )W (1—a )Y (4-33)
og o€ ce

Es un hecho que & (&) tiene una dependencia lineal de €, por lo que es claro que:
& (ag)=aF (&) (4-34)
c (as) =ao (1,)

donde o es un escalar arbitratio. Estas relaciones ponen en evidencia que tanto &' como o

son funciones escalares homogéneas de primer grado en g, v por lo tanto, se puede aplicar el
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teorema de Euler? para llegar a :

Ql
—_—
™
—
I
[
)
Q|

(4-35)

c (;;

Para clarificar la ley constitutiva expresada en la ecuacion (4-33), Ia ecuacion (4-32) debe de

derivarse con respecto a la variable ¢:

e6 5 (4-36)

&+

1o | —

|
oe 2 c¢

Sustituvendo en la ecuacion (4-36) la ecuacion (4-35) tenemos que:

cy, 215+l5 -5 (4-37)
ce 2 2
e idénticamente se puede concluir:
W _5 (4-38)
ce

Por lo tanto, la ley constitutiva definida en la ecuacion (4-33) puede ser explicita, para

finalmente obtener una definicién para el tensor de esfuerzos de Cauchy, o
o=(1-d  +(-d } (4-39)
4.7 Evaluacion numérica de las variables internas

Haciendo una integracion de las ecuaciones (4-20) v (4-27) se llega a las siguientes

expresiones:
d' =G*(r‘) d =G'(" ) (4-40)

con
0<G'(r )1 0<G (- )<! (4-41)
G'(r)=0 G (r)=o0 (4-42)
G (ry)=0 G (r, )=0 (4-43)

donde en la ecuacion (4-41) se introduce la condicion dada por la ecuacion (4-12). Las
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ecuaciones (+-42) demuestran la evolucion positiva de las variables de dafio expresada en las
ecuaciones (4-26) v (4-27), asegurando que G*()) v G() sean funciones incrementales

monotonicas. La ecuacion (4-43) introduce las condiciones iniciales cuando no hay dano.

Lo importante ahora consiste en definir estas funciones escalares G* (1) v G°()). En el presente
trabajo se adoptaran las siguientes funciones' que toman en cuenta las condiciones dadas en las

ecuaciones ($-40) a (4-43):

{ (4-44)
d =G’ (r' )= l-—e¢ - para daiio en tension

PR TN (4-45)

e paradario en compresion

donde A es el unico parametro que se debe definir. Esta férmula representa una curva
exponencial asintotica al eje de deformacion, consecuentemente el parametro - debe ser fijado
para tomar en consideracion los requisitos de la objetividad en la malla. A continuacion se
muestra como se llega a la definicién de ~1°. La razon de cambio de la energia de disipacion se

puede reescribir de la ecuacion (4-30) va con el primer término cancelado, como:

y=wod +y,d (4-46)

Adaptando estas ecuaciones al modelo del material particular donde soélo puede haber
tension, o solo compresion (hay que recordar que este modelo se aplicara a cada filamento
individualmente, v por lo tanto solo puede haber un estado de esfuerzo), la ecuacion (4-46) se

escribe para el caso particular cuando hay tension:

y=yed (4-47)

c
donde Y, = °E es la energia libre elastica que sale de la ecuacion (4-32). Por lo tanto, para

&

cualquier proceso, la densidad de energia disipada total (por unidad de volumen) es:

g:]ydr=]w'oc*'(r‘)f'dz (4-48)
0 0

En particular para el esfuerzo equivalente o norma adoptada en este modelo, tenemos que:

T =2 para tension uniaxial (4-49)
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r T =-=w o  para compresion uniaxial (4-50)

Substituyendo las expresiones (4-49) en (4-48) usando la funcion definida en (4-44) v haciendo la

integracion se llega a lo siguiente:

= (% + %)(1 *) para tension uniaxial (4-51)

v haciendo algo idéntico para la compresion se tiene:

11 > ., .
g.=|=+—|(nr ) para compresion uniaxial — (4-52)
2 4
donde g, v g, son las energias de disipacion especificas en procesos de tension v compresion

uniaxial respectivamente v # es un coeficiente definido en la ecuacion (4-12). Al despejar el

parametro 1 de la ecuacion (4-51) o (4-52) se tiene que:

A=l 8E Ly (4-33)

v )2 o]
(f /) <
Para evitar resultados no objetivos dependientes del tamafio de la malla, se debe recurrir a la

definicion de una longitud caracteristica™* /*. La objetivizacion se consigue entonces definiendo

g, , que define el area finita debajo de la curva esfuerzo — deformacion, como:
G, (4-54)

grz_li_>l<

Elvalor de G, puede ser entonces identificado como la energia de fractura por unidad de area,

que debe ser determinado experimentalmente!=. El valor de la longitud caracteristica, [ *, sera
simplemente la longitud del elemento, va que se trata de un problema unidimensional. El valor
de A en (4-53) junto con el valor de » en (4-17) determina la forma de la curva de esfuerzo-

deformacién uniaxial (ver figura 4-2).
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CAPITULO 5

ALGORITMO DE SOLUCION

En este capitulo se presenta el algoritmo de solucion para obtener los resultados correctos
con este modelo. Debido a la naturaleza no lineal del modelo de danio del material, el proceso es
iterativo. El algoritmo general se puede seccionar en cuatro procedimientos particulares, que
corresponden al calculo de la matriz secante consistente de los elementos, el calculo de las
deformaciones, la actualizacién de las variables internas de dafio, v el calculo de las fuerzas

internas.
5.1 Matriz de rigidez secante

Primero se debe calcular la matriz secante de los elementos usando la ecuacion (2-25) v
calculando todas las submatrices descritas en las ecuaciones (2-22) (las ecuaciones relevantes se
vuelven a escribir en la tabla 5-1). Para la discretizacion con filamentos se debe calcular primero
la matriz [S] de la ecuacion (3-4), para después poder calcular el resto de las submatrices
mostradas en las ecuaciones (3-8). En el calculo de la matriz [S] hay que poner atencion especial
a la hora de introducir los datos de los filamentos, va que el modulo de elasticidad que se
introduce es el modulo degradado, el cual se calcula por medio del coeficiente (7-d), donde des la
variable de dano. La variable 4 es igual a cero para la primera computacion de la matriz de
rigidez. Para los siguientes casos, 4 puede adquirir valores desde 0 hasta 1, dependiendo del
grado de deformacion de los filamentos. El algoritmo para obtener esta matriz secante se

muestra en la tabla 5-1.
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1) Modificar el mddulo de elasticidad de cada filamento como se muestra a
continuacion:

E =(1-d, )E , (1= numero de filamento)

donde 4 = 0 para el primer computo.

2) Calcular la matriz [S] con las propiedades de cada filamento:

nfil l T B ",’b

[S]:ZE:'A,' - :i: Y=
il

-V V.Z. v

S S S

3) Calcular el resto de las submatrices de las ecuaciones (2-22) v (3-8) para
insertarlas en las matrices [P)] v [Q] de las ecuaciones (3-7) v (2-20):

1 ol ] [2] [4} [o] fo] [o] [o] [
p=| 0 B ol Tol bl fo] [#] (o] o
[\ lo] [M] [w] [o] o] [c] [G] [p] [o
[z fol T [R] o] [8] [o] [F] [o] [£]
4) Calcular la matriz de rigidez secante con la ecuacion (2-25):
[x]=-oI'[F]'[e]

5) Hacer las transformaciones pertinentes como se muestra en la ecuacion (2-
20).

Tabla 5-1 : Algoritmo para calcular la marriz de secante consisiente de los elementos
5.2 Calculo de deformaciones

Una vez calculada la matriz de rigidez del sistema, se procede a resolver el sistema de
ecuaciones resultante. Para esto es necesario calcular primero los vectores de fuerza de cada
elemento y ensamblarlos para tener el vector de fuerzas global del sistema {/,}. Este calculo se
hace con las ecuaciones (2-23). Para la solucion del sistema de ecuaciones se despeja el vector de
desplazamientos {67 } de la ecuacion (2-24). Teniendo el vector de desplazamientos calculado, se
procede a hacer el calculo de las curvaturas en cada elemento con la ecuacion (2-2), para poder
ahora calcular las deformaciones axiales en cada filamento que conforma al elemento. Esto se
hace con la ecuacion (2-3). Las distorsiones de los elementos se calcula con las ecuaciones (2-4) v

(2-5), donde los filamentos no juegan ningun papel. Este algoritmo puede verse en la tabla 5-2.

38



1) Calcular los vectores de fuerza con las ecuaciones (2-23), para
ensamblarlos en el vector de fuerza del sistema:

-
i/‘ A
a
(0 ‘l.f \ )
L/:I f El/w\ .
o i
{ .
Lfﬂ ’

2) Resolver el sistema de ecuaciones de la ecuacion (2-27) para los
desplazamientos {d}:

{J}:[E] l:. d}

3) Calcular las curvaturas v distorsiones en cada elemento como se setiala
en las ecuaciones (2-2), (2-4) v (2-5):
Kyy = 49 Kyz = W
dx dx
dv, dw,

}/.\_T:K‘x_¢: y.\:=x_ v

4) Calcular las deformaciones axiales en cada filamento con la
ecuacion:

Tabla 5-2 : Algoritmo para el calculo de las deformaciones
5.3 Actualizacion de las variables de daiio

Con la deformacion calculada para cada filamento, es ahora posible calcular el grado de dano.
Para esto se debe calcular primero el esfuerzo axial sin dafio de cada filamento con la ecuacion
(3-1). Luego se calcula la norma 1, como se indica en la ecuacién (4-15) para filamentos en
tension, o (4-16) para filamentos en compresion. Se calcula luego el umbral de dafio inicial, r¥,
con la ecuacion (4-20) v el parametro 1 con la ecuacion (4-53), v se actualizan las variables
internas r*, r~, para tension o compresion segun sea el caso con la ecuacion (4-25). Finalmente
se calculan las variables de danio 4 6 4" para cada filamento con la ecuacion (4-44) 6 (4-45) segtin
sea el caso. Los esfuerzos axiales se calculan ahora afectados por la variable de dafio, como se
muestra en la ecuacion (4-5). El algoritmo para la actualizacion de la variable de dano puede

verse en la tabla 5-3.
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1) Evaluar los esfuerzos sin dano con la ecuacion (3-1):
el ‘1-1__ 4y g )
o, =Lk, (6i SR T VK,

!

2) Evaluar 1! de las ecuaciones (4-10) v (4-11):

T, =40 D, 0, para daiio en tension

| ~ .
:Dy 1o, para daiio en compresion

=

3) Calcular 7 v el parametro 1

[t G, E, 1

PRt A= —L° | >0
JE, I*(fy 2

4)  Actualizar las variables internas:

5) Actualizar los esfuerzos:
ot = (l —a’"l)g"l
i - i 0i

Tabla 5-3 : Algoritmo para la actualizacion de las variables internas

54 Calculo de fuerzas internas

Una vez que se calcularon los esfuerzos axiales de los filamentos afectados con el dafio, se
calcula ahora las fuerzas internas en el elemento. Para las fuerzas axiales v los momentos
flexionantes se utilizan las ecuaciones (3-2), para tomar en cuenta la contribucion de cada
filamento. Para el momento torsionante v las fuerzas de corte se debe calcular primero el vector
de coeficientes {1} con la ecuacion (2-44) para luego utilizar las ecuaciones (2-40) v (2-43) para

la torsion v cortantes, respectivamente. Este algoritmo se llustra en la tabla 5-4.
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1) Calcular las fuerzas axiales v momentos flexionantes como en la ecuacion (37):
nfil

Ne= >0, 4
il
nfil

M, = — Zo"}:,.A,.
[

nfil

con 0, = (1-4, )O"\_O’

2) Calcular el vector de coeficientes {r }
= !
Ti=-r]'[o}e |

3) Calcular el momento torsionante v las fuerzas de corte como se muestra en la ecuacion (2-

40) v (2-43):
M, =P, |5}

0, =|p, s}
o-=|r, |r}

5.5

Tabla 5-4 : Calculo de las fuerzas internas en el elemento

Consideraciones adicionales

Una vez que se tienen las fuerzas internas evaluadas, se debe ahora calcular el residual de

fuerzas como la diferencia entre el vector de fuerzas externas v el vector de fuerzas internas:

Residual = F,,.. - F,,,

Este residual se debe comparar con el criterio de convergencia establecido, v en caso de no haber

convergencia se calcula nuevamente la matriz de rigidez secante explicado en la seccion 5.1, pero

utilizando las variables internas de dano actualizadas de la Gltima convergencia v se vuelve a

hacer todo el procedimiento de las secciones 5.2,5.3 v 5.4.
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CAPITULO 6

VALIDACIONES

En este capitulo se muestran una serie de ejemplos v pruebas que avudaran a comprobar el
buen funcionamiento tanto del elemento viga como del modelo de material. Primero se
presentan pruebas de validacion para la viga elastica, a nivel elemento v a nivel sistema. Después
se presenta una serie de pruebas con el modelo de filamentos con dafio v se comparan los
resultados de este trabajo con los obtenidos con un modelo anterior’ v con pruebas
experimentales.

El modelo que se usa para comparacion se llamara modelo 1. Este modelo también utiliza
filamentos en la discretizacion del elemento, sin embargo la modelacién del material lo hace de
manera distinta, en donde la fractura ocurte cuando se alcanza un valor limite v a partir de ahila
degradacion de la rigidez sigue una funcion arbitraria para la liberacion del esfuerzo que no esta

ajustada por objetividad.

6.1 Validacion de la viga elastica

6.1.1 1 alidacion a nivel elemento — Prueba de la parcely

Para esta prueba se utiliza el ensamble de tres vigas que se muesira en la figura 6-1. Los
datos para este ejemplo son:

E=100 I1=10

Figura 6-1 — Parcela de tres vigas

En esta prueba se evaluan tres aspectos importantes para la viga que son:

e Traslacion lateral constante
En esta prueba se hacen las deflexiones de los nodos 1 v 4igualav = 1.0, v al

resolver el problema, las deflexiones de los nodos 2 v 3 deben de ser exactamente

42



igual a 1.0 sin que se produzcan curvaturas o momentos. Los resultados obtenidos
con esta viga cumplen con esta prueba, tanto para desplazamientos en direccion y
commo para desplazamientos en direccion £

e Rotacién constante
Las deflexiones v rotaciones de los nodos 1 v 4 se hacen vy = 0.0, vy = 2.0,
01=0,=1.0, representando rotacion pura. Las deflexiones de los nudos 2 v 3 deben
ser iguales a su coordenada x, v los angulos 1gual a 1.0. No debe haber curvatura ni
momento resultantes. Los resultados para esta prueba fueron satisfactorios, va que
las deflexiones de los nodos 2 v 3 fueron 0.5 v 1.0 respectivamente (sus
coordenadas en x), v las rotaciones fue de 1.00 para ambos nodos.

e Curvatura constante
Ahora se le introduce a este conjunto de vigas unos desplazamientos y rotaciones
al nodo 4 para representat la curvatura constante. La deflexion que se debe dar es
de v4 = 2.0 v la rotacion es 8,=2.0. Los resultados que se deben esperar es una
curvatura constante en los nodos 2 v 3 igual a 1.0 y momentos flexionantes igual a
100. Estos resultados exactamente se obtuvieron con el elemento desarrollado en

este trabajo.
6.1.2 | alidacién a nivel sisterna

Para la validacion a nivel sistema se hicieron tres ejemplos, uno de vigas continuas y dos de

marcos planos. A continuacion se muestran estos ejemplos.
6.1.2.1 Vigas continuas

En este ejemplo se presenta una viga continua con una carga distribuida en un
elemento, una carga concentrada en otro, asi como un momento flexionante
concentrado en uno de los extremos. La figura 6-2 muestra la geometria v cargas para

esta viga. Los datos son: E = 210 kip/ft>, I = 0.0833 ft*.

Figura 6-2 — Problema de vigas continuas

La malla utilizada para este problema fue de tres elementos, dos elementos para la

viga 1-2, v uno para la viga 2-3. Los resultados son:
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I elemento por viga 2 el. por viga 4 el. por viga
Campos Sin Sim Sin
Analitico> | ligados | error | Campos | error Campos | error Campos | error
ligados ligados ligados
0
-15.95 -16.12 1.07% -46.88 193.92% | -23.81 49.28% -18.05 13.17%
0-
-22.38 -22.31 0.31% 39.43 276.18% | -68.78 207.33% | -1845 17.56%
05
‘ 88.57 88.4 0.19% -19.68 122.22% 61.38 30.70% 81.65 7.81%
6.1.2.2 Marco plano
El siguiente ejemplo de validacion consiste en un marco plano, como el que se
muestra en la figura 6-3. La malla utilizada fue de un solo elemento por viga, v un
solo elemento por columna, para sumar 6 elementos en total.
i
!
i
!
Figura 6-3 — Marco plano para la validacion a nivel sistema de la vigua
Los datos para este problema son: EI = 857.5 kg-m", P = 1000 kg/m, L = 4m. La
solucion es la siguiente:
1 elemento por viga 8 elementos por viga
Con Sin Sin
Analitica®® | Campos error Campos error Campos Error
ligados ligados ligados
05 1.5746 1.590 0.93% | 0.122x10- 100% 1.501 0.9%
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6.1.2.3 Marco plano con desplazamiento horizontal

En este ejemplo se prueba un marco plano que se le permite desplazamiento
horizontal. La geomettia, dimensiones v carga para el problema se muestran en la

figura 6-4.

Figura 6-4 — Marco plano con desplazamiento horizontal

Los datos para este problema son: Elcot = Elvig, = 17.4 x 106 ksi, w = 1000 kip/in,
v=0.208. La malla utlizada es de un sélo elemento para la columna v un sélo

elemento para la viga. La solucion es la siguiente:

1 elemento por viga 2 elementos por viga
Con Sin Sin
Analidca® | Campos error Campos error Campos Error
ligados ligados ligados
A 1.365” 1.364” 0.1% 1.198” 12.4% 1.322” 3.1%

Al comparar el porcentaje de error en los resultados usando v sin usar campos de
desplazamiento ligados, se puede ver que la inclusion de esta forma de interpolacion
avuda en gran medida a mejorar la precision de los resultados del elemento, sin tener

que refinar la malla.
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6.2  Validacion de la viga con modelo de material con dafio

En los siguientes ejemplos se comparan los resultados obtenidos en este trabajo con los
experimentales v con los resultados de un modelo anterior lamado modelo 1 (ver introduccion del

capitulo 6).

6.2.1 [ Gga reforsada 6™

Esta validacion consiste en una viga reforzada simplemente apoyvada con dos cargas. La
seccion transversal es rectangular. Las dimensiones de la viga se muestran en la figura 6-5, v
su modelacion por elementos finitos se muestra en la figura 6-6. Las propiedades del material

son las siguientes:

Concreto: £ = 4,470 psi; £ =550 psi; Ec = 3,500,000 psi; G¢= 0.5701b/in; v = 0.15
Acero:  f, = 46,000 psi; E, = 29,000,000 psi

Figura 6-5 — Geomerria y dimensiones de la viga L-6

Figura 6-6 — Modelacion con elementos finitos de la viga L-6

En la figura 6-7 se puede observar los excelentes resultados obtenidos con este modelo. Se

puede ver que el modelo de dafio describe mejor el agrietamiento que el modelo 1. Esto se
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debe en gran medida a la objetividad que posee el modelo.

25000
20000 Pl
o
A
2 15000 —e— Dafio
s .
s —=— Experimental
2 0000 « Modelo 1
18]
5000 v, Zona .donde' Inicia
el agrietamiento
0
0 05 1 15 2

Deflexion (in)

Figura 6-7 — Grafica comparativa de los resultados obtenidos para la viga L-6

6.2.2 17192 refor{ada]—a’lgg

En este ejemplo se modela una viga reforzada, con apoyos simples en sus extremos y una
carga al centro del claro. Las dimensiones de esta viga se muestran en la figura 6-8. La
modelacién por elementos finitos se muestra en la figura 6-9. Las propiedades del material

son las siguientes:

Concreto: £ = 4,820 psi; £ =546 psi; Ec = 3,800,000 psi; Gf=0.5701b/in; v =0.15
Acero: £, = 44,900 psi; E. = 29,500,000 psi

Figura 6-8 — Geometria y dimensiones de la viga J-4
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Figura 6-9 — Modelacion con elementos finitos de la viga J-4

En la figura 6-10 se puede observar como este modelo se aproxima mucho mejor a los
resultados experimentales que el modelo 1. En esta figura se puede ver claramente que hay
una mejor descripcién del agrietamiento al igual que en el ejemplo anterior. Notese el amplio
espacio que hay entre la curva de Dafio y la del Modelo 1. Cuando se alcanza la fluencia en el
acero, el modelo de dafio se aleja de la curva experimental, esto puede haber sucedido debido
a que se tomo un moédulo plastico del acero distinto al experimental, ya que se carece de este

dato.
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35000 e .,

30000

25000 Dafio

20000 —a— Experimental

15000 —— Modelo 1

Carga P (lbs)

Zona donde inicia

10000 el agrietamiento

5000

0.5 1 1.5
Deflexion (in)

o

Figura 6-10 — Grafica comparativa de los resultados obtenidos para la viga J-4

6.23 1Viga reforzada de Rao™

Esta es una viga T, simplemente soportada y cargada en su centro, que fue probada por Rao
en la Universidad de Liverpool. Las dimensiones de la viga se muestran enla figura 6-11.La
modelacién por elementos finitos se muestra en la figura 6-12. Las propiedades del material

son:
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Concreto: . = 48.0 N/mm?; £, = 4.8 N/mm?; E. = 35 kN/mm?; G¢=0.1 N/mm; v =0.2

Acero:  f, = 340 N/mm?, E, = 200,000 N/mm?

Figura 6-12 — Modelacion con elementos finitos de la viga Rao

En la figura 6-13 se puede observar los resultados para esta viga. Otra vez podemos observar

mejores resultados con este modelo. La teoria de dafio junto con la objetividad de la

formulacion permite que se dé una mejor prediccion del agrietamiento en el concreto. La

diferencia que se observa entre la curva de dasio y la experimental se da porque al inicio, en el

primer calculo del médulo de elasticidad secante, existe un ligero, casi imperceptible error,

pero este error se va acarreando y se va abriendo a medida que aumenta la deformacion.

Ademas, en este problema se usa una seccién T, por lo que la aproximaciéon de las

propiedades de la seccion con filamentos puede perder precisién.
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Figura 6-13 — Grafica comparativa de los resultados obtenidos para la viga Rao
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6.2.4 | Goa reforsada de W ijght’

En esta viga se muestra el efecto de las cargas en el plano. Es una viga rectangular v en
voladizo, con una carga axial constante v una carga transversal que va en aumento. En la
figura 0-14 se muestran las dimensiones para esta viga. La modelacion por elementos finitos

se muestra en la figura 6-15. Las propiedades del material son:

Concreto: ¢ = 5,000 psi; £ =391 ps; Ec = 3,560,000 psi; Gr= 0.5701b/in; v =0.2
Acero: £, = 72,000 psi;  Es = 29,000,000 psi

i i
!
i
' '

Figura 6-14 — Geometria y dimensiones de la viga de Wight

Figura 6-15 — Modclacion con elemenios finitos de la viga de Wight
En este ejemplo, la falla ocurre tanto en la zona de tension como en la de compresion. En la
figura 6-16 se puede observar el inicio de la falla, v como se asemeja mas a los resultados

experimentales que el modelo 1.
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Figura 6-16 — Grafica comparativa de los resultados obtenidos para la viga de Wight
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CAPITULO 7

CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES
Conclusiones

Se ha presentado un modelo de filamentos para vigas de concreto reforzado, al que
aplicandole la teoria de dafio como modelo de material, predice de manera bastante precisa el
comportamiento del concreto en su etapa inelastica, como puede observarse en los ejemplos de

validacion.

El elemento viga-columna se desarrollo con base en una formulaciéon mixta donde los
esfuerzos se aproximan independientemente de los desplazamientos, v los campos de
desplazamiento estan ligados a las rotaciones para ganar precision en la estimacion de esta
cantidad. Esto genera muy buenos resultados, como se puede observar en las validaciones de la
seccion 6.1.2, donde el porcentaje de etror utilizando los campos de desplazamiento ligados fue
mucho menor al obtenido sin utilizar esta forma de interpolacion. Cabe mencionar que durante
el desarrollo del elemento, cuando se aplicaron los campos de desplazamiento hgados con las
rotaciones, este efecto se desvanecia de la matriz de rigidez, sin embargo se mantenia en los
vectores de fuerza, mas especificamente en los vectores de fuerzas de los momentos
flexionantes, con lo que se puede concluir que el efecto de los campos ligados se refleja como
una carga externa extra, que a la hora de resolver las ecuaciones afectara a los desplazamientos,

dandoles mavor precision.

La discretizacion con filamentos permite el uso de relaciones en una dimension sencillas para
modelar la resistencia a la flexion v fuerzas axiales. No obstante, las fuerzas cortantes v momento
torsor no pueden ser representados con el modelo de filamentos. Esto sin embatgo no es una
desventaja, ya que de todos modos estas fuerzas se calculan por medio del vector de coeficientes

de la formulacion mixta, lo que da también muy buenos resultados.

El modelo de dano esta fundamentado en teorias que satisfacen la termodinamica de
procesos itreversibles, lo que es una gran ventaja, va que toda la descripcion del dafio se hace
dentro del marco de la termodinamica v su Segunda Ley. La uinica calibracion que se debe hacer
es a través de la energia de fractura G, que es una propiedad del material v se puede obtener de

pruebas experimentales.
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La inclusion de la longitud caracteristica, /%, a la definicion de la energia de disipacion
especifica, le da a este modelo objetividad, lo que ayuda en gran medida a una mejor descripcion
del agrietamiento en el concreto. Esto se puede observar claramente en las pruebas de validacion
de la seccion 6.2 con vigas reforzadas, en donde las graficas comparativas muestran como este
modelo se asemeja mas a los resultados experimentales que el modelo anterior, el cual no tenia

objetividad en la malla.

En las pruebas de validacion de la seccion 6.2, en las primeras tres pruebas la falla se da en
tension, donde se puede observar que la descripeion del agrietamiento es bastante buena. Sin
embargo, para la cuarta prueba de validacion (la 6.2.4), la falla se da también en la zona de
compresion. Aqui los resultados también son muy buenos v aunque si se tuvieron mejores
resultados que los modelos anteriores, no se pudo obtener una mejor forma de la curva como se
hizo con las primeras tres pruebas. Esto sucede porque en este modelo la forma de la falla en
compresion se formula igual que la falla en tension sélo que afectado por una constante que
sirve para escalarlo, v en la realidad, la falla en compresion sigue un patron diferente en el
concreto, donde la plasticidad juega un papel importante. Esto deja entrever que el modelo de
dafio a compresion aun puede mejorarse, pero hay que recalcar que se adopté este modelo por

su simplicidad, v que aun asi, este modelo presenta muy buenos resultados.

Con este trabajo se puede constatar que uno puede obtener buenos resultados en los modelos
de material, si la formulacion se hace siempre dentro de un marco termodinamico y cumpliendo
todas las condiciones que se le imponen. Las pruebas experimentales también son necesarias,
pues habra casos en que se deba proponer funciones para definir el comportamiento del
material. El analisis con elementos finitos es sin duda necesario para estos problemas, v es de

gran utilidad para poder adoptar modelos de elementos v materiales propuestos.
Recomendaciones

Para estudios futuros se recomienda, como ya se menciono, utilizar un modelo mejor para el
dafio en compresion, pero procurando siempre la simplicidad en el algoritmo. Un modelo con
plasticidad avudaria en gran medida a obtener mejores resultados en el comportamiento del

concreto bajo compresion.

Para el modelo del elemento viga se recomienda agregar una interface grafica para el pre v
postprocesamiento, para hacer mas facil la utilizacion de éste. Para ello existen programas

computacionales como el GID de facil empleo v muy versatil.
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