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R esu m en

En es te traba j o se desar rollaron tr es enfoques para el planteamiento de las soluciones ce-
rradas para la valuac i¶on de opciones de barrer a: el probabil¶³s tico, que cons idera la valuaci¶on
del prec io j usto para los contratos up- and- out , down-and-out, up-and-in y down- and- in
mediante e l planteamiento de la valuaci¶on neutr al al ries go; el de ecuaciones diferenciales ,
que se bas a en la adecuaci¶on de la soluci¶on propuesta par a la ecuaci¶on diferencial de la
difusi¶on del calor a la ecuaci¶on difere nc ial par ab¶olica de s egundo or de n de Black - Scholes
para una opci¶on call tip o down- and- out; y el pr opues to en el traba j o realizado por Reiner
y Rubinst ein para obtener las f¶ormulas anal¶³ticas para el precio de las ocho var iant es de
opciones de barr era. C on el pr op¶os ito de conocer de manera general ot ras alter nativas que
existen para la valuaci¶on de opciones de barre ra, se comentaron las ve nta j as y desventa j as
dos m¶e todos num¶ericos para obtener e l precio de este t ipo de contratos : el m¶e todo de
¶arb oles binomiales y trinomiales, as¶³ como la Simulaci¶on Monte Carlo. Adic ionalme nte, se
llev¶o a cabo un ej er cicio para valuar una op ci¶on de barr era re fer ida al Indice de Pre cios y
C ot izaciones (IPC) de la B olsa Mexicana de Valores (B MV) , para con ello ve r los p osibles
bene¯cios al incluir est e t ipo de inst rument o dentro de la gama de pro ductos ofrecidos p or
el Me rcado Mexic ano de Derivados (MexDer ) .
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In tro d u c ci¶o n

En el mundo ¯nanciero algunos valores e ins trumentos s on considerados como tr adicionales
o fundamentales, como las acciones , los bonos o el petr ¶oleo, mientras que otros son con-
siderados pro duc tos derivados. En ¯nanzas , un de rivado es un instrumento cuyos pagos
dependen de un bien tradicional. Por ej emplo los cont ratos de futuros del oro s on inst ru-
mentos derivados p orque s u valor de pende del precio del oro. En el caso de un derivado
¯nanciero, los pagos del contrato dep enden de otro inst rument o ¯nanciero o valor.

Los de rivados ¯nancier os han tenido una popular idad abrumadora y un cr ecimient o im-
por tante por varias r azones. Los pr oductos derivados ayudan a que los mer cados e st¶en
m¶as ce rca de s er complet os, ofrece n a los e speculador es o adminis tradores de riesgos ins -
trumentos que p ermiten facilitar sus es trategias para alcanzar su ob j etivo de forma m¶as
sencilla, adem¶as de ser atractivos por su e¯ciencia de negociaci¶on, part icular ment e p or sus
cost os de t ransacci¶on y la alt a liquidez de sus merc ados .

En la teor¶³a ¯nanciera, un merc ado complet o es un mercado en el que cualquier pago
identi¯cable puede ser obt enido al nego ciar los valor es dis ponibles en el merc ado. Por
ej emplo, un mercado completo per mit ir¶³a a un operador comprar un valor o un conj unto
de valores que pagar¶³a si y s¶olo si la acci¶on aume nt¶o de 99 a 1 00 p esos en el s iguiente mes .
Si el valor dis ponible dent ro de un mercado no es lo su¯cientemente atract ivo y diver so
para ot ros inver sionistas de tal forma que no se foment e la esp eculaci¶on, el mer cado ser¶³a
incompleto.

Los pro duct os derivados han j ugado un rol impor tante en los merc ados ¯nancieros por que
precisamente ayudan a tener un mer cado cerrado y completo, ya que los op eradores pueden
a j ustar el r iesgo y el rendimiento de los p ortafolios de inver si¶on al incluir operacione s con
est e tipo de instrumento, con lo cual incr ementa su bienestar y el de la econom¶³a en general.

Debido a los des astres ¯nancier os r egist rados en los ¶ultimos tie mpos que han involucrado
la negociaci¶on de pro duct os der ivados , se tiene la per cepci¶on de que estos inst rumentos
son p eligrosos. Sin embar go los riesgos asociados a los derivados no s on necesar iamente
malignos, pues generan mayores ganancias s iempre y cuando las personas encargadas de
de¯nir las estrat egias, calculen el valor j us to de los contratos, as¶³ como que entiendan y
tengan pleno conocimiento de los niveles de exp osici¶on a los ries gos a los que se encuentran
suj etos por su ope raci¶on.

Los instr ument os derivados tambi¶en sir ven como herramienta para limitar los riesgos que
enfrentan las instituciones por e l tipo de nego cio al que s e encuent ran enfocadas. Por
ej emplo, una corporaci¶on que es t¶a planeando emitir b onos , enfre nta rie sgo de tasa de
inter¶es . Si la tas a de inter¶es aumenta antes de la emisi¶on del bono, la empresa t endr ¶a que
pagar m¶as durant e el tiempo que dur e e l bono. Esa ¯rma po dr¶³a usar cont ratos de fut ur os
sobre tasa de inter¶es para controlar su exposici¶on a est e tipo de riesgo. Similar mente ,
un fondo de pens iones con un portafolio diver si¯cado en dist int as emisoras de acciones
enfrenta el riesgo de °uc tuaci¶on de precios , entonces el adminis trador del fondo po dr¶³a
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usar op ciones s obr e el ¶³ndice accionario para reducir o eliminar virt ualmente la exposici¶on
a es e riesgo.

Adicionalmente, en muchos casos los op eradores pueden usar p osic iones en pro duc tos
derivados como un sust ituto de los propios s ubyacent es. Una opci¶on puede imitar la
utilidad o p¶erdida del ¶³ndice accionario. Asimismo, un futuro de tasa de inter¶es puede
ser vir para sus tiuir la inver si¶on en bonos gub ernamentales . Fr ecuentemente los costos de
trans acci¶on asoc iados a la negociaci¶on de produtos derivados s on s us tancialment e m¶as ba-
j os que los c ostos en los que s e incurren por la nego ciaci¶on de los s ubyacent es, adem¶as
de tener mayor liquidez en el mercado de derivados. Un inver sionista que quis iera tener
una pos ici¶on accionaria bien diver si¯cada, po dr¶³a comprar varias emis oras de acciones , lo
que segurame nte generar¶³a un mayor c osto t otal de bido al n¶umero de transac ciones que
tendr¶³a que realizar, o tal vez pre¯er a us ar un cont rato futuro o una opci¶on, referidos a un
¶³ndice accionar io que le permita ahor rar en los c os tos de transacci¶on sin preocupars e de

1que las acciones compr adas no sean lo su¯cientemente l¶³quidas para po der obtener alguna
utilidad.

Estas aplicaciones y las ve nta j as que pr esentan han pr opiciado que los instrumentos de riva-
dos sean m¶as conocidos y utilizados p or los invers ionis tas, alent ando la creaci¶on de mer -
cados, tantos bur s¶atiles como e xtraburs ¶atiles, que sean m¶as competitivos y s¶olidos. Los
pro duct os derivados m¶as ne gociados son los contratos de forwards, futuros, s waps y op-
ciones . Est as ¶ultimas, inicialment e fue ron creadas como c ontrat os individualizados ent re
dos part es y hasta hace po co se crearon mercados organizados par a su nego ciaci¶on.

Las opciones pue den ser de tipo " call" o " put" . El tenedor de una op ci¶on call t iene
el derecho de comprar un bien subyacente a un pre cio es pec¶³¯co y este derecho termina
hasta una fecha de terminada. El tenedor de una op ci¶on put tiene el dere cho de vender un
bien subyacente a un precio esp ec¶³¯co has ta un tiempo es tablecido. Para adquirir es tos
derechos, los t enedores de las opciones las compr an de ot ros inversionist as pagando un
precio o prima. Tambi¶en pueden ser de tip o europeo s i s e ej erce el derecho al vencimiento
del cont rato, o americano s i su ej ercicio se lleva a cab o en cualquier momento del plazo de l
cont rato.

Las opciones ¶unic amente pueden s er c ompradas o vendidas, no exis ten ope raciones de
pr¶est amo o de fondeo. De es te modo, par a todo tenedor de una op ci¶on, hay un vende dor .
El vendedor rec ibe el pago o pr ima p or una op ci¶on del comprador, p or el cual el vendedor
con¯ere los der echos al t ene dor de la op ci¶on. En el caso de un contr ato call, el vendedor
recibe la prima y a cambio, da al tenedor los derechos de comprar el bie n subyac ente en un
precio es pec¶³¯co en una fecha dada. Para un put, el vendedor de la op ci¶on recib e el pago
del compr ador con la promesa de comprar el bien subyac ente a un prec io espec¶³¯co en una
fecha pr eestable cida, siempr e que el tenedor de la op ci¶on as¶³ lo decida. En los contr atos
de op ciones todos los de rechos per manecen con el tenedor del instrumento.

Este tip o de contr atos s on populares principalmente entre inver sionistas so¯sticados quie-
nes mantienen grandes port afolios en acciones , c omo las so ciedades de inversi¶on y los

1 Un act ivo es l¶³quido si t iene su¯ciente actividad en los mercados para que pueda s er
negociado f¶acilmente a un pr ecio que corr esponda a su valor ver dader o.
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fondos de pensiones. Al negociar op ciones de forma conj unta con p ortafolios de acciones ,
est os invers ionis tas pueden a jus tar cuidados ament e el riesgo y r endimiento de sus activos
totales. Un ej emplo de ello ser¶³a combinar una acci¶on riesgosa y una opci¶on que tambi¶en
sea riesgosa para formar una posici¶on libr e de riesgo dis e~n¶andolo como un simple bono
corr espondiente a un nivel de tasa de inter¶es predeter minado. Ade m¶as de que muchos
inversionist as pre¯er en negociar op ciones par a reducir la base s ujet a a impuestos y evitar
las restr iccione s del mer cado acc ionario, lo que p ermite producir ries go con menor capital.

Por lo antes expuest o, la demanda de los contratos de opciones ha ido e n ascens o y ha
evoluciondo a estr ucturas de int ercambio de pagos m¶as complej as que s e a j us ten a los
requerimientos de los part icipantes de los mercados. A estos cont ratos s e le s conoce como
opciones ex¶oticas .

La m¶as exitosa y probableme nte m¶as viej a de to das las opciones ex¶oticas es la opci¶on de
barrer a, tema central de este traba j o. Se cree que en el inicio de la d¶ecada de los ochentas ,
se negoci¶o el pr ime r contrato put down- and- out. En es os tiempos la principal atr acci¶on
de las op ciones de barrer a era que est aban referidas a las acc iones que pres entaban una
mayor volatilidad, los cos tos de los cont ratos con barrer a eran menores a las opciones
est ¶andar sobre el mismo subyacente y se ofre c¶³an durant e un tie mpo en el que el volumen
de t ransacciones de las opciones ordinar ias era ba j o. Desde entonces el mer cado para
opciones de barr era ha continuado crec iendo y se estima que ha duplicado s u tama~no cada
a~no desde 1 992, principalmente en mercados extranj eros de tipo de cambio y accionario,
as¶³ como en menor medida e n mercados de renta ¯j a.

C omo las opcione s de barr era est¶an suj etas a la trayectoria de los ac tivos, incorp or an un
alt o grado de ries go en el vendedor y son m¶as econ¶omicas que las opciones est¶andar. Esta
caract er¶³s tica las hace atrac tivas par a los espec uladores o adminis tradores de port afolios .
Los esp eculadores usan opcione s de barre ra par a repr oducir f¶acilmente los esquemas en
las est rategias de nego cio. Por su part e, los administradore s de r ies go puede n cubrir su
pos ici¶on s in la nece sidad de pagar por rangos de precios que cons ideran que dif¶³cilmente
pueden ocur rir.

A diferencia de las op ciones or dinarias o e st¶andar, que dependen ¶unicamente de la magni-
tud del pr ecio del activo, del vencimiento y del pr ecio de e je rcicio, las opc iones de barr era
capturan como se alcanzan los precios de liquidaci¶on del activo subyacente, por e llo se les
denomina opciones de ruta dependiente.

Debido a est a c aracter¶³stica sobre el comportamiento de l precio del activo, las opc iones de
barrer a pueden ser de los s iguientes tipos: up- and- in, up- and- out , down-and-in and down-
and-out. Cada uno de e llos puede ser call o put, de estilo europe o o americano y pueden
o no incluir reembolsos prede¯nidos en el cas o de las opciones de barrer a que expiran s in
valor.

El t¶ermino " out" en una opci¶on signi¯ca que ¶es ta pierde su vigencia cuando el pre cio de l
activo subyacente alc anza un nivel pr eestablecido denominado la barre ra. Por otr o lado, e l
t¶er mino " down" en una opci¶on signi¯ca que el precio del activo suyacent e cae por deba j o
de la barrer a, mient ras que el t¶ermino " up" signi¯ca que el pre cio del subyacente excede
ese valor.
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As¶³ p or ej emplo, una op ci¶on call de tipo europe o down-and-out pie rde su valor cuando
el precio del subyacente cae por deba j o de la barrer a, mientras que una opci¶on up-and-
out pierde su valor j usto en el momento en que el precio del subyacente excede el nive l
de la bar rera. Los otros dos tipo de opciones down-and-in y up-and-in, se convierten en
opciones europ eas or dinarias j usto en el momento en que cruzan el nivel prees tablecido,
ya s ea deba jo o por arriba resp ectivamente.

Las opciones de barr era de es tilo europ eo pueden ser vistas como inter medias entre opciones
est ¶andar eur op eas y americanas. Por una parte, son americanas debido a que su valor
depende e n como s e comporta el pr ecio del activo en c ue sti¶on a lo largo del t iemp o. Pero
son m¶as s imples de valuar porque e l l¶³mit e cr¶³t ico del precio del activo es determinado p or
adelantado. Conse cue ntemente, como s e demos trar¶a en es te traba j o, se pueden obtener
soluciones cerr adas par a es te tip o de ins trumentos o se pue de optar p or ut ilizar m¶eto dos
num¶ericos para aproximar su valor.

Las e speci¯caciones de los contr atos de op ciones de barrera hace n que su esquema de pagos
sea m¶as complej o que para las opcione s es t¶andar, por lo que se han desarr ollado divers os
art¶³culos referentes a los m¶et odos m¶as adecuados par a obtener s u precio.

El pres ente t rabaj o tuvo por ob j eto el de sarrollar s oluciones ce rradas para llevar a cab o la
valuaci¶on de este tipo de inst rument os a trav¶es de dist int os enfoques , para con ello ofr ecer
una f¶ormula que s ea de f¶acil instr umentac i¶on y que sea utilizada por los part icipantes de
los mer cados ¯nancieros en s u negociaci¶on.

En el C ap¶³tulo 1 se llev¶o a cab o un r esumen de los conceptos y demostr aciones de los
teore mas m¶as importantes, que son nece sarios para el planteamient o del modelo desarr o-
llado p or Black - Scholes para obtener la f¶ormula anal¶³tica para la valuaci¶on de opciones
ordinar ias, consider ando est e modelo como la bas e par a las ext ensiones de las f¶or mulas
anal¶³ticas aplicables a opciones en las que se incluye una barrera.

En el C ap¶³tulo 2, se plantea la obtenci¶on de s oluciones c erradas para el pr ecio de opciones
de barr era ba j o t res enfoques difer entes basados en la ecuaci¶on propuesta por B lack -
Scholes par a opciones e st¶andar. El pr imer enfoque que se discute es el pr obabil¶³stico,
que considera la valuaci¶on del pr ecio j usto para los contr atos up-and-out, down- and- out ,
up-and-in y down- and- in mediante el planteamient o de la valuac i¶on neut ral al r ies go. El
segundo c ons idera la adecuaci¶on de la soluci¶on pr opues ta par a la ecuaci¶on difer encial de la
difusi¶on del calor a la ecuaci¶on difere nc ial par ab¶olica de s egundo or de n de Black - Scholes
para una opci¶on call tipo down-and-out . El ter cero cons ist e en el traba j o realizado p or
Reiner y Rubins tein para obtener las f¶ormulas anal¶³ticas para el pr ecio de los o cho t ipos de
opciones de barrer a. Adicionalmente, se incluye la cor recci¶on de la cont inuidad de f¶or mulas
anal¶³ticas propuest a por Br oadie, G lasse rman y K ou como consecuencia de la violaci¶on de l
supuesto de que el monitoreo de precios s e realiza de forma continua.

Debido a que han existido cr¶³ticas al uso de soluciones cerradas anal¶³ticas para el problema
de valuar op ciones de bar rera, por el hecho de que en la re alidad el supuesto de continuidad
en los pr ecios sobre el c ual fue ron de sarrolladas no se cumple, e n el Cap¶³tulo 3 se discuten
dos m¶e todos num¶ericos para obtener e l precio de este t ipo de contratos : el m¶e todo de
¶arb oles binomiales y t rinomiales , as¶³ como la Simulaci¶on Monte Carlo. Estos m¶eto dos son
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m¶as dif¶³ciles de implementar, por lo cual no son muy utiliz ados dentro de los mercados
¯nancieros .

En el C ap¶³tulo 4, se pre sent a un re sumen del entorno en el cual actualmente s e operan los
difere ntes tip os de opciones ordinar ias y se plantea un ej ercicio para valuar una op ci¶on de
barrer a r efe rida al Indice de Precios y Cotizaciones (IPC ) de la Bolsa Mexicana de Valor es
(BMV) a efecto de ver los posibles bene¯cios por la inclus i¶on de este tip o de ins trumento
dent ro de la gama de pro ductos que act ualmente ofrec e el Mercado Mexicano de D erivados
(MexDe r) .

Finalmente, en e l C ap¶³tulo 5 s e exponen las conclus iones relat ivas a los divers os desar rollos
y m¶etodos pres entados para la valuaci¶on de los contr atos de opciones de barr era, as¶³ como
de los re sultados obtenidos de su aplicaci¶on.
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C a p¶³tu lo 1

M a r c o C o n c e p t u a l

Par a p oder llevar a cab o el desarrollo de los difer entes enfo ques para la valuaci¶on de
las opciones de barrera, es neces ario conocer los principales conceptos s obre los cuales
se basa la valuaci¶on de las opciones ordinarias. P or ello en es ta secci¶on, se presenta
una de scripci¶on de c¶omo valuar una opci¶on ordinaria de tipo europeo ba j o los s upues tos
del mercado seg¶un Black-S choles, profundizando en las de¯niciones y te or emas necesarios
para su planteamiento. As imismo, se describen las caracter¶³sticas de los diversos t ipo de
opciones de bar rera que exist en.

1 .1 D in ¶a m ic a s d e l A c tiv o

En el modelo de Black - S choles se as um e que e n el m ercado s e tienen dos valor es, uno que
es libr e de r iesgo B y un act ivo r iesgos o S , que se puede pedir y dar prest ado dinero s int t
res tric ciones a la m ism a tasa de inter¶es y que no existen cost os de transacci¶on. Las ventas
en cor to son p ermitidas y puede ne gociar se continuament e.

El activo libre de riesgo B , represe nta los ahorr os a una tasa de inter¶es const ante r y lat
din¶amica de B e st¶a dada p or la siguiente ecuaci¶on:t

d B = r B d t (1 :1 )t

donde B s e asum e que es igual a 1 . La s oluci¶on a (1 .1 ) es0

r tB = e :t

El activo riesgoso S , es frecuentemente una acci¶on y s u din¶amica s igue un Movimientot
Br owniano.

D e ¯ n ic i¶o n 1 .1

Un Movimie nto Br owniano Est¶andar, W , e s un pr oceso es toc¶as tico con las siguient es
propiedades:

(1 ) W = 00
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(2) Los incr ement os de W son independientes, es decir, si t < t · t < t entonces1 2 3 4
W ¡ W y W ¡ W son indep endient es.t t t t2 1 4 3

p
(3) W ¡ W s e dis tribuye nor malm ente con media 0 y desviaci¶on est¶andar t ¡ t .t t 2 12 1

(4) La continuidad est¶a dada por:

P [ j W (t + ¢ t) ¡ W ( t) j̧ ± ]
l im = 0 8 ± > 0 y ¢ t = t ¡ t c o n i > j:i j

¢ t! 0 ¢t

La din¶am ica de S es t¶a dada p or :t

d S = S ¹ d t + S ¾ d W (1 :2)t t t t

donde ¹ y ¾ > 0 son c ons tantes y s e denominan la media y la volatilidad de S resp ec-
tivamente. W es un Movimie nto Browniano el cual e st¶a de¯nido s obr e e l espacio det
probabilidad (­ ; (= ) ; P ) donde = puede ser vis to c omo toda la inform aci¶on hastat t2 [0 ;T ] t
el tie mpo t y P es la m edida de pr obabilidad.

La ecuaci¶on (1 .2) es solam ente la form a cort a para la integral

Z Zt t
S = S + S ¹ d u + S ¾ d Wt 0 u u u

0 0

con S > 0, donde la prim era inte gral es una integral or dinaria de Riemann y la segunda0
es la inte gr al de It ô.

Es im portante comentar que las trayectorias de un M ovimiento Br owniano se caracter izan
por ser funciones no diferenciables, por lo que no pue den s er vistas como una fam ilia de
ecuaciones difere nciales ordinar ias. Ba j o est e cont exto, es conveniente asumir que la ¯l-
traci¶on del subyacente = es el inc remento es t¶andar de la ¯ltraci¶on natural del Movimientot

W WBr owniano del subyac ente = , es decir, que la igualdad = = = s e m antiene para todott t
t 2 [0; T ] .

T e o r e m a 1 .1 ( F ¶o r m u la d e I t ô )

S ea X la soluci¶on de la ecuaci¶on diferencial esto c¶astic at

d X = ¹ d t + ¾ d W :t t

2S ea g = g (t; X ) 2 C , entoncest
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2@ g @ g 1 @ g 2d g = d t + d X + (d X ) ;t t2@ t @ x 2 @ x

con las s iguientes reglas de multiplicaci¶on:

2(d t) = 0

d td W = 0t

y

2(d W ) = d t:t

Ahora p odemos resolver ( 1 .2) aplicando el Lema de Itô a g (t; S ) = ln ( S )t t

1 1 2d ( ln (S ) ) = d S ¡ (d S )t t t2S 2 St t

sust ituyendo d S = ¹ S d t + S ¾ d W tenemos ,t t t t

1 1 2d (ln (S ) ) = (¹ S d t + S ¾ d W ) ¡ (¹ S d t + S ¾ d W )t t t t t t t2S 2 St t
¡ ¢1 2 2 2 2 2 2 2= (¹ d t + ¾ d W ) ¡ ¹ S d t + 2 ¹ S ¾ d td W + S ¾ d Wt tt t t t22 S t

aplicando las reglas de mult iplicaci¶on,

¡ ¢1 2 2d ( ln (S ) ) = (¹ d t + ¾ d W ) ¡ S ¾ d tt t t22 S t
1 2= ¹ d t + ¾ d W ¡ ¾ d tt 2µ ¶

1 2= ¹ ¡ ¾ d t + ¾ d W :t2

Integr ando amb os lados de 0 a t, t enemos
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µ ¶
1 2ln (S ) = ln (S ) + ¹ ¡ ¾ t + ¾ W ;t 0 t2

que es lo mismo que

21(¹ ¡ ¾ )t+ ¾ W[ ]t2S = S e :t 0

A es ta clase de pr oces o se le cono ce como Movimie nto B rowniano G eom¶et rico (GB M) .

1 .2 E st ra te g ia s d e N e g o c io

1 2Una est rategia de negocio es un par de pro cesos esto c¶asticos Á = (Á ; Á ) en el espacio de
1 2probabilidad del subyac ente (­ ; (= ) ; P ) . La es trategia de nego cio Á = ( Á ; Á ) sobret t2 [0 ;T ]

el intervalo [0; T ] es auto¯nanciable si su valor V ( Á ) que es t¶a dado por

1 2V (Á ) = Á S + Á B ; 8 t 2 [0; T ] ;t t t

satisface la siguiente condic i¶on

Z Zt t
1 2V ( Á ) = V (Á ) + Á d S + Á d B ; 8 t 2 [0; T ] (1 :3)t 0 u uu u

0 0

donde la prim era integral s e ent iende en el s entido de Itô y ambas int egrales est ¶an bien
de¯nidas cons iderando que

" # " #Z ZT T
1 2 2P (Á ) d u < 1 = 1 y P j Á j d u < 1 = 1u u

0 0

Notemos que al der ivar la ecuaci¶on ( 1 .3) tenemos

1 2d V (Á ) = Á d S + Á d B ; 8 t 2 [0; T ] :t t tt t

El valor pres ente de l p ortafolio est ¶a dado por

V S Bt t t¤ 1 2V = = Á + Á ; 8 t 2 [0; T ]t t tB B Bt t t
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S¤ tS i de ¯nimos S = , entonces la ecuaci¶on ant erior se r educe at B t

¤ 1 ¤ 2V = Á S + Á ; 8 t 2 [0; T ]t t t t

En est e caso si Á fuer a auto¯nanciable, ent onc es se tendr¶³a que cum plir que

Z t
¤ 1 ¤V (Á ) ¡ V ( Á ) = Á d S ; 8 t 2 [0; T ] ; (1 :4)0t u u

0

¤Par a veri¯c ar lo anter ior, obtengamos la de rivada de V (Á )t

µ ¶
V (Á )t¤d V ( Á ) = dt B t

¡ r t= d (e V (Á ) )t
¡ r t ¡ r t= ¡ r e V (Á ) d t + e d V (Á )t t
¡ r t 1 2 ¡ r t 1 2= ¡ r e (Á S + Á B ) d t + e (Á d S + Á d B )t t t tt t t t (1 :5)
¡ r t 1 ¡ r t 2 ¡ r t 1 ¡ r t 2= ¡ r e Á S d t ¡ r e Á B d t + e Á d S + e Á d Bt t t tt t t t
¡ r t 1 ¡ r t 2 ¡ r t 1 ¡ r t 2= ¡ r e Á S d t ¡ r e Á B d t + e Á d S + e Á (r B d t)t t t tt t t t
1 ¤ ¡ r t 1= ¡ r Á S d t + e Á d S tt t t

1 ¤= Á d S :t t

1¤ya que d S = (d S ¡ r S d t) .t tt B t

Por lo tanto al inte grar (1 . 5) s e obtiene (1 .4) .

La familia de to das las estrat egias de nego cio auto¯nanciable s es demas iado grande, p or
lo que no se excluyen las op ortunidades de arbitr a je.

Por ello es conveniente int roducir el concepto de admisibilidad de una estr ategia de nego-
cio direct ament e en t¶er minos de una medida martingala. P or de¯nici¶on, una m edida de

¤probabilidad Q en ( ­ ; = ) equivalente a P , es una medida martingala para el proces o ST
¤ ¤si S es una mart ingala local ba j o Q . S im ilar ment e, una medida de pr obabilidad P es

una medida mar tingala para e l mer cado s pot (o una medida m artingala spot) si el valor
descontado de cualquier estr ategia de negoc io auto¯nanciable sigue una m artingala lo cal

¤ba j o P . El siguiente resultado muestr a que ambas cosas coinciden.

L e m a 1 .1 ( M e d id a M a r t in g a la S p o t )
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Una m edida de probabilidad es una me dida m artingala s pot si y s ¶olo si es una medida
¤mart ingala par a el valor pres ente del pr ecio del subyacente S .

Par a probar es to, reescr ibamos la e cuac i¶on (1 . 4) de la siguiente m aner a:

Z t
¤ ¤ 1 ¤V (Á ) = V (Á ) + Á d S ; 8 t 2 [0; T ]t 0 u u

0

V (Á )¤ tdonde V ( Á ) = y Á es una est rategia de negocio auto¯nanciable hasta el tiempo T .t B t

Ahora es su¯ciente hacer uso de la propiedad de martingala lo cal de la int egral est oc¶ast ica
de Itô.

En el escenario de Black - S choles , la medida mar tingala para el valor prese nte del pro ceso
del precio de l s ubyacent e es ¶unica y conocida de forma e xpl¶³cita, com o se mues tra en e l
siguient e res ultado.

L e m a 1 .2 ( U n ic id a d d e la M e d id a M a r t in g a la )

La unicidad de la medida martingala Q par a el valor pr esente del pro ceso del precio de l
subyac ente est¶a dada p or la derivada Randon-Nikiod ¶ym

2r ¡ ¹ r ¡ ¹1d P W ¡ TT 2¾ 2 ¾= e ; P ¡ a :s : (1 :6)
d Q

¤Ba j o la medida martingala Q , el valor pres ente de l prec io del subyac ente S satisface

¤ ¤ ¤d S = ¾ S d W (1 :7)t t t

¤y el pr oces o W que est

r ¡ ¹¤W = W ¡ ; 8 t 2 [0; T ]tt ¾ t

sigue un M ovimiento Browniano Es t¶andar en un e spacio de probabilidad (­ ; = ; Q ) .

¤C ombinando los dos lemas anter iores , s e concluye que la m edida m artingala sp ot P e st¶a
dada en (­ ; = ) por medio de la derivada Randon- Nikod¶ymT

¤ 2r ¡ ¹ ( r ¡ ¹ )1d P ¡ T¾ 2 2¾= e ; P ¡ a :s :
d P
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¤ ¤El valor pr esent e del precio S ba j o P s igue una martingala est rict ament e positiva, dado
que

¤ 21¤ ¾ W ¡ ¾ tt 2S = S e 8 t 2 [0; T ] :0t

¤Notamos tambi¶en que dada la ecuaci¶on ( 1 .7) , las din¶amicas del precio S ba j o P son

¤d S = r S d t + ¾ S d W ; S > 0t t t 0t

y de est e mo do el pr ecio de l s ubyacent e en el tiempo t es igual a

¤ 21¾ W + (r ¡ ¾ )tt 2S = S e :t 0

Finalmente, es su¯ciente observar que to das la ¯ltr aciones involucradas en el m odelo coin-
¤ ¤W S Sciden, esto es , = = = = = = = . Ahora estam os en posibilidad de int roducir la clase

de es trategias de ne gocio admis ibles , a efecto de excluir las op ortunidades de arbit ra j e en
el mo delo de m ercado.

D e ¯ n ic i¶o n 1 .2 ( E s t r a t e g ia d e N e g o c io A d m is ib le )

¤Una e strate gia de nego cio Á 2 © es llamada admis ible en P si el valor presente de l
por tafolio

V (Á )t¤V (Á ) = ; 8 t 2 [0; T ]t B t

¤sigue una mart ingala ba j o P .

¤No es dif¶³cil ver que al rest ringir a la est rategias de negocio adm isibles ba j o P , s e garant iza
la ausencia de oportunidades de arbitra j e en el me rcado. Conse cuentem ente, dado un pago

¤cont ingent e X que liquida en el tiempo T · T y que es realizable, es decir puede s er
¤replicado por medio de una estrat egia admis ible ba j o P , se puede de ¯nir su pr ecio de

arbit ra j e denotado por ¼ (X ) , com o la riqueza V (Á ) en el tiempo tt t

Ahora de¯nir emos el concept o de arbitra j e de form a m¶as precisa.

D e ¯ n ic i¶o n 1 .3 ( O p o r t u n id a d d e a r b it r a je )

Una opor tunidad de arbitra j e es una estr ategia adm isible Á t al que
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V (Á )0

P f V (Á ) ¸ 0g = 1T

y

P f V (Á ) > 0g > 0T

¤Denotem os © (P ) como la clase de to das las est rategias de negocio auto¯nanciables ad-
misibles.

S ea M el me rcado de B lack-S choles donde solament e las est rategias de nego cio admisibles
¤P son permitidas , entonces tenemos

T e o r e m a 1 .2

M e s libre de oportunidades de arbitra j e.

¤Lo anterior se debe a que s i as umim os que Á 2 ©(P ) tal que

V (Á ) = 00

y

P [ V (Á ) ¸ 0] = 1T

¤ent onces la propiedad de la m artingala de V implica quet

· ¸ · ¸
V (Á ) V (Á )T T

¤ ¤E j = = EP 0 PB BT T

V (Á )0=
B 0

V (Á )0=
1

= V (Á )0

= 0:
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Esto y la hip¶otes is sobre Á , nos lleva a que

P [ V (Á ) > 0] = 0T

lo que s igni¯ca que no exis ten opor tunidades de ar bitra j e.

Tambi¶en se es tablece que el mercado de Black- S chole s M es comple to, es decir que para
to do pago X es realizable, o equivalent ement e, si para todo pago X medible en = exis tet
al menos una estrate gia de nego cio Á t al que V = X .T

Un pago cont ingent e X con fecha de ej ercicio T es una variable esto c¶astica con ¯ltr aci¶on
= . Si e ste pago X s ¶olo de pende del pre cio de ej er cicio en el tiempo T , es decir , X = ª( S ) ,T T
ent onces es llamado un pago contingente s imple y ª e s llamada la funci¶on del cont rato.

C om o se mencion¶o ante riorm ente , el pago cont ingent e se dice que es r ealiz able s i e st¶a
¤replicado p or una estr ategia de nego cio adm isible en P denom inada Á . Entonces , el ¶unico

precio libre de arbit ra j e ¼ (X ) de X para cualquier t iemp o t 2 [0; T ] est¶a dado por V (Á ) ,t t
¤donde Á 2 ©( P ) es tal que V (Á ) = X .T

T e o r e m a 1 .3 ( V a lu a c i¶o n d e u n p a g o c o n t in g e n t e lib r e d e a r b it r a je )

S ea X un pago contingente con fecha de e xpir ac i¶on T el cual es realizable en M . Entonces
su pr ecio libre de arbitra j e ¼ (X ) es t¶a dado por :t

· ¸
X

¤¼ (X ) = B E j = :t t P tB T

Esta ecuaci¶on es llamada la f¶ormula de valuaci¶on neutral al ries go.

¤C ab e se ~nalar que dado que M es com pleto exist e una ¶unica medida de pr obabilidad P
para M , lo cual perm ite obt ene r la f¶ormula de valuaci¶on neutral al ries go.

1 .3 F ¶o rm u la B la c k -S c h o le s p a ra v a lu a r o p c io n e s o rd in a ria s

Los pagos contingentes simples que com ¶unm ente se negoc ian son las opc iones call y put
europe as. Una opci¶on call ( put ) eur opea, como se se ~nal¶o e n la intro ducci¶on a es te traba j o,
es un cont rato que da al te nedor del contr ato el derecho de comprar la ac ci¶on S e n el tiem po
T a un precio prede¯nido K , llamado e l pr ecio de ej er cicio. La funci¶on del cont rato es

+ +X = max (S ¡ K ; 0) = (S ¡ K ) y X = max ( K ¡ S ; 0) = (K ¡ S ) r espect ivamente .T T T T
El precio de una opci¶on call europe a es t¶a dada por la famosa f¶ormula de Black- S chole s de l
siguient e teorem a. C uando el precio de un call eur op eo C ( t; S ) es c ono cido no es dif¶³cilt
encont rar el precio P (t; S ) de un put europ eo como ve remos post eriorm ente .t
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T e o r e m a 1 .4 ( F ¶o r m u la d e B la c k -S c h o le s )

En M , el precio libre de arbit ra j e en e l t iemp o t de una opci¶on tipo call europ ea con pre cio
de ej er cicio K y fe cha de expir aci¶on T est ¶a dada por

£ ¤ £ ¤K ¡ r (T ¡ t) KC (t; S ) = S N d ( t; S ) ¡ e K N d (t; S )t t t t1 2

donde

¡ ¢
S 1 2tln + r + ¾ (T ¡ t)K K 2pd (t; S ) =t1 ¾ T ¡ t

y

p
K Kd (t; S ) = d (t; S ) ¡ ¾ T ¡ tt t2 1

+Par a demost rar lo ant erior asumimos que X = (S ¡ K ) es re alizable en M .T

De la f¶ormula de valuaci¶on neutr al al riesgo t enemos que

· ¸+(S ¡ K )T
¤C (t; S ) = B E j =t t P tB T£ ¤¡ r (T ¡ t) += e E ¤ (S ¡ K ) j =P T t

la segunda igualdad se da p orque r es const ante.

S puede se r esc rita comoT

2 ¤ ¤1(r ¡ ¾ )(T ¡ t)+ ¾ (W ¡ W )[ ]T t2S = S eT t

donde S = s y entoncest

· ¸³ +́2 ¤ ¤1¡ r (T ¡ t) (r ¡ ¾ )(T ¡ t)+ ¾ (W ¡ W )[ ]T t2¤C ( t; S ) = e E S e ¡ K j = (1 :8)t P t t

¤ ¤donde S es = ¡ medible y W ¡ W s on independientes de = .t t ttT

De este modo s i
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· ¸³ +́1 2 ¤ ¤(r ¡ ¾ )(T ¡ t)+ ¾ (W ¡ W )[ ]T t2¤E j s e ¡ K j < 1 ; (1 :9)P

po demos us ar el Teore ma A. 1 del Ap¶endice A para reescr ibir (1 . 8) como,

· ¸³ +́2 ¤ ¤1¡ r (T ¡ t) (r ¡ ¾ )(T ¡ t)+ ¾ (W ¡ W )[ ]T t2¤e E s e ¡ K j = = H (S ; T ¡ t) ;P t t

donde H ( s ; T ¡ t) est¶a dado p or

· ¸³ +́1 2 ¤ ¤(r ¡ ¾ )(T ¡ t)+ ¾ (W ¡ W )¡ r (T ¡ t) [ ]2 T tH (s ; T ¡ t) = e E ¤ s e ¡ K :P

Vamos a veri¯car si (1 . 9) se mant iene,

· ¸³ +́1 2 ¤ ¤(r ¡ ¾ )(T ¡ t)+ ¾ (W ¡ W )[ ]2 T tE ¤ j s e ¡ K jP

h i
1 2 ¤ ¤(r ¡ ¾ )(T ¡ t)+ ¾ (W ¡ W )[ ]2 T t· E ¤ s e + KP

h i
1 2 ¤ ¤(r ¡ ¾ )(T ¡ t) [¾ (W ¡ W )][ ]2 T t=s e E ¤ e + KP :h i¤1 2 ¾ W(r ¡ ¾ )(T ¡ t)[ ]2 (T ¡ t)=s e E ¤ e + KP

2 21 1(r ¡ ¾ )(T ¡ t) ¾ (T ¡ t)[ ]2 2=s e e + K
r (T ¡ t)=s e + K < 1

En la pen ¶ultima ecuaci¶on, se utiliza que el valor es perado es la funci¶on gener atriz de m o-
mentos para una variable aleatoria que s e distribuye norm almente, con media 0 y var ianza
T ¡ t.

Dado que (1 . 9) se mant iene, es s u¯c ient e calcular e l valor esper ado no condicional.

De¯namos

¤ ¤W ¡ WT tpy =
T ¡ t

p1 2(r ¡ ¾ )(T ¡ t)+ ¾ y T ¡ t[ ]2ent onces Y 2 N (0; 1 ) y S = s e , p or lo tant oT

1 6



· ¸³ +́2 ¤ ¤1¡ r (T ¡ t) (r ¡ ¾ )(T ¡ t)+ ¾ (W ¡ W )T t2¤e E s e ¡ KP

Z (1 :1 0)1 ³ ´p +21¡ r (T ¡ t) (r ¡ ¾ )(T ¡ t)+ ¾ y T ¡ t[ ]2=e s e ¡ K ' (y ) d y ;
¡ 1

donde

1 1 2y2' ( y ) = p e :
2 ¼

Notemos que

p21(r ¡ ¾ )(T ¡ t)+ ¾ y T ¡ t +[ ]2( s e ¡ K ) = 0

si

p
1 2(r ¡ ¾ )(T ¡ t)+ ¾ y T ¡ t2s e < K

aplicando logaritmo en ambos lados

µ ¶ p1 2ln(s ) + r ¡ ¾ (T ¡ t) + ¾ y T ¡ t < ln( K )
2µ ¶ µ ¶p1 K2r ¡ ¾ (T ¡ t) + ¾ y T ¡ t < ln
2 sµ ¶ µ ¶p K 1 2¾ y T ¡ t < ln ¡ r ¡ ¾ ( T ¡ t)

s 2

que es equivalente a
¡ ¢

K 1 2ln ¡ ( r ¡ ¾ ) (T ¡ t)s 2y < p :
¾ T ¡ t

S i de ¯nimos

¡ ¢
K 1 2ln ¡ (r ¡ ¾ ) ( T ¡ t)s 2py =0

¾ T ¡ t

1 7



ent onces (1 . 1 0) es igual a

Z 1 p1 2¡ r (T ¡ t) (r ¡ ¾ )(T ¡ t)+ ¾ y T ¡ t[ ]2e (s e ¡ K ) ' (y ) d y
y 0Z 1 p21(r ¡ ¾ )(T ¡ t)+ ¾ y T ¡ t¡ r (T ¡ t) [ ]2=e s e ' (y ) d y
y 0Z 1

¡ r (T ¡ t)¡ e K ' (y ) d y = I ¡ I1 2
y 0

Par a I 1

Z 1 p1 2¡ r (T ¡ t) (r ¡ ¾ )(T ¡ t)+ ¾ y T ¡ t[ ]2I = e s e ' (y ) d y1
y 0Z 1 p21 1 1 2r (T ¡ t)¡ ¾ (T ¡ t)+ ¾ y T ¡ t¡ r (T ¡ t) [ ] ¡ y2 2= e s e p e d y

2 ¼y 0Z 1 p2 21 1 1¡ r (T ¡ t) (r ¡ ¾ )(T ¡ t)+ ¾ y T ¡ t ¡ y[ ]2 2p= e s e e d y
2 ¼y 0 Z 1 p1 2 21 1(r ¡ ¾ )(T ¡ t)+ ¾ y T ¡ t¡ r (T ¡ t) r (T ¡ t) ¡ y[ ]2 2= e e s e p e d y

2 ¼y 0Z 1 p1 1 2 1 2¡ ¾ (T ¡ t) ¡ (y ¡ 2 ¾ y T ¡ t)2 2= p s e e d y
2 ¼ y 0

p1 2¡ ( y ¡ 2 ¾ y T ¡ t) =
2

p1 12 2 2¡ ( y ¡ 2 ¾ y T ¡ t + ¾ (T ¡ t) ) + ¾ (T ¡ t) =
2 2

p1 12 2 2¡ ( y + ¾ T ¡ t) + ¾ (T ¡ t)
2 2

Z 1 p2 2 21 1 1 1¡ ¾ (T ¡ t) ¡ (y ¡ ¾ T ¡ t) + ¾ (T ¡ t)2 2 2pI = s e e d y1
2 ¼ y 0

p0 0y = y ¡ ¾ T ¡ t; d y = d y

Z 11 1 02¡ y 02I = p s e d y1 p2 ¼ y ¡ ¾ T ¡ t0 p
= s N ( ¡ y + ¾ T ¡ t)0
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donde

Z x
21 y = 2pN (x ) = e d y

2 ¼ ¡ 1

que es la func i¶on acumulat iva de la distr ibuci¶on nor mal. En esta ¶ultima ecuaci¶on se ut iliza
la sim etr¶³a de la dist ribuci¶on normal.

S ea

p
Kd (t; s ) = ¡ y + ¾ T ¡ t01 " #¡ ¢ ¡ ¢

K 1 2 pln ¡ r ¡ ¾ (T ¡ t) )s 2p= ¡ + ¾ T ¡ t
¾ T ¡ t

¡ ¢ ¡ ¢
K 1 2 2¡ ln + r ¡ ¾ (T ¡ t) + ¾ (T ¡ t)s 2 p=

¾ T ¡ t¡ ¢ ¡ ¢s 1 2 2ln + r ¡ ¾ (T ¡ t) + ¾ (T ¡ t)K 2= p
¾ T ¡ t¡ ¢

s 1 2 2ln + r (T ¡ t) ¡ ¾ ( T ¡ t) + ¾ (T ¡ t)K 2p=
¾ T ¡ t¡ ¢s 1 2ln + r (T ¡ t) + ¾ ( T ¡ t)K 2= p

¾ T ¡ t¡ ¢
s 1 2ln + (r + ¾ ) (T ¡ t)K 2p= :

¾ T ¡ t

Entonces para I tenemos2

¡ r (T ¡ t)I = e K N ( ¡ y ) ;2 0

donde N est¶a de¯nida com o arriba y s e utiliza la propiedad de sim etr¶³a de la distr ibuci¶on
normal.

S ea

Kd (t; s ) = ¡ y 02 · µ ¶ µ ¶ ¸
K 1 2= ¡ ln ¡ r ¡ ¾ (T ¡ t) )

s 2¡ ¢
s 1 2ln + (r ¡ ¾ ) (T ¡ t)K 2p=

¾ T ¡ tp
K= d (t; s ) ¡ ¾ T ¡ t:1
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C on lo cual mos tramos que

K ¡ r (T ) KtC (t; s ) = s N (d ( t; s ) ) ¡ e K N (d (t; s ) )1 2

T e o r e m a 1 .5 ( P a r id a d P u t - C a ll)

Par a obtener el pre cio de una opci¶on put europea, usaremos la " Par idad Put-C all" .

Sea C (t; S ) el precio de un call europeo y P (t; S ) el pr ecio de un put europe o, ambos cont t
precio de ej er cicio K y con la misma fecha de expiraci¶on T .

Entonces se satisface que

¡ r (T ¡ t)C (t; S ) ¡ P (t; S ) = S ¡ K et t t

Es f¶acil ver que

+ +(S ¡ K ) ¡ ( K ¡ S ) = S ¡ K :T T T

1 .4 A lg u n o s R e su lta d o s d e la T e o r¶³a d e la P ro b a b ilid a d

De igual for ma, para valuar opciones de bar rera neces itamos saber cual es la func i¶on de l
momento en que se toc a, ¿ (y ) y encontr atar la distribuci¶on de los proc esos esto c¶asticos
que es t¶an abs orbidos en el valor cierto. La funci¶on del momento en que se to ca la barrer a,

2¿ (y ) para un pro ceso X con trayectorias continuas e st¶a de¯nida como sigue.t

D e ¯ n ic i¶o n 1 .4

La funci¶on del momento en que se to ca o h ittin g tim e , ¿ (y ) , est¶a de¯nida por

¿ (y ) = inf f t ¸ 0 j X = y gt

y donde de¯nimos ¶³n¯mo del conj unto vac¶³o al in¯nito.

2 X tiene trayectorias c ontinuas, de otr o mo do quiz¶a tenga " saltos" s obre y .t
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Sea X la soluci¶on at

(
d X = ¹ d t + ¾ d Wt t

X = ®0

donde W es un Movimiento Br owniano ba jo } . Entonces el pro ceso absor bido X est t^ ¿ (y )
igual a X s i X es diferent e de y , para todo s antes del tiemp o t. Formalmente,t s

D e ¯ n ic i¶o n 1 .5

(
X ; s i t < ¿ ( y )t

X =t^ ¿ (y )
y s i t ¸ ¿ ( y )

Tambi¶en de¯nimos la Funci¶on Indicador a que s er¶a usada e n la s iguiente prueba. Sea A un
res ultado. Entonces la Funci¶on Indicador a est¶a de¯nida como,

(
1 ; cuando A es verdad

I f A g =
0 cuando A es falso

T e o r e m a 3 .1 .

La funci¶on de densidad f (x ; t; ® ) de un pr oceso absorbido X es t¶a dado port^ ¿ (y ) t^ ¿ (y )

p 2 ¹ ( y ¡ ® ) p
2¾f ( x ; t; ® ) = ' (x ; ¹ t + ® ; ¾ t) ¡ e ' (x ; ¹ t ¡ ® + 2 y ; ¾ t)t^ ¿ (y )

Si ® > y ent once s f (x ; t; ® ) e star¶a de¯nida en el int ervalo ( y ; +1 ) y si ® < y es tar¶at^ ¿ (y )
de¯nida en ( ¡ 1 ; y ) .

La funci¶on ' (x ; ¹ ; ¾ ) es la funci¶on de densidad para una dist ribuci¶on nor mal c on media ¹
y desviaci¶on e st¶andar ¾ , es decir,

2¡ (x ¡ ¹ )1
22 ¾' (x ; ¹ ; ¾ ) = p e

¾ 2 ¼

Ahora se proceder ¶a a explicar c u¶ales s on las op ciones de barrera, qu¶e tip os existen y en
qu¶e consis ten.
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1 .5 D e ¯ n ic io n e s y C o n c e p to s d e O p c io n e s d e B a rr e ra

El valor de una opci¶on de bar rera depe nde de s i el pr ecio del subyacente cruza alg¶un nive l
mayor preestablecido en el caso de las de tip o up-and-in y up-and-out o un nivel espe c¶³¯co
menor en el caso de las down- and- in y down-and-out.

Par a una op ci¶on down-and-out s e establece una barrera menor al pr ecio de mercado. Si
el pre cio de mercado del subyacente cae p or deba j o de este nivel dur ante la vida de la
opci¶on, entonces la opc i¶on dej ar¶a de e xis tir . En la Figura 1 se mue stra el comport amiento
que puede seguir una opci¶on de est e tipo. C uando el pr ecio de merc ado cruza la barr era
el contr ato down-and-out de ja de existir.

F igura 1 . Op ci¶on Down- and- out

El tiemp o que toma del inicio al momento en que toca la bar rera es cono cido como e l
s to p p in g tim e . Un stopping time es ale atorio, debido a que no se sabe exactamente cuando
se cruzar¶a la barre ra.

Sea ¡ e l stopping time. Par a indicar si la opci¶on down-and-out pe rmanece, se puede utilizar
la funci¶on indicadora. Sea T el vencimiento de la opci¶on. De¯nimos la funci¶on indicadora
como anter iorme nte, por

(
1 ; La barr era no ha sido c ruzado en la fecha T (¡ > T )

i(¡ > T ) ´
0; La barr era ha s ido cr uz ado en la fe cha T (¡ · T )

Par a una opci¶on down- and- out , algunas veces se prop orciona un r eembols o si la barr era
fue cruzada. La magnitud de este reembolso (p osiblement e cero) se e stablece cuando se
inicia el contrato.
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Ahora consider emos la valuaci¶on de una op ci¶on tip o call down-and-out. Por e l momento
ignorar emos cualquier reembolso. Consideremos una op ci¶on call down-and-out que vence
en el tiempo T con prec io de e je rcicio K . La barrer a que es menor al prec io de mercado
es denotada por b . El valor de la opci¶on down-and-out e st¶a de¯nido por el siguiente pago:

D O C [S (T ) ; 0; K ; b ] ´ i(¡ > T ) m a x (S ( T ) ¡ K ; 0)

Si la barrera no es cr uz ada en ¡ > T entonces i(¡ > T ) = 1 y tenemos el pago com¶un para
una op ci¶on c all est¶andar. Si la bar rera ha sido cruzada en ¡ · T , ent onc es i(¡ > T ) = 0
y el pago de la opci¶on es cero, s in conside rar el nivel del pre cio de mer cado del subyacente
en el tiempo T .

Ahora consider emos la valuaci¶on de una opc i¶on put down- and- out cuya fecha de vencimien-
to es T c on precio de ej er cicio K . El valor de la op ci¶on put down-and-out al vencimiento
est ¶a de¯nido por el pago:

D O P [ S ( T ) ; 0; K ; b ] ´ i( ¡ > T ) m a x (K ¡ S (T ) ; 0)

Si la barrer a no ha sido cruzada en ¡ > T , entonces i(¡ > T ) = 1 y s e tiene e l pago com¶un
de un put e st¶andar. Si la barrer a ha s ido cruzada en ¡ · T ent once s i( ¡ > T ) = 0 y e l
valor de la op ci¶on es cero, sin considerar el nive l del precio de me rcado del subyacente.

Las opciones de barre ra down-and-in llegan a se r activadas solamente si el precio de mer -
cado del activo alcanza por deba j o a la barrera b . En consecuencia, el pago para la op ci¶on
es contingente sobre el evento que la bar rera b deba ser cruzada al menos una vez durante
la vida de la opci¶on. El valor de una op ci¶on down-and-in nunca ser¶a m¶as gr ande que una
opci¶on or dinaria con el mismo precio de ej ercicio y fecha de vencimiento, por que el valor
de una opci¶on down-and-in solament e se r¶³a igual al precio de una opci¶on es t¶andar s i la
barrer a s e cruza al menos una vez durante la vigencia del contrato. La probabilidad que
la barrera sea cr uz ada es menor a 1 .

Par a la valuaci¶on de un c all down-and-in, nuevamente es convenie nte usar una funci¶on
indicador a. De¯nimos la funci¶on indicadora p or:

(
1 ; La barr era ha s ido cr uz ado en la fe cha T (¡ · T )

i(¡ · T ) =
2; La barr era no ha sido c ruzado en la fecha T (¡ > T )

C ons ideremos una opci¶on que vence en T con precio de ej ercico K . El valor de una op ci¶on
call down-and-in en su vencimiento est¶a de¯nido por el pago:

D I C [S (T ) ; 0; K ; b ] ´ i(¡ · T ) m a x f S ( T ) ¡ K ; 0g

Si la barr era es cruzada durant e la vida de la op ci¶on en ¡ · T , e ntonces i(¡ · T ) = 1
y se t iene un pago de un call est ¶andar. Si la barr era no es cruzada, ¡ > T entonces
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i(¡ · T ) = 0 y el pago de la opci¶on es cer o s in c ons iderar el prec io a mercado del act ivo
subyac ente.

Valuemos una op ci¶on call down-and-in para demos trar s u equivalencia a una op ci¶on call
ordinar ia me nos una opci¶on c all down- and- out . Hay una relaci¶on intr¶³ns eca entre la op-
ciones down- and- in y down-and-out, asumiendo que para ambas opciones que no existen
reemb olsos. Es ta r elaci¶on puede s er vis ta como sigue. Durant e la vida de la opci¶on, la
barrer a puede o no ser cruzada. Usando la funci¶on indicadora de¯nida e n los dos cas os
ant erior es, se puede es cribir

1 = i(¡ · T ) + i(¡ > T )

Sustituyendo la expresi¶on ant erior en la expr esi¶on ante anterior, r eescr ibimos e l pago de
una opci¶on call down-and-in como:

D I C [S (T ) ; 0; K ; b ] = [1 ¡ i(¡ > T ) ] m a x f S (T ) ¡ K ; 0g
= m a x f S (T ) ¡ K ; 0g ¡ i(¡ > T ) m a x f S (T ) ¡ K ; 0g

El primer t¶ermino sobre la der echa repr esent a el pago para un call ordinario, y el segundo
t¶er mino es el pago de una opci¶on call down-and-out. Est o da la re laci¶on equivalente ent re
la opci¶on down- and- in y una opci¶on call es t¶andar menos un call down-and-out.

Supongamos que sobre la vida de la op ci¶on down-and-in, la barrer a nunca es cruzada.
(¡ < T ) . En conse cue ncia, p or de¯nic i¶on, el lado izquier do de la expres i¶on anterior, e l
valor de la op ci¶on es cero ya que la barrera no ha sido t ocada. En el lado der echo de
la expres i¶on anterior, estamos largos e n una opci¶on call ordinaria. Por lo tanto, las dos
opciones s on canceladas y el valor neto es ce ro. Amb os lados de la expresi¶on ant erior son
iguales a cero.

Ahora supongamos que sobre la vida de la opci¶on down-and-in, la barrer a es cruzada
(¡ · T ) . Por cons iguiente, la opci¶on down-and-out dej ¶o de existir (¡ · T ) , entonces
tenemos una opci¶on call es t¶andar . Nuevament e, amb os lados de la expre si¶on s on iguale s.

Entonces dada la expr esi¶on anter ior, para cualquier vencimiento t, el valor de la op ci¶on
down-and-in est¶a dado p or:

D I C [S (0) ; T ; K ; b] = c [S (0) ; T ; K ] ¡ D O C [S (0) ; T ; K ; b]

donde c [S (0) ; T ; K ] es el valor de una opci¶on call europ ea con pr ecio de ej ercicio K y
vencimiento T. Esta ecuaci¶on muestra que el valor de un down- and- in es equivalente al
valor de un call est ¶andar menos una op ci¶on down- and- out .

24



El valor de un put down- and- in en T con pr ecio de ej ercicio K est ¶a de¯nido por

D I P [ S (T ) ; 0; K ; b ] ´ i( ¡ · T ) m a x f K ¡ S (T ) ; 0g

Repitiendo la l¶ogica usada para deducir la expres i¶on anterior, tenemos:

D I P [S (T ) ; 0; K ; b ] = m a x f K ¡ S (T ) ; 0g ¡ i(¡ > T ) m a x f K ¡ S ( T ) ; 0g

El primer t¶ermino de la derecha repr esent a el pago para un put es t¶andar , y el segundo
t¶er mino es el pago de un put down- and- out . En consecuencia, antes del vencimiento:

D I P [S (0) ; T ; K ; b ] = p [S (0) ; T ; K ] ¡ D O P [S (0) ; T ; K ; b ]

donde p [ S (0) ; T ; K ] es el valor de un put europ eo est¶andar con precio de ej ercicio K y
vencimiento T . Esta expres i¶on muest ra la equivale nc ia entre una op ci¶on put down- and- in
es una opci¶on put ordinaria menos una opci¶on down-and-out put.

Par a una opci¶on up-and-out se tiene una barr era s uperior. Si el pr ecio de mercado de l
activo est ¶a por arr iba de la bar rera, la opc i¶on dej a de existir, como se muestra en la F igura
2. Se pue de prop orcionar un reembolso si la barrera es c ruzada. La magnitud de l reembolso
(pos ible ment e cero) est¶a espec i¯cada cuando el contr ato es inic iado.

Figura 1 . Opci¶on Up-and-out

Suponiendo que no existen r eembols os, una opci¶on call up- and- out con vencimiento T y
precio de ej er cicio K, en el que la barr era es t¶a denotada p or b tiene un valor dado por:

U O C [ S ( T ) ; O ; K ; b ] ´ i(¡ · T ) m a x f S (T ) ¡ K ; 0g
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Si la bar rrer a no ha sido tocada (¡ > T ) entonces i(¡ > T ) = 1 y se tiene un pago ordinar io
de una opci¶on call est¶andar. Si la barrera ha sido cr uzada (¡ · T ) ent onc es i(¡ > T ) = 0
y el pago de la opci¶on es cer o sin consider ar el precio de me rcado del activo.

Par a K ¸ b el valor de UO C es siempr e cero, porque para que una UOC tenga valor, e l
precio de mercado del subyacente debe s er m¶as grande del precio de ej ercicio. Pero e sto
implic ar¶³a que la barrera fue ra cruzada y en c ons ecuencia, la op ci¶on dej ar¶a de existir.

Si el cont rato up-and-out gana un reembolso cuando la barr era es c ruzada entonces se
necesita valuar este reembolso y a~nadirlo al valor de la opci¶on.

C ons ideremos una op ci¶on put up- and- out que vence en T con pr ecio de ej ercicio K. El
pago de un put up- and- out est ¶a dado por:

U O P = [ S ( T ) ; O ; K ; b ] ´ i(¡ > T ) m a x f K ¡ S (T ) ; 0g

Una opci¶on put up- and- in no tiene valor en el ve ncimiento a menos que el pre cio de mercado
est¶e p or arriba de la barr era b durante la vida de la opci¶on. Entonces el pago de un put
up-and-in estar¶a dado por:

U I C [S (T ) ; O ; K ; b ] ´ i(¡ · T ) m a x f S (T ) ¡ K ; 0g

Si la barrera es alcanzada durante la vida de la opci¶on ( ¡ · T ) , ent once s i( ¡ · T ) = 1
y tenemos un pago de un call ordinario. Si la barr era no es cruzada (¡ > T ) entonces
i(¡ · T ) = 0 y la op ci¶on vale cer o, sin conside rar e l nivel de precio de mercado de l
activo. Valuamos un UIC mos trando la equivalencia con un call or dinaria menos UOC .
Esta de rivaci¶on es t¶a basada en la r elaci¶on intr¶³ns eca entre un UIP y UO P asumiendo que
ambas opcione s no pagan reemb olsos. Usando la ecuaci¶on ant erior podemos reescr ibir e l
pago de un UIC como

U I C [ S (T ) ; O ; K ; b ] = m a x f S (T ) ¡ K ; 0g ¡ i(¡ > T ) U O C [S (T ) ; O ; K ; b ]

Dada la expresi¶on anterior para cualquier tiemp o t antes del ve ncimiento, el valor de un
UIC est¶a dado p or

U I C [S (T ) ; O ; K ; b ] = c [ S ( 0) ; T ; K ] ¡ i( ¡ > T ) U O C [ S ( T ) ; O ; K ; b ]

donde c [S (0) ; T ; K ] es el valor de un call europeo est¶andar con precio de ej ercicio K y
vencimiento en T.
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El pago de una opci¶on put up-and-in est¶a de¯nido por:

U I P [S (T ) ; O ; K ; b ] ´ i( ¡ · T ) m a x f K ¡ S (T ) ; 0g

Repitiendo el mis mo argumento dado e n el valor de UIP anterior

U I C [S (T ) ; O ; K ; b ] = p [S (0) ; T ; K ] ¡ i(¡ > T ) U O C [S (T ) ; O ; K ; b]

Pas emos ahora a las alternativas de soluc iones cerr adas par a la valuaci¶on de op ciones de
barrer a, ob j eto pr incipal del pr esente tr aba j o.
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C a p¶³tu lo 2

A lt e r n a t iv a s p a r a o b t e n e r la V a lu a c i¶o n d e O p c io n e s d e B a r r e r a

A continuaci¶on s e discutir¶an t res extensiones del modelo B lack - Scholes de opciones eur o-
peas ordinarias para obtener soluciones cer radas para la valuaci¶on de opc iones de barrer a,
conside rando enfoques basados en la probabilidad y utilizando resultados der ivados de
soluciones de ecuaciones difer enc iales , as¶³ como la ext ensi¶on propuest a por Reiner y Ru-
binst enin (1 991 ) para las f¶ormulas anal¶³ticas cer radas de los ocho tip os de opciones de
barrer a que existen.

2 .1 E n fo q u e P ro b a b il¶³st ic o

Una vez e xplicados los conceptos y de¯niciones c ontenidas en el cap¶³tulo ant erior , en e sta
secc i¶on nos enfo caremos en los cuatr o t ipos de opciones de barr era: up-and-out, down-
and-out, up- and- in y down-and-in.

Par a los contratos up-and-out, s ea X = ª(S ) un pago cont ingent e est¶andar. Entonces e lT
cont rato up-and-out est¶a de ¯nido como s igue.

D e ¯ n ic i¶o n 2 .1 .

El contrat o up-and-out es t¶a de¯nido como,

(
X s i S < b 8 t 2 [0; T ]tb0X =

0 s i S ¸ b p a r a c u a lq u ie r t 2 [0; T ]t

donde b > S es constante y se llama la barrera.0

bPar a valuar es te contrato nec esit amos ª (S ) la c ual est ¶a de¯nida como:T

(
ª (x ) s i x < bbª (x ) =

0 s i x ¸ b

boEl precio de ar bitra j e ¼ ( t; S ; ª) con S el precio de mer cado e n el tiempo t, est ¶a dadot t
por el siguiente teorema.
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T e o e r e m a 2 .1 . ( E l p r e c io lib r e d e a r b it r a je d e u n c o n t r a t o u p -a n d -o u t )

b oSea X = ª (S ) un pago contingente, X de¯nido como antes y S < b .T t

b oEntonces el precio libre de ar bitra j e de X e s

µ ¶ 2 ¹r µ ¶22¾b bb 0 b b¼ (t; S ; ª) = ¼ (t; S ; ª ) ¡ ¼ t; ; ª ;t t S St t

1 2donde ¹r = r ¡ ¾ .2

Par a demos trar lo anterior , sin pe rder generalidad asumamos que t = 0 y S = s . Por la0
f¶ormula de valuac i¶on neutral al rie sgo tenemos que

· ¸b oXbo ¤¼ (0; s ; ª) = B E jF0 P 0B T" ( )#
¡ r T= e E ª (S ) I sup S < bP ¤ T t

t2 [0 ;T ]
£ ¤¡ r T b= e E ª (S )P ¤ T ¤ ¿ (b)
Z b

¡ r T b= e E ª (x ) f (x ) d xP ¤
¡ 1

donde f ( x ) es funci¶on de dens idad para S .T ¤ r (b )

¤Ba j o la probabilidad neutral al ries go P tenemos que

1 2 ¤((r ¡ ¾ )T + ¾ W )T2S = s eT
2 ¤1(ln s + (r ¡ ¾ )T + ¾ W )T2= e

1 ¤Sea X = ln s + (r ¡ ) T + ¾ W , ent once s X es s oluci¶on aT 2 TT2 ¾

8
1< 2 ¤d X = (r ¡ ¾ ) d t + ¾ d Wt t2: X = ln s0

De la s ecci¶on pre via sabemos que la funci¶on de densidad g (x ) par a X esT ¤ ¿ (ln b )
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p
g (x ) = ' (x ; ¹r T + ln s ; ¾ T )

p2 ¹r ( ln b ¡ ln s )
2¾¡ e ' (x ; ¹r T ¡ ln s + 2 ln b ; ¾ T ) ;

1 2donde ¹r = r ¡ ¾ .2

X ¤ ¿ (b )TSi escribimos S = e , entonces t enemosT ¤ ¿ (b)

Z Zb ln b
¡ r T b ¡ r T b xe ª ( x ) f ( x ) d x = e ª (e ) g (x ) d x

¡ 1 ¡ 1Z ln b p¡ r T b x=e ª ( e ) ' (x ; ¹r T + ln s ; ¾ T ) d x
¡ 1

2 ¹rµ ¶ Z µ µ ¶ ¶ln b2 2 p¾b br T b x¡ e ª (e ) ' x ; ¹r T + ln ; ¾ T d x ;
s s¡ 1

b xsi x > ln b ent onc es ª ( e ) = 0, t anto que sin hacer alguna difer encia si integr amos para
+1 en vez de ln b. Ahora tenemos

Z + 1 p
b o ¡ r T b x¼ (0; s ; ª) = e ª (e ) ' (x ; ¹r T + ln s ; ¾ T ) d x

¡ 1
2 ¹rµ ¶ Z µ µ ¶ ¶+ 12 2 p¾b b¡ r T b x¡ e ª (e ) ' x ; ¹r T + ln ; ¾ T d x :

s s¡ 1

p
En la primera integral r econocemos ' (x ; ¹r T + ln s ; ¾ T ) como funci¶on de densidad para X T³ ³ ´ ´p2bcon X = ln s y la s egunda inte gral ' x ; ¹r T + ln ; ¾ T como funci¶on de densidad0 s

2bpara X con X = ln .T 0 s

Sea

8 1 X TS = e s i X = ln s< 0T
2b2 X: TS = e s i X = ln0T s

Esto de ja
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2 ¹rµ ¶
2£ ¤ ¾ £ ¤bbo r T b 1 ¡ r T b 2¤ ¤¼ ( 0; s ; ª ) = e E ª (S ) ¡ e E ª (S )P PT Ts

:
2 ¹rµ ¶ µ ¶

2 2¾b bb b= ¼ (0; s ; ª ) ¡ ¼ 0; ; ª
s s

El contrat o down-and-out es de¯nido de una for ma similar al contrato up- and- out .

D e ¯ n ic i¶o n 2 .2

El contrat o down-and-out es t¶a de¯nido c omo,

(
X s i S > b 8 t 2 [0; T ]tX =b o

0 s i S · b p a r a c u a lq u ie r t 2 [0; T ]t

donde b < S es constante y es llamada la bar rera.0

Par a valuar es te contrato nec esit amos la funci¶on ª (S ) de¯nida comob T

(
ª(x ) s i x > b

ª ( x ) = (2 :1 )b
0 s i x · b

El precio de un contrato down-and-out est¶a dado por el teore ma que se indica a conti-
nuaci¶on, pero la prueba s e omite p orque e s casi id¶e ntica a la demost raci¶on del Teor ema
2.1 .

T e o r e m a 2 .2 ( E l p r e c io lib r e d e a r b it r a je d e u n c o n t r a t o d o w n -a n d -o u t )

Sea X = ª( S ) un pago contingente, X de¯nido como ant es y S > b entonces, el pre cioT b o t
libre de arbitr aj e de X esb o

2 ¹rµ ¶ µ ¶22¾b b
¼ (t; S ; ª ) = ¼ (t; S ; ª ) ¡ ¼ t; ; ª :b o t t b bS St t

1 2donde ¹r = r ¡ ¾ .2

Par a valuar, p or ej emplo una opci¶on call europea up- and- out, necesitamos sab er que la
funci¶on de valuaci¶on es lineal.
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L e m a 2 .1

La funci¶on de valuac i¶on ¼ es lineal en el t ercer argument o, es decir,

¼ ( t; S ; ® ª + ° ¨) = ® ¼ (t; S ; ª ) + ° ¼ (t; S ; ¨)t t t

para algunas constantes reales ® ; ° y par a cualquier funci¶on de los contratos ª y ¨ .

La f¶ormula de valuaci¶on neutr al al riesgo da

· ¸
® ª + ° ¨

¤¼ (t; S ; ® ª + ° ¨) = B E j Ft t P tB T· ¸ · ¸
ª ¨

= ® B E ¤ j F + ° B E ¤ j Ft P t t P tB BT T

= ® ¼ (t; s ; ª ) + ° ¼ (t; s ; ¨) :

En la segunda igualdad us amos la linealidad del valor esp erado.

Tambi¶en nec esit amos un pago c ontingente h (S ; b ) el cual est¶a de¯nido comoT

(
1 s i S > bT

h (S ; b ) =T
0 s i S · bT

El pr ecio libr e de arbitra j e de h (S ; b ) es t¶a dado por el siguiente Lema.T

L e m a 2 .2

El pr ecio libr e de arbitra j e de h (S ; b ) esT

" #¡ ¢
S 1 2tln + (r ¡ ¾ ) (T ¡ t)¡ r (T ¡ t) b 2p¼ (t; S ; h (S ; b ) ) = e N : (2 :2)t T

¾ T ¡ t

La f¶ormula de valuaci¶on neutr al al riesgo da que

· ¸
h ( S ; b)T

¤¼ (t; S ; h (S ; b ) ) = B E j F : (2 :3)t T t P tB T
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Por el mismo ar gumento utilizado en la demost raci¶on del Teorema 1 . 4 del cap¶³tulo ant erior ,
es su¯ciente considerar el valor espe rado no condicional si usamos la misma notaci¶on que
en el Teor ema 1 . 4, t ene mos

· ¸
h (S ; b )T

¤¼ ( t; s ; h (S ; b ) ) = B ET t P B T
¡ r (T ¡ t) ¤= e E [ I f S > bg ]P Tn op21¡ r (T ¡ t) ¤ (r ¡ ¾ )(T ¡ t)+ ¾ Y T ¡ t2= e P s e > b

½ µ ¶ ¾p1¡ r (T ¡ t) ¤ 2= e P ln(s ) + r ¡ ¾ (T ¡ t) + ¾ Y T ¡ t > ln(b )
2½ µ ¶ ¾p 1¡ r (T ¡ t) ¤ 2= e P ¾ Y T ¡ t > ln(b ) ¡ ln(s ) ¡ r ¡ ¾ (T ¡ t) +

2½ µ ¶ µ ¶ ¾p b 1¡ r (T ¡ t) ¤ 2= e P ¾ Y T ¡ t > ln ¡ r ¡ ¾ ( T ¡ t) +
s 2( )¡ ¢ ¡ ¢b 1 2ln ¡ r ¡ ¾ (T ¡ t)¡ r (T ¡ t) ¤ s 2= e P Y > p

¾ T ¡ t
( )¡ ¢ ¡ ¢s 1 2ln + r ¡ ¾ (T ¡ t)¡ r (T ¡ t) ¤ b 2p= e P Y <

¾ T ¡ t
" #¡ ¢ ¡ ¢

s 1 2ln + r ¡ ¾ (T ¡ t)¡ r (T ¡ t) b 2p= e N :
¾ T ¡ t

En la ¶ultima ecuaci¶on usamos la simetr¶³a de la dist ribuci¶on nor mal.

A efecto de tener una notaci¶on m¶as corta de¯namos C (t; S ; x ) como el pr ecio libre det
arbit ra j e de un call europero con precio de ej ercicio x .

Tambi¶en de¯namos H (t; S ; y ) como el precio libre de arbitra j e de h (S ; y ) dado p or lat t
ecuaci¶on (2.2) .

Ahora tenemos que el prec io libre de arbitr aj e de una opci¶on call europ ea up- and- out e st¶a
dado por el siguiente Lema.

L e m a 2 .3 ( E l p r e c io lib r e d e a r b it r a je d e u n c a ll u p -a n d -o u t )

+Sea ª = (S ¡ K ) y S < b entonces s i b · K el pr ecio e sT 0

bo¼ (t; s ; ª) = 0;

y cuando b > K tenemos

33



b o¼ (t; s ; ª ) = C (t; S ; K ) ¡ (b ¡ K ) H (t; S ; b ) ¡ C (t; S ; b)t t t
2 ¹rµ ¶ µ ¶2 2 22¾b b b b¡ C (t; ; K ) ¡ (b ¡ K ) H (t; ; b ) ¡ C (t; ; b ) :

S S S St t t t

Par a demost rarlo consider emos los s iguie ntes casos:

Si b · K es f¶acil ve r que

bª = 0

por lo que el Teor ema 2. 1 . tenemos que

bo¼ (t; s ; ª) = 0:

Si b > K entonces vemos que

b + +ª (S ) = (S ¡ K ) ¡ ( b ¡ K ) h (S ; b ) ¡ (S ¡ b ) ;T T T T

por el Teorema 2.1 ahor a tenemos

b o + +¼ (t; S ; ª ) = ¼ (t; S ; ( S ¡ K ) ¡ (b ¡ K ) h ( S ; b ) ¡ (S ¡ b) )t t T T T
2 ¹rµ ¶ µ ¶

2 2 (2 :3)¾b b + +¡ ¼ t; ; (S ¡ K ) ¡ (b ¡ K ) h (S ; b ) ¡ (S ¡ b )T T TS St t

Por Lema 2.1 la ecuaci¶on (2.3) es igual a

C (t; S ; K ) ¡ (b ¡ K ) H (t; S ; b ) ¡ C (t; S ; b )t t t

2 ¹rµ ¶ µ ¶2 2 22¾b b b b¡ C ( t; ; K ) ¡ (b ¡ K ) H (t; ; b ) ¡ C ( t; ; b )
S S S St t t t

Ahora de¯niremos los contratos up- and- in y down-and-in. Como se disc ut i¶o en el cap¶³tulo
ant erior , los cont ratos de t ipo in son de alguna forma opuestos a los c ontratos de tipo out
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por que e n los contratos in son menos costosos si e l pr ecio a mercado del s ubyacent e no
to ca la barre ra, mient ras que los contratos out son menos c os tosos si el precio de mercado
del subyacente t oca la barrer a.

Si X = ª (S ) es un pago contingente ordinar io es transparente que los contratos up- and- inT
y down- and- in s on de¯nidos como sigue :

D e ¯ n ic i¶o n 2 .3

El contrat o up-and-in est¶a de¯nido como,

(
X s i S ¸ b p a r a cu a lq u ie r t 2 [0; T ]tb iX =

0 s i S < b 8 t 2 [0; T ]t

donde b > S es una constante llamada la barr era.0

D e ¯ n ic i¶o n 2 .4

El contrat o down-and-in est¶a de¯nido como,

(
X s i S · b p a r a c u a lq u ie r t 2 [0; T ]tX =b i

0 s i S > b 8 t 2 [0; T ]t

donde b > S es una constante llamada la barr era.0

b iPar a cono cer los precios libr es de ar bitra j e ¼ ( t; s ; ª) y ¼ ( t; s ; ª) r espect ivamente usar e-b i
mos el si-guiente lema, que fue discutido de manera intuit iva e n e l Cap¶³tulo 1 y que ahora
ser ¶a formalizado.

L e m a 2 .4 ( P a r id a d I n - O u t d e O p c io n e s d e B a r r e r a )

El pr ecio de un cont rato up-and-in es,

b i b0¼ ( t; s ; ª) = ¼ ( t; s ; ª) ¡ ¼ (t; s ; ª ) ; (2 :4)

y para to do contr ato down-and-in tenemos ,

¼ ( t; s ; ª) = ¼ ( t; s ; ª) ¡ ¼ (t; s ; ª) ; (2 :5)b i b 0
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Si compr amos un contrato up-and-in y un contrato up-and-out de X , amb os con la mis ma
barrer a, r ecibir emos exactamente X el d¶³a de e jer cicio. Ent onc es te nemos,

bi bo¼ ( t; s ; ª) = ¼ (t; s ; ª ) + ¼ (t; s ; ª ) ;

y de ello se obtiene inmediatamente la ecuaci¶on ( 2.4) .

Par a la ecuaci¶on (2. 5) s e sigue el mismo pro cedimiento.

El pr ecio libr e de arbitra j e de dos cont ratos est¶an dados por los s iguientes dos teor emas.

T e o r e m a 2 .3 ( E l p r e c io lib r e d e a r b it r a je d e u n c o n t r a t o u p -a n d -in )

b iSea X = ª( S ) un pago contingente, X de¯nido como antes y S < b entonces, el pre cioT t
bilibre de arbitr aj e de X es

2 ¹rµ ¶ µ ¶
2 2¾b bb i b¼ (t; S ; ª) = ¼ (t; S ; ª ) + ¼ t; ; ª ;t t b S St t

1 2donde ¹r = r ¡ ¾ .2

Por Lema 2.4 s e sigue que

b i bo¼ ( t; s ; ª) = ¼ (t; s ; ª ) ¡ ¼ (t; s ; ª ) ;

aplicando el Teorema 2.1 t enemos

2 ¹rµ ¶ µ ¶
2 2¾b bb i b b¼ (t; s ; ª) = ¼ (t; s ; ª) ¡ ¼ (t; s ; ª ) + ¼ t; ; ª :

S St t

b bDe las de¯niciones de ª y ª vemos que ª = ª + ª . Us ando la linealidad de la funci¶onb b
de valuaci¶on,

bi b b¼ (t; s ; ª ) = ¼ (t; S ; ª ) + ¼ ( t; S ; ª ) ¡ ¼ (t; S ; ª )t t b t
2 ¹rµ ¶ µ ¶22¾b b b+ ¼ t; ; ª :S St t

2 ¹rµ ¶ µ ¶22¾b b b= ¼ (t; S ; ª ) + ¼ t; ; ªt b S St t
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T e o r e m a 2 .4 ( E l p r e c io lib r e d e a r b it r a je d e u n c o n t r a t o d o w n -a n d -in )

Sea X = ª (S ) un cobro contingente, X de¯nido anteriormente y S > b entonces, e lT bi t
precio libre de arbitr aj e de X e sb i

2 ¹rµ ¶ µ ¶
2 2¾b bb¼ (t; S ; ª ) = ¼ (t; S ; ª ) + ¼ t; ; ª ;bi t t bS St t

1 2donde ¹r = r ¡ ¾ .2

La prueba es cas i id¶entica a la demostr aci¶on del Teorema 2. 3 por lo que tambi¶en es omitida.

2 .2 E n fo q u e d e E c u a c io n e s D ife r e n c ia le s d e D ifu si¶o n d e l C a lo r

C omo s e ha vis to, si en una opci¶on europe a de c ompra del tipo down- and- out el pre cio
del act ivo subyace nte, S , p ermanece por arriba de su barr era, B , es de cir, S > B ent t
0 · t · T , entonces la op ci¶on t iene un valor intr¶³ns eco igual a max(S ¡ K ; 0) , y en es teT
caso, el pr ecio de la opci¶on satis face la ecuaci¶on diferencial parcial parb¶olica de segundo
orden de Black- Scholes .

0Sin embargo, si par a alg ¶un t 2 (0; T ] , la bar rera se activa, es decir, S 0 = B , entoncest
el precio de la op ci¶on es cer o. Ba j o supuestos t¶³picos, es p osible encontrar una f¶ormula
expl¶³cita para el valor de una opci¶on europe a de compra del tipo down-and-out. Por e l
momento, examinemos el caso K ¸ B , es de cir, el precio de ej ercicio excede a la bar rera.

En lo que s igue, se denotar¶a el precio de una op ci¶on europ ea de compr a del tip o down-
and-out por c ( S ; t) . Sup ongamos que el activo subyacente es una acci¶on que no pagaD O t
dividendos. Mientras S es mayor que B , el valor de la opci¶on c (S ; t) satisface lat D O t
ecuaci¶on:

2@ c @ c 1 @ cD O D O D O 2 2+ r S + ¾ S ¡ r c = 0t D O2@ t @ S 2 @ St t

con condic i¶on ¯nal

c (S ; T ) = max( S ¡ K ; 0) :D O t T

Sin e mbargo, si S alcanza a B , entonces la opci¶on pierde su valor, por lo c ualt

c ( b; t) = 0:D O
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Par a encont rar c (S ; t) que resuelva el plante miento anterior, primero s e utiliza el si-D O t
guiente cambio de variable :

xS = K e
T ¡ ¿

t = (2 :6)1 2¾2
® x + ¯ ¿c = K e À ( x ; ¿ )D O

con

1
® = ¡ (k ¡ 1 )

2
1 2¯ = ¡ (k + 1 )
4

2 r
· =

2¾

De esta manera, la barr era s e transfor ma en

µ ¶
B

x = ln0 K

y el pr oblema de valuar una opci¶on de compr a del tip o down-and-out s e trans for ma en

2@ À @ À
=

2@ ¿ @ x
(2 :7)x · x · 10

¿ ¸ 0

con

À (x ) ´ À (x ; 0)0 ³ ´
1 1(k + 1 )x (k ¡ 1 )x2 2= max e ¡ e ; 0 x · x · 10

y

À (x ) = 0 (2 :8)0
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Esta ¶ultima condici¶on, que se a~nade a la ecuaci¶on de calor, puede tratar se a tr av¶es de l
m¶et odo de im¶agenes. La interpre taci¶on ahora es que el calor se difunde en una barra
semi-in¯nita con temper atura cer o en el punto x = ln(B = K ) .

La difusi¶on del calor en una barra es independiente del s ist ema de coordenadas que se
elij a par a s u es tudio. Por lo t anto, la ecuaci¶on (2.8) es invariante baj o tr as laciones, de x
a x + x , o r e°e xiones , de x a ¡ x . En consecuencia, s i À ( x ; ¿ ) es una soluci¶on de (2.6) ,0
ent onces À (x + x ; ¿ ) y À (¡ x + x ; ¿ ) s on tambi¶en soluciones par a cualquier const ante x .0 0 0
Se ve r¶a ahora como se r esuelve un problema de difusi¶on de calor en una barr a semi-in¯nita
con el m¶et odo de im¶agenes mediante los s iguientes pasos.

Primero, s e r esuelve el problema par a una barra in¯nita hecha de dos bar ras semi-in¯nitas
con distribuciones iniciale s de temp eraturas opuestas pe ro de la mis ma magnitud, es decir ,
media barr a es caliente y media barra es fr¶³a. De esta manera, la temp eratura en e l
punto de uni¶on de las barras es cero. Se r e°e jan los valores iniciales, x ¸ x , en el punto0
x = ln ( B = K ) . Al mis mo t iemp o, con la r e°exi¶on se est¶an cambiando los s ignos lo que
garantiza (2. 8) . Por lo anterior , tenemos que, en lugar de resolver con (2.7) y (2. 8) en e l
intervalo x · x · 1 se r esuelve (2.7) para to do x s uj et o a:0

u (x ; 0) = À (x ) ¡ À ( 2 x ¡ x ) ¡ 1 > x > 1 (2 :9)0 0 0

En efecto, por el m¶eto do de im¶agenes, se t iene que:

À ( ¡ x ) = À ( ¡ (x ¡ x ) )0 0 0

= À ( ¡ x + x ) :0 0

En la segunda igualdad se ha utilizado una pr imer a traslaci¶on de x a x ¡ x . Si adem¶as se0
hace otr a tras laci¶on de x a x ¡ x , s e tiene que0

À (¡ x ) = À ( ¡ (x ¡ x ) + x )0 0 0 0
(2 :1 0)

= À ( 2 x ¡ x )0 0

Esto es,

8 ³ ´
1 1(k + 1 )x (k ¡ 1 )x> 2 2< max e ¡ e ; 0 = u (x ) s i x ¸ x ;0 0

u (x ; 0) = ³ ´ (2 :1 1 )
1 1> (k + 1 )(x ¡ x ) (k ¡ 1 )(x ¡ x )0 0: 2 2¡ max e ¡ e ; 0 s i x < x ;0

Evidentemente, u (x ; 0) = 0. De es ta maner a u (x ; ¿ ) satisface0
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2@ u @ u (2 :1 2)= ; ¡ 1 · x · 1 ; ¿ ¸ 0;
2@ ¿ @ x

con

u (x ) ´ u (x ; 0) (2 :1 3)0

y

u (x ) = 0 (2 :1 4)0

la cual es la ecuaci¶on t¶³pica de calor y su soluci¶on es t¶a dada por :
Z + 1 2¡ (s ¡ x )1

4 ¿pu ( x ; ¿ ) = u ( s ) e d s (2 :1 5)02 ¼ ¿ ¡ 1

y

® x + ¯ ¿c ( S ; t) = K e u (x ; ¿ )D O t

donde ® ; ¯ s e toman como en (2.6) .

Se re aliza a continuaci¶on el siguient e cambio de variable:

s ¡ x
y = p

2 ¿

p
x = s ¡ y 2 ¿

p
s = x + y 2 ¿

est o implica que:

p
d s = 2 ¿ d y :

Por lo tanto,
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Z + 1 2¡ (s ¡ x )1
4 ¿pu ( x ; ¿ ) = u (s ) e d s02 ¼ ¿ ¡ 1Z + 1 2p ¡ y1

2= p u (x + 2 ¿ y ) e d y :02 ¼ ¡ 1

p
Si se s us tit uye el valor de u (x + 2 ¼ y ) dado en ( 2.1 1 ) , se tiene:0

u ( x ; ¿ ) =
2 x ¡ xZ 0p ³ ´p p 22 ¿ ¡ y1 1 1(k + 1 )(x ¡ (x + 2 ¿ y )) (k ¡ 1 )(x ¡ (x + 2 ¿ y ))0 02 2 2p [ ¡ max e ¡ e ; 0 e d y

(2 :1 6)2 ¼ ¡ 1Z + 1 p p 2¡ y1 1(k + 1 )(x + 2 ¿ y )) (k ¡ 1 )(x + 2 ¿ y ))2 2 2+ max (e ¡ e ; 0) e d y ]
2 x ¡ x0p

2 ¿

p p
Ahora bien, dado que y < (2 x ¡ x ) = 2 ¿ para la prime r int egral y y > ¡ x = 2 ¿ para la0
segunda, la ec uaci¶on (2. 1 6) se pue de reesc ribir como:

2 x ¡ xZ 0p p2 ¿1 1 1 2(k + 1 )(x ¡ (x + 2 ¿ y )) ¡ y0 2 2u (x ; ¿ ) = p (¡ e e d y
2 ¼ ¡ 1
2 x ¡ xZ 0p p2 ¿ 21 1(k ¡ 1 )(x ¡ (x ¡ 2 ¿ y )) ¡ y0 2 2+ e ) e d y

¡ 1Z 1 p
1 1 2(k + 1 )(x + 2 ¿ y )) ¡ y2 2+ e e d y

¡ xp
2 ¿Z 1 p

1 1 2(k ¡ 1 )(x + 2 ¿ y )) ¡ y2 2¡ e ) e d y )
¡ xp

2 ¿

= ¡ £(k + 1 ) + £( k ¡ 1 ) + ª(k + 1 ) ¡ ª (k ¡ 1 ) ;

donde las funciones ª y £ se de¯nen, resp ectivamente como:

2 x ¡ xZ 0p p2 ¿ 1 1 21 (k + 1 )(x ¡ (x + 2 ¿ y )) ¡ y0 2 2£(k + 1 ) = p e e d y (2 :1 7)
2 ¼ ¡ 1

y
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Z 1 p1 1 1 2(k + 1 )(x + 2 ¿ y ) ¡ y2 2ª( k + 1 ) = p e e d y (2 :1 8)
¡ x2 ¼ p

2 ¿

La integr al £ se resuelve a continuaci¶on:

£ (k + 1 )
2 x ¡ xZ 0p p2 ¿1 1 1 2(k + 1 )(x ¡ (x + 2 ¿ y )) ¡ y0 2 2p= e e d y

2 ¼ ¡ 1
2 x ¡ xZ 0p p2 ¿ 1 1 1 21 (k + 1 )x ¡ (k + 1 )x ¡ (k + 1 ) 2 ¿ y ¡ y0 2 2 2= p e e d y

2 ¼ ¡ 1
2 x ¡ xZ 0p p2 ¿ 21 1 1(k + 1 )x ¡ (k + 1 )x ¡ y + (k + 1 ) 2 ¿ y[ ]0 2 2p= e e d y

2 ¼ ¡ 1
2 x ¡ xZ 0 £ ¤p p pp 22 1 2 12 ¿1 1 1 ¡ y + (k + 1 ) 2 ¿ y + (k + 1 ) 2 ¿(k + 1 )x ¡ (k + 1 )x + (k + 1 ) 2 ¿ ( )0 ( ) 2 22 4= p e e d y

2 ¼ ¡ 1
2 x ¡ xZ 0p p p2 22 ¿ 1 1 11 (k + 1 )x ¡ (k + 1 )x + (k + 1 ) 2 ¿ ¡ y + (k + 1 ) 2 ¿0 ( ) [ ]2 4 2p= e e d y

2 ¼ ¡ 1
2 x ¡ xZ 0p p 22 ¿1 1 1 2 1¡ y + (k + 1 ) 2 ¿(k + 1 )x ¡ (k + 1 )x + 2 ¿ (k + 1 ) [ ]0 2 4 2= p e e d y

2 ¼ ¡ 1
2 x ¡ xZ 0p p p2 ¿ 2 2 21 1 1 1 1(k + 1 )x ¡ (k + 1 )x + (k + 1 ) ¿ ¡ (y + (k + 1 ) 2 ¿ y + ((k + 1 ) 2 ¿ ) )0 2 4 2 2p= e e d y

2 ¼ ¡ 1
2 x ¡ xZ 01 1 2 p(k + 1 )x ¡ (k + 1 )x + (k + 1 ) ¿ p0 2 4 2 ¿e 1 1 2¡ [y + ((k + 1 ) 2 ¿ )]2 2p= e d y

2 ¼ ¡ 1
(2 :1 9)

Se de¯ne ahora otro cambio de variable

p1
² = y + ( k + 1 ) 2 ¿

2

p
As¶³, d ² = d y . O bserve que cuando y = (2 x ¡ x ) = 2 ¿ , entonces0

p2 x ¡ x 10² = p + ( k + 1 ) 2 ¿
22 ¿

2 x ¡ x + (k + 1 ) ¿0 p=
2 ¿
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Des pu¶es de sus tituir (2. 1 9) en (2.1 8) , se tiene que:

£ (k + 1 )
2 x ¡ x + (k + 1 )¿Z 0 p

2 ¿1 1 2 1 1 2(k + 1 )x ¡ (k + 1 )x + (k + 1 ) ¿ ¡ ²0 2 4 2= e p e d ² (2 :20)2 ¼ ¡ 1Z
1 1 2 1 1 2(k + 1 )x ¡ (k + 1 )x + (k + 1 ) ¿ ¡ ²0 2 4 2= e p e d ²£ ¤

2 x ¡ x + ( k + 1 ) ¿02 ¼ p¡ 1 < ²<
2 ¿

Si se de¯ne

2 x ¡ x + (k + 1 ) ¿0d = p1
2 ¿

y

Z d 1
21 1¡ ²2p© (d ) = e d ²;1

2 ¼ ¡ 1

se tiene, ¯nalme nte que

21 1(k + 1 )x ¡ (k + 1 )x + (k + 1 ) ¿0 2 4£( k + 1 ) = e © (d ) : (2 :21 )1

Al seguir el mis mo pro cedimient o para £ (k ¡ 1 ) , se obtiene que

2 x ¡ x + (k ¡ 1 ) ¿0d = p ; (2 :22)2
2 ¿

as¶³

1 1 2(k ¡ 1 )x ¡ (k ¡ 1 )x + (k ¡ 1 ) ¿0 2 4£(k ¡ 1 ) = e ©(d ) : (2 :23)2

La integr al ª (k + 1 ) se calcula c omo sigue
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Z 1 p 21 1 1(k + 1 )(x + 2 ¿ y ) ¡ y2 2ª(k + 1 ) = p e e d y
¡ x2 ¼ p

2 ¿Z 1 p21 1 1 1(k + 1 )x ¡ y + (k + 1 ) 2 ¿ y2 2 2p= e e d y
¡ x2 ¼ p

2 ¿Z 1 p
1 21 1 (k + 1 )x ¡ y ¡ (k + 1 ) 2 ¿ y[ ]2 2p= e e d y

¡ x2 ¼ p
2 ¿Z £ ¤ (2 :24)1 p p 221 121 1 1 ¡ y ¡ (k + 1 ) 2 ¿ y + (k + 1 ) 2 ¿( )(k + 1 )x + (k + 1 ) ¿ 2 22 4p= e e d y

¡ x2 ¼ p
2 ¿Z 1 p2 2 21 1 1 1 1(k + 1 )x + (k + 1 ) ¿ ¡ (y ¡ (k + 1 ) 2 ¿ y )+ (k + 1 ) ¿ )2 4 2 2p= e e d y

¡ x2 ¼ p
2 ¿

2 Z1 1 1(k + 1 )x + (k + 1 ) ¿ p2 4 2e 1 1¡ (y ¡ (k + 1 ) 2 ¿ )2 2p= e d y
¡ x2 ¼ p

2 ¿

C ons idere el c ambio de variable

p1
² = y ¡ (k + 1 ) 2 ¿ ;

2

p
se tiene entonces que d ² = d y . Observe que c uando y = ¡ x = 2 ¿ , as¶³

px 1 ¡ x ¡ (k + 1 ) ¿
² = ¡ p ¡ ( k + 1 ) 2 ¿ = p : (2 :25)

22 ¿ 2 ¿

Si se s us tit uye el cambio de variable (2. 25) en ( 2.24) s e tiene que:

Z1 1 2 1¡ (k + 1 )x + (k + 1 ) ¿ p2 4e 1 2¡ (y ¡ (k + 1 ) 2 ¿ )2pª( k + 1 ) = e d y
¡ x2 ¼ p

2 ¿Z
1 1 2 1 1 2(k + 1 )x + (k + 1 ) ¿ ¡ ²2 4 2= e p e d ²£ ¤

x + (k + 1 )¿ 2 ¼p²> ¡
2 ¿Z

2 21 1 1 1(k + 1 )x + (k + 1 ) ¿ ¡ ²2 4 2= e p e d ² :£ ¤
x + ( k + 1 ) ¿ 2 ¼p¡ 1 < ²<

2 ¿

Si ahor a se de ¯ne
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x + (k + 1 ) ¿
b = p1

2 ¿

y

Z b1 21 1¡ ²2p© (b ) = e d ²;1
2¼ ¡ 1

se obtiene:

21 1(k + 1 )x + (k + 1 ) ¿2 4ª (k + 1 ) = e ©( b ) (2 :26)1

Al seguir el mis mo pro cedimient o para ª (k ¡ 1 ) , se obtiene que:

x + (k ¡ 1 ) ¿pb =2
2 ¿

y

21 1(k ¡ 1 )x + (k ¡ 1 ) ¿2 4ª( k ¡ 1 ) = e © (b ) (2 :27)2

En vista de l cambio de variable ,

µ ¶
S tx = ln
K

1 2¿ = ¾ (T ¡ t)
2

r
· = 1 2¾2

Se concluye que

45



³ ´¡ ¢ ¡ ¢SB r 1 2t2 ln ¡ ln + + 1 ¾ (T ¡ t)1 2K K 2¾2d = q1 ¡ ¢
1 22 ¾ (T ¡ t)2 ¡ ¢

r 1 22 ln B ¡ 2 ln K ¡ ln S + ln K + + ¾ (T ¡ t)t 2¾ 2p=
¾ T ¡ t¡ ¢12 2ln B ¡ ln K ¡ ln S + r + ¾ ( T ¡ t)t 2= p

¾ T ¡ t¡ ¢
2 1 2ln B ¡ ln (S K ) + r + ¾ ( T ¡ t)t 2p=

¾ T ¡ t³ ´
2B 1 2ln + (r + ¾ ) (T ¡ t)S K 2t p= ;

¾ (T ¡ t)

³ ´¡ ¢ ¡ ¢SB r 1 2t2 ln ¡ ln + ¡ 1 ¾ ( T ¡ t)1 2K K ¾ 22pd =2
¾ (T ¡ t) ¡ ¢r 1 22 ln(B ) ¡ 2 ln(K ) ¡ ln(S ) + ln(K ) + ¡ ¾ ( T ¡ t)t 2¾ 2= p

¾ (T ¡ t)¡ ¢
2 1 2ln( B ) ¡ ln(K ) ¡ ln(S ) + r ¡ ¾ (T ¡ t)t 2= p

¾ (T ¡ t)¡ ¢
2 1 2ln( B ) ¡ ln(K S ) + r ¡ ¾ (T ¡ t)t 2p=

¾ (T ¡ t)³ ´
2B 1 2ln + (r ¡ ¾ ) (T ¡ t)S K 2t= p ;

¾ (T ¡ t)

³ ´¡ ¢
S r 1 2tln + + 1 ¾ (T ¡ t)1 2K 2¾2pb =1

¾ (T ¡ t)¡ ¢ ¡ ¢
S r 1t 2ln + + ¾ (T ¡ t)2K ¾ 2= p

¾ (T ¡ t)
¡ ¢S 1 2tln + (r + ¾ ) ( T ¡ t)K 2= p ;

¾ ( T ¡ t)
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³ ´¡ ¢S r 1 2tln + ¡ 1 ¾ (T ¡ t)1 2K 2¾2b = p2
¾ (T ¡ t)¡ ¢ ¡ ¢S r 1 2tln + ¡ ¾ (T ¡ t)2K ¾ 2p=

¾ (T ¡ t)¡ ¢
S 1t 2ln + (r ¡ ¾ ) ( T ¡ t)K 2= p ;

¾ ( T ¡ t)

Finalmente,

u ( x ; ¿ ) = ¡ £ (k + 1 ) + £(k ¡ 1 ) + ª (k + 1 ) ¡ ª( k ¡ 1 )
1 1 2 1 1 2(k + 1 )x ¡ (k + 1 )x + (k + 1 ) ¿ (k ¡ 1 )x ¡ (k ¡ 1 )x + (k ¡ 1 ) ¿0 02 4 2 4= ¡ e © (d ) + e ©(d ) (2 :28)1 2

2 21 1 1 1(k + 1 )x + (k + 1 ) ¿ (k ¡ 1 )x + (k ¡ 1 ) ¿2 4 2 4+ e ©(b ) ¡ e ©(b )1 2

As¶³, el valor de la opci¶on con barrera se calcula como

® x + ¯ ¿ (2 :29)C (S ; t) = K e u (x ; ¿ )D O t

es decir,
21 1¡ (k ¡ 1 )x ¡ (k + 1 ) ¿2 4C (S ; t) = K eD O t

1 1 2(k + 1 )x ¡ (k + 1 )x + (k + 1 ) ¿0 2 4[¡ e ©(d )1
21 1(k ¡ 1 )x ¡ (k ¡ 1 )x + (k ¡ 1 ) ¿0 2 4+ e ©(d )2

2 21 1 1 1(k + 1 )x + (k + 1 ) ¿ (k ¡ 1 )x + (k ¡ 1 ) ¿2 4 2 4+ e ©(b ) ¡ e ©( b ) ]1 2

x (k + 1 )¡ k x (k ¡ 1 )x ¡ (k ¡ 1 )x ¡ k ¿0 0= ¡ K e © (d ) + K e © (d )1 2
x k ¿+ [ K e ©(b ) ¡ K e © (b ) ]1 2

µ ¶ µ ¶k k ¡ 1B B ¡ r (T ¡ t)= ¡ B ©( d ) + K e ©(d ) (2 :30)1 2S St t

+ C (S ; t)B S t
µ ¶ µ ¶(k ¡ 1 ) 2 ¡ r (T ¡ t)B B e= C (S ; t) ¡ © (d ) ¡ K e ©( d )B S t 1 2S St t
µ ¶ µ ¶¡ (k ¡ 1 ) 2 ¡ r (T ¡ t )S Bt e= C (S ; t) ¡ © (d ) ¡ K e ©( d )B S t 1 2B S t
µ ¶¡ (k ¡ 1 )S t 2= C (S ; t) ¡ C ( B = S ; t)B S t B S tB
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Equivale ntemente,

µ ¶¡ (k ¡ 1 )S t 2C (S ; t) = C (S ; t) ¡ C ( B = S ; t) (2 :31 )D O t B S t B S tB

Notemos por ¶ultimo que

C (S = B ; t) = C (B ; t) ¡ C (B ; t) = 0:D O t B S B S

2 .3 E n fo q u e B la ck -S c h o le s c o n R e e m b o lso

El pago de una op ci¶on es t¶andar europ ea s¶olo depende del pr ecio del act ivo s ubyacent e en
la fecha de expiraci¶on. En particular, dado el pre cio ¯nal del activo subyacente, el pago
ser ¶a e l mismo indep endient ement e de la ruta que tome el subyacente durante la vida de la
opci¶on par a alcanzar es e pr ecio ¯nal. Si el pr ecio del s ubyacent e alcanza un precio dado
por el primer movimiento hacia aba j o y luego hacia arriba, o hacia arriba y lue go hacia
aba j o, no impor ta par a el comprador o ve ndedor de la opci¶on. Es como s i no le imp orta
si via jas de Par¶³s a Londres por aire o p or el canal, sie mpre que llegue s a Londres e n e l
tiempo de terminado.

Esta caract er¶³s tica se denomina r uta independiente. D e manera m¶as general, el pago de la
opci¶on dep ende de alguna for ma de la ruta descr ita por el comportamiento del pr ecio. Por
ej emplo, el pago de una opci¶on ex¶otica denominada lo o k ba c k depe nde del precio m¶³nimo
o m¶aximo del subyacente alcanzado dur ante la vida de la op ci¶on, mientras que el pago
de una op ci¶on e x¶otica denominada as i¶atica depe nde del pr ecio pr omedio que s e obser v¶o
durant e su vigencia. En est a secci¶on se examinar¶a de for ma simple el tipo de op ci¶on de
ruta dep endient e donde el pago no dep ende solamente de l precio ¯nal del subyace nte s ino
tambi¶en de que haya alc anzado o no un nivel det erminado durant e la vida de la opci¶on. A
est e nivel del precio del s ubyacent e se conoce como la barrer a.

El ob je tivo es valuar una variedad de es tas opciones con el desarr ollo de B lack-Scholes ,
mediante lo s iguiente:

(1 ) El ac tivo s ubyacent e sigue una caminata ale atoria conjunta lognor mal.

(2) Los argument os de arbit ra je per mit en usar la valuaci¶on neutr al al r iesgo, des contando
el pago esp erado de la opci¶on en su expiraci¶on o valuaci¶on re cursiva para conseguir e l
valor de la op ci¶on en cualquier p erio do igual al valor es perado des contado de la op ci¶on
en un per iodo post erior o su valor de ej er cicio te mpranamente, el que s ea m¶as grande ,
y

(3) La tasa de inter¶es libr e de ries go e s usada como la tas a de des cuento y el precio de l
subyace nte se apr ecia (adem¶as de la reinver si¶on de pagos) a la misma tasa libr e de
riesgo.
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C omo s e menc ion¶o en la introducci¶on de este documento, las op ciones de barr era de tipo
europe o son de alguna forma un punt o inter medio entr e op ciones europe as y americanas .
Son como opcione s ame ricanas porque su valor depe nde de c¶omo el precio del subyacente
se comp orta a trav¶es del tiempo. Pero son m¶as simples par a valuar que las op ciones amer -
ic anas dado que la cota c r¶³tica del precio del subyacente est¶a determinada en el contrat o.
Por ello a difere ncia de las opciones americanas , ser¶a posible establecer soluciones cer radas
para s u valuaci¶on.

Par a es to, se requiere que la funci¶on de densidad del logar itmo natural del rendimiento de l
subyac ente neut ral al r iesgo, u :

µ ¶p1 1 2¡ v2f (u ) = 2 ¼ T e (2 :32)
¾

con
(y ¡ ¹ T )

v = p (2 :33)
¾ T

³ ´r 1 2¹ = ln ¡ ¾ (2 :34)
d 2

Esto es j ust ament e una funci¶on de dist ribuci¶on nor mal. Donde r e s 1 m¶as la tas a de
inter¶es , d es 1 m¶as la t asa de pago del subyacente, ¾ es la volatilidad de l s ubyacent e, y T
es el tiempo de expir aci¶on de la opci¶on. Como el mo de lo Black-Scholes est¶a ce ntrado en
el pre cio del subyac ente en la expiraci¶on, se puede permitir que r , d y ¾ sean funcione s de l
tiempo. Sin embargo, dado que las opciones que s e discuten en est e tr aba j o de penden de
caminos complej os sobre las rut as del t iemp o de estas variables , para mantener la simple za,
asumimos que es tas variables son constantes a trav¶es del tiempo.

Dado que el precio del subyacente comienza en S , arriba de la bar rera H , la funci¶on
de dens idad del logar itmo natural del rendimiento del s ubyacent e, donde el pr ecio de l
subyac ente r ompe la barrer a pero t ermina por ar riba de la barrera e n la fecha de expir aci¶on
ser¶³a:

2 ¹ ® 21 1¡ v2 2¾ pg (u ) = e e (2 :35)
2 ¼ T

con
(u ¡ 2 ® ¡ ¹ T )

v = p (2 :36)
¾ T
µ ¶

H
® = ln (2 :37)

S

2 ¹ ®
2¾Esto es una funci¶on de densidad normal pre -multiplicada por e .
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Alt ernativamente, dado que el precio del subyacente comienz a p or deba j o de la barrera, la
funci¶on de densidad del logaritmo natural de l rendimiento del s ubyacent e, donde el pre cio
romp e la barr era y termina en la fe cha de expiraci¶on por deba j o de la bar rera, es t¶a dado
por la misma expr esi¶on. Debemos dist inguir es as dos situaciones par a de¯nir una variable
binaria, ´ , que es igual a 1 en ese caso y -1 en el otro.

2 .3 .1 O p c io n e s d e B a r r e r a E u r o p e a s " I n "

El primer e je mplo es un call down-and-in. En est e caso no s e re cibir ¶a el pago del call hasta
que e l precio del s ubyacent e haya alcanzado la barrer a H . Si despu¶es de tr ans currido e l
tiempo t · T , el prec io del s ubyacent e to ca la bar rera, entonces se recibir¶a e l pago de un
call eur opeo est¶andar con prec io de ej erc icio K y el tiempo par a expiraci¶on T ¡ t. Por otro
lado, si durante el tiemp o t ranscurrido t, la barrer a nunca es to cada, ent once s ¶unicamente
se recibir¶a un rembolso al vencimiento R . C onforme a lo anter ior, el pago estar¶³a dado
por :

¤max(0; S ¡ K ) s i p a r a a lg u n t · T ; S · Ht

R (a l v e n c im ie n to ) s i p a r a to d a t · T ; S > Ht

donde S es el prec io del s ubyacente despu¶es de t ranscurrido el t iemp o t, y S ¤ es el pre ciot
del subyacente en el vencimiento.

Existen dos casos que s e requiere dist inguir:

(1 ) K > H , en el que par a recibir un pago pos itivo, el prec io del subyacente debe terminar
por arriba del pr ecio de ej ercic io y haber tocado la barr era; y

(2) K < H , en el que el reembolso es recibido solamente si el precio del subyacente termina
por arriba de la barrera sin hab er to cado la barrera antes del vencimiento.

Par a el primer cas o K > H , se tienen tres tip os de r esult ados :

S ¤ > K co n d icio n a d o a S · H p a r a a lg u n t · T ) p a g o = S ¤ ¡ Kt

S ¤ · K co n d icio n a d o a S · H p a r a a lg u n t · T ) p a g o = 0t

S ¤ > H p a r a to d o t · T ) p a g o = R

En el se gundo caso K < H , para re cibir un pago pos itivo del call, el precio del subyacente
debe t erminar por arr iba de la bar rera siempre que haya to cado la barr era, o terminado p or
deba j o de e lla per o arriba del precio de ej ercicio. Nuevament e, el reembolso es s olamente
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recibido si el precio del s ubyacent e termina por arriba de la bar rera s in haber to cado la
barrer a ant es del vencimiento. Para est os es cenarios hay cuatro tip os de r esultados :

S ¤ > H c o n d ic io n a l a S · H p a r a a lg u n t · T ) p a g o = S ¤ ¡ Kt

S ¤ · H y S ¤ > H ) p a g o = S ¤ ¡ K

S ¤ · K ) p a g o = 0

S > H p a r a to d a t · T ) p a g o = Rt

Si r egresamos al cas o K > H , el valor de la opci¶on es la suma de dos t¶erminos , el primero
(pago de l call) c orresp ondiente a P [ S ¤ > K : S · H ] y el se gundo (reembolso) corr espondet
a P [S ¤ > H ] ¡ P [S ¤ > H : S · H ] , que es tar¶³an dados por las siguientes ecuaciones :t

Z ´ 1
¡ T u[3] = r Á (S e ¡ K ) g ( u ) d u

Kln S (2 :38)µ ¶ µ ¶2 ¸ 2 ¸ ¡ 2 pH H¡ T ¡ T= Á S d N (´ y ) ¡ Á K r N (´ y ¡ ´ ¾ T )
S S

Z ´ 1
¡ T[5] = R r [ f ( u ) ¡ g (u ) ] d u

Hln S" # (2 :39)µ ¶2 ¸ 2p pH¡ T= R r N (´ x ¡ ´ ¾ T ) ¡ N (´ y ¡ ´ ¾ T )1 1S

donde g (u ) est ¶a dada como s e se ~nal¶o en el ecuaci¶on (2.35) en t¶er minos de (2. 36) y (2.37) ,
f (u ) como la ecuaci¶on ( 2.32) en t¶erminos de (2.33) y ( 2.34) , y con

" #
S pln Hx = p + ¸ ¾ T1

¾ T
" #

2H pln S Ky = p + ¸ ¾ T
¾ T

" #
H pln Spy = + ¸ ¾ T1

¾ T
³ ´¹

¸ = 1 + 2¾

N (¢) e s la funci¶on de distribuci¶on normal est¶andar y las variables binarias, ´ y Á son iguales
a 1 .
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Entonces el valor act ual del call down-and-in se puede e xpresar como

C = [3] + [5] (´ = 1 ; Á = 1 ) (2 :40)d i(K > H )

¤ ¤Par a el caso K < H , los t¶erminos ser¶³an P [ H ¸ S > K ] para el pago y P [S > H : S ·t
H ] para el r eembols o. Dado que

¤ ¤ ¤P [ H ¸ S > K ] = P [S > K ] ¡ P [ S > H ]

Entonces las tre s integr ales corres pondient es s er¶³an:

Z Á 1
¡ T u[1 ] = r Á ( S e ¡ K ) f (u ) d u

Kln (2 :41 )S p¡ T ¡ T= Á S d N (Á x ) ¡ Á K r N (Á x ¡ Á ¾ T )
Z Á 1

¡ T u[2] = r Á (S e ¡ K ) f (u ) d u
Hln (2 :42)S p¡ T ¡ T= Á S d N (Á x ) ¡ Á K r N (Á x ¡ Á ¾ T )1 1

Z ´ 1
¡ T u[4] = r Á (S e ¡ K ) g (u ) d u

Kln S (2 :43)µ ¶ µ ¶2 ¸ 2 ¸ ¡ 2 pH H¡ T ¡ T= Á S d N ( ´ y ) ¡ Á K r N (´ y ¡ ´ ¾ T )1 1S S

donde

" #
S pln Kpx = + ¸ ¾ T

¾ T

y las variables binarias, ´ y Á , s on igual a 1 .

Usando es to, p odemos escr ibir el valor actual de un call down- and- in como:

C = [1 ] ¡ [2] + [4] + [5] (´ = 1 ; Á = 1 ) (2 :44)d i(K < H )

La siguiente op ci¶on con barrera es un call up-and-in. Es ta opci¶on es id¶entica al call down-
and-in excepto por que el precio del subyace nte empieza p or debaj o en vez de por ar riba
de la barrer a. Ent once s el pago de es ta opc i¶on ser¶³a:
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¤max[0; S ¡ K ] s i p a r a a lg u n t · T ; S ¸ Ht

R (a l v e n c im ie n to ) s i p a r a to d o t · T ; S < Ht

Par a el caso K > H , los t¶erminos est ar¶³an dados p or P [S ¤ < H ] y P [S ¤ < H : S ¸ H ] .t
Las funciones de densidad correp ondient es ser¶³an f (u ) y g (u ) , p ero con ´ = ¡ 1 . De es te
mo do,

C = [1 ] + [5] (´ = ¡ 1 ; Á = 1 ) (2 :45)u i(K > H )

Par a el caso K < H ,

¤ ¤ ¤P [H > S > K : S ¸ H ] = P [ S < H : S ¸ H ] ¡ P [S · K : S ¸ H ]t t t

Entonces , s e puede es cribir inmediatamente que

C = [2] ¡ [3] + [4] + [5] (´ = ¡ 1 ; Á = 1 ) (2 :46)u i(K < H )

Sin nec esidad de llevar a cabo su des ar rollo y razonando en t¶erminos de los pagos , se puede
ver que en el cas o de los puts down- and- in y up-and-in se t endr¶³a:

m a x [0; K ¡ S ¤ ] s i p a r a a lg u n t · T ; S · Ht

R (e n e l v e n c im ie n to ) s i p a r a to d a t · T ; S > Ht

P = [2] ¡ [3] + [4] + [5] (´ = 1 ; Á = ¡ 1 ) (2 :47)d i(K > H )

P = [1] + [5] (´ = 1 ; Á = ¡ 1 ) (2 :48)d i(K < H )

¤m a x [0; K ¡ S ] s i p a r a a lg u n t · T ; S ¸ Ht

R (e n e l v e n c im ie n to ) s i p a r a to d a t · T ; S < Ht

P = [1 ] ¡ [2] + [4] + [5] (´ = ¡ 1 ; Á = ¡ 1 ) (2 :49)u i(K > H )

P = [3] + [5] (´ = ¡ 1 ; Á = ¡ 1) (2 :50)u i(K < H )
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2 .3 .2 O p c io n e s d e B a r r e r a E u r o p e a s " O u t "

En c orresp ondencia a las cuatro opciones de barre ra de tipo in vistas, existen cuatro op-
ciones de tipo out . Por ej emplo, en un call down- and- out , un call est¶andar tie ne exist encia
cuando e l down-and-out est¶a emitido, per o s e extingue antes del vencimiento s i el pre cio
del subyacente cae por deba j o de la barre ra, H . En ese cas o el comprador de la op ci¶on
pudiera pagar un reemb olso ¯j o, R . De ot ra for ma, si e l pr ecio del subyac ente nunca cae
por deba j o de H , el call down-and-out tendr¶a el mis mo pago que un call est¶andar. En
forma concisa, el pago de es ta opci¶on ser¶³a:

m a x [0; S ¤ ¡ K ] s i p a r a to d a t ¸ T ; S > Ht

R (s i to c a ) s i p a r a a lg u n a t · T ; S · Ht

Un ej emplo del uso de un call down-and-out ser¶³a mantener un call cubierto que e st¶a
forzado a liquidar el ac tivo subyacente si el precio de ¶este cae abruptamente. Si se vende
un call down-and-out en lugar de un call est ¶andar, se podr¶³a arr eglar para tener un call
liquidado aut om¶aticamente al mis mo tiempo.

Si el r eembols o fuera R = 0, s e po dr¶³a es tablecer la siguiente relaci¶on de paridad que
ant erior ment e se ha discutido:

Op ci¶on Est ¶andar = Opci¶on Down-And-O ut + Opc i¶on Down-And-In

Par a ver esto, sup ongamos que se t ienen dos opciones id¶enticas down- and- out y down-
and-in que no pagan ree mb olsos . Si la barr era com¶un nunca es tocada, ent once s se recibe
el pago de una op ci¶on est¶andar; si se to ca la bar rera, como la op ci¶on down- and- out se
ha extinguido, la opc i¶on down- and- in se convierte en una op ci¶on est¶andar id¶entica a la
que uno perdi¶o cuando la opci¶on down-and-out fue cancelada. De es te modo, siempr e se
recibir¶a el pago de una opci¶on est¶andar.

Si las opcione s de bar rera de tipo out pagan r eembols o s e presentar¶³a una di¯cultad.
Recordemos que para opc iones de tip o in, no es pos ible recibir el r eembols o antes de
su expiraci¶on, dado que permanece la duda acer ca de si la barrera s er¶a tocada o no.
Sin embar go, para una opci¶on de tip o out, es posible que el reembolso sea pagado al
momento en que la barrer a es to cada. Esto c omplica el proble ma para la valuaci¶on neutr al
al riesgo, ya que el r eembols o puede ser recibido en forma aleatoria y no en un tiempo
predeter minado. Por lo que ahor a se r equerir¶a de una funci¶on de densidad del t iemp o (¿ )
para cuando el pr ecio del subyace nte t oque la barrer a y s e pueda obt ener la diferencial de
g (u ) con re spect o a t:

2¡ ´ ® 1 v2ph (t) = e (2 :51 )
¾ t 2 ¼ t

con
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¡ ® + ¹ t
v = p

¾ t

Aqu¶³ ´ = 1 s i la barrer a est ¶a siendo apr oximada p or ar riba y ´ = ¡ 1 si la bar rera e st¶a
siendo aproximada por deba j o.

El valor presente del reemb olso es entonces el valor esp erado del reembolso de scontado a
la tasa de inter¶es que aumenta el p oder dur ante e l primer periodo de tiempo:

" #µ ¶ µ ¶Z a + b a ¡ bT pH H¡ t[6] = R r h (t) d t = R N ( ´ z ) + N ( ´ z ¡ 2 ´ b ¾ T ) (2 :52)
S S0

donde

" #¡ ¢H pln Spz = + b ¾ T
¾ T

¹
a = ;2¾h ip

2 2(¹ + 2(ln r ) ¾ )
b = 2¾

Una vez planteado lo ant erior , s e es t¶a en posibilidad de valuar las opciones de barrer a de
tipo out restantes:

C = [1 ] ¡ [3] + [6] ´ = 1 ; Á = 1 (2 :53)d o (K > H )

C = [2] ¡ [4] + [6] ´ = 1 ; Á = 1 (2 :54)d o (K < H )

¤c a ll u p ¡ a n d ¡ o u t : m a x [0; S ¡ K ] s i p a r a to d a t ¸ T ; S < Ht

(S < H ) R (e n la b a r r e r a ) s i p a r a a lg u n a t ¸ T ; S · Ht

C = [6] ´ = ¡ 1 ; Á = 1 (2 :55)u o (K > H )

C = [1 ] ¡ [2] + [3] ¡ [4] + [6] ´ = ¡ 1 ; Á = 1 (2 :56)u o (K < H )

¤p u t d o w n ¡ a n d ¡ o u t : m a x [0; K ¡ S ] s i p a r a to d a t ¸ T ; S > Ht

( S > H ) R (e n la b a r r e r a ) s i p a r a a lg u n a t ¸ T ; S · Ht
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P = [1 ] ¡ [2] + [3] ¡ [4] + [6] ´ = 1 ; Á = ¡ 1 (2 :57)d o (K > H )

P = [6] ´ = 1 ; Á = ¡ 1 (2 :58)d o (K < H )

¤p u t u p ¡ a n d ¡ o u t : m a x [0; K ¡ S ] s i p a r a to d a t ¸ T ; S < Ht

(S < H ) R ( e n la b a r r e r a ) s i p a r a a lg u n a t ¸ T ; S ¸ Ht

P = [2] ¡ [4] + [6] ´ = ¡ 1 ; Á = ¡ 1 (2 :59)u o (K > H )

P = [1 ] ¡ [3] + [6] ´ = ¡ 1 ; Á = ¡ 1 (2 :60)u o (K < H )

C on lo ant erior , se han pres entado las f¶ormulas de valuac i¶on para to dos los tip os de opciones
est ¶andar de barrer a.

Adicionalmente, en el Ap¶endic e B se proporciona un for mulario para la valuaci¶on de los
ocho tipos de opciones de bar reras discutidas en esta s ecci¶on.

2 .4 C o rr e c c i¶o n d e C o n tin u id a d

C omo los mercados de derivados han madurado, las opciones con barreras han llegado a
ser p opulares porque t ienen una mayor pre cisi¶on que pe rmit e a los invers ionis tas obtener
o evitar exp osic i¶on seg ¶un s u apetito de ries go.

A lo largo de este traba j o se han pres entado modelos para encontr ar el valor de una op ci¶on
de barrera que depende sens iblemente de la probabilidad neutr al al riesgo de que la acci¶on
subyac ente es t¶e dentr o del dinero (in- the-money) . Las soluciones anal¶³tic as que hasta ahora
se han dis cut ido, puede n ser obtenidas de forma r¶apida a tr av¶es de c¶alculos s encillos, con
res ultados adecuados y razones de cober turas, que son importantes para administrar e l
riesgo de los portafolios de productos derivados.

Sin e mbargo, estas soluc iones as umen que las opciones s on activadas t an pronto como
la bar rera sea alcanzada. En el mundo real, la pregunta de si la barrer a ha sido o no
alcanzada (y la opc i¶on in est¶a ahor a activada o la op ci¶on out est¶a muert a) est ¶a t¶³picamente
determinada al cierre del d¶³a, es decir de for ma disc reta. Por ello el supue sto de que los
precios de los activos se dis tribuyen de manera lognormal en forma cont in¶ua no se cumple .

C on el s upues to de que los c ambios en los precios de los act ivos siguen un Movimiento
Br owniano Ge om¶etrico, con monit oreo continuo de la barrera, s e tiene una mayor opor -
tunidad de que la barr era s ea atravesada que con obs ervaciones discr etas c omo re almente
sucede. Por est a r az¶on, las f¶ormulas anal¶³ticas sobreval¶uan las op ciones de tip o in en com-
paraci¶on al modelo discret o apr opiado, asimismo para opciones de tip o out, las f¶or mulas
anal¶³ticas subval¶uan s u precio.
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El pago p or una opci¶on de barr era dep ende de que el activo subyac ente, ya sea una acci¶on,
¶³ndice o tasa de inter¶es, alcance un nivel espec¶³¯co durante la vida de la opci¶on. Muchos
de los modelos para valuar op ciones asumen que la barre ra puede s er monitore ada con-
tinuamente, ba j o es te s upuest o, la opci¶on puede ser valuada de for ma ce rrada. Muchos
cont ratos reale s con bar rera espec¶³¯ca se monit orean de for ma discreta, por lo que no
existen f¶ormulas par a valuar es te t ipo de opci¶on, a ¶un c uando s e utilicen m¶eto dos num¶eri-
cos, la valuaci¶on es dif¶³cil. Pero se puede demostr ar que las op ciones de bar rera discre tas
pueden ser valuadas con una pr ecisi¶on notable usando las f¶ormulas para barre ras continuas
si aplicamos una simple cor recci¶on a la continuidad de la barr era.

Muchos de los mo delos de opciones as umen que el monit oreo de la barr era es continuo: un
kno ck-in o kno ck-out se pre sume ocur re si la barrera es des fasada en c ualquie r instante de
la vida de la opc i¶on. B a jo est a s upues to, Merton (1 973) obt uvo una f¶ormula para valuar
calls de tipo knock- out . Post erior ment e, Haynen y Kat (1 994, 1 995) , Kunitomo y Ikeda
(1 992) , Rich (1 994, 1 994) y Rubinst ein y Reiner (1 991 ) han realizado traba j os sobre la
valuaci¶on de opciones con monitoreo de barrer a continua. Sin embargo, en la realidad
existe una p orci¶on consider able de contratos cuyas barrer as s e monitorean en t iemp os
esp ec¶³¯cos, en part icular precios de c ierr e. Dentro de la lit eratura de negociaci¶on de
pro duct os derivados se ha crit icado la existe ncia de modelos de valuaci¶on por no dir igir se
a esta car acter¶³stica. Adem¶as, ej emplos num¶er icos, indican que los pre cios de opciones
valuadas discre ta y c ontinuamente pueden diferir substancialmente, a ¶un ba j o el monitoreo
diario de la barrer a. Des afor tunadamente, el precio e xacto res ulta pos ible en el caso
cont inuo y no se ext iende para c aso discre to. A¶un cuando s e utilicen m¶etodos num¶ericos
como t¶ecnicas de ¶arbole s o simulaci¶on Monte Carlo enfrent an di¯cultades par a incorp orar
el monit oreo dis creto, como fue demostr ado por Broadie, G lass erman y K ou (1 997) .

Por lo anterior, B roadie, Glas serman y K ou ( 1 997) int roduj eron el concepto de Corre cci¶on
de C ont inuidad. Es te t¶ermino de c orrecci¶on per mit e usar soluciones de forma cerr ada para
valuaciones continuas de opciones aproximadas a las for mas discre tas.

Sea V (H ) el pr ecio de una opci¶on de barr era continua, y V (H ) el precio de una op ci¶onm
de barrer a con las mismas caract er¶³s ticas pero valuada de forma discret a, donde m es e l
n¶umero de veces que el precio del activo es obs ervado sobre el per io do.

Entonces

³ p ´
T§ ¯ ¾ mV (H ) = V H e (3:1 )m

con + para una op ci¶on up y - par a una opci¶on de tipo down.

Esto signi¯ca que para obtener el precio de una opci¶on de bar rera que se monitore a de
manera dis creta usando una f¶ormula continua, s e nec esit a cambiar la barr era de S por un0p

T§ ¯ ¾ mfactor de e .

Este res ultado estuvo bas ado en los supuest os us uales de B lack-Scholes (1 973) , al conside rar
que el pr ecio del activo S sigue la s iguiente ecuac i¶on difer encial esto c¶astica:t

57



d S
= º d t + ¾ d Z

S

donde Z es un pro ceso de Wiener , º y ¾ son constantes p ositivas , S es ¯j o y H 6= S con0 0
H la barrer a del contrato. Si tomamos r como una const ante que represe nta la la tasa
libre de r iesgo compuest a continuament e, el precio del pago contingente sobr e S es el valor
esp erado de sus pagos traidos a valor pr esent e ba j o la medida martingala e quivalente, de
tal forma que s e asumi¶o que º = r .

Ba j o est as consider aciones, Br oadie, Glasserman y Kou ( 1997) encontrar on num¶ericamente
que ¯ = 0:5862 para op ciones de tipo up que to can la barrera por debaj o, y ¯ = ¡ 0:5862
para opciones down las cuales to can la barrer a p or ar riba. Est e cambio en la bar rera como
se vi¶o en la ecuaci¶on 3. 1 est¶a det erminado ¶unicament e por la frecuencia del monitoreo
m , por la volatilidad del precio del activo subyacente ¾ y por una constante ¯ . Los
res ultados num¶ericos presentados p or B roadie, G las serman y Kou (1 997) indic an que la
aproximaci¶on es su¯cientemente adecuada para corregir los precios de las op ciones de
barrer a en la mayor¶³a de los casos , except o cuando e l pr ecio del activo s ubyacent e coincida
con la barrera, pues dentr o de los supuestos ba jo los cuales se deser roll¶o el an¶alis is se
res tringi¶o a que H 6= S .0

De maner a complementaria a las alternativas par a obt ener la valuaci¶on de opciones de
barrer a utiliz ando la f¶or mula para el precio de op ciones est ¶andar, e n el siguient e cap¶³tulo
se discutir¶an otros m¶etodos para valuar las opciones de barrera, que p or su complej idad
requieren largos tiempos de proc esamiento par a su instrume ntaci¶on.
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C a p¶³tu lo 3

M ¶e t o d o s N u m ¶e r ic o s p a r a V a lu a c i¶o n d e O p c io n e s d e B a r r e r a

En el pre sent e cap¶³t ulo s e des cribir¶an otr os tipo de m¶etodos que han s ido des arrollados
inicialment e para la valuaci¶on de opciones e st¶andar y que han s ido ampliados a opciones
ex¶ot icas tales como las opciones de barr era.

¶3 .1 M ¶e to d o s d e A r b o le s (M ¶e to d o B in o m ia l - T rin o m ia l)

Muchos de los contrat os de op ciones de bar rera que se ne goc¶³an ac tualmente tiene solu-
ciones no anal¶³ticas . Los m¶etodos anal¶³t icos traba j an solamente con bar reras simples asu-
miendo que la evoluci¶on del pr ecio se distribuye de forma lognormal y que el e je rcicio se
realiza al es tilo europ eo. En los mercados ext raburs¶atiles (OTC) se puede n llegar a ne-
gociar opciones con barr eras que puedan tener dep ende nc ia del tiemp o arbit rariamente ,
cuya volatilidad impl¶³cit a exhiba un s esgo que c orresp onda a una evoluci¶on no-lognormal
del precio del activo s ubyacent e, o llevar a cabo s u ej er cicio en cualquier tiemp o durante
la vida de la op ci¶on como las de est ilo americano. En muchos de estos casos no existen
soluciones anal¶³ticas para encont rar el valor de la op ci¶on de barrera, por lo que s e utilizan
soluciones num¶ericas.

Las t¶ecnicas num¶eric as m¶as comunes incluyen soluciones de ecuaciones diferenciales con
¶arb oles binomiales como los que proponen Cox, Ross y Rubinstein (1 979) . Ellos intr odu-
j eron el m¶eto do binomial en el contexto de op ciones es t¶andar, el cual converge r¶apidamente
seg ¶un se increme nte el n¶umero de niveles en el ¶arbol binomial. Sin embargo, la de¯ciencia
que pr esent a en el cas o de opcione s de barrer a es que sus valores conver gen muy lentamente
incr ement ando el n¶umero de ¶ar boles y enrej ados necesar ios para obt ene r r esultados , lo que
se traduce en largos tiempos de proces amie nto. Entre m¶as cerca s e encuent re el precio de
mer cado de la barrera, m¶as lenta s er¶a la tasa de conve rgencia.

Lo anter ior sucede p or que la opc i¶on de barr era conver ge dentro de un modelo tipo " diente
de sier ra" con var ios picos per i¶odicos que se mueven alrededor del res ultado c orrecto. Es os
picos s e van atenuando lentamente y p or ello s e requiere generar un gran n¶umero de pas os
para obtener res ultados razonablemente exactos. En la F igura 3 se muestra un ej emplo de
est o.

Boyle y Lau (1 994) se~nalan que la r az¶on para que la converge ncia " dientes de sierra" sea
le nta es que la barrera as umida para el ¶arb ol es diferent e de la bar rera verdader a. Para
ilustrar est o, D erman e t. al. (1 995) y Hull (2002) dist inguen entre la barr era inter na y la
ext erna. La primera s er¶³a la l¶³nea formada por los no dos que es t¶an j usto fuera de la barr era
verdadera, la segunda comprende esos valores que e st¶an j us to dentr o de e lla. Los m¶eto dos
de enrej edo us uales asumen impl¶³citame nte que la barr era exter na es la ve rdade ra, una
asever aci¶on que induce los er rores teniendo el efect o de conve rger lent o hacia aba j o. Para
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tomar un e je mplo, cuando el lapso de tie mpo es ¢t, el espacio vertical ent re los nodos esp
del orden ¢t. Esto s igni¯ca que los error es que s on creados por la diferencia entre lap
barrer a verdadera y la barrer a ext erna tambi¶en ser¶a del orden de ¢t.

Figur a 3. C onvergencia de s oluciones a tr av¶es de ¶ar bol binomial.

Las malas mediciones cr eadas en el uso de m¶e todos de enrej ados s on clasi¯cadas p or
Der man, K ani, Ergener y Bardhan ( 1995) como e rro re s d e c u a n tī ca c i¶o n d e l p rec io d e l
s u b y a c e n te y e r ro re s d e e sp ec ī c a c i¶o n d e la o p c i¶o n :

(1 ) Error de cuant i¯caci¶on del precio de la acci¶on.

Este tipo de inexactit ud es causada por la inevitable exist encia del propio enrej ado,
el cual cuant i¯ca el precio de la acci¶on y el inst ante en e l tiempo en el cual puede
ser observado. Una vez que se ha elegido el enrej ado, el pr ecio de la acci¶on tiene que
tomar los valores de los puntos en el enr ej ado. En esencia, cuando s e usan enrej ados
est¶as valuando una opci¶on c on una acci¶on que se mueve dis cretamente. Entonces e l
precio de la op ci¶on s er¶³a te¶oricamente c orrecto solamente si el s ubyacent e se comp orta
exact ament e como fue cuanti¯c ado. Lo ant erior lleva a que s¶³ se quiere usar el mo delo
para opciones referidas a acciones que se mueven casi continuamente, se debe de
utilizar un gran n ¶umer o de rej as , cas¶³ in¯nitesimal.

(2) Error en la espec i¯caci¶on de la op ci¶on.

Es caus ado por la incapac idad del enrej ado para r epresentar e xactame nte los t¶erminos
del contrat o de opc i¶on. Una vez que se ha elegido e l enre jado, los precios disponibles
del subyace nte son ¯j os. Si el precio de ej ercicio o la barrer a de la opci¶on no coinciden
con uno de los precios de la acci¶on establecidos, se tendr¶a que mover al precio de l
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subyace nte m¶as cercano disponible. Ent once s, la opci¶on que se val¶ua con el enrej ado
tiene t¶erminos contract uales que di¯e ren de los de la opc i¶on verdadera.

Se han pr opues to varias alt ernativas par a res olver o atenuar los problemas de valuaci¶on
generados por los e rrores de cuanti¯caci¶on y e speci¯caci¶on.

Una de ellas se r¶³a coloc ar los no dos exactamente en las barreras , como s e mencion¶o ant e-
riormente. En la F igura 4 se puede obs ervar como se es quematiza es a alte rnativa.

Figura 4. La barr era s e mueve efectivamente para la calibraci¶on del ¶arb ol.

En el ¶arbol tr inomial, por ej emplo, hay tr es posibles caminos hacia donde el prec io de l
subyac ente puede ir en cada uno de los no dos :

(1 ) Hacia arriba una cantidad proporcional u

(2) Per mance igual o

1(3) Hacia aba j o p or una cantidad prop orcional d = u

Si tenemos dos barreras horizontales H y H , con H > H , entonces es f¶acil elej ir u t al1 2 1 2
que el no do per manezca sobr e ambas barre ras.

La condic i¶on que debe s er s atisfecha es :

NH = H u2 1

que signi¯c a que par a alg ¶un entero N

ln H = ln H + N ln u2 1

En el cas o de un ¶arbol trinomial e st¶andar para una acci¶on que no paga divide ndos , e l
valor para u que corr esponde a la media y desviaci¶on est¶andar de los cambios en el pre cio
cuando los t¶erminos de orden mayor que ¢t s on ignorados es:
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p
¾ 3 ¢ tu = e

y consecuent emente

p
ln u = ¾ 3¢t

Trat ando de t raer ln u t an cerca como sea posible a es te valor mient ras encontr amos la
condici¶on de arr iba signi¯ca que

ln H ¡ ln H2 1 (3:2)ln u =
N

donde

· ¸
ln H ¡ ln H2 1pN = in t + 0:5 (3:3)

¾ 3¢t

Usualmente , el ¶arbol tr inomial comienza con el precio de la acci¶on inicial como el nodo
central. Aqu¶³, el precio inicial s e e ncontrar ¶a en el primer nodo, lo que signi¯ca que el nodo
central del ¶ar bol que s e eligir ¶a ser¶a

MH u (3:4)1

donde M e s el ent ero m¶as cer cano al pr ecio de inicial de la acci¶on

· ¸
ln S ¡ ln H0 1M = in t + 0:5 (3:5)

ln u

C on la anterior, los nodos y las barr eras coinciden haciendo que converj a r¶apidamente ,
exc epto en los cas os donde el precio inicial del ac tivo e st¶e c erca a una de las barreras .

La s egunda posibilidad para ate nuar los pr oblemas de medici¶on es a j ustar los nodos para
que no es t¶en sobr e las barr eras. D e hecho, Boyle y Lau (1 994) primero des tacaron el he cho
que par a ¶arboles binomiales de 1 5, 60 y 138 niveles , el valor binomial llega a se r muy
cercano al valor anal¶³tic o corre cto. La raz¶on es que para esos n¶umeros la bar rera cae cas i
exac tamente sobre los nodos, lo que hace que el err or de especi¯caci¶on t ienda hacia cero.

Siguiendo este des cubr imient o, B oyle y Lau sugie ren un camino para aproximar el valor
de los no dos a trav¶es de obtener un nuevo nodo ¶optimo, que da or igen a una buena
aproximaci¶on del precio de la opci¶on de barre ra en cues ti¶on.

62



2 2i ¾ T
n o d o (i) = £ ¡ ¢¤ (3:6)2Sln H

donde i = 1 ; 2 ; :::; n e indica el n¶umer o de nodo y T es el tiempo de vencimiento.

Es imp ortante mencionar que el argumento antes descrito recae sobre el hecho que la
lo calizaci¶on de los nodos de la acci¶on neces itan ser independientes de la tas a libre de riesgo
y que p ermanece sobre el mismo nivel. Es as car ac ter¶³stic as son car acter¶³sticas para e l
¶arb ol binomial est¶andar de C ox, Ross y Rubinstein. Signi¯c a que s i el m¶eto do de enrej ado
difere nte es aplicado o el nivel de barr era var¶³a en el t iemp o, el m¶eto do de B oyle y Lau no
es aplicable.

Par a superar esta apare nte des venta j a, Derman, Kani, Ergener y Bar dhan tr ataron de
est ablecer un m¶eto do que p ermitier a corre gir e l er ror de especi¯caci¶on independientemente
de la forma del enrej ado o la loc alizac i¶on de la barr era relativa a ella. Aunque los algoritmos
parezcan un po co confusos inicialmente, llega a ser m¶as claro e n el momento en que se
ent iende c omo un m¶etodo de interp olaci¶on. C onsider aron una op ci¶on con valor V (S ) que
to ca dent ro de un valor ob j etivo T (S ) si el pr ecio de la ac ci¶on S cr uz a sobre la barr era
B . Ellos usan e l t¶ermino " bar rera esp eci¯cada" , por lo cual ellos e xplican que el valor
esp eci¯cado dentro del contrat o de la op ci¶on. En contrast e, la " barr era modi¯cada" es e l
primer valor de los no dos sobre el enrej ado donde la bar rera se r ompe. El t¶er mino " barr era
efectiva" es rese rvado para e sos no dos que s on obt enidos valuando la op ci¶on a tr av¶es de
inducci¶on hacia atr¶as de la barrera efectiva. Primero, val¶uan la opci¶on ob je tivo T (S ) y
la op ci¶on de barrer a V ( S ) de cada no do s obr e el ¶ar bol en el nivel de la barrera efect iva.
Entonces calculan las der ivadas ¯nit as con resp ecto al prec io de la acci¶on par a cada op ci¶on
en el nivel de barr era como sigue :

T (U ) ¡ T (D )
¢ =T U ¡ D

V (U ) ¡ V (D )
¢ =V U ¡ D

Usando la serie de Taylor de pr imer orden para T ( ) , llegaron al valor de la op ci¶on obj et ivo
sobre la bar rera es peci¯cada B de su valor en el nodo U .

T (B ) = T (U ) + ¢ (B ¡ D ) (3:7)T

Similar ment e, obtuvieron el valor cor regido de la op ci¶on de barrer a s obr e el no do de la
barrer a mo di¯cada D de su valor kno ck-in T (B ) sobre la barr era es pec¶³¯ca.

~ (3:8)V (D ) = T (B ) ¡ ¢ (B ¡ D )V
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Figur a 5. Algoritmo de B arrera Mo di¯cada para un ¶ar bol binomial.

Entonces solament e necesitaron us ar inducci¶on hacia atr ¶as de la barr era mo di¯cada con
~V (D ) con el valor acotado de l no do, de ntro del orden de encontrar el valor de V (S ) en
to dos los otros nodos dentr o de la barrera.

Esto, tambi¶en llamado el " m¶eto do de barr era modi¯cada" , tiene parecido con el b o o t-
s tra p p in g usado para obtener curvas de r endimie nto de pr ecios de bonos. En un comienzo,
se val¶ua visiblemente una opci¶on de manera err ¶onea p or inducci¶on hacia atr¶as de un nive l
de barrer a efectiva er r¶oneo para obtener los valor es num¶ericos para la de rivada de la op ci¶on
verdadera en to dos los pasos sobre su bar rera. Usando es as derivadas en cada nivel de l
¶arb ol y combinando con una serie de Taylor, se obtiene el valor de una barrera modi¯cada
para encontrar ¯nalmente la verdadera opci¶on con inducci¶on hacia at r¶as de la barr era
mo di¯cada.

Un ter cer m¶etodo para atenuar los problemas de valuaci¶on p or los er rores de cuanti¯-
caci¶on del precio del subyacente y de esp eci¯caci¶on de la op ci¶on, es el mo delo de malla
adaptada (a d a p tiv e m e s h m o d e l) que fue desar rollado por Figlewski y Gao (1 999) . Ellos
primero usar on este m¶etodo para valuar opciones de estilo americano y subsecuentemente
lo extendier on para su uso en el cas o de opc iones de barrera. Su mot ivac i¶on fue mej orar
la e¯ciencia computacional, e s decir, reducir el tiempo de conve rgencia, incorp or ando un
alt o s obre la ba ja r esoluci¶on del ¶ar bol para pro ducir un modelamiento m¶as detallado de l
precio del act ivo dentro de las regiones del ¶arbol donde es m¶as necesar io. En el caso de
opciones americanas es t¶andar , por ej emplo, es su¯ciente tener una alta r esoluci¶on alr ede-
dor del pr ecio de ej er cicio jus to como es su¯ciente tener este tipo de enrej ado cer cano a la
barrer a para una op ci¶on de barrer a. Est e m¶etodo dej a me jor as s igni¯cantes en el tiempo
de pro cesamient o, par ticularmente en cas os donde el precio del activo inicial est¶a c ercano a
la bar rera, un at ributo que crea di¯cultadas en mo delos de enrej ado es t¶andar . Un mo delo
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de malla adapt ada con 60 pas os, p or ej emplo, es diez veces m¶as adecuado que un enrej ado
trinomial de 5, 000 veces y corre m¶as de 1 ,000 veces m¶as r¶apido.

Es imp ortante des tacar que en las t res aproximac iones descritas anter iormente, sie mpre
es m¶as e¯ciente usar un ¶arb ol t rinomial que uno binomial para r educ ir los t iemp os de
conve rgencia. Para opciones de barrer a, el m¶eto do t rinomial de Boyle (1 986) puede se
mo di¯cado usando la t¶ecnica intro ducida por Ritchken y Kamr ad (1 991 ) para obtener
res ultados pr ecisos m¶as r¶apidamente.

Aplicando esa t¶ecnica, las magnitudes up, down y middle, as¶³ como las probabilidades
res pectivas son de¯nidas como s igue:

p
u = ¸ ¾ T

p
(3:9)d = ¡ ¸ ¾ T

m = 0

p
1 ¹ T (3:1 0)p = +u 22 ¸ 2 ¸ ¾

p
1 ¹ T (3:1 1 )p = ¡d 22 ¸ 2 ¸ ¾

1
(3:1 2)p = 1 ¡m 2¸

2donde la tendencia ¹ est ¶a dada p or ¹ = r ¡ D ¡ 0:5¾ y ¸ es la var iable de control que
gobier na el espacio entre las capas del precio sobre el ¶arbol trinomial.

p
Por ej emplo, una ¸ = 1 c onvierte el ¶arbol tr inomial a uno binomial, ¸ = 3 vuelve un
¶arb ol de Ritchke n y Kamrad a un ¶arb ol t rinomial original como fue propuest o por Boyle .
Par a de terminar el valor actual de ¸ , Levitan (2001 ) des arrollo un m¶eto do que hace uso
del n¶umero consecutivo de movimientos hacia aba j o necesar ios para alcanzar el m¶as ba j o
enrej ado s obr e el ¶arbol.

¡ ¢
Sln Hp (3:1 3)¸ =

n ¾ T0

Usando es te m¶e todo, la c onvergencia ser¶³a m¶as r¶apida y m¶as prec isa.
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3 .2 S im u la c io n e s M o n t e C a r lo

Adicionalmente a la valuac i¶on con ¶arbole s binominales y trinomiales, exist e la simulaci¶on
Monte Carlo que es un m¶eto do muy us ado para valuar opciones de barr era. Boyle (1 977)
intro duj o en las ¯nanzas es te m¶etodo de s imulaci¶on que tiene la venta j a de permitir aco-
mo dar f¶acilment e diferentes pr oces os que gobiernan los movimientos del instr ument o sub-
yacente. El uso de simulaciones Monte C arlo para valuar derivados de rutas dep endient es
se ha incr ementado por que los pr oductos tienden a ser m¶as complejos y frecuentemente
envuelven y combinan diferent es tipos de opciones de barrer a con diferentes precios de
ej ercicio, vencimientos y barre ra, par a los cuales es dif¶³cil encontrar soluciones ce rradas.

El valor de una op ci¶on puede s er es crit o como:
¡ r (T ¡ t)valor de la opci¶on = e E [pagos(S ) ]

Este resultado dej a para es timar el valor de la op ci¶on a trav¶es de los siguient es pasos :

(1 ) Simular la caminata aleatoria neutral al riesgo comenzando con e l valor del d¶³a de hoy
del subyacente, sobre el tiempo de hor izonte re querido. Est e per iodo comie nza el d¶³a
de hoy y c ontin¶ua hasta la expiraci¶on de la op ci¶on. Est o da una r ealizaci¶on de la ruta
del pr ecio del s ubyacent e.

(2) Para esta realizaci¶on s e calcula el pago de la opc i¶on.

(3) Se generan muchas m¶as realizaciones s obr e el tiempo del horizonte.

(4) Se calcula el prome dio del pago sobre todas las realizaciones

(5) Se toma el valor pres ente de est e promedio y este es el valor de la opci¶on.

La part e inicial de este algoritmo requiere primero la generaci¶on de n¶umeros aleatorios que
se distribuyan normalmente. Una vez obtenido es to, s e tiene que act ualizar el precio de l
activo en cada pas o usando es tos incrementos aleat orios . Aqu¶³ t enemos una elecci¶on de
como actualizar S . p

± S = r S ± t + ¾ S ± tÁ

donde Á es la distr ibuci¶on normal es tandar izada. Es ta forma de obtener los precios de los
activos es llamado el m¶et odo de Eule r.

Los bene¯cios de utilizar est e tipo de s imulaciones s on las siguientes :

(1 ) Las matem¶aticas que s e re quier en para el dise~no de la Simulaci¶on Mont eCarlo puede
ser muy b¶asicas.

(2) Las cor relac iones puede ser f¶acilmente modeladas .

(3) Hay variedad de softwares disponibles para llevarlo a cabo, con una s imple ho j a de
c¶alculo es su¯ciente.

(4) Se tiene una mej or precisi¶on entre m¶as simulaciones s e realicen.

(5) Los modelos pueden ser cambiados s in muchos esfuer zos.
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C a p¶³tu lo 4

N e g o c ia c i¶o n d e O p c io n e s d e B a r r e r a e n lo s M e r c a d o s F in a n c ie r o s

Dentro de este Cap¶³t ulo se discute n los antece dentes de la actividad de los c ontrat os de
opciones en los mercados ¯nancieros y la evoluc i¶on que ha tenido los productos derivados
en M¶exico, a efe cto de determinar la impor tancia del us o de opciones de bar rera para los
inversionist as en los mercados int ernacionale s, as¶³ como las ve nta j as que se obtendr¶³a al
incluir este tipo de instr umentos en el mercado reconocido mexicano. Asimis mo, con e l
prop¶osito de llevar a la pr¶ac tica lo vist o en es te tr aba j o, se realiz¶o la valuaci¶on de contr atos
call con barrera de los cuatro tipos pos ibles referidos al Indice de Precios y C otizaciones
(IPC) de la Bolsa Mexicana de Valore s ( BMV) , el cual es el principal activo nego ciado
en contratos de op ciones en M¶exico. Los r esultados obtenidos fueron compar ados con
las valuacione s corresp ondient es a opc iones est¶andar con las mismas carac ter¶³stic as , para
con ello determinar las venta j as que se podr¶³an obtener el conside rar op ciones de barr era
dent ro de la gama de productos que ofr ece el MexDer .

4 .1 A n te c e d e n te s d e N e g o c ia c i¶o n d e C o n tr a to s d e O p c io n e s
e n M e rc a d o s F in a n c ie r o s

Las primeras tr ans acciones de contr atos de opciones tuvier on lugar en Europa y Es tados
Unidos en el siglo XVII I. En un principio las nego ciaciones con este tipo de contratos no
gozaron de buena reputaci¶on debido a ciertas pr ¶acticas fraudulent as. Una de ellas c ons ist¶³a
en r egalar a los agentes op ciones sobre acciones de ciert as empresas y de esa forma s e les
incentivaba a r ecomendar la compr a de tales acc iones a sus c lie ntes.

A principios del s iglo XX s e fund¶o la Aso ciaci¶on de Agentes y Dealer s de Opc iones de
C ompra y Venta, cuyo obj eto era propor cionar un sistema para acercar a vende dor es y
compradore s de este tipo de contr at os. C uando alguien quer¶³a compr ar una op ci¶on, se
pon¶³a en cont acto c on una de las empresas as ociadas que, a su vez , hac¶³a lo posible para
hallar un vendedor o emis or de la opc i¶on entre s us clientes o entr e las otras empres as
tambi¶en asociadas. Si no se encontr aba vendedor, la propia asociaci¶on emit¶³a la op ci¶on
a cambio de un precio que s e j uzgara apropiado. El me rcado creado de est a manera fue
llamado O ver-The-C ounter (OTC) .

El mercado de opc iones de la Aso ciaci¶on de Agentes y Dealer s de Op ciones de C ompra y
Venta pr esentaban dos defectos : prime ro, no se dispon¶³a de un mercado se cundario, pue sto
que el compr ador de una op ci¶on no te n¶³a der echo a vender la a un terce ro antes de su fe cha
de expir aci¶on. En s egundo lugar, no exist¶³a un mec anismo que garantizar a que e l emis or
de la opc i¶on cumplir¶³a con s u contrato y de no cumplir, el compr ador se ve¶³a for zado a
demandarle j udicialmente, lo cual res ultaba econ¶omicamente muy costos o.

67



En abril de 1 973, el Chicago Board of Trade abri¶o un nuevo mer cado, el Chicago Board
Options Exchange, con el motivo es pec¶³¯co de nego ciar opc iones sobre ac ciones de empr e-
sas que c otizaran en bols a. Desde esa fecha los mercados de opciones han sido ob j eto de
gran inter¶es entre los inver sionistas. El Americ an St ock Exchange (AMEX) y el Philadel-
phia Sto ck Exchange (PHLX) comenzaron a negociar opciones en 1 975, e l Paci¯c St ock
Exchange (PSE) hizo lo propio en 1 976. A pr incipios de los oche nta, el volumen de nego-
ciac i¶on hab¶³a c recido tan r¶apidamente que el n ¶umer o de acciones subyacentes en contr atos
de opciones ve ndidas a diario exced¶³a el volumen de accione s ne gociadas en el New Yor k
Stock Exchange (NYSE) .

En los a~nos o chenta se desarrollaron los mercados sobre op ciones en divisas, op ciones sobre
¶³ndices burs¶at iles y op ciones s obre cont ratos de futuros . Actualmente el PSE es el principal
mer cado de op ciones s obre divisas . El C BOE nego c¶³a opc iones sobr e los ¶³ndices burs ¶atiles
de S& P1 00 y S& P500, mie ntras que el AMEX nego c¶³a opcione s s obre el Ma j or Market
Stock Index y el NYSE hace lo pr opio con su ¶³ndice. La mayor¶³a de los mer cado que ofrecen
cont ratos de futuros, hoy d¶³a, tambi¶en ofr ecen opciones s obr e es os contratos de futuros.

Asimis mo, como c ons ecuencia de la globalizaci¶on que s e vive en los mercados , a partir de
1 995 han surgido eve ntos en diferentes pa¶³s es, tant o econ¶omicos como pol¶³ticos, que han
incr ement ado la volat ilidad de las var iables ¯nancie ras de los mercados ¯nancieros de todo
el mundo. Entre los eventos m¶as memorables que han ocas ionado cris is e n los mercados
¯nancieros han sido:

1 995 Devaluaci¶on del pes o mexicano ( Efec to Tequila)

1 997 Cr isis as i¶atica por la devaluaci¶on en Tailandia ( Baht )

1 998 Desplome del rublo en Rus ia ( Efec to Vodka)

1 999 Devaluaci¶on del real bras ile ~no (Efe cto Samba)

¶2000 Ca¶³da del Indice Nasdaq en Estados Unidos

2001 Desaceleraci¶on econ¶omica de los Estados Unidos (1 1 de s ept iembre)

2002 Esc¶andalos corporat ivos y derr umb e de la econom¶³a argentina

2003 Guerr a ent re Est ados Unidos e Irak

2004 Alza en tasas de inter¶es

2005 R¶e cord his t¶oric os en los pre cios de l p etr¶oleo

En la F igura 6 s e puede obs ervar las reper cusiones que tuvieron esos event os e n los mercados
burs¶atiles mexicano y est adounide ns e.

Los ¶³ndices que s e tomaron fuer on el IPC para M¶exic o y el S&P500 para Es tados Unidos .
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Figura 6. Comp ortamient o de los mer cados accionarios mexicano y estadounidense .

Debido a est as cris is ¯nancier as que se han regis trado por est os event os y los e fec tos
provocados en las econom¶³as mundiales , ha sido neces ario la innovaci¶on y desarrollo de
ins trumentos ¯nancieros que ofrezcan a los part icipantes de los mercados la op ortunidad
de po der adminis trar el fact or de la volatilidad. Ante es a nece sidad, los merc ados int erna-
cionales de productos der ivados han evoluc ionado y crecido al ir incorporando inst rumentos
cada ve z m¶as s o¯s ticados que se a j ustan a los r equerimientos esp ec¶³¯cos de los inversion-
is tas. Prueba de est o es el c recimiento que han tenido los mercados de fut ur os y opciones
a nivel mundial en los ¶ultimos a~nos. En las Figuras 7 y 8, confor me a datos pr esenta-
dos en la p¶agina de int ernet de l MexDer, www. mexder .com. mx, se observa la evoluci¶on
de los mercados c on base en los montos nocionales operados, s eg¶un cifr as publicadas en
B IS D e riv a tiv e s ¯ n a n c ia l in s tr u m e n ts tra d e d o n o rg a n iz ed e x c h a n g e s b y in s tr u m e n t a n d
lo c a tio n , D e r iv a tiv e s S ta tis tic s , T a b la 2 3 -B .

Figura 7. Importe Nocional de C ontr atos Abiertos en Mercados O rganizados .
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F igura 8. Import e Nocional de Contratos Abiert os en Mercados OTC.

En la act ualidad, los principales centr os ¯nancieros del mundo negoc¶³an estos tip os de
ins trumentos, al grado de que el volumen de acciones de r eferencia en los contr atos de
opciones vendidos cada d¶³a, s up era el volumen de acciones negociadas en los mercados
tradicionale s. D e acuer do con las est ad¶³sticas publicadas en el B IS D e riv a tiv e ¯ n a n c ia l
in stru m e n ts tra d ed o n o rg a n ize d e x c h a n g e s b y in str u m e n t a n d lo ca tio n , D e r iv a tiv e s S ta tis-
tic s, T a b la 2 3 -B , al segundo tr imes tre de 2005, el volumen oper ado en contratos de opciones
en mercados or ganizados inter nac ionales se hab¶³a incr ement ado de la siguiente forma:

Figur a 9. Evoluci¶on de los contratos de opciones en mercados int ernacionales.
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Por ej emplo en 1 991 , el C BOE intro dujo un nuevo t ipo de opc i¶on sobre los ¶³ndic es S&P
1 00 (O EX) y el S&P 500 llamado " c ap" . Un cap t ipo c all es un cont rato emitido at -
the-money con un nivel de techo de 30 puntos del ¶³ndic e arriba del nivel de ej ercicio. A
difere nc ia de un call es t¶andar , si el ¶³ndic e subyacente cae e n o p or arr iba del nive l del te cho
en cualquier d¶³a de negociaci¶on incluyendo e l ¶ultimo d¶³a, la opci¶on autom¶at icamente es
ej ercida. El tenedor del cap e ntonces rec ibir¶a un pago de 30 d¶olare s p or el tama ~no de l
cont rato. Como se puede not ar e sta opci¶on cap es una opci¶on de barrera, en la que la
barrer a est¶a det erminada p or el precio de eje rcicio m¶as un s pread. Es c onveniente se ~nalar
que en el mercado es tadounidens e los c ontrat os cap son preferidos por los inversionistas ,
ya que son m¶as baratos que las opciones est ¶andar y p ermiten acotar p¶erdidas .

En M¶exic o, los contratos de opciones s e negociaron por primera vez en el MexDer en e l
mes de mar zo de 2004. Los subyacente s sobre los cuales se ofr ec¶³an es te tipo de contr atos
fueron e l Indic e de Precios y C otiz aciones, que es el pr incipal ¶³ndice accionario de la BMV,
y la acci¶on Amercia M¶ovil s erie L. Posteriormente s e incorp oraron contratos par a Naftrac
02 (listado el 30 de agos to de 2004) y Exchange Traded Funds (ETF's ) sobre los ¶³ndices
S&P 100, NASDAQ 1 00 y S& P 500 (lis tados los dos primeros el 1 4 de ener o de 2005 y
el tercer o 6 de j unio de 2005) . Des de sus inicios de intr oducci¶on has ta la fe cha, es tos
cont ratos han sido negoc iados ba j o la modalidad de opciones europ eas c uyo ej ercicio se
realiza al vencimiento.

3C onforme a las estad¶³stic as de operac i¶on publicadas en la p¶agina de inter ne t del MexD er
corr espondientes al cierre del 2005, e l volumen de operaci¶on de los contratos de opciones
listados en est e mer cado acumulado durante el a~no fue el siguiente:

C uadr o 1 . Volumen de Op eraci¶on de Opc iones Acumulado 2005.

De las op ciones que se encuentran listadas en el MexDer, el cont rato m¶as demandado es e l
refer ido al IPC. En el ¶ultimo mes de 2005 la totalidad de las op eraciones de op ciones que
se llevaron a cabo fueron sobre es te s ubyacent e.

3 (www.mexder.c om.mx)
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En el siguiente cuadro se pue de observar como se ha incrementado el volumen de oper aci¶on
de es te tipo de instr ument o resp ecto al a ~no 2004.

C uadro 2. Volumen Mens ual de Oper aci¶on de Opciones 2005.

Debido a est o, para la re alizaci¶on de las valuaciones de las opciones de barr era conforme a
lo que se dis cuti¶o en est a tesis, s e elegi¶o como subyac ente el IPC de la BMV. A continuaci¶on
se presentan los res ultados obt enidos.

4 .2 E je rc ic io s d e V a lu a c i¶o n d e O p c io n e s d e B a rre ra re fe r id a s a l IP C

Par a llevar a cabo la valuaci¶on de opciones de barrera referidas al IPC se utilizaron las
f¶ormulas anal¶³ticas des arrolladas en el primer punt o del C ap¶³tulo 2 par a los contr atos
down-and-out y up-and-out. Pos teriormente, para obtener los pr ecios corres pondient es
a los contr atos down-and-in y up-and-in, s e utiliz¶o el res ultado de paridad in-out para
opciones de bar rera, que tambi¶en se mencion¶o en ese apar tado.

La valuaciones realizadas considerar on lo siguie nte:

(1 ) Venc imiento a un a~no.

(2) El s ubyacente no paga dividendos.

(3) No hay re emb olsos en cas o de que la opci¶on s e extinga.

(4) La tasa libre de riesgo se obt uvo del nodo de un a ~no de la curva de la Tasa de Inter¶es
4Inter bancar ia de Equilibrio (TI IE) .

4 Conforme a las meto dolog¶³as utilizadas en el MexDer se utiliz¶o la TIIE para traer a
valor pr esent e los °uj os futuros del c ontrat o de opci¶on.
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Debido a que la curva de la TIIE c or resp ond¶³a a rendimient os con capitalizaci¶on anual, se
llev¶o a cabo su conve rsi¶on a la tasa de int er¶es continua a trav¶es de la siguiente f¶ormula:

· ¸
T

± = ln 1 + i ¤
360

donde ± es la tas a continua equivalente al nivel de la TIIE (i) anual capitalizable anual-
mente, de acuer do a la curva de tasas del prove dor de pr ecios Valmer . Para este ej ercicio
T = 360.

En tot al s e llev¶o a cab o la valuaci¶on de los cuatro tip os de contr at os call europeos posibles :
down-and-out, down-and-in, up-and-out y up-and-in, considerando distintos niveles de
precio de mercado, de ej ercicio y de barr era.

Los resultados obte nidos fuer on comparados con el pr ecio te¶orico de la op ci¶on est¶andar co-
rre spondiente. En los Ap¶endices C y D s e muest ran las gr ¶a¯c as y detalles de los resultados
que se obtuvieron par a cont ratos de tip o down y up resp ectivamente.

C omo se puede apreciar en la Gr¶a¯ca C.1 , en la que s e toman distintos niveles de precios
de mercados mantienedo ¯j os el prec io de ej ercic io y la barrer a, las opciones de barr era
down-and-out tienen un precio menor o igual a las op ciones e st¶andar equivalent es, ya que
cuando el valor a mercado del IPC se encuent ra muy lej os de la barrera el pr ecio te¶or ico
de la opci¶on de barr era es aproximadamente igual al precio de la opci¶on est¶andar, lo cual
tiene s entido ya que en es te caso, la probabilidad de que la barr era sea cruzada es cas i
cero y por lo tanto no tiene efect o en el precio del contrato down- and- out. C uando el valor
de mercado del IPC se va ac erca al valor de¯nido par a la bar rera, entonces el precio de
la opci¶on de bar rera es consider ablemente m¶as barato que el de una op ci¶on es t¶andar pues
se incrementa la probabilidad de que la barrer a sea rebasada y p or tanto el contr ato sea
ext inguido. Para el contr ato down-and-in se observa exactamente lo opuesto, c uando e l
precio de mercado se encuentra en el mis mo nivel de la barre ra entonces la opci¶on down-
and-in alcanza el precio m¶as alto que se podr¶³a llegar a pagar por ella, per o a medida
que el pr ecio del s ubyacent e s e encuentre p or por arr iba de la bar rea, entonces la op ci¶on
down-and-in empieza a perder valor ya que la probabilidad de que s e alc ance la barr era
empieza a disminuir y con ello la posibilidad de que la opci¶on s ea activada.

En la Gr ¶a¯c a C .2 se r e°ejan los cambios en los pr ecios te ¶or icos de la op ci¶on down-and-out
a dife rent es nive les de precio de ej er cicio. De acuerdo a esta gr¶a¯ca, confor me e l pre cio
de ej ercicio es m¶as ce rcano a la barre ra, la difer encia entre el precio del down-and-out
y de la opc i¶on est¶andar es m¶as gr ande. Si el precio de ej erc icio s e ¯j a muy por ar riba
del pr ecio de barr era, entonces el pr ecio del contr ato down-and-out es muy aproximado al
precio de una opc i¶on sin barr era. En los c¶alculos de la opci¶on down- and- in se pres erva ese
comp ortamiento, ya que tambi¶en para pr ecios de ej ercic ios menores s e tiene un precio de
opcionalidad m¶as alto y par a precios de ej er cicios mayores se t iene al valor de una op ci¶on
est ¶andar.

De la G r¶a¯ca C. 3 s e obs erva que a medida que la bar rera es me nor r espect o al pr ecio de
mer cado del subyacente, el precio de la op ci¶on down- and- out es similar al de una op ci¶on
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est ¶andar. Conforme la bar rera s e va incrementado y por tant o acercando, la probabilidad
de que opci¶on se ext inga empieza a crecer y por tant o el precio del down- and- out s e hace
m¶as bar ato. D e forma inversa, el contrat o down- and- in empieza a tomar valor confor me
la barrera tiende al precio de mercado del subyace nte.

Respec to de la Gr ¶a¯c a D. 1 , se tiene que el contrato up-and-out empieza a p erder valor
conforme el pre cio de mercado del subyacente se acerc a a la barrer a, mientr as que el up-
and-in aume nta de prec io cuando el pr ecio de mercado del s ubyacent e tiende a la barrer a.
Lo anterior, se debe al efecto de la probabilidad de que la op ci¶on de barrer a sea activada
o extinguida como s e vi¶o para e l cas o de los contratos de tipo down.

C omo se muestra en la Gr ¶a¯c a D.2, c uando s e var¶³a el pr ecio de ej ercicio con valores que se
encuent ran m¶as alej ados del prec io de mer cado de l subyacente y cercanos a la barre ra, los
cont ratos up-and-out, up- and- in y est ¶andar t ienden a t ene r el mismo precio. Si el pre cio
de ej erc icio est¶a muy alej ado de la barrera, entonces el prec io del contr ato up-and-out
es liger ament e menor que el precio de una op ci¶on es t¶andar , p ero en el caso del cont rato
up-and-in se obse rva una diferencia consider able re spect o a est e ¶ult imo.

Finalmente, en la Gr ¶a¯c a D. 3 las opciones up-and-out adquier en un valor muy cer cano a
cero si el nivel de la barre ra que s e acer ca al precio de merc ado del activo subyacente. Si
el nive l de la barr era est¶a muy lej os del precio de me rcado entonces el contrato up-and-out
empieza a adquir ir valor has ta el prec io de una opci¶on es t¶andar. En los contr at os up-and-
in, de igual forma que en los cas os ant erior es sucede lo inver so, conforme la barrer a t iende
al precio de mercado, el precio del cont rato de barrer a se aproxima al precio del cont rato
est ¶andar y a medida que la barre ra est ¶a mas alej ada del prec io de mercado, el valor de l
up-and-in tiende a cero.
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C a p¶³tu lo 5

C o n c lu s io n e s

C omo se expus¶o en est e traba j o, las opciones de barrer a son ins trumentos de r ut a de-
pendiente que pueden ser dise ~nadas de var ias formas, con la principal caracter¶³st ica de
que si el precio del subyace nte alcanza un cier to nive l de barrera durante la vida del con-
trat o, pueden ser iniciadas convirti¶endose e n cont ratos de opc iones est¶andar, o extinguidas
per diendo su valor .

Par a enc ontrar el valor de est e tipo de contratos se han des arrollado var ios art¶³culos sobre
dos t ipos de m¶e todos: los anal¶³t icos y los num¶ericos.

Los m¶eto dos anal¶³t icos per mite n encont rar soluciones cerradas al problema de valuar op-
ciones de barr era mediante la f¶ormula de ecuaciones diferenciales par ciale s desarrollada
por Black - Scholes para op ciones or dinarias , considerando la car acter¶³stic a relacionada al
evento de que el precio del activo to que o no la barrer a y con ello la opc i¶on de bar rera se
convier ta en una op ci¶on es t¶andar.

C omo tema central de e ste traba j o, se des arrollaron t res plant eamientos para llegar a es tas
f¶ormulas anal¶³t icas.

El primero de ellos consider ¶o la valuaci¶on neutral al riesgo de las opc iones call del tipo
up-and-out y down-and-out, asumiendo que el subyacente no pagaba dividendos y que no
exist¶³an reembolsos s i la opci¶on se extingu¶³a s in valor. Se utiliz¶o el conce pt o de paridad
in- out , que se mantiene para opc iones de barrera, a e fec to de deter minar las f¶ormulas de
los contr atos call de tipo in, ya que una opci¶on est¶andar puede ser r eplicada s i se tiene un
cont rato de t ipo out y un contrat o de tipo in con los mis mos pr ecios de mer cado y ej er cicio,
as¶³ c omo mismo ve ncimiento. Por lo anterior, ¶unic ament e fue necesario conocer el pre cio
de las opc iones ordinarias y res tar el prec io de las opcione s tip o out desar rollado, para
pos terior mente encontr ar las f¶or mulas anal¶³ticas de las op ciones up-and-in y down-and-in.

En s egundo lugar, se obtuvo la f¶or mula para una op ci¶on call down-and-out a trav¶es de
plantear el pr oblema de forma similar al de la ecuaci¶on diferencial de difusi¶on de calor y de
la cual s e c ono ce la soluc i¶on. Al igual que el enfoque anterior, s e asumi¶o que el subyacente
no paga dividendos y no e xis ten ree mb olsos .

En el tercer planteamiento s e mos tr¶o el desarr ollo de Rubinstein y Reine r para encontrar la
soluci¶on a los o cho t ipos de cont ratos de bar rera que existe n, considerando las opcione s call
y put, as¶³ como las cuatro variantes de cada uno (down- and- out, down-and-in, up-and-out
y up- and- in) . Este des arrollo asume que e l subyacente paga una tasa de dividendos y que
existe un reembolso en caso de que la opci¶on dej e de exist ir antes del vencimiento.

C on las f¶ormulas que se deduj eron en los tr es enfoques desarr ollados, la valuaci¶on de las
opciones de barre ra se puede calcular f¶acilme nte, ya que a pesar de que su deducci¶on es
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complicada y se requieren de bases matem¶aticas robust as para obt enerse, t ienen formas
sencillas que permiten la parametr izaci¶on de l activo subyac ente, de s us precios de mer cado,
de ej erc icio, las bar reras, la volatilidad y la tas a de inter¶e s libre de ries go para valuar
diver sos c ontrat os .

Sin embargo han e xis tido cr¶³ticas s obr e las soluciones anal¶³ticas para valuar opcione s de
barrer as, que cons ist en esencialmente en que el monit or eo del pr ecio del subyacente se
realiza de manera discr eta, p or lo que el supuesto de continuidad en el comp ortamiento de
los precios sobre el cual se bas an los des arrollos de s oluciones anal¶³ticas no se mantiene .
Par a solventar es te problema, s e incluy¶o en el pr esent e traba j o la propuest a de Broadie ,
G lasse rman y K ou para corregir la continuidad por medio de aplicar s ¶olo un factor de
a j uste a la bar rera del contrato.

En cuanto a las s oluciones mediant e e l uso de m¶eto dos num¶ericos, se pres entar on las
vent a jas y desventa j as s obre los m¶etodos de ¶ar boles binomiale s, trinomiales y s imulaciones
Monte C arlo. Los m¶etodos de ¶arb oles binomiale s y trinomiales, requieren calcular varios
pasos para p oder obtener un punto de convergencia y est¶an suj etos a que se presenten
err ores de cuanti¯caci¶on y esp eci¯caci¶on de la bar rera. El er ror de cuant i¯caci¶on consisten
en que el comp ortamiento del precio de l activo subyacente debe de s er igual a los no dos
seleccionados para el ¶ar bol, por lo que par a obt ene r resultados m¶as exac tos se necesita
plantear un ¶arbol p or cada cont rato que s e quiera valuar. El err or de esp eci¯caci¶on est riba
en que la barre ra esp eci¯cada en el contr ato no necesar iamente s e encuentr a repres entada
por alguno de es tos nodos, s ituaci¶on que obliga a que la barrer a se a desplazada a uno de
los no dos elegidos , modi¯c¶andos e con ello las caracter¶³st icas ba j o las cuales se est ructur¶o
la opci¶on.

Por lo que respe cta a la utilizaci¶on de Simulaciones Monte C arlo como m¶et odo num¶er ico
para la valuaci¶on de opciones de barr era, se deter min¶o que de igual for ma que los ¶arboles
binomiales y tr inomiales, s e r equier e un gran n ¶umer o de simulaciones o pasos para obtener
res ultados pr ecisos , c ons umiendo con ello recurs os computacionales.

Der ivado de lo ant erior, s e concluy¶o que para los efect os pr¶acticos de los participant es
del mer cado de opciones de barr era, las s oluciones anal¶³ticas tienen vent aj a res pecto a la
ins trumentaci¶on de la valuaci¶on con las caracter¶³sticas reales de los contrat os, as¶³ como en
los tiempos de pr oces amiento neces arios para obt ener valuaciones de este tipo de contr atos
con m¶eto dos num¶e ricos . Este hecho se ha visto r e°e jado en la op eraci¶on de pro duc tos
derivados, pues la mayor¶³a de los traders utilizan los m¶e todos de s oluciones anal¶³ticas
como Black - Scholes y sus exte ns iones para obser var los datos del mercado, lo que p ermite
garantizar que los contr atos sean valuados correctamente en r elaci¶on a otr os contratos de
la mis ma es pecie.

De los r esult ados obtenidos de los ej ercicios de opciones de barr era que se llevar on a cabo, se
determin¶o que e l factor clave par a el precio de los c ontrat os de barrera e s la probabilidad de
que e l precio de mer cado del activo subyac ente alcance o no el nivel de barrera especi¯cado,
pues debido a ello el precio se acerca o alej a del valor de una opci¶on est¶andar.

Par a el caso de contratos call t ipo down-and-out s e obtuvo que cuando e l precio de mercado
es mucho menor a la barre ra, entonces la probabilidad de que la opci¶on dej e de existir se
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incr ement a y con e llo se dis minuye el pr ecio de la opci¶on. Para op ciones down- and- in
la situaci¶on es invers a, a medida que el precio de mer cado se encuentra por arriba de la
barrer a con niveles m¶as altos , la probabilidad de que la opci¶on se extinga s e incrementa y
por tant o se gene ra un descuento en la op ci¶on.

Los precios de los contratos de t ipo up tambi¶en tienen un comp ortamiento s imilar. El
precio de un call up-and-out dis minuye a medida que e l pr ecio del subyacente es m¶as
grande que la barrera, pues la pr obabilidad de que e l cont rato sea e xtinguido aumenta. Si
es un contr at o t ipo up-and-in, el re sultado es opuesto, a medida que el precio del subyacente
sea menor a la barrera, e l precio de la opci¶on descender¶³a ya que es muy probable que la
opci¶on dej e de exis tir.

En cons ecuencia se ver i¯c¶o que los contr atos con barreras s iempr e son menores o iguales a
las opciones est¶andar en el peor de los c asos, de bido al efect o que tiene la probabilidad de
que se puede activar o ext inguir el contr ato dependiendo del evento de que la bar rera sea
alcanzada o no.

Por ot ro lado, se determin¶o que en M¶exico la utilizaci¶on de op ciones de barrer a s e en-
cuent ra limit ada a me rcados ext rabur s¶atiles y que por las vent aj as que proporcionan a los
inversionist as, p odr¶³an s er inclu¶³dos dentr o de la gama de pr oductos que s e ofr ecen en e l
mer cado re cono cido de der ivados , MexDe r, como s uc ede con los mercados bur s¶atiles de
derivados de otros pa¶³ses .

La venta j a princ ipal que gener ar¶³a la inclusi¶on e n la operaci¶on del mercado mexicano de
est e t ipo de ins trumentos es que s e p odr¶³an cr ear estr ategias de negociaci¶on m¶as s encillas en
cuant o al n ¶umer o y t ipo de instr umentos involucrados c on costos de transacci¶on menores .
Lo anter ior se veri¯c¶o a trav¶es de los e je rcicios de op ciones de barrera refer idas al IPC
que s e realizaron, pues los precios te¶or icos obt enidos fueron menor es a los precios de las
opciones or dinarias que en la ac tualidad p odr¶³an ser encontr adas en el MexDer .

Asimis mo, al ne go ciar se op ciones de barre ra en e l MexD er s e ofrecer¶³a a los participant es
la reducci¶on de la exp osic i¶on a riesgos de contr apar te o legales a los que s e encuentran
suj etos en la negociaci¶on de contrat os de bar rera en mercados extr abur s¶atiles (OTC) .
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A p ¶en d ic e

A . T e o r e m a s

T e o r e m a A .1

S ea Ã y ´ las variables aleator ias ente ras s obre el spacio de pr obabilidad (­ ; (= ) ; P ) .t t2 [0 ;T ]
2Entonces si Ã e s = - medible, ´ e s indep endient e de = y h : < ! < es una funci¶on det t

Bor el m edible y entonces tenemos que

E (h ( Ã ; ´ ) j = ) = H ( Ã ) ;P t

donde H ( y ) = E (h (y ; ´ ) ) :P

Lo anterior, se m antiene si

E (j h ( Ã ; ´ ) j) < 1 :P
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T e o r e m a A .2

El Teorem a de Girsanov pres entado a continuaci¶on e s una sim pli¯fcaci¶on del Teorem a de
G irsanov real, ya que no es necesario que ¹ sea una cons tante.

S ea Y de¯nido por,t

(
d Y = ¹ d t + d W ; t · Tt t

Y = 00

donde T < 1 es una constant e dada y W es un Movimie nto Browniano Es t¶andar sobret
^el es pacio de pr obabilidad (­ ; (= ) ; P ) . De¯nim os una medida de probabilidad Pt t2 [0 ;T ]

equivalente a P por la der ivada Randon-Nikon¶yn,

^ 2d P 1(¡ ¹ W ¡ ¹ T )T 2= e ; P ¡ a :s :
d P

Entonces Y es un M ovimiento Browniano Es t¶andar en el es pacio de pr obabilidadt

^(­ ; (= ) P )t t2 [0 ;T ];
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B . F ¶o r m u la s p a r a V a lu a c i¶o n d e O p c io n e s d e B a r r e r a

2µ ¶¡ 1 + (2 (r ¡ q )= ¾ )S ba =
S

2µ ¶1 + (2 (r ¡ q )= ¾ )S bb =
S

¡ ¢
S 1 2ln + r ¡ q + ¾ (T ¡ t)X 2pd =1

¾ T ¡ t¡ ¢
S 1 2ln + r ¡ q ¡ ¾ (T ¡ t)X 2pd =2

¾ T ¡ t¡ ¢
S 1 2ln + r ¡ q + ¾ ( T ¡ t)S 2bd = p3

¾ T ¡ t¡ ¢
S 1 2ln + r ¡ q ¡ ¾ ( T ¡ t)S 2b pd =4

¾ T ¡ t¡ ¢
S 1 2ln ¡ r ¡ q ¡ ¾ ( T ¡ t)S 2bd = p5

¾ T ¡ t¡ ¢
S 1 2ln ¡ r ¡ q + ¾ ( T ¡ t)S 2b pd =6

¾ T ¡ t¡ ¢
S X 1 2ln ¡ r ¡ q ¡ ¾ (T ¡ t)2 2S bd = p7

¾ T ¡ t¡ ¢
S X 1 2ln + r ¡ q + ¾ (T ¡ t)2S 2

b pd =8
¾ T ¡ t

donde S es la posici¶on de la barr era, S el precio de mercado del subyacente, X el pre ciob t
de ej ercic io, T e l vencimient o, t moment o en el que s e val¶ua, r la tasa libre de r iesgo y q
la tasa que paga el subyacente.
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B .1 O p c io n e s T ip o C a ll

B .1 .1 C A L L U P -A N D -O U T

q (T ¡ t)S e [N (d ) ¡ N (d ) ¡ b f N (d ) ¡ N (d ) g ]1 3 6 8

¡ r (T ¡ t)¡ X e [N (d ) ¡ N (d ) ¡ a f N (d ) ¡ N (d ) g ]2 4 5 7

B .1 .2 C A L L U P -A N D -I N

q (T ¡ t)S e [N (d ) + b f N (d ) ¡ N (d ) g ]3 6 8

¡ r (T ¡ t)¡ X e [N (d ) + a f N (d ) ¡ N (d ) g ]4 5 7

B .1 .3 C A L L D O W N -A N D -O U T

(1 ) X > S :b

q (T ¡ t)S e [N (d ) ¡ b f 1 ¡ N (d ) g ]1 8

¡ r (T ¡ t)¡ X e [N (d ) ¡ a f 1 ¡ N (d ) g ]2 7

(2) X < S :b

q (T ¡ t)S e [N (d ) ¡ b f 1 ¡ N (d ) g ]3 6

¡ r (T ¡ t)¡ X e [N (d ) ¡ a f 1 ¡ N (d ) g ]4 5

B .1 .4 C A L L D O W N -A N D -I N

(1 ) X > S :b

q (T ¡ t)S e b f 1 ¡ N (d ) g8

¡ r (T ¡ t)¡ X e a f1 ¡ N ( d ) g7

(2) X < S :b

q (T ¡ t)S e [N (d ) ¡ N (d ) + b f 1 ¡ N (d ) g ]1 3 6

¡ r (T ¡ t)¡ X e [ N (d ) ¡ N (d ) + a f 1 ¡ N (d ) g ]2 4 5
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B .2 O p c io n e s T ip o P u t

B .2 .1 P U T D O W N -A N D -O U T

¡ r (T ¡ t)X e [ N (d ) ¡ N (d ) ¡ a f N (d ) ¡ N (d ) g ]4 2 7 5

q (T ¡ t)¡ S e [N (d ) ¡ N (d ) ¡ b f N ( d ) ¡ N (d ) g ]3 1 8 6

B .2 .2 P U T D O W N -A N D -I N
¡ r (T ¡ t)X e [1 ¡ N (d ) + a f N (d ) ¡ N (d ) g ]4 7 5

q (T ¡ t)¡ S e [1 ¡ N ( d ) + b f N (d ) ¡ N (d ) g ]3 8 6

B .2 .3 P U T U P -A N D -O U T

(1 ) X > S :b

¡ r (T ¡ t)X e [1 ¡ N (d ) ¡ a f N (d ) ¡ N (d ) g ]2 7 5

q (T ¡ t)¡ S e [1 ¡ N (d ) ¡ b N (d ) ]1 8

(2) X < S :b

¡ r (T ¡ t)X e [1 ¡ N (d ) ¡ a N (d ) ]4 7

q (T ¡ t)¡ S e [1 ¡ N ( d ) ¡ b N (d ) ]3 6

B .2 .4 P U T U P -A N D -I N

(1 ) X > S :b

¡ r (T ¡ t)X e [N (d ) ¡ N (d ) + a N (d ) ]4 2 5

q (T ¡ t)¡ S e [N (d ) ¡ N (d ) + b N (d ) ]3 1 6

(2) X < S :b

¡ r (T ¡ t)X e [1 ¡ N (d ) ¡ a N (d ) ]4 5

q (T ¡ t)¡ S e [1 ¡ N ( d ) ¡ b N (d ) ]3 6
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C . R e s u lt a d o s d e E je r c ic io s O p c io n e s d e B a r r e r a C a ll T ip o D o w n

E je r c ic io 1 .

Subyacente: IPC
Precio de Mercado: Variable
Precio de Ej ercicio: 1 7,500
Bar rera: 1 6,500
Vencimiento: 360 d¶³as
Tasa de Inter¶es: 8.25% anual
Tasa de Inter¶es C ont. : 7. 93% anual
Volatilidad: 1 6.91 % anualizada

G r ¶a ¯ c a C .1
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T a b la C .1
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E je r c ic io 2 .

Subyacente: IPC
Precio de Mercado: 1 8, 000
Precio de Ej ercicio: Variable
Bar rera: 1 6,500
Vencimiento: 360 d¶³as
Tasa de Inter¶es: 8.25% anual
Tasa de Inter¶es C ont. : 7. 93% anual
Volatilidad: 1 6.91 % anualizada

G r ¶a ¯ c a C .2
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T a b la C .2
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E je r c ic io 3 .

Subyacente: IPC
Precio de Mercado: 1 8, 000
Precio de Ej ercicio: 1 7,500
Bar rera: Variable
Vencimiento: 360 d¶³as
Tasa de Inter¶es: 8.25% anual
Tasa de Inter¶es C ont. : 7. 93% anual
Volatilidad: 1 6.91 % anualizada

G r ¶a ¯ c a C .3
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T a b la C .3
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D . R e s u lt a d o s d e E je r c ic io s O p c io n e s d e B a r r e r a C a ll T ip o U p

E je r c ic io 1 .

Subyacente: IPC
Precio de Mercado: Variable
Precio de Ej ercicio: 22,000
Bar rera: 24,000
Vencimiento: 360 d¶³as
Tasa de Inter¶es: 8.25% anual
Tasa de Inter¶es C ont. : 7. 93% anual
Volatilidad: 1 6.91 % anualizada

G r ¶a ¯ c a D .1
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T a b la D .1
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E je r c ic io 2 .

Subyacente: IPC
Precio de Mercado: 1 8, 000
Precio de Ej ercicio: Variable
Bar rera: 30,000
Vencimiento: 360 d¶³as
Tasa de Inter¶es: 8.25% anual
Tasa de Inter¶es C ont. : 7. 93% anual
Volatilidad: 1 6.91 % anualizada

G r ¶a ¯ c a D .2
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T a b la D .2
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E je r c ic io 3 .

Subyacente: IPC
Precio de Mercado: 1 9, 000
Precio de Ej ercicio: 20,000
Bar rera: Variable
Vencimiento: 360 d¶³as
Tasa de Inter¶es: 8.25% anual
Tasa de Inter¶es C ont. : 7. 93% anual
Volatilidad: 1 6.91 % anualizada

G r ¶a ¯ c a D .3
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T a b la D .3
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